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MATEMATICAS EN LAS AULAS DE SECUNDARIA
Seccidn a cargo de
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Geogebra: la eficiencia de la intuicion

por

Rafael Losada Liste

iDesea usted crear una serie de aplicaciones didacticas personalizadas
que sirvan de recurso para la comprension profunda de axiomas, propie-
dades y teoremas geométricos en la educacion secundaria? jQue puedan
usarse via Internet? ;Operativas en cualquier sistema? ;Que incluyan
capacidades de calculo numérico y simbolico? ;Donde se pueda trabajar
con ecuaciones? ;Desea usted, también, que permitan el estudio de las
funciones elementales, el uso de parametros y la representacién de deri-
vadas e integrales? Y, ya puestos, jdotadas de un entorno amigable que
permita una interaccion inmediata con ellas? ;Con una estética depu-
rada? ;Sin problemas de accesibilidad, pues hay que pensar en todos?
No lo dude: estudie a fondo algiin lenguaje de programacion orientada a
objetos como Java o ActionScript, algo de XHTML para su implantacién
en la web, condiméntelo con un poco de JavaScript y XML si es preciso,
y... dediquele miles de horas. Le deseamos mucha suerte.

Aunque, si no es usted persona chinchorrera o quisquillosa, existe otra
posibilidad. Afortunadamente para usted y para mi, y para muchos mas co-
mo nosotros, hace ya algunos anos que de la parte pesada, la programacion,
se vienen ocupando los expertos. Markus Hohenwarter, desde el departamen-
to de Didéctica de la Matemaética de la Universidad de Salzburgo, es uno de
estos desarrolladores que pone a nuestra libre disposicién un entorno senci-
llo, amigable y potente con el que podemos realizar facilmente construcciones
geométricas y analiticas. Este entorno se llama Geogebra, es extremadamen-
te facil de manejar, se gesté en el ano 2001 y se encuentra disponible en la
direccion www.geogebra.at

Antes de nada, hay que sefialar que este software se encuentra actualmente
en fase de ampliacién, por lo que estdn previstas mejoras y complementos,
como anadir macros o animaciones, para las préximas versiones. Realizado
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en Java (geogebra. jar), guarda cada una de nuestras construcciones en un
archivo XML de extensién ggb. La versién 2.7.1.0, la dltima en este momento,
es la que se analiza en este articulo.

Nada menos que siete facetas muy interesantes saltan a la vista al apro-
ximamos a Geogebra, sin adentrarnos todavia en su funcionalidad:

» Es gratuito y de c6digo abierto (GNU GPL).
= Estd disponible en espanol, incluido el manual de ayuda.
= Presenta foros en varios idiomas, el castellano entre ellos.

= Ofrece una wiki en donde compartir las propias realizaciones con los
demas.

= Usa la multiplataforma de Java, lo que garantiza su portabilidad a sis-
temas de Windows, Linuz, Solaris o MacOS X.

= Las realizaciones son facilmente exportables a paginas web, por lo que
podemos crear paginas dindmicas en pocos segundos.

= En su corta historia ya ha obtenido una serie de prestigiosos premios, el
iltimo el pasado ano 2006.
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En su excelente informe El profesorado de matemdticas ante las Tecno-
logias de la Informacion y la Comunicacion (LA GACETA DE LA RSME, 9
(2006) 2, pp. 521-544) Antonio Pérez Sanz clasifica el software para Matemati-
cas en dos categorias, segin la funcionalidad: la general (en donde entrarfa
Derive) y la especifica (en donde entraria Cabri, para la geometria).

Seamos ahora ma&s precisos. Existe una categoria de programas conoci-
da como Sistemas de Algebra Computacional (CAS, en inglés), que permi-
ten calculos simbdlicos y numéricos, y también representaciones simbdlicas.
Aqui entrarian Derive (Tecnologia para el realismo en la ensenianza del Cdlcu-
lo Integral, LA GACETA DE LA RSME, 5 (2002) 2, pp. 455-462), Maple (LA
GACETA DE LA RSME, 1 (1998) 1, pp. 113-128), Mathematica (LA GACE-
TA DE LA RSME, 1 (1998) 3, pp. 467-488) y MatLab (LA GACETA DE LA
RSME, 3 (2000) 2, pp. 351-361), entre otros. Los comandos se introducen,
esencialmente, con el teclado.
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Otra categoria se conoce como Sistemas de Geometria Dindmica (DGS).
Estos entornos permiten la introduccién directa en la ventana gréafica de ob-
jetos geométricos y la representacién dindmica de los mismos. Aqui estarian
Cabri, Cinderella (LA GACETA DE LA RSME, 4 (2001) 1, pp. 273-278) y
otros. Los comandos se introducen, fundamentalmente, con el ratdn.

Geogebra tiene algo de las dos categorias, pero no de forma separada, y
esto es lo més interesante. Combina las representaciones graficas y simbélicas
ofreciendo ambas al mismo tiempo, lo que genera un gran valor anadido. Fn
los siguientes apartados, la palabra “objeto” se refiere a cualquier tipo de dato
o resultado, no necesariamente geométrico, que el usuario puede introducir en
escena: nimeros, puntos, ecuaciones, funciones, etc.

1. GEOGEBRA COMO SISTEMA DE GEOMETRIA DINAMICA (GEO-
GEBRA GEOMETRY)

Veamos primero a Geogebra como un ejemplo de DGS. Estos programas
de ordenador permiten la creaciéon y manipulacién de construcciones geométri-
cas. Dentro de este amplio grupo, la mayoria, como Geogebra (al menos de
momento), se limita a la geometria en el plano (2D). El modus operandi es
comun a todos ellos y consiste en situar unos cuantos objetos geométricos
(puntos, rectas, circulos, poligonos...) en la ventana grafica. Estos objetos ini-
ciales, a los cuales podemos anadir més en el proceso de construccion, son
libres, es decir, independientes. Basdndonos en ellos, podemos agregar nuevos
objetos geométricos dependientes, como puntos medios, mediatrices y lugares
geométricos en general. También podemos realizar mediciones sobre los ob-
jetos construidos e incluso usar estas mediciones para la creacién de nuevos
objetos. En cualquier momento, basta resituar los puntos de partida, es decir,
modificar las condiciones iniciales, para visualizar los cambios que produce es-
ta nueva ubicacién en toda la construccion. Como ya se ha mencionado, todos
estos procesos se realizan, fundamentalmente, con pulsaciones y arrastres del
raton.

Geogebra permite el estudio de construcciones con regla y compds, geo-
metria analitica y vectores. Es indudable que el nicleo principal de Geogebra
estd disenado para estos cometidos. Incluso podemos usar una versién exclu-
sivamente geométrica de Geogebra, llamada Geogebra Geometry, que reduce
el programa a estos procesos con el ratén, eliminando la parte algebraica. Es-
ta aplicacion reducida puede resultar especialmente practica en los primeros
niveles del aprendizaje de la geometria (educacién primaria).

Los DGS pueden ser divididos en dos categorias: deterministicos y con-
tinuos (ambas categorias son excluyentes). Cabri es deterministico, mientras
que Geogebra es continuo. En los programas deterministicos, como Cabri, todas
las construcciones quedan totalmente determinadas por los puntos o nimeros
iniciales, pero algunas construcciones puede comportarse de forma inesperada
cuando se mueven esos puntos. Por el contrario, en los programas continuos,
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como Geogebra, muchas construcciones dependen de una serie de parametros
ocultos, predefinidos por el programador, por lo que la construccién adquiere
mayor libertad y consistencia. En este tipo de programas existe el riesgo de que
una serie de pasos que tedricamente nos deberia devolver a la misma posicion
inicial no lo consiga, pero este problema parece estar resuelto en Geogebra.

La estética es muy importante en geometria, en donde la belleza de las
formas y sus propiedades han llamado la atencién del mundo intelectual des-
de hace siglos. Sin llegar a la calidad excepcional de los mejores programas
de representacion de graficos vectoriales, Geogebra ofrece una estética digna.
Dispone de varios tipos de estilos aplicables a los objetos, como grosor, co-
lor y transparencia. En las siguientes imagenes, en donde los pixeles han sido
aumentados varias veces, podemos comparar el suavizado de las lineas (antia-
liasing) de Geogebra, a la izquierda, con la misma linea dibujada en Cabri, a la
derecha. Ademas, Geogebra puede exportar la zona grafica como una imagen
vectorial (eps).
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Geogebra también permite importar imdgenes (gif, jpg, tif o png) y
tratarlas como mapas de bits. Esto significa que podemos usar fotos, patrones
visuales o dibujos no sélo para integrarlos en el escenario (como imagen de
fondo, por ejemplo) sino como propios objetos geométricos susceptibles de
transformaciones (traslacién, homotecia, reflexién, rotacién o distorsién). Las
imégenes importadas también disponen de indice de transparencia. La practica
opcién del ment Captacion de puntos a la cuadricula permite situar facilmente
puntos en coordenadas precisas con un solo clic.
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2 . GEOGEBRA COMO SISTEMA DE ALGEBRA COMPUTACIONAL

Veamos ahora a Geogebra como un ejemplo de CAS. Estos programas de
ordenador permiten el calculo numérico y simbdlico. En este sentido, Geoge-
bra es modesto, pues no hay que olvidar que la finalidad de este programa
es facilitar el aprendizaje escolar. Geogebra permite introducir directamen-
te expresiones numéricas, puntos, vectores, ecuaciones de rectas y conicas, y
funciones. A partir de ellas, puede resolver sistemas, hallar las raices de una
funcién, o representar la funcién derivada y una primitiva. La entrada (input)
de los comandos se realiza en una ventana de una sola linea, situada en la parte
inferior de la pantalla. Casi todos los comandos estdn en espafiol. La salida
(output) se presenta en la ventana algebraica, situada en la parte izquierda
de la pantalla. Esta ventana algebraica no sélo es de salida, sino también de
reentrada, de forma que se puede volver a editar cualquiera de los objetos (si
conserva algtin grado de libertad).

_4 Objetos libres
? e1:2x +y=1
L eipxTry=4
_4 Ohjetos dependientes
5 8,=(1,3)

s 52 = (3’ -5) Entrada: S_1=Interseccidnfe_2, e_1]

Geogebra no ofrece una representacion simbdlica de los resultados numeéri-
cos, sino una aproximacién de los mismos. Las expresiones con fracciones,
raices, y operadores en general, estin permitidas en la introducciéon de datos
numéricos, pero desaparecen en la salida (salvo en las funciones), quedando
reducidas a una aproximacién decimal.

_ 4 Ohjetos lihres

...... D a=0.33333 Entrada: Ia: 143

Geogebra tampoco permite el tratamiento indefinido de variables (sal-
vo z e y, que estan reservadas). Una letra no puede representar, por ejem-
plo, un numero real cualquiera. Asi, aunque podemos calcular la derivada de
f(x) = 2z, no podemos generalizar el cilculo a la derivada de f(z) = k.
La constante k debe poseer en todo momento algin valor concreto. De igual
modo, tampoco podemos discutir un sistema lineal segiin los valores de un
parametro indefinido. En el siguiente apartado veremos el motivo de estas
carencias.

3 . GEOGEBRA COMO COMBINACION DE DGS v CAS

Podemos considerar todo lo anterior como una mera introduccién a la idea
principal en la que se basa Geogebra. La potencia didactica que posee este
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programa se fundamenta en la visualizacién simultdnea de dos tipos diferentes

de representacién: la grafica y la simbdlica.

La pantalla de Geogebra se divide en cinco zonas: el ment y los botones, en
la parte superior; la entrada de comandos, en la inferior; la gran zona grafica,

a la derecha y la zona algebraica, a la izquierda.

Menu

ciones_Ventana
1] @4 | ABQH *I*l Botones 2ole
\A
£ * -
y‘
T D K
Zona 2
algebraica
Zona gréfica
Woco: Despleza =TI
2] _ewase [ Entrada de comandos =[] [eomendo =

Se observa el esfuerzo que se ha realizado

_4 Objetos libhres

______ . mas sencilla posible. En la imagen de la izquier-
4 A=(0,5) . :

______ 3 B=(10,0) da vemos con més detalle la zona algebraica. Los
il S puntos A, B, C, D, E y P pudieron ser creados

""" ST I ratén o bi definidos en la entrad
______ D =010, 0) con el raton o bien ser definidos en la entrada
. £ ! de comandos. En cualquiera de los dos casos la
""" » E=(8,3) representacion simbélica y grafica sera la mis-
T .P =(14,3) _ ma. Es decir, Geogebra muestra una identifica-
_ Objetos dependientes cion visual permanente entre las coordenadas de
""" 2100+ 125=1  upn punto y su representacion en el plano. Lo
------ 2 1 y=-0.16x +5.25 mismo sucede con los objetos dependientes que
______ 5 tiy=104x-115 vemos. No sab/emos si la cénica c, o las tangentes
< t1 y to9, o los dngulos «, G y =, fueron construi-
""" J O =84.59° dos con el ratén directamente sobre la pantalla
------ J B=40.26° grafica o usando el teclado en la linea de entra-
------ J y=55.15° da de comandos (en realidad, yo si lo sé, puesto

para que la introduccién de los objetos sea lo

que fueron mis acciones, pero usted no puede

saberlo).

Analicemos ahora las carencias observadas en Geogebra como CAS: falta
de exactitud en la representacién numérica e imposibilidad de manejar va-
riables indefinidas. Para ello nos serviremos de una sencilla construcciéon que
realizaremos paso a paso. Empezamos introduciendo en la linea de comandos

el nimero 1, y pulsando la tecla Intro, sin mas.

4 Ohjetos libres
...... d a= 1
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Observamos que Geogebra ha asignado un nombre automaticamente a es-
te nimero (Geogebra sigue normalmente el orden alfabético, anadiendo un
subindice en caso de repeticién). Pero jla ventana grafica permanece vacial
Si hacemos clic derecho sobre el item de la ventana algebraica, surge un
mentu contextual en donde vemos que la opcién “Expone objeto” se encuen-
tra desactivada. Cuando la activamos, aparece un deslizador, representando el
valor del nimero, en la ventana grafica.

a=1
—

Si lo deseamos, podemos modificar los extremos del intervalo en el que se
mueve el deslizador, asi como el incremento de paso. Volvamos a la linea de
entrada de comandos y escribamos (a, a/3). Inmediatamente se modifican las
dos ventanas, algebraica y grafica:

_4 Objetos libres
e a=1 a=1 4
_4 Objetos dependientes N
~e @ A=(1,033)
24
0 ..-‘.
T T - - T
4 -2 ] 2

Observamos de nuevo la letra automatica, mayuscula al tratarse de un
punto, y la aproximacién de 1/3 a 0,33 (la precisién varfa, a nuestra elec-
cion, entre 0 y 5 decimales). El punto A es un objeto dependiente, pues sus
coordenadas dependen del valor del niimero a.

Ahora elegimos la opcién de “Activa Trazo” en el punto A y variamos
de forma continua el valor de a (entre —5 y 5, en este caso) arrastrando el
deslizador:

_4 Objetas libres
) a=58 326 4
_4 Objetos dependientes .
J A=(51.67)
2 A
0
e T IR

Si se hubiese respetado la expresién fraccionaria a/3, la variacién con-
tinua no nos permitiria observar los cambios en el valor de la ordenada del
punto A. Al convertir las expresiones numéricas en aproximaciones decimales,
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se consigue que la observacion de las variaciones se realice al mismo tiempo
en las dos ventanas, permitiendo una correspondencia visual entre ambas re-
presentaciones, numérica y grafica, de alto valor pedagdgico. Usando un simil
ajedrecistico, es como un jaque mate con sacrificio previo de dama.

La otra carencia observada, la imposibilidad de trabajar con variables in-
definidas, es de nuevo consecuencia del objetivo prioritario de mantener esta
correspondencia visual entre las dos ventanas. Una variable indefinida no pue-
de ser representada graficamente, a menos que adquiera un valor concreto.
Asi, la funcién f(x) = ka corresponde en realidad a toda la familia de funcio-
nes lineales, cuya representacién eclipsaria totalmente la ventana grafica. Algo
nada deseable.

Con Geogebra se pueden usar coordenadas cartesianas o polares. Las ecua-
ciones de las rectas pueden ser vectoriales, paramétricas, generales o explicitas.
También se ofrecen distintas alternativas a las ecuaciones de las conicas. Todo
ello con el propésito de insistir en la dualidad de las representaciones, simbdlica
y grafica.

3.1 . Los MODOS

Veamos algunos ejemplos de la correspondencia entre acciones de botones
(Geogebra las llama “modos”), ejecutables con el ratén, y comandos. Justo
encima de la linea de comandos, la “barra de estado” nos recuerda en todo
momento el modo seleccionado y la razén entre las escalas de los ejes. Geogebra
denota, por defecto, a los puntos y poligonos con maytusculas y a los demés
objetos (numeros, vectores, lugares geométricos, ecuaciones y funciones) con
minusculas. Asi, si escribimos A = (2, 3), Geogebra entiende que el objeto es un
punto, mientras que si escribimos a = (2, 3) interpreta que es un vector libre.
Para los angulos usa el alfabeto griego. También se pueden anadir subindices,
sean numeros o letras.

Objetos libres (en sentido estricto)

a=Z A

—_— .
k=2 A=(23)

Objetos geométricos basicos y puntos sobre objetos

~ o~ O)

u = Vector [A, B] r = Recta [A, B] ¢ = Circunferencia [O, A]
(libre por ingreso directo) | (libre por ingreso directo) | (libre por ingreso directo)

- A
°
¢ = Cénica [A, B, C, E, D] A = Punto [c]
(libre por ingreso directo) | (subordinado al objeto c)
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Objetos de creacién directa situando puntos libres
(aunque dependientes, libres en sentido amplio)

./.’

r = Semirrecta [A, B]

/

r = Segmento [A, B]

e

¢ = Semicircunferencia [A, B]

&

¢ = Circunferencia [A, B, C]

[
-

P = Poligono [A, B, C, D]

)

¢ = ArcoCircular [O, A, B]

ba)

a = SectorCircular [O, A, B]

)

¢ = ArcoCircunferencia [A, B, C]

Q

a = SectorCircunferencia [A, B, C]

Objetos calculados a partir de otros

‘
r’ = Perpendicular [A, 1]

o
e
u’ = Vector [A, u]

r’ = Recta [A, 1]

>
—

>

,

.
L
.

A = Interseccién [r, s] r = Mediatriz [A, B] | C = PuntoMedio [A, B
r = Bisectriz [A, O, B] | A’ = Reflexién [A, O] A’ = Reflexién [A, 1]

L
A’ = Translacién [A, u]

r = Tangente [A, ]

S

r = Polar [A, ]

Objetos resultados de mediciones

om

-

k = Distancia [A, B]

a = Angulo [A, O, B]

Objetos a partir de una distancia o un angulo dado

A’ = Rotacién [A, «, O]

b @ 0
r = Segmento [A, k] (compds) | ¢ = Circunferencia [O, k] | @’ = Angulo [A, B, q]
A’ = Dilatacién [A, k, O]

Modos que no crean nuevos objetos

R

LugarGeométrico [A’, A]

?

a=h

Relacién [a, b] | Borra [a]
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3.2 . OBJETOS LIBRES POR INGRESO DIRECTO

De la misma forma que podemos ejecutar todas las acciones anteriores
directamente en la ventana grafica con ayuda del ratén, también podemos
ingresar directamente en la linea de entrada los objetos bésicos (numeros,
angulos, puntos, vectores, rectas, cénicas y funciones) escribiendo sus coorde-
nadas, ecuaciones, expresiones numéricas o expresiones algebraicas. Todos los
objetos asi ingresados son libres. Geogebra esta especialmente disenado para
que el maximo rendimiento se obtenga combinando los dos medios de creacién
de objetos: el ratén y el teclado.

La siguiente tabla recoge las constantes, operadores y funciones elementa-
les que podemos usar. Las operaciones aritméticas basicas se aplican también a
puntos y vectores. Asi, podemos introducir el objeto G, baricentro del triangu-
lo ABC, simplemente escribiendo G = (A + B + C)/3. O bien, si llamamos
a, b y ¢ a los vectores de posicién de A, B y C, podemos obtener el vector de
posicién de G escribiendo g = (a + b + ¢)/3.

Constantes l6gicas: verdadero, falso true false

Constantes numéricas: e, pi exp(1) pi

Constante /180 °

(conversién grados a radianes)

Operadores de relaciéon < <=>>= ==

(devuelve true o false)

Operadores légicos Y, O && ||

(devuelve true o false)

Paréntesis, suma, resta, divisién, factorial ()+-/!

Multiplicacién y producto escalar, potencia | * o espacio ~ o superindice

Cualquier expresiéon en x Por ejemplo,

(funcién) x> — 22

Cualquier ecuacién de 1° 6 2° Por ejemplo,

grado en x, y ezl +2zy+29° +224+2y=5

Valor absoluto, signo, raiz cuadrada abs( ) sgn( ) sqrt( )

Parte entera, redondeo, entero por exceso floor( ) round( ) ceil( )

Exponencial, logaritmo natural, gamma exp( ) log( ) gammal( )

Trigonométricas directas e inversas sin( ) cos( ) tan( ) asin( ) acos( ) atan( )

Hiperbdlicas directas e inversas sinh( ) cosh( ) tanh( ) asinh( )
acosh( ) atanh( )
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Por ejemplo, basta escribir 22/25 + y?/16 = 1 para que en la ventana
grafica aparezca la elipse correspondiente.

4 Objetos libres
7 €:0.04% + 0.06%" = 1

3.3 . REFERENCIAS A EJES Y COORDENADAS

El sistema de coordenadas estd fuertemente implantado en Geogebra. De
hecho, es la clave entre las relaciones existentes entre las dos ventanas, alge-
braica y gréfica.

Eje de abscisas, eje de ordenadas ejeX ejeY
Abscisa de un punto, ordenada de un punto | x( ) y()

3.4 . COMANDOS EXCLUSIVOS A TRAVES DEL TECLADO

Ademas de los modos y sus comandos asociados,
y del ingreso directo, Geogebra ofrece otros comandos,
en donde podemos observar el especial interés que se
muestra en el estudio de los elementos principales de
conicas 'y funciones.

Geogebra ayuda a la introduccién de comandos de cuatro formas:

» Mostrando una lista con todos los comandos, donde podemos elegir el
deseado con un simple clic.

= Autocompletando los nombres de los comandos al introducir las primeras
letras, bastando pulsar Intro para pasar a escribir los argumentos.

= Pulsando en el botén Intro, lo que activa el modo del mismo nombre,
que otorga la posibilidad de introducir el nombre de un objeto en la linea
de comandos simplemente haciendo clic sobre él en cualquiera de las dos
ventanas, algebraica o grafica.
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s Ofreciendo listas de simbolos frecuentes, como exponentes, factor de con-
version a radianes o letras griegas.

Comandos de geometria

Direccidn[recta], VectorPerpendicular|recta], Longitud[vector], Versor|recta],
VersorPerpendicular[recta]

Area[vértice, vértice, vértice. . .], Centroide[poligono], Radio[circulo]

Vértice[conica], Centro[cdnica], Foco[cdnical, Ejes[cdnica], PrimerEje[cdnical,
EjeSecundario[cdnica], LongitudPrimerEje[cdnica], LongitudEjeSecundario[cdnical,
Excentricidad[cdnica], Pardbola[foco, directriz], Directriz[pardbola], Pardmetro[pardbolal,
Elipse[foco, foco, eje], Hipérbola[foco, foco, eje], Asintota[hipérbola]

Comandos de analisis

Funciénlf, a, b], PolinomioTaylor[f, a, n]

Raiz[f, valor inicial] (método de Newton), Raizf, a, b] (método de regula falsi)
Pendiente[rectal], Derivadalf, n], Tangente[abscisa, ], Integrallf]
Polinomial[polinomio factorizado], Raiz[polinomio], Extremos|polinomio],
Puntolnflexién[polinomio]

Sumalnferior[f, a, b, n], SumaSuperior|[f, a, b, n], Integral[f, a, b], Integrallf, g, a, b]

En los comandos de anélisis que ofrece Geogebra se observa un cuidadoso
interés por las representaciones que ayuden a la comprensién de los conceptos
bésicos. Es el caso, por ejemplo, del comando “Pendiente”, que anexa a una
recta un triangulo rectangulo de cateto horizontal unidad con hipotenusa ya-
ciente sobre la misma, representacion extremadamente 1til para comprender
los conceptos de pendiente, derivada y funcién derivada. O el caso de “Sumaln-
ferior” y “SumaSuperior” que dibuja rectangulos por debajo y por encima de
la grafica de la funcién. O el comando “Integrallf, g, a, b]”, que sombrea la
regién comprendida entre las graficas de dos funciones.
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Comando condicional

If [condicién, devolver si se cumple, devolver si no se cumple]

Este ultimo comando es muy util para crear nuestros propios botones,
para hacer aparecer o desaparecer objetos en la ventana gréafica arrastrando
un deslizador, por ejemplo, y para definir objetos complejos, como pueda ser
una funcién definida a trozos. La siguiente imagen recoge una funcién definida
en dos tramos (como un unico objeto). El valor del deslizador b marca la
frontera entre ambos. Completa la imagen la construccién punto a punto de la
funcién derivada, introduciendo un punto, con el trazo activado, cuya ordenada
es el valor de la derivada. La combinacién de todo ello permite la discusién
de la continuidad y la derivabilidad de la funcién, segiun los valores de b, de
forma profunda y dindmica.

|
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i
eh=2

i

i

I

|

|

I

i

|

|

1

i

\ FUNCION con 2 TROZOS

FEREE o ] 4 8 8 | 10 12

_______ —_ . T T R ) A
\ Mueve el punto rojo

4 . HERRAMIENTAS DE EDICION Y VISUALIZACION

Elipse c

Ecuacion (- m)*ia®+ (y- n)*/h=1

v Expone objeto
v Expone rotulo

Activa Trazo

Objeto Auxiliar

& Edita X

/ Redefine Archivo Visualiza Ayuda

Ff? Entrada No. |Nomhre |Deﬁnici0n |Alnebva |
1 PuntoA A=(0,0)

// Bora 2 PuntoB B=(4,3)

m Renombra 3 Rectar recta que pasa porA B r-3x+4y=0

[ Propiedades L « [3r3 »
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El “menu contextual” (arriba, a la izquierda) es muy 1til para acceder
rapidamente al estado de cada objeto. Basta pulsar el botén derecho del ratén
sobre un objeto en cualquiera de las dos ventanas. Aqui se encuentran dis-
ponibles varias opciones muy interesantes. La opcién “Activa Trazo” permite
visualizar el rastro de un objeto al moverse. La opcién “Objeto Auxiliar” per-
mite liberar las carpetas de objetos libres y dependientes que no son esenciales
en la construccion. Las opciones de “Edita” y “Entrada” nos permiten modifi-
car la definicién del objeto, aunque normalmente para editar un objeto basta
hacer doble clic sobre él. La opciéon “Redefine” permite liberar o subordinar
el objeto a otros, lo que conlleva un enorme potencial pedagégico en muchas
construcciones geométricas.

La ventana “protocolo de construccién” (arriba, a la derecha) muestra to-
das las etapas de la construccién, y permite intercalar o modificar la secuencia.
También podemos mostrar la “barra de navegacién”, que se ve en la imagen
de arriba, sin necesidad de abrir el protocolo. Todo ello a través del ment Vi-
sualiza, en donde también podemos elegir qué ventanas deseamos mostrar u
ocultar.

¥ El botén “Copia estilo visua” facilita la rapida mejora de la estética de
los objetos.

7 Ademés de usar el botén “Borra objetos”, se pueden eliminar objetos
pulsando la tecla Suprimir.

2| s : o
Ll _"I Los conocidos y muy ttiles botones para deshacer y rehacer las
ultimas acciones.

__ ZonaGrifica El menu contextual de la zona grafica facilita la modifi-
v Ejes cacién rapida del entorno grafico. Accesible al hacer clic
| Cuadricula derecho sobre la zona grafica.
Q-\ZDU-m ’ Los “ejes” y la “cuadricula” se pueden mostrar u ocultar
Ejex: Ejey »
Vista Estandar en cualquier momento.
|_Propiedades | Es particularmente interesante la opcion que nos permite

establecer la “razén entre las escalas” de los ejes X e Y.

_ 2 Los botones de “Zoom” nos permiten acercar o alejar zonas de la
construccion.

. . 4 ”
A% Los botones “Expone/Oculta objetos” y “Expone/Oculta rétulos

nos permiten mostrar sélo los objetos y nombres esenciales en la construccion.
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4.1 . HERRAMIENTAS DE INSERCION

5% El botén “Inserta texto” permite anadir comentarios, etiquetas y férmulas.

Admite KTEX, y dispone de una lista predefinida para introducir ficilmente
los simbolos mas usuales.

LT

#9 El botén “Intercala imagen” permite anadir una imagen de fondo (estéti-
ca) e insertar imagenes cuyos vértices son puntos libres o dependientes (dindmi-
cas). Estos puntos se asocian en las propiedades de la imagen o bien con el
comando Esquina [imagen, n° de esquinal.

4.2 . HERRAMIENTAS DE DESPLAZAMIENTO

b El botén “Desplaza” nos permite trasladar y seleccionar objetos (incluso
varios a la vez, manteniendo presionada la tecla de Control).

«" El botén “Rotacién alrededor de un punto” permite establecer un centro
de giro para los puntos.

ki El botéon “Desplaza la zona grafica” permite desplazar toda la construc-
cion.

4.3 . HERRAMIENTAS DE ANIMACION

Como ya se ha comentado, estan previstas herramientas de animacion
desatendida en futuras versiones. Por el momento, existen cuatro métodos que
pueden provocar la animacién de una construccion:

= Arrastrar un objeto con el ratén. Por ejemplo, toda la construccién puede
realizarse a escala a partir de la distancia entre dos puntos. Moviendo
uno de ellos automaéticamente la construccién se amplia o reduce.

= Seleccionar un punto y pulsar de forma continua las teclas de flecha o
las teclas + y —.

= Usar los nimeros como pardmetros en un intervalo y arrastrar los desli-
zadores correspondientes.

= Seleccionar un nimero en la ventana algebraica y pulsar de forma con-
tinua las teclas de flecha o las teclas + y —. Pueden combinarse con las
teclas Control o Alt para aumentar el incremento de paso.
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5. CREACION DE MACROS

Las “macros” son listas ordenadas de acciones que se graban en paquetes
con un nombre. Al ser ejecutadas, se comportan como un comando més. Por
ejemplo, podemos crear las acciones para construir un triangulo equilatero a
partir de una altura dada y grabar todo el proceso en un nuevo comando llama-
do “TridnguloEquilateroDeAltura”. Todavia no se cuenta con este interesante
y practico recurso en la actual versiéon de Geogebra, aunque esta prevista su
disponibilidad en futuras versiones.

6 . CREACION DE PAGINAS WEB INTERACTIVAS

Cualquiera de nuestras construcciones puede exportarse como una aplica-
cién interactiva (applet de Java) embebida en una pagina web con un simple
clic.

Para los usuarios avanzados, Geogebra también dispone de una lista de
parametros ajustables en el codigo html del applet incrustado. Si usted es
de los exigentes y todavia pide mas versatilidad, Geogebra le ofrece todo un
repertorio de métodos de JavaScript que le permitiran comunicar los objetos
y propiedades de la aplicaciéon con comandos html u otras aplicaciones.

7 . CONCLUSION

Geogebra es un programa pensado para el aprendizaje y la ensenanza
de las matematicas, intuitivo, facil de usar, de estética cuidada, con grandes
posibilidades pedagdgicas y en continuo desarrollo. Para el profesorado y el
alumnado de educacién secundaria puede ser méas que un recurso. Puede ser
una gozada.
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