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Resumen

Las propiedades mas relevantes del movimiento alrededor del satélite joviano
Furopa se pueden caracterizar mediante la formulacién de Hill del problema de
tres cuerpos. La evolucion secular de los elementos orbitales se estudia entonces
con el método de variacién de los parametros, donde se manifiesta que, en primer
orden, el semieje mayor de la drbita carece de variacién secular. En el presente
trabajo estudiamos la variacién secular de un tipo particular de soluciones: aquéllas
que repiten su traza en la superficie de Europa. Como es sabido, para mantener
la repeticion de la traza al variar la inclinacién orbital, el semieje mayor debe va-
riar con respecto al valor kepleriano en una cantidad (del orden de la perturbacién
del problema) proporcional a la inclinacién orbital. La introduccién de este efecto
en la teoria analitica, nos permite hacer una comparaciéon directa con resultados
numéricos obtenidos mediante el estudio de las soluciones periddicas de las ecua-

ciones del movimiento sin promediar.
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1 Introduccién

Para el estudio preciso de las trayectorias alrededor de la luna joviana Europa se utilizan
modelos de fuerzas que, ademas del campo de gravedad de Europa hasta el segundo orden
y grado, consideran las perturbaciones gravitacionales de Jupiter (con Jy y Jy), el Sol, los

planetas y los otros tres satélites galileanos (Io, Ganimedes y Calisto); y las perturbaciones
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no gravitacionales debidas a la atmésfera de Europa y a la presién de radiacién solar. Se
observa entonces [6] que la integracion numérica de las ecuaciones del movimiento de
trayectorias casi circulares cuya inclinacion se aparta menos de ~ 45° de una orbita polar,
se transforman en érbitas de colision con la superficie de Europa tras un breve intervalo
que oscila entre varios dias y pocas semanas.

La naturaleza de este comportamiento es puramente dinamica, y la utilizacién de un
modelo de fuerzas simplificado permite demostrar que las érbitas casi circulares presentan
una variacion secular de la excentricidad que es exponencial en un amplio margen de
inclinaciones [12].

El modelo simplificado de [12] tiene en cuenta el achatamiento de Europa, y el efecto
de la gravedad de Jupiter se modela mediante la simplificacién dada por Hill [5] para
el problema restringido de tres cuerpos. Este modelo no limita su aplicabilidad al caso
de Europa y resulta idéneo para el estudio del movimiento en 6rbitas bajas alrededor de
satélites naturales de muchos de los planetas del sistema solar.

El problema de Hill ha sido ampliamente estudiado. Desde el punto de vista de
perturbaciones especiales, merecen ser citado el exhaustivo trabajo numérico de Hénon
[3, 4]. Desde el punto de vista de las perturbaciones generales, la evolucién secular de la
orbita se estudia planteando un doble promedio en las anomalias del cuerpo perturbado
y el perturbador; prescindiendo del movimiento de los nodos, el problema resultante es
integrable y muestra que la inestabilidad dindmica de las 6rbitas casi circulares se produce
para inclinaciones mayores (menores) que 39.2° (140.8°). Citaremos solamente el clésico
trabajo de Kozai [7] y el mas reciente de Broucke [1], que contiene una buena coleccién
de referencias.

La contribucion del achatamiento del cuerpo central, ya sugerida por Kozai en sus
conclusiones [7] y planteada en [12], produce la modificacién en el limite de la inclinacién
a partir de la cual aparece la inestabilidad. En este tltimo trabajo se estudia la evolucion
secular de los elementos orbitales con el método de variacién de los parametros, y se pro-
porciona una teoria de primer orden en forma cerrada que, ademds, permite caracterizar
con gran precision los limites de estabilidad observados anteriormente.

Posteriormente, el mismo modelo dindmico (problema de Hill y achatamiento del
satélite natural) se utiliza en [10] para estudiar la dindmica alrededor de Europa mediante
perturbaciones especiales. Las érbitas periddicas ecuatoriales (con inclinacién nula), direc-
tas o retrégradas, conforman familias monoparamétricas para variaciones de la constante
de Jacobi. En las resonancias del movimiento medio orbital con la rotaciéon del sistema
de referencia se producen bifurcaciones de nuevas familias de érbitas periddicas con in-
clinacién no nula. Al variar la constante de Jacobi, la inclinacién orbital de las érbitas
varfa en cada familia recorriendo los 180° de inclinacién [8, 9]. Con este procedimiento se

calculan diversas familias de érbitas tridimensionales periddicas casi circulares, calculan-
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do, ademas, la estabilidad de cada una de las 6rbitas de las diferentes familias; las érbitas
criticas de cada familia permiten determinar regiones de estabilidad en el espacio de las
fases para las érbitas de pequena excentricidad.

Cuando se comparan los resultados obtenidos con ambos procedimientos ([12] y [10])
se comprueba que son consistentes, por lo que se validan mutuamente. Sin embargo, la
teorfa analitica de [12] predice zonas de estabilidad simétricas con respecto a las érbitas
polares, mientas que los resultados numéricos de [10] predicen un desplazamiento de la
zona de inestabilidad hacia mayores valores de la inclinacion, que produce una asimetria
en las zonas de estabilidad dependiendo de que las inclinaciones orbitales sean directas o
retrogradas —resultado este tltimo en coincidencia con el proporcionado por las integra-
ciones numeéricas precisas del modelo completo con todas las perturbaciones.

Como en el modelo simplificado utilizado las perturbaciones derivan de potenciales,
el método de variacién de los parametros indica que el semieje mayor de la érbita oscu-
ladora no presenta variacion secular. Sin embargo, las soluciones periddicas calculadas en
[10] son érbitas que repiten su traza en la superficie de Europa, y es conocido que para
mantener la repeticién de la traza al variar la inclinacion orbital, el semieje mayor debe
variar con respecto al valor kepleriano en una cantidad (del orden de la perturbacién del
problema) proporcional a la inclinacién orbital [2]. La introduccién de este efecto en la
teorfa analitica de [12] produce la asimetria en las zonas de estabilidad, y nos permite

hacer una comparacién directa con resultados numéricos de [10].

2 Modelo Dinamico

Para el estudio de la perturbacion planetaria en el movimiento del orbitador alrededor
del satélite, supondremos valida la aproximacion del problema restringido circular de tres
cuerpos: el satélite describe una érbita circular alrededor del planeta y la masa del cuerpo
orbitador es despreciable con lo que no influye en el movimiento de los otros dos cuerpos.

Ademas, supondremos cierta la simplificacion de Hill, es decir:

e El semieje mayor de la érbita alrededor del satélite es mucho menor que la distancia

planeta-satélite.
e La masa del planeta es mucho mayor que la masa del satélite.

En el sistema Jupiter-Europa estas aproximaciones son razonables pues la excentricidad
de la orbita de Europa es de 0.009, consideraremos orbitas casi circulares de altura inferior
a 1000 Km, donde la razon del semieje a la distancia entre Jupiter y Europa es del orden
de 1073 y la razén entre las masas Europa y Jupiter es del orden de 1075,

Estudiaremos el movimiento en un sistema de referencia sinédico (xyz) que se presenta

en la figura 1. El origen es el centro de masas S de Europa, el eje z se toma perpendicular
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Figura 1: Geometria del modelo matematico.

al plano de la érbita de Europa alrededor de Jupiter, y el eje x en la direccién del centro de
masas P de Jupiter. Con respecto a un sistema de referencia inercial (XY Z) este sistema
rotante gira con velocidad angular w igual al movimiento medio de Europa alrededor de
Jupiter.

Sea r = (z,v, z) el vector de posicién del orbitador en el sistema de referencia sinédico,
y p = 0S. Entonces R = p-+7 es el vector de posicién del orbitador en el sistema inercial.
La derivada de un vector en un sistema rotante con velocidad angular w se puede calcular

a partir del operador de Darboux

d 0
E—a—kwx. (1)

Teniendo en cuenta que p es un vector constante en el sistema sinddico,

d’R
W:f+2wxi‘+wx(wxr)—w2p, (2)

donde los puntos (", ") representan derivacién en el sistema sinddico.
Por otra parte, la ley de gravitacion de Newton establece que la aceleracion del or-
bitador en el sistema inercial es
d*R _ My

—— =-2R —V,V, 3
dt2 rTT (3)

donde Ry = PO, p, es el pardmetro gravitacional del planeta y V() es la energfa potencial

del orbitador debida a la gravitacién del satélite. De las ecuaciones (2) y (3) se tiene

'i*—|—2w><'i'+w><(wxr)+VrV:w2p—%%R1. (4)

En el sistema inercial, el satélite se mueve animado de la aceleracién normal producida

por la gravitacion del planeta
Wp = pp/d, (5)
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donde d = PS. También, por la tercera ley de Newton w?(d — p) = ps/d? siendo ps el
parametro gravitacional del satélite. Por tanto, d = p (1 + o), con 0 = ps/p, = ms/my,,
y donde m denota masa.

Teniendo en cuenta que, en la ecuacién (5) p, = w?pd?, podemos escribir el miembro

de la derecha de la ecuacién (4) como

Lo w?p d? , (AN /.

donde p y 7 denotan vectores unitarios. Si trabajamos en primer orden de r/d

d\° -3/2

<§> = {(1 +x/d)? + (y/d)* + (z/d)ﬂ P 3% + O(r/d)*. (7)
1

Si suponemos ademés que o (r/p) es de orden superior, resulta que r/d = r/p y el miembro

de la derecha de la ecuacién (4) se transforma en

r

w?p (33;@ d’f‘ + O(r/d)%@) ~ w? (i’%p - 'r> . (8)
Finalmente, la ecuacion (4) resulta
P 2w x T =w(Brp—2w)— ViV, 9)
ecuacién vectorial del movimiento que acepta la integral de Jacobi

1 1
J = §($2+92+52)+§W2(Z2_3$2)+V:C' (10)

Las ecuaciones (9) y (10) son las clasicas ecuaciones de Hill que aparecen en la bibliografia.
La deduccion habitual de dichas ecuaciones se puede encontrar en manuales de mecanica
celeste, como por ejemplo [13]. Por supuesto, las suposiciones que hemos hecho aqui son
equivalentes a las simplificaciones de Hill.

Noétese que la ecuacién (10) puede escribirse como

expresion que se compone de la parte kepleriana de la energia del orbitador, la componente
del momento angular en la direcciéon perpendicular a la trayectoria del planeta, y una
funcién perturbadora R que combina el efecto del tercer cuerpo y la perturbacion debida
a la no esfericidad del satélite:

w2

R=" (322 = %) = (V + p/r). (12)
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3 Movimiento Secular
Si nos limitamos a considerar el achatamiento del satélite, el potencial V' toma la forma

U R? 3 22
V:—; [14-]2? (5_57’_2 , (13)

donde J, es el coeficiente de achatamiento del satélite y el factor de escala Rg es su radio

ecuatorial. Entonces, la ecuacién (12) se puede expresar como

2,.2
R = w; (S[COS(Q —wt) cos(g + f) — sin(Q — wt) sin(g + f) cos I]* — 1)
+Zﬁﬁjg (2= 3sin® I 4 3sin® [ cos2(g + f)) , (14)

donde a es el semieje mayor, e la excentricidad, I la inclinacién, g es el argumento del
pericentro, §2 el del nodo, M la anomalia media, y f la verdadera. Los términos periédicos

se pueden eliminar promediando en las anomalias medias nt del orbitador y wt del planeta:

(R) = /27r 27rRd wt)d(nt)

2 —3sin’1
(1 _ e2)3/2 )

(2m)?
w’a? 2 .2 2 (i2
= [(2—1—36 )(2 — 3sin” I) + 15e”sin” [ cos 2g + 4e

16 (15)

donde € es el parametro introducido en [12]

€ = <]2 <C:L//};ds> ; (16)

que no tiene que ser pequeno (e ~ 0.5 para érbitas a unos 200 km de altitud sobre la

superficie de Europa). Tras el doble promedio, la dindmica del problema puede ser descrita
cualitativamente en términos de la variacién secular de los elementos orbitales mediante
las ecuaciones planetarias de Lagrange (ver, por ejemplo, [11] p.446).

Las ecuaciones planetarias de Lagrange derivadas del potencial (15) se encuentran
n [12]. Al tratar fuerzas derivadas de potenciales, el semieje mayor carece de variacién
secular. Centrando el estudio en érbitas casi circulares se puede despreciar el cuadrado
de la excentricidad, resultando que la inclinaciéon también carece de variacion secular.
Prescindiendo del movimiento del nodo, que no afecta al resto de los elementos orbitales,

las ecuaciones resultantes son

15
¢ = §%81n I esin2g (17)
15
g = gw—sm I (cos2g + ) (18)
n

donde las primas significan derivacion con respecto al tiempo, y

4 —5sin? [

— (142
(L4 26— 277

(19)
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es el pardmetro introducido en [12]. El sistema (17)—(18) es trivialmente integrable,

2

produciendo crecimiento exponencial de la excentricidad si a® < 1 y oscilaciéon en la

excentricidad cuando o? > 1. Luego las érbitas de baja excentricidad con inclinaciones

tales que

14+2 5 ., 1+ 2¢
< —sin“ [ <
1+e€ 2 €

seran inestables (para detalles, el lector interesado se remite a [12]).

(20)

4 Analisis de Estabilidad

La figura 2 representa la condicién (20) como una funcién I(e€), donde se aprecia que para
valores pequenos de € hay una gran zona de inestabilidad centrada en las inclinaciones
de 90°. La zona de inestabilidad disminuye para valores crecientes de €, hasta que en
€ = 2 las dérbitas polares pasan a ser estables. Para valores de € > 2 la zona adicional de
estabilidad centrada en las érbitas polares crece poco a poco, y la zona de inestabilidad
disminuye hasta quedar reducida a un breve intervalo en las proximidades del conocido

valor la inclinacion critica del satélite artificial I ~ 63.4°.

175
150 Estabilidad
125
100 Lo
I° Estabilidad
75! Inestabilidad
50
25 Estabilidad
0
1 2 3 4 5
€

Figura 2: Regiones de estabilidad en funcién de e (después de [12]).

Efectivamente el valor de € no tiene por qué ser pequeno, pero, en nuestro caso, para los
valores y1 = 3.201 x 10° km®s~2 J,RZ = 1051.315 km?* de Europa, su valor es ¢ ~ 0.85R% /a®
y podremos representar las regiones de estabilidad directamente con graficas I(a). Como
nos ocupamos solo de érbitas bajas, de alturas menores de unos 1000 km, el semieje mayor
podra variar entre 1 y 1.6 unidades del radio ecuatorial de Europa. Por tanto € variara
entre 0.85 y 0.08 y nos limitaremos a estudiar la parte baja de la figura 2; la condicién de
estabilidad se reduce entonces a a > 1 y sélo hay dos zonas de estabilidad.

Si representamos en la figura 3 las regiones de estabilidad para Europa en funcién de
a, observamos que a menor altura de la érbita mayor rango de inclinaciones para érbitas
estables. Esto es légico puesto que a menor altura mayor serd el efecto del coeficiente
Jo de achatamiento comparado con la perturbacion del tercer cuerpo, causante de las

amplias zonas de movimiento inestable.
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Figura 3: Regiones de estabilidad en funcién del semieje para Europa, de acuerdo con la

condicién (20).

Noétese que la condicién (20) se refiere al cuadrado del seno de la inclinacién, propor-
cionando simetria en las zonas de estabilidad para inclinaciones directas y retréogradas.
Sin embargo, curvas de estabilidad similares obtenidas mediante integraciones numéricas
muestran una pequena asimetria que no refleja la teorfa analitica [12, 10]. En la figura 4
se muestra la comparacién de los resultados analiticos de [12] con los numéricos de [10].
Como los resultados de [10] se refieren a calculos de la estabilidad de érbitas que repiten
su traza en la superficie del satélite joviano, vamos a tratar de introducir la condicion
de repeticion de traza en la teorfa de [12] por si mejora la comparaciéon entre ambos

resultados.

140 W

120
100
80

60

40M

Figura 4: Zonas de estabilidad. Las lineas continuas delimitan las zonas obtenidas

analiticamente en [12]; las de puntos son los resultados numéricos obtenidos de [10].

5 Desviaciones del Valor del Semieje Respecto al Valor Kepleriano

Cuando un orbitador se mueve en el campo de gravedad de un cuerpo achatado, si se
quiere mantener la misma condicion de repeticién de la traza de una érbita para diferentes
inclinaciones, es necesario variar el semieje mayor de la érbita en funcién de la inclinacion.

La expresion del semieje en funcién de la inclinacién es [2]
a = ag [1 + Jo(Rgs/ax)? (4(:082[ — (L/N)cosI — 1)}
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donde ak es el valor kepleriano correspondiente a la repeticion de la traza en N revolu-
ciones del cuerpo central y L periodos del orbitador. Noétese que, al ir multiplicado por la
perturbacién, L/N ~ n/w cuando despreciamos términos del orden de JZ. Ademds, para
los valores concretos de érbitas bajas alrededor de Europa, el término que prevalece es el
factor del cos I, luego

L L , (21)

w \ak

a~ag|1—

que muestra claramente que para cierta repeticién de la traza, las érbitas directas tendran
menor semieje que las retrégradas.

Si introducimos la expresién (21) en la condicién de estabilidad (20), se rompe la
simetria de dicha condicién, y, como se ilustra en la figura 5, los resultados analiticos (en

linea continua) se aproximan mas a los numéricos (puntos).

140

H—__y__.__._,_._—o—f—v

120
100
80

60

40M

Figura 5: Comparacion de resultados.

6 Conclusiones

Para el caso de 6rbitas bajas alrededor de Europa, el modelo de Hill proporciona una bue-
na aproximacién para entender la dindmica del sistema. Una simple teoria analitica de
primer orden resulta suficiente para predecir el comportamiento orbital, no sélo cualita-
tivamente sino, con bastante aproximacién, también cuantitativamente. Sin embargo, las
caracteristicas de estabilidad derivadas de tal teoria predicen un comportamiento simétrico
de las orbitas directas y retrégradas, lo que contradicen los resultados numéricos.

La introduccién en la teoria analitica de una condicién de dependencia entre el semieje
de la orbita y su inclinacién, rompe la simetria en el comportamiento de érbitas directas
y retrogradas, y aproxima mas los resultados analiticos a los numéricos. Sin embargo,
en el presente momento no resultan claras las implicaciones dinamicas que suponen el
introducir tal restriccion en el movimiento orbital, por lo que se hace necesario un estudio

mas riguroso.
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