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Resumen

Es sabido que la dindmica de un satélite bajo la accién de un potencial, que tiene
en cuenta el efecto de los arménicos de segundo orden, presenta equilibrios estables
e inestables. Cuando anadimos las perturbaciones producidas por la presion de ra-
diacion solar y la atraccién de la marea debida al Sol y a la Luna dicha periodicidad
se rompe. Sin embargo, por medio de algunas técnicas de optimizacién, podemos
introducir ciertas restricciones relacionadas con la periodicidad de la érbita. De
ese modo, somos capaces de encontrar unas condiciones iniciales que fuerzan a que
la érbita permanezca dentro de una caja, evitando excesivas maniobras de man-
tenimiento en posicién. Este procedimiento puede aplicarse tanto en las dérbitas
alrededor de un equilibrio estable como inestable. Para oérbitas geoestacionarias
alejadas de los puntos de equilibrio los resultados no son tan satisfactorios, pero es

posible conseguir que permanezca dentro de una caja de mayor tamano.

Palabras clave y expresiones: Satélites geoestacionarios, optimizacién y control

de trayectorias.
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1 Introduccién

Es bien sabido [9] que la dindmica de un satélite bajo la accién de un potencial, que
tiene en cuenta el efecto de los arménicos de segundo orden, presenta equilibrios estables

e inestables. También se conoce bien su estabilidad lineal: dos son de caracter estable y
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los otros dos son inestables [7]. Por lo tanto, el entorno de los puntos estables parece un
buen lugar para colocar satélites artificiales, algo que ya se conoce desde hace tiempo.

Recientemente, los autores [3] demostraron que es posible encontrar drbitas periddicas
alrededor de los puntos inestables y que dichas érbitas pueden ser estables bajo ciertas
condiciones. Es posible encontrar movimientos de corto y largo periodo alrededor de los
puntos estables, mientras que sélo se obtienen movimientos de corto periodo alrededor de
los puntos inestables. Al ser estable, las soluciones de corto periodo podrian ser tutiles
para situar satélites, evitando de este modo las maniobras de mantenimiento en estacién
debidas a los arménicos teserales del potencial. Como era de esperar, las érbitas alrededor
de los puntos inestables son también inestables.

Por lo tanto, se emplean soluciones de corto y largo periodo, primero como soluciones
nominales para cuando incluimos la presién de radiacién solar y la marea lunisolar (es
decir, las perturbaciones del mismo orden del potencial terrestre de nuestro modelo).
Pero cuando estas contribuciones se tienen en cuenta, las orbitas dejan de ser periddicas
y las trayectorias abandonan la ventana en la que estan confinadas y el mantenimiento
en estacion es necesario.

Para evitar este gasto de combustible, nosotros empleamos un procedimiento de opti-
mizacién que mantiene la periodicidad, y de esta manera, somos capaces de mantener la
orbita en una caja determinada unos 30 dias. El procedimiento que mostramos es efectivo
incluso para orbitas inestables. En el caso de orbitas geoestacionarias, pero lejos de los
puntos de equilibrio, los resultados no son tan buenos como los anteriores, pero ain asi,

la 6rbita permanece dentro de una caja, aunque de mayor tamano.

2 Orbitas Periédicas para Armonicos de Segundo Orden

Consideremos el movimiento de un satélite referido a un sistema de referencia que rota
con el planeta. El origen del sistema de referencia es el centro de masas de la Tierra,
pero los ejes coinciden con los ejes principales de inercia. Tomamos el satélite como si
fuera una masa puntual, y tomamos hasta el segundo orden en el desarrollo del potencial.
También suponemos que la Tierra rota alrededor del eje z con una velocidad w constante.

En ese caso, el Lagrangiano que nos define el movimiento es
L= 5@ + 9 + 2°) + wlag — ya) + Qz,y, 2), (1)

donde € es el potencial efectivo

y el potencial




donde p1 es la constante gravitacional, r = /22 + y2 + 22 es la distancia radial del satélite,
Rg el radio ecuatorial, y los coeficientes armoénicos son Cyy < 0 < Cy5 ya que la Tierra
gira alrededor de su eje de mayor inercia. Los valores numéricos que usamos son Cy =
—0.1082630 x 1072 y Cy5 = 0.1814964 x 1077, tomados de [1]. Hay que tener en cuenta
que esos coeficientes no son que se emplean habitualmente, puesto que se calculan con
respecto a los ejes principales de inercia de la Tierra.

Las ecuaciones de movimiento de acuerdo con el Lagrangiano (1) son
T—2wy = Qy, i+ 2wt = Q,, Z=1Q,. (4)
Este sistema tiene la integral Jacobiana dada por
C =20 — (i* + 9% + 2%). (5)

Es bien conocido que las ecuaciones del movimiento (4) tienen cuatro equilibrios,
situados en el plano zy. Dos estan en el eje x, que denotaremos por Ej(£r,0) y los
otros dos en el eje y, que llamamos F5(0,+r;). Realizando un andlisis lineal, se puede
probar que los equilibrios E; en el eje x son inestables, mientras que los Fsy en el eje y
son linealmente estables. Ademads, tras un complejo andlisis, Deprit y Lépez-Moratalla
[1] demostraron que esos puntos son orbitalmente estables.

Los puntos préximos a los equilibrios estables son regiones a tener en cuenta a la
hora de colocar satélites artificiales [9, 7], puesto que tienen caracteristicas similares a los
puntos geoestacionarios. Lara y Elipe [3, 4] encontraron familias de drbitas periédicas
alrededor de puntos geoestacionarios estables e inestables. La familia F; estda hecha a
partir de drbitas de corto periodo que son como pequenas elipses alrededor de puntos
inestables E; con el semieje mayor paralelo al eje y (véase la Figura 1). El problema es
que para valores de la constante de Jacobi C' < 2.46315, a la que corresponden o6rbitas
cercanas al equilibrio, éstas resultan ser inestables, lo que hace que no nos sirvan. Sin
embargo, alrededor del punto estable Fs,, encontramos dos tipos diferentes de érbitas: de
largo periodo, cuya estabilidad es altamente oscilatoria (ver Figura 2), y érbitas de corto
periodo (ver Figura 1, izquierda), bastante similares a las de la familia F;. En este caso,
las orbitas tipo elipse tienen el semieje mayor en la direccién del eje x. En este caso, para
valores C' < 2.46315 las orbitas son estables, lo que las hace buenas candidatas para usos
practicos. Sin embargo, hay que tener en cuenta que estas érbitas son periddicas para un

modelo que incluye solamente los armoénicos de segundo orden del geopotencial, es decir,

Ja, Cao y Saa.

3 El Modelo Completo

El movimiento de satélites sincronos esta afectado por un desplazamiento en la longitud

del satélite producido por una perturbacion de los arménicos teserales, lo que hace que
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Figura 1: Orbitas de corto periodo alrededor de los equilibrios geoestacionarios estable
E5(0,+73) (a la izquierda) e inestable Fi(ry,0) (a la derecha) para el segundo orden del
potencial armoénico. La linea de puntos corresponde a una solucion aproximadamente

periddica. La linea continua es la solucién mejorada.
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Figura 2: Orbitas de largo periodo alrededor del equilibro geoestacionario Fs(0, +79) para

el segundo orden del potencial arménico.

sean necesarias las maniobras este-oeste en la practica [2]. El semieje mayor y la longitud
también se ven afectados por la perturbacion lunisolar por lo que la estrategia de las
maniobras este-oeste debe tenerlas en cuenta. La presion de radiacion solar produce
efectos de largo periodo en longitud, inclinacién y excentricidad para satélites sincronos [5].
La inclinacion también se ve afectada por los teserales y la perturbacion lunisolar, pero en
la practica, los efectos de largo periodo en inclinacién se consideran independientes de los
otros efectos, y las maniobras para corregir la inclinacion se preparan independientemente
[9]. El desplazamiento en longitud producido por los teserales produce las soluciones
periddicas calculadas en este trabajo. Por lo tanto, puede ser de interés hacer que la
parte que corresponde a las maniobras este-oeste no sea necesaria, pero como hemos
dicho antes, nuestro modelo esta simplificado, y contiene sélo la influencia de los primeros
armonicos del campo gravitatorio. Serfa interesante ver si estas orbitas mantienen su
periodicidad cuando usamos un modelo mas realista. Con esto en mente, cambiamos
nuestro modelo de fuerzas, al que llamaremos el modelo completo, e incluiremos en él el

potencial gravitatorio terrestre, la presién de radiacién solar y la atraccion de marea del
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Sol y la Luna dada por el JPL.
Para ver cémo evoluciona una orbita periédica cuando se impone un modelo méas
completo, estudiaremos dos tipos de orbitas: una estable alrededor del punto estable Fs,

y una orbita peridédica en el anillo geoestacionario, lejos de los puntos estables e inestables.

4 Orbita Estable Alrededor de E,

Primero, consideremos una orbita de corto periodo alrededor de FE5, dado por las condi-

ciones iniciales (z = 0.0km, Z = 0.0km/s)

r = —0.5668767573023876 x 103 km, z = 0.2656720678179895 x 10~2km/s,
y = +0.4218287749750287 x 10°km, gy = 0.2075417909170305 x 10~" km/s.

Para el problema teseral, esta érbita es periddica y su periodo es cercano a las 24 horas
P = 0.8616725549964927 x 10°s.

Figura 3: Evolucién de la érbita peridédica estable cuando se incluye el modelo de fuerzas

completo. La periodicidad desaparece, y la orbita tiende a emigrar de su posicién inicial.

Sin embargo, para el modelo completo, esta érbita ya no es periddica, y su evolucion
durante un mes se presenta en la Figura 3. Como se puede ver, primero la orbita ya no
es periddica, y segundo, al comienzo estaba colocada en el ecuador y a partir de entonces
tiende a estar mas y mas inclinada conforme incrementa su tamano.

Por tanto, nos propusimos encontrar un nuevo conjunto de condiciones iniciales, tales
que su orbita para el modelo completo esté dentro de una caja de cierto tamano alrededor
del punto estable. Para conseguirlo, empleamos un programa de optimizacion que fue
el paquete OPTIMA [6], que estd escrito en FORTRAN y ha sido desarrollado por el
Numerical Optimization Centre (NOC) de la Universidad de Hertfordshire.

El problema de optimizacién con restricciones consiste en minimizar una funcién sujeta

a restricciones no lineales. Una formulacion tipica [6] de este problema que es 1til para
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describir algoritmos es: encontrar

donde cada ¢;, ¢; es una aplicacién de R" a R, y Z, £ son conjuntos de indices para
restricciones de igualdad y de desigualdad, respectivamente.

Las principales técnicas que se han propuesto para resolver problemas de optimizacién
con restricciones son métodos de gradiente, métodos secuenciales lineales, métodos de
programacion cuadraticos y métodos basados en Lagrangianos aumentados y funciones
de penalizacion exacta. En cuanto a OPTIMA, usa algoritmos de programacién secuencial
cuadrética como se explica en Pocha et al. [8] y se ha empleado para la optimizacién de
materias tan dispares como las trayectorias de satélites, el diseno de motores de aviones,

en talleres de laminacion de acero o para la calibracion de instrumentos de medida.

Figura 4: Evolucion a lo largo de un mes de la érbita periddica estable cuando se incluye
el modelo de fuerzas completo. A la izquierda: optimizada de modo que sea periddica tras

un periodo. A la derecha: optimizada para que sea peridédica después de tres periodos.

En nuestro caso, la restriccion consiste en forzar a que la érbita sea casi peridédica des-
pués de uno o varios periodos de érbita nominal. Para comenzar, imponemos la condicién
de que la érbita sea periddica tras un periodo, y entonces, propagamos la érbita a lo largo
de un mes (ver Figura 4, izquierda). Ahora, la 6rbita permanece dentro de una caja de
150 Km de lado, similar en tamano al caso sin optimizar (Fig. 3), por lo que no ganamos
mucho. Sin embargo, si imponemos para la optimizacion la condicién de que la orbita sea
periddica después de tres periodos, la altura de la caja se reduce a sélo 40 Km (Figura
4, derecha). De manera parecida, imponiendo ahora que la drbita sea periddica después
de un mes, todavia tenemos que la drbita estd dentro de una caja aceptable (Figura 5,
izquierda), e incluso la evolucién al cabo de dos meses no es tan mala (Figura 5, derecha).

Las condiciones iniciales para estas érbitas se dan en la Tabla 1.
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Figura 5: Evolucién de la érbita estable periédica cuando se incluye el modelo de fuerzas
completo. Ambas estan optimizadas para que sean periddicas al cabo de un mes. A la

izquierda: propagadas un mes. A la derecha: propagadas dos meses.

5 Una Orbita Tipo Hispasat

Por tltimo, tomamos otra orbita periddica, pero que esta lejos de los equilibrios E; y Fjs.
Por tener una referencia, lo intentamos con una orbita similar a las del satélite de comu-

nicaciones HISPASAT-1C. En particular, tomamos las siguientes condiciones iniciales

r = —0.4006113368757354 x 10°km, & = +0.1970574525434962 x 10~2km/s,
y = +0.1315141267076188 x 10° km, g = —0.6332303732075889 x 1073 km/s,
z = 0.0km, Z=0.0km/s.
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Figura 6: Derecha: evolucién de un mes de una érbita periédica tipo Hispasat cuando se
incluye el modelo completo de fuerzas. En el centro: la orbita inicial, que es periddica en
el modelo simplificado. A la izquierda: parte de la érbita que pertenece a la familia de

largo periodo para el problema teseral.
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Para el caso teseral, esta orbita esta casi cerrada en un intervalo de
P =0.1292930479715697 x 10",

o unos 15 dfas, (ver Figura 6, en el centro), y estd en una ventana similar a aquella en
la que esta confinado el HISPASAT. El extremo de una de las érbitas de una familia de
érbitas de largo periodo obtenidas en [3] (ver Figura 2) estd en esa misma regién. Ya
hemos dicho que la estabilidad de las érbitas que pertenecen a esta familia es altamente
oscilatoria, lo que en la practica hace la érbita inestable cuando se introduce el modelo
completo. Su evolucién se muestra en la Figura 6 (a la derecha), donde se puede ver que
la 6rbita deja su drbita original rapidamente tras unas pocas revoluciones, por lo que se

necesita realizar maniobras de mantenimiento en estacién con frecuencia.

-40100

Figura 7: Evolucién de la érbita tipo Hispasat cuando se incluye el modelo completo de
fuerzas. Izquierda, propagadas y optimizadas para ser periddicas después de 30 dias. A

la derecha, propagadas y optimizadas para que sean periddicas tras dos meses.

Como hicimos en los otros casos, hemos empleado el paquete de optimizacién OPTIMA
para obtener nuevos conjuntos de condiciones iniciales imponiendo algunas restricciones
sobre su periodicidad. Asi, imponemos que la dérbita sea periddica tras 30 dias (lo que
corresponde con dos periodos de la 6rbita original), y propagamos la trayectoria para este
intervalo de tiempo (ver Figura 7, izquierda). Repetimos el procedimiento para 60 dias

(que sea periédico tras 60 dias) (Figura 7, derecha). En ambos casos, las componentes a
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lo largo de las direcciones x e y son similares, es decir, se mantienen dentro de la ventana,
pero la componente z aumenta mucho. Todavia no sabemos la razén, pero creemos que
se debe a que la orbita esta lejos del equilibrio del problema teseral, aunque esta en un

equilibrio del problema principal (el circulo geoestacionario).

Orbita estable

Periédica después de un periodo

x (km) —0.5668767573023876E—03 0.421828774975028 7E+05 0.0000000000000000E4-00
& (km/s) 0.26665560899220156E—02  —0.1738307117644730E—-02 0.1949451495549421E—-02
P (s) 85878.23153696881632

Periédica después de 2 periodos

z (km) —0.5668767573023876E—03 0.4218287749750287E4-05 0.0000000000000000E4-00
(km/s) 0.2669195351878483E—02 —0.2667985097243755E—02 0.3342404189246247E—02
P (s) 86000.2880164529184

Periodica después de 30 periodos

x (km) —0.5668767573023876E—03 0.421828774975028 7E+05 0.0000000000000000E4-00
& (km/s) 0.2669585332412758E—02 0.7934514869259903E—-03 0.2404217434499355E—-02
P (s) 86249.0944590887232

Orbita tipo Hispasat

Periédica después de un periodo (15 dias)

z (km)  —0.4006113368757354E+05  0.1315141267076188E+05 0.0000000000000000E+-00
a(km/s) 0.2148586171425602E—02 —0.4813085416629900E—03 —0.3135509536499451E—-01
P (s) 1293247.648023552288

Periddica después de dos periodos (30 dias)

x (km) —0.4006113368757354E4-05 0.1315141267076188E+05 0.0000000000000000E4-00
(km/s) 0.1616835602991519E—02  —0.3821247718805586E—03 —0.2040326739329990E—-01
P (s) 1293802.699815067536

Tabla 1: Condiciones iniciales para diferentes trayectorias optimizadas

6 Conclusiones

En este trabajo se estudia como evitar que la periodicidad de las érbitas periddicas en el
problema del satélite artificial se pierda al considerar un modelo de fuerzas mas realista.
Para ello, hemos empleado un método de optimizacién, lo que nos permite introducir
algunas restricciones, para asi intentar que se mantenga la periodicidad de la érbita.

De este modo conseguimos encontrar condiciones iniciales para algunas érbitas que
estan confinadas dentro de una cierta caja durante un cierto tiempo. En concreto, hemos

estudiado dos casos: una orbita alrededor de un punto estable, y una érbita tipo Hispasat,
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que se encuentra lejos de los equilibrios estables.

Los resultados obtenidos nos muestran que esta técnica podria usar para evitar que se

realicen maniobras de mantenimiento en estacion demasiado frecuentes.
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