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Aproximacién e interpolacion mediante polinomios

por

Miguel Marano y Marta Marcolini

En este trabajo se muestra una relacion entre los conceptos de interpola-
cién y mejor aproximacion de una funcién continua mediante polinomios.
Para ello se recurre a una definicién de multiplicidad de un cero de una
funcién continua.

INTRODUCCION

La aproximacion y la interpolacién de una funcién continua definida en un
intervalo compacto de la recta mediante polinomios de grado a lo sumo n son
dos problemas cldsicos en matematicas que tienen varias aplicaciones en las
ciencias experimentales. Nuestro objetivo es mostrar una relacién entre ambos.
Un importante antecedente histérico es el cldsico resultado de Chebyshev [1;
ver también 2, Ch. 3, §4] que caracteriza al mejor polinomio de aproximacion,
en norma, uniforme, mediante una condicién de alternancia. No obstante, nues-
tra idea no es trabajar con un determinado criterio de mejor aproximacién,
como el de la norma uniforme, sino en partir sélo de una propiedad apro-
ximativa del polinomio, que —creemos— éste deberia cumplir para que sea
considerado razonablemente bueno, al menos si asociamos la idea de aproxima-
cién con el concepto euclideo de distancia entre dos puntos. La propiedad es la
siguiente: no debe existir ningin otro polinomio de grado a lo sumo n que esté
uniformemente més cerca de la funcién aproximada. Se prueba, en el Teorema
1, resultado principal de este trabajo, que esta propiedad es equivalente a que
el polinomio sea interpolador de la funcién, en un sentido que se precisara
después y que nos conduce a dar una definicién de multiplicidad de un cero
de una funcién continua. Segin nuestro conocimiento, esta definicién es nueva
en la literatura. En la parte final del articulo se muestra qué criterios clésicos
de mejor aproximacién producen correspondientes polinomios que cumplen la
propiedad susodicha.

UNA PROPIEDAD DE APROXIMACION

Sea f una funcién continua definida en un intervalo [a,b], a < b. Para
un entero n > 0, fijo pero arbitrario, llamamos IP,, al espacio lineal de los
polinomios de grado a lo sumo n.



622 APROXIMACION E INTERPOLACION MEDIANTE POLINOMIOS

Definicion 1. Se dice de un polinomio P en IP,, que es una buena aprorimacion
de f sobre IP, si cada vez que @ en IP, satisface

|f_Q|§|f_P| en[aab]a
resulta que ) = P.

Ejemplo 1. Consideremos la funcién f(x) = |z| en el intervalo [—1,1]. P =
1/2 es el polinomio de mejor aproximacién de f sobre IP; con respecto a la
norma uniforme. En —1, 0 y 1 se produce la alternancia mencionada en la
Introduccién. P es también una buena aproximacién de f sobre IP;. Pero lo
mismo es cierto para cada P,, donde P,(z) = ax, -1 < a < 1.

Sea h una funcién continua definida en [a,b]. Las siguientes definiciones
son usuales en el cdlculo numérico. Un punto z € [a, b] se dice un cero de h si
h(z) = 0. El punto z € [a,b] es un cero aislado de h si existe § > 0 tal que z
es el unico cero de h en (z —d,z + 6) N[a,b]. Si z € (a,b) es un cero aislado
de h, entonces existe un d > 0 tal que h tiene un signo determinado, tanto en
(z—4,2z)N]a,b] como en (z,z40d)N[a,b]. Ahora queda completamente claro lo
que significa que h cambie su signo en z (no cambie su signo en z). Si el cero
aislado z de h es a, o b, entonces se entiende que h no cambia su signo en z.
Observar que estas definiciones de cambio de signo en z € [a,b] son también
(localmente) validas para el cociente hj/hg si hy y hg son continuas en [a, b] y
z es un cero aislado de ambas.

Sean hj y hg continuas en [a,b]. Si z € [a,b] es un cero aislado de ambas,
diremos que hy(z) = hao(x) en x = z si ha(z)/h1(z) es acotada en un entorno
reducido de z, es decir, en [(z — 6,z + 9) \ {z}] N [a, b] para algin § > 0, y no
cambia su signo en z.

Definicién 2. Sea z € [a,b] un cero de la funcién continua h. Si z es un cero
aislado, entonces se define la multiplicidad de z como el entero dado por

mp(z) := min{k‘ EN:h(z) = (z—2)fenz = z}.

Si el conjunto de enteros positivos de arriba es vacio, se define mp(z) := 4.
Si z es un cero no aislado, entonces se define my(z) := 4o0.

Ademas, definimos Z;, de la siguiente manera: Si h no tiene ningin cero en
[a, b], entonces Zp, := 0; Zj, := 400 si h tiene infinitos ceros en [a, b]. Finalmen-
te, Zp = mp(2z1) + -+ + mp(z;) si h sélo tiene los ceros (aislados) z1,--- , 2
en [a, b], con multiplicidades mp(z1), -+ ,mp(z;), respectivamente.

Si h es derivable r veces en el cero z € [a,b], r > 1 (derivable lateralmente

en z =a o z = b), entonces

h(r) (2)

r!

h($) = h,(Z)($ — Z) + .+

(x —2)" + R(z) paratodo = € [a,b],
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donde (x — z)""R(x) — 0 cuando = — z. De aqui se deduce facilmente que
la definicién anterior de my(z) coincide, para este caso y mp(z) = 1,2,--- ,r,
con la definicién usual, por todos conocida.

Lema. Sean h y g funciones continuas en [a,b], y sea z € [a,b] un cero aislado
de ambas. Entonces

h(z) = g(x) en x = 2 = my(2) < mgy(2).

Demostracién. La prueba es obvia si m := mgy(z) = 4o00. Luego suponga-
mos m < +o00. Asi (z — z)™/g(z) es acotada en un entorno reducido de z, y
no cambia su signo en z. Usando la hipdtesis, se sigue que existe un entorno
reducido de z donde las mismas condiciones son ciertas para (x — z)™/h(z) =

[(x = 2)"/g(2)][g(x)/h(x)]. Luego mp(z) < m. m

Teorema 1. Sea f una funcion continua definida en [a,b] y sea P € IP,.
Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) Zf,p >n+ 1.
(b) P es una buena aprozimacion de f sobre IP,.
Demostracion.

(a) = (b) Supongamos que (b) no vale. Luego existe Q € P,, Q # P, tal
que

f=Ql=[f-P—-(Q—-P)|<|f—P| enla,b. (1)
Bajo esta suposicién, probaremos que (a) no vale. Sigue de (1) que
Q—P|<[f-Q[+|f—P|<2[f—P| enla,b] (2)

Se deduce de aqui que los ceros de f— P, si los hay, son también ceros de QQ — P
y por tanto son ceros aislados de f— P. Si f — P no tiene ceros, entonces (a) no
vale. Supongamos ahora que z es un cero (aislado) de f — P de multiplicidad
m, donde 1 < m < +o0. Se desprende de (2) y de la desigualdad en (1) que
(f = P)(xz) = (Q — P)(x) en x = z. Por el Lema, ms_p(z) < mg—_p(z). Se
concluye de aqui que Z;_p < Zg_p < n, que es la negacién de (a). Esto
prueba que (a) = (b).

(b) = (a) Neguemos (a) suponiendo que Zy_p =: r < n. Probaremos que
P no es una buena aproximacién de f sobre IP,,, que es negar (b). Si r = 0,
entonces (b) es falso, ya que |f — P —C| < |f — P| para algin C € Py \ {0}, y
P+ C € P,. Luego supongamos r > 0 y sean my,--- ,m; las multiplicidades
de todos y cada uno de los ceros z1,--- ,z de f — P, respectivamente, donde
mi + - -+ +m; = r. Consideremos ) € IP,, dado por

Q(x)=(z —2z1)™ ... (x — z)™.
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Para cualquier entero j satisfaciendo 1 < j <4, se tiene por definicién de m;
que (f—P)(x) = Q(x) en x = z;. De aqui sigue que Q(z)/(f—P)(z) es acotada
en un entorno reducido D; de z;, y no cambia su signo en z;. Como ademaés
Q/(f — P) es continua en el conjunto compacto [a, b] \ U;-:le, y es continua
y sin ceros en [a,b] \ {z1, -, 2}, se concluye que existe un € € (—1,0) U (0,1)
tal que se cumplen las dos siguientes condiciones:

o [f(z) = P(z)| > |eQ(z)| para x € [a,b] \ {21, , zi};
e El signo de f — P coincide con el signo de eQ en [a, b].

De estas dos condiciones se obtiene que

[f(x) = P(x) — eQ(z)] < [f(x) = P(x)| parax € la,b]\{z1, -z},

lo que implica obviamente que P no es una buena aproximacién de f sobre
P, por lo que (b) no se cumple. [ |

Un criterio de mejor aproximacion de una funcién continua f en un inter-
valo [a, b] es un mecanismo bien definido de seleccién de un conjunto no vacio
de polinomios en IP,, los llamados polinomios de mejor aproximaciéon de f
(con respecto al criterio dado). Ahora podemos decir que un criterio de mejor
aproximacion es bueno si para toda funcién continua f cada polinomio P de
mejor aproximacién de f es una buena aproximacién de f sobre IP,,.

CRITERIOS CLASICOS DE MEJOR APROXIMACION

Los siguientes criterios de mejor aproximacién son ampliamente conocidos:
son aquéllos que determinan P como consecuencia de que se cumpla

b b
/\f—P|pdu§/ |f — S[Pdp  paratodo S € Py,

donde p es un nimero real positivo, fijo pero arbitrario, y p es una medida

boreliana no nula. Denotemos Cy, ,,(t) a estos criterios de aproximacién. Para
. ., . ’ . . .

evitar que toda funcién pu-medible definida en [a, b] se identifique, fuera de un

conjunto de medida nula, con infinitos polinomios en IP,,, pidamosle a pu el

unico requisito de no estar concentrada en n o menos puntos.

Teorema 2. El criterio de mejor aproximacion Cy (1) es bueno, siendo p
una medida boreliana no nula en [a,b], no concentrada en n o menos puntos.

Demostracién. Sea P € IP,, un polinomio de mejor aproximacién de f con
respecto a Cp, p(t). Supongamos que @ € IP,, satisface

If =QI<I[f—P| enlab]. (3)
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El teorema quedara probado si mostramos que @ = P. Sea T := (P + Q)/2,
de modo que T' € IP,,. Como consecuencia de (3) es facil ver que

[f(x) =T ()| <|f(z) = P(x)| siQz)# P(x).

Ahora bien, si Q # P, entonces Q(z) # P(z) para todo x € [a, b] excepto para,
a lo sumo, n valores distintos de z. Como u es una medida no concentrada
en n o menos puntos, se concluye que |f — TP < |f — P|P en un conjunto de
medida p positiva en [a, b], y por lo tanto

b b
/If—Tlpdu</ f — PP du,

lo cual contradice que P es un polinomio en IP,, de mejor aproximacién de f.
De esta manera, () debe coincidir con P. [ ]

Para el criterio particular de mejor aproximacién C, ,(u) es de esperar
resultados mas precisos en cuanto a la condicion interpoladora de P. Esto es asi
en muchos casos, pero no en todos, como veremos mas adelante. Por ejemplo,
cuando p > 1 se sabe que f — P debe tener al menos n + 1 ceros distintos.
Aparte del trabajo pionero de Chebyshev, mencionado en la Introduccién,
esta conexion entre mejor aproximacién e interpolacién se ha investigado en
los articulos [3] y [4]. En [3] se considera una medida p concentrada en al menos
n + 2 puntos, mientras que en [4] p es la medida de Lebesgue. También en [5]
se analizan estas cuestiones, pero bajo un enfoque mas general, extendiéndose
tanto los criterios como las funciones de aproximacion.

Ahora se da un ejemplo simple con el fin de mostrar que para un polinomio
P de mejor aproximacién de f, aun con respecto a Cp1(u), no es posible
obtener un resultado més fino que el dado por (b) = (a) del Teorema 1.

Ejemplo 2. Sea f dada por f(x) = |z| para x € [a,b] = [—1, 1]. Calcularemos
los polinomios en IP; de mejor aproximacién de f con respecto a Cii(p),
donde p es la medida concentrada en —1, 0y 1, con u({—1}) = p({1}) =1y
1({0}) = 3. Luego, para toda funcién continua h definida en [—1,1] tenemos

/1 hdp = h(—1) + h(1) + 3h(0).
-1

Sea P un polinomio en IP; de mejor aproximacién de f. Si T € Py estd dado
por T'(z) = P(—x), sigue que

/_11|f—T\du—/_11|f—P|du-

1 1 1 1 1 1
/ [ (PT)/2 dp < 5/1 If—Pldu+§/1\f—T\du—/l\f—P\dﬂ,

-1

Luego
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1

1
por lo que/ \f—(P+T)/2|du—/ |f — P|du y de aqui resulta que (P +
1 1

T)/2 es también un polinomio de mejor aproximacién de f. Como (P +T)/2
es una funcién par, se deduce que (P + T')/2 € IPy. Asi acabamos de probar
que un polinomio en Py de mejor aproximacion de f con respecto a Cp 1(p)
es también un polinomio de mejor aproximacién de f con respecto a Cy ().
Basta pues encontrar una constante C' que haga cumplir

1 1
/ |f —Cldu < / |f — S|du para toda constante S.
1 1

Es facil ver que C' = 0 es la unica soluciéon de este problema de minimos.
Usando estos resultados, ahora no cuesta trabajo hallar todos los polinomios
de mejor aproximacion de f con respecto a Cy1(p). Son aquellos Py dados por
Py(z) = Az, con —1 < X\ < 1. De aqui, f — Py, con —1 < A < 1, tiene sélo
un cero, de multiplicidad 2, en z = 0. Ejemplos similares a éste pueden ser
construidos para C, 1 con n > 1.

Finalmente consideramos otro criterio clasico de mejor aproximacion de
una funcién continua f, precisamente el de la norma uniforme, que produce
su polinomio de mejor aproximaciéon minimizando

m[ml{)] |f(z) — S(z)| sobre S € P,.
z€[a,

. Es bueno este criterio? La respuesta es afirmativa, si bien no por una pro-
piedad intrinseca del criterio sino debido a que en este caso el polinomio P
de mejor aproximacién de f es tnico, resultado este dltimo muy conocido en
teoria de mejor aproximacién. De aqui la demostracion de que P es una buena
aproximacion de f sobre IP,, es inmediata.
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