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Matemadticas y platonismo(s)

por

José Ferreirds

Dice usted [Hermate] muy bellamente en su carta del 27 de Now.:
“Los niimeros (enteros) me parecen constiburr un mundo de realida-
des que existe mds alld de nosotros con el mismo cardeter de abso-
luta necesidad que las realidades de la naturaleza, cuyo conocimien-
to nos es dado por los sentidos, ete.” Permitame, sin embargo, el
comentario de que en mi opinion la realidad y absoluta legalidad de
los mitmeros enteros es mucho mayor gque la del mundo sensorial,
Y el que ast sea, lene una tinica y muy simple razan, a saber, que
los miimeros enteros existen en el grado sumo de realidad, tanto
separados como en su totalidad actualmente infinita, en la forma
de ideas elernas in indellectu Divino. (Cantor a Hermite, 30 Nov,
1895)

No es ninguna erageracion decir que el platomismo es hoy en dia
dominante en matemdticas. [Bernays 1935, 65

El término “platonismo” fue propuesto por el
gran logico matemdtico y colaborador de Hilbert
Paul Bernays [1935, 62-63] para dar nombre a un
mada de razonar que es caracteristico sobre todo
del andlisis v la teoria de conjuntos, aungue tam-
bién del algebra abstracta y la topologia. Dicho mo-
do de pensar consiste esencialmente en lo siguiente:
los objetos de la teoria se conciben como elemen-
tos de una totalidad o conjunto, que se considera
dada al margen de cualquier dependencia respecto
al sujeto pensante, al matematico, Que el platonis-
ma, en el sentido de Bernays, es caracteristico de
la matematica moderna, fue uno de los resultados

I’. Bernays (1888-1977)

tangibles y claros del debate sobre Iundamentos que tuve lngar a principios

del sigle XX.

La denominacion de “platonismo” puede resultar confundente, de manera
que vamos a distinguir aqui entre dos sentidos del término, dos aspectos del
problema del platonismo que, en mi opinién, son completamente diferentes.
Encontrarles un nombre adecuado resulta complicado, pero propondremos a

titulo provisional los siguientes:

1. Platonismo interno: es caracteristico de la practica que se sigue en la ma-
temitica abstracta o maderna, donde se hace referencia a elementos cuya
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existencia se postula v se considera dada (se podria hablar de existencia

ideal)' .

2, Realismo platdnico (podria llamarse platonismo filosdfico): es una de las
posibles interpretaciones filosoficas de la matematica en particular de
la caracteristica antes senalada de la matematica abstracta— v consiste
en afirmar que los objetos matematicos gozan de una eristencia real,
andaloga en algin sentido a la existencia de los objetos fisicos.

Las definiciones anteriores son meramente orientativas; los conceptos clave que
aparecen en ellas se explicitarin mas abajo. Hacer esa distincion no implica que
haya una oposicion entre los dos tipos de platonismo, pero si es fundamental
reconocer que el platonismo interno o practico de la matematica moderna no
implica la necesidad de adoptar un realismo platdénico.

Al hablar de platonismo interno, nos referimos a que basta un andlisis
logico de las teorias matematicas para establecer, de manera rigurosa, que
esas teorfas postulan la existencia de objetos que no pueden ser construidos,
La explicacidn mas simple de este modo de hacer matemiticas consiste en
admitir que hay un “universo matematico” en el que se cumplen los princi-
pios recogidos en esas teorias, Se trata de la explicacion mas simple, porque
equivale a analizar el lenguaje matemédtico por analogia con la manera en que
el sentido comiin analiza el lenguaje corriente. Ademas, el realismo platdnico
encaja a la perfeccion con una interpretacion ingenua de la experiencia nor-
mal del matemitico en activo, que tiene, naturalmente, la sensacion de estar
descubriendo resultados acerca de objetos de un tipo peculiar (superficies, fun-
ciones, espacios, anillos). Y desde luego esos objetos v los principios que son
vilidos respecto a ellos ofrecen resistencia: no todo vale, ni muchisimo menos,
e incluso es frecuente llegar a resultados inesperados. Por ello no es de extranar
que, como se ha dicho tantas veces, los investigadores matemdticos adopten
una posicion de realismo los dias habiles y formalismo los domingos®. Uno de
los integrantes de Bourbaki explicaba la posicidn oficial del grupo diciendo:

En lo relative a fundamentos, creemos en la realidad de la mate-
matica, pero, por supuesto, cuando los fildsofos nos alacan con sus
paradojas corremes a escondernos tras el formalismo diciendo: “La
matemdtica es sélo una combinacidn de simbolos carentes de sig-
nificado”, y entonces sacamos los capitulos 1 y 2 [de los Eléments
de mathématique| sobre leorin de conguntos. Finalmente nos dejan
en paz y podemos volver a nuestra matemdtica, haciéndola como
siempre, trabajando en algo real. [Dieudonné 1970]

!Se podria emplear para 1. la denominacién de “platonismo” a secas, si no fuera porgue
este nombre tiene demasiadas resonancias de la acepeiion 2, Otras posibilidades serion hablar
de “postulacionismo” o incluso de “existencialismo” (va que la matemdiica abstracta es
existencial, en el sentide que veremos).

Davis y Hersh [1982, 247] dicen que el platonismao es la fe de casi todos los matematicos,
aundgue se trata de una religion oculta ejercitada en privado.
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Sin embargo, defenderé que se puede aceptar y tratar de comprender el
platonismo interno desde un punto de vista filosofico que no adopte el realismo
platdnico. Por eso, nos interesard sobre todo aclarar en qué sentido puede afir-
marse que la matemitica moderna es platénica en la primera acepcién: aclarar
en qué consiste el platonismo interno. Comenzaremos, pues, elucidando el pla-
tonismo interno sobre la base de la distincidn entre lo dado y lo construido;
esto nos llevard a tratar la relacion entre existencia matemdtica v consistencia,
A continuacion observaremos, signiendo a Bernays, que cabe hablar de toda
una gama de compromisos platdnicos (internos) crecientes. Sélo después de
todo esto consideraremos los aspectos filosdlicos del platonismo, patentes en
la cita de Cantor que dibamos al principio, hablando de algunas versiones
influventes del realismo platénico. Finalmente, haremos un breve resumen de
las dificultades que enfrenta el realismo, v pasaremos a considerar alguna de
las posibles allernativas a esa posieidn.

1. EXISTENCIA MATEMATICA: LO DADO Y LO CONSTRUIDO

Aunque el debate sobre fundamentos es famoso y bastante bien conocido,
a menudo se trivializa la cuestion como si en dltimo término se redujera a una
eleccion muy subjetiva entre varias posturas enfrentadas®. Afortunadamente,
hay mucho mais de interés en el problema de los fundamentos de la matems-
tica, v afortunadamente, también, el debate de los anos 20 y 30 dejé algunas
conclusiones firmes. En un articulo de 1971, el propio Bernays [1976, 190]
resaltaba los siguientes resultados positivos y duraderos:

1. el conocimiento de las posibilidades de formalizacion de teorias matema-
ticas por medio del simbolismo légico: caracteristicas, alcance v limites
de la formalizacion;

2. el empleo de la formalizacion para consideraciones metatedricas (consis-
tencia, decidibilidad, completud, ete.) empleando medios restringidos en
Hilbert v en los famosos resultados de Gadel, o todo el poder de la ma-
temiitica abstracta en desarrollos posteriores como la teoria de modelos
de Tarski;

3. la contraposicién entre un tratamiento de la matemdtica constructivo,
basado en consideraciones procesuales, y el tratamiento cldsico, que se
basa en considerar relaciones entre objetos postulados como existentes;
el primer enfoque aparece como complementario del segundo.

Fsta iiltima contraposicidn, de gran importancia, apunta al tema fundamental
que discutiremos en este trabajo.

La distincién no estaba en absoluto clara en la matematica del siglo XIX,
v su aclaracién ha sido una de las contribuciones mds importantes del de-
bate sobre los fundamentos. En toda teoria matemitica se consideran dados

En especial el tapico trio de logicismo, intuicionismo v formalismao, que —dicho sea de
paso- no resume en absoluto todas las opelones posibles para una fundamentacion,
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ciertos objetos, relaciones y funciones, mientras que otros son definidos, es de-
cir, eonstrutdos logicamente a partir de aguéllos. En aritmética elemental, por
ejemplo, se parte del 0 v la funcién sucesor, asi como las funciones + (adicidn)
v - (producto); otras funciones, relaciones o propiedades (p.c.. la propiedad de
ser primo) son definidas o construidas. En geometria, se toman como dados
los puntos, rectas v planos, asi como algunas relaciones (p.e., “estar sobre” o
“estar entre”) y otras relaciones mis complejas son definidas. Este proceso
de definicion o construccion logica consiste en la aplicacion iterada de unas
cuantas operaciones ldgicas elementales sobre aquella base dada.

A este respecto, hay que resaltar que la utilizacion de cuantificadores,
especialmente del existencial Jdr, indica que se consideran dados los objetos
que pertenecen al dominio de cuantificacion. 5i en geometria empleamos el
axioma que dice:

Siendo A y C dos puntos cualesquiera, existe al menos un punto
B que estd sobre la recta AC, tal que C estd entre A y B3,

estamos empleando el cuantificador existencial 4 con respecto al dominio de
puntos; suponemos dada una totalidad de puntos?. Como veremos, en algunos
casos se aplica el cuantificador Jx de tal manera que permite postular la exis-
tencia de un objeto que noe puede construtrse mediante los objetos v relaciones
basicos de la teoria. Esto es lo que ocurre en ¢l Axioma de Eleccion, de ahi
que su empleo cansara polémicas en 1904, Fue precisamente la diseusion con
respecto al Axioma de Eleccion, y cuestiones similares, lo que llevd a los mate-
méticos a Lomar conciencia de la diferencia clave entre lo dado y lo construido.

La matematica euclidea, v casi todas las contribuciones hechas hasta el
XVIILL tendian al enfogue de lo construido. Los postulados de Euclides no
constituyen un sistema axiomdtico en el sentido moderno, sino que, sobre todo,
estipulan los medios de construccion de figuras admitidos (fundamentalmente,
la idea de una geometria de regla y compas, de rectas y circulos); quiza podria
decirse que el 1inico axioma en el sentido moderno es precisamente el 57, el
de las paralelas. Donde Euclides postulaba que podemos siempre unir dos
puntos construyendo una recta, Hilbert establece el axioma de que, dados dos
puntos, existe una recta que los une. El matiz es sutil, pero ahora se dice que
“existe” en el conjunto de las rectas, una totalidad que se toma como dada de
antemano. Analogamente, la deduccion en Euclides no era solo obtencion de
consecuencias logicas, sino que tales consecuencias se basaban en la elaboracion
de construcciones con los medios admitidos. Esta es una de las razones de que
a Euclides se le “escaparan” axiomas bdsicos de la geometria, en particular
todo lo relativo a congruencia de segmentos vy a la continmidad de rectas v
circulos.

También el edleulo del XVIII tendia a enfatizar lo construido, como puede
verse sobre todo en el desarrollo del concepto de funecion, En esa época, se

{ Aunque no necesariamente postulamos que esté dada como un conjunto: en teoria de
conjuntos axiomditica se suponen dados los conjuntos, pero estos no forman a su vez un
conjunte (universal) sino en todo caso una clase, en el sentido téenico del Wrmino.
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concebia una funcion como una expresion analitica que involuera variables,
constantes, v ciertas operaciones conocidas {+,v.-", sen, log). Los elementos
en que se basaba la construceidn eran aqui los mimeros reales, las letras del
alfabeto, v unas pocas operaciones o funciones elementales. Claro estd que se
admitian las Muneciones dadas a través de series infinitas, pero los miembros
de la serie venian siempre definidos a través de una ley de construccion. Se
admitia, por descontado, que toda funcidn serd continua en el sentido moderno;
tan asumido estaba que, de hecho, se entendia por funcién “discontinua” la
que (siendo continua en nuestro sentido) obedece distintas leyes o expresiones
analiticas en su recorrido.

Como probablemente sabe el lector, hacia mediados del XVIII tuvo lugar
una famosa polémica acerca de la forma analitica de representar el movimien-
to de una cuerda vibrante (por ejemplo, la cuerda de un violin al pulsarla).
Euler se atrevid a sugerir que, en casos como estos, se debian aceptar ineluso
funciones (continuas salvo en algin punto) dadas por una griafica trazada i-
bremente, aun si no sabemos representarlas mediante una expresion analitica,
Comenzaba a plantearse la cuestion de si son aceptables las funciones definidas
en términos puramente abstractos, un tema que resurgiria con el estudio de
las series de Fourier en el X1X. En esta época, Dirichlet propuso una definicién
perfectamente abstracta de funcion, de manera que su nombre quedd asociado
a la idea de funcidon arbitraria®. Su alumno Riemann comenzd a ampliar el
analisis a las funciones abstractas, especialmente funciones discontinuas; pero
otros, notablemente Weierstrall, pensaban que era absurdo hacer matemiitica
con funciones que no sabemos representar analiticamente,

Lo que esto indica es que fue el desarrollo de una nueva forma de hacer
matematica, la matemdtica abstracta, lo que trastoco el tradicional esquema
de lo construido en favor de un nuevo planteamiento, el de lo dado. Puede
decirse, al modo de Bernays, que la matematica abstracta se plantea como
una investigaciin de relaciones que se dan entre obhjetos o elementos que se
postulan existentes con independencia de nuestro pensamiento. La matemdtica
moderna es existencial, platdnica, en su practica: sigue la tendencia fundamen-
tal de considerar los objetos de que habla la teoria como exentos de enalguier
dependencia respecto al matemstico,

Pese a todo, la matemsitica tradicional también incluia elementos no cons-
tructivos, v agqui si que se puede hablar de lo dade en el sentido pleno. Para
la tradicidn, los mimeros expresaban magnitudes v proporciones entre mag-
nitudes; los referentes tiltimos de la matemdtica (esas magnitudes) no eran
objetos matemiticos sino objetos fisicos. Por tanto, eran algo dado en el sen-
tido pleno: volimenes de agua, distancias entre lugares del espacio fisico, ete.
Se admitia, también, que el espacio fisico es continio, v de esta manera  via

Dirichlet dio el ejemplo de la funeidn (que, desde s punto de vista, no era integrable)
flx) = 0 para r racional, f{r) = | para r irracional.

Se trata de una funcion para la gque no se conocia representacidn analitica, aungue cuarenta
afos mas tarde (en 1870) Hermann Hankel mostrd edmao representaria.
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proporciones— entraba en juego el continuo, la totalidad de los mimeros reales.
Los nimeros reales no pueden construirse mediante operaciones aritméticas
a partir de los naturales; para definir B partiendo de M se necesitan tam-
bién conjuntos infinitos arbitrarios, es decir, se necesita recurrir al enfoque no
constructivo, abstracto.

Para trabajar con B también podemos comenzar a la manera de Hilbert:
dando un sistema axiomédtico que define un cuerpo ordenado, arquimediano v
completo, Este enfoque se basa, precisamente, en suponer existente un cierto
conjunto de elementos, estipulando cudles son las relaciones que se dan entre
ellos (cudl es su estructura). A esto se referia Bernays al decir que la ma-
temitica moderna investiga relaciones que se dan entre objetos concebidos
como existentes independientemente del matemiitico. Tomemos como ejemplo
el axioma de completud de B, que se puede formular, al modo de Weierstrall
v Cantor, como sigie:

Dada una sucesidn infinita de intervalos cerrados y encajados de
clementos de B, ewisle ol menos un namern real que pertencee o

todos esos intervalos (e d., su interseccion es no vacia),

Fl axioma estipula la existencia de ciertos mmeros reales en clertas condi-
ciones. Sobre su base se puede demostrar, por ejemplo, que existe cota su-
perior para un conjunto infinito v acotado de nimeros reales. Pero estos
numeros reales no pueden, en general, definirse por construccion aritmaética
a partir de los mimeros naturales. S5i no aceptiramos los conjuntos arbitrarios,
perderiamos la completud de R y el teorema de la cota superior; esto es lo que
oeurre cuando se trata de definiv los reales partiendo de B v las operaciones
aritméticas (ver mas abajo, §3).

Para el matematico constructivo, existe
aquello gque podemos determinar de una mane-
ra conereta v efectiva, lo que podemos constru-
ir paso a paso. Los nimeros naturales pueden
tratarse como meros simbolos que se obtienen,
por ejemplo, por adjuncion: eseribimos |, ||, ||| v
asi sucesivamente; de modo que los naturales son
admisibles (aunque no la totalidad infinita de
cllos). A continnacidn, podemos definir las op-
eraciones aritméticas habituales de una mane-
ra también admisible, ¥ podemos tratar de re-
construir la matem:itica mediante construceio-
nes efectivas a partir de dicha base. Este intento
se puede levar bastante lejos, pero nunea hasta recuperar la nocion del con-
tinuo, de un conjunto B completo.

En ¢l caso del matemdtico “clisica” o abstracto, el concepto de existencia
se toma en otro sentido, El signo logico dr se emplea para cspeecificar eiertas
propiedades del conjunto o la estructura a la que se refieren los axiomas, sin
que “existic” implique ninguna restriceion constroctivista, La anica limitacion
a la libre postulacidn -resaltada va por autores como Cantor, Dedekind y

HQue tipo de “existencia”
tienen “objetos” como

la bBotella de Klein?
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Hilbert - es que no atentemos contra la logica, que el sistema resultante sea no
contradictorio, consistente, Veamos con mds calma esta cuestion.

2. EXISTENCIA IDEAL ¥ CONSISTENCIA

Que el platonismo interno surgid v se hizo claro con la matematica abs-
tracta, es algo que queda claro observando la historia del construetivismo.
El punto de vista constructivista comenzd a ser refinado precisamente cnan-
do el ascenso de la nueva matematica abstracta resultaba va evidente. Esto
sucedia en Alemania hacia 1870: el andlisis de Dirichlet y Weierstrafl, la teoria
de funciones de Riemann, o la teoria de mimeros algebraicos de Dedekind,
mostraban claramente una tendencia abstracta. En reaccion, el influyente ma-
tematico berlines Kronecker comenazd a plantear un elaro v ambicioso (aungue
muy estricto) programa constructivista. Kronecker rechazaba la nocién de con-
junto, que s¢ habia empleado en diversas definiciones de los mimeros reales o
en la mencionada teoria de Dedekind: se oponia al principio de completud
de B adoptado por Weierstrall, v por tanto al concepto de limite. Pretendia
reducir todo, en matemdatica pura, a los nimeros naturales v las operaciones
con ellos; por estos motivos, criticéd abiertamente a Weierstrall, a Dedekind y
a Cantor.

Ante ello, Cantor eseribié en un famoso
articulo [1883, 182] que ¢l matematico debe
ser completamente libre en el desarrollo de
sus ideas, v que las inicas restricciones con-
sisten en que dichas ideas estén libres de con-
tradiccion, bien definidas, v que entren en
relaciones ordenadas con las nociones mate-
méticas previamente aceptadas. Como se ve,
no estamos todavia en el simple requisito de
la consistencia, pero si muy cerca. Cantor
presentd la cuestion en Lérminos gue nos re-
cuerdan la distincion entre platonismo inter
no v realismo: ¢l matemditico atiende tnica
v oexclusivamente a la “realidad inmanente”
de sus conceptos, es decir, a su aceptabili-
dad en el dominio del pensamiento puro; se
despreocupa completamente de la “realidad
transiente” de los objetos matemiticos, es deelr, de su existencia real o su ca-
pacidad de representar relaciones o procesos del mundo externo [Cantor 1883,
1581] % Esta es una manera muy adecuada de precisar el enfoque que, por
es0s mismos anos, defenderian también hombres como Dedekind v Hilbert. El
primero, por ejemplo, ereia que la demostracion de consistencia logica debia

(1. Cantor {1845-1918)

"Hay que decir gque, inmediatamente, Cantor iba mas alla, porgue sus conviceones fi-
losdticas v metafisicas le hacian pensar que todo lo gue existe inmanentemente tiene “realidad
transiente”
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ser la clave para establecer que el concepto de conjunto infinito es admisible
en matemdticas’

Al acabar el siglo, Hilbert aplicaba ese enfoque abstracto al tratamiento de
la geometria y de la teoria de niimeros reales. Leyendo su obra sobre geometria,
el gran logico Frege se sorprendio de que Hilbert estuviera dispuesto a llamar
“puntos”, “rectas” vy “planos” a tres conjuntos arbitrarios de cosas, siempre
v cuando la estructura de esos conjuntos satisficiera los axiomas geométricos.
Mas aiin, Frege no comprendia como a Hilbert se le ocurria establecer la a-
ceptabilidad de los axiomas peométricos sobre la base de demostraciones de
consistencia. Para Frege, los axiomas euclideos eran verdades acerca del espacio
intuitivo (en el sentido de Kant), v eso bastaba para hacer superflua una
demaostracion de consistencia: es evidente (aqui en sentido estricto) que existe
un modelo, ¥ por tanto la teoria no puede ser contradictoria. Para Hilbert, en
cambio, la demostracién de consistencia establecia la existencia matemadtica:

Si se consigue demostrar que los atributos conferidos a un concep-
to no pucden conducir nunca, por aplicacion de un mimero fini-
ta de nferencias ligieas, a wna contradiceion, enlonces digo que
con ello se ha demostrado la existencia matemdtica del conceplo,
por ejemplo la de un nimero o una funcidn que satisfacen cier-
tas condiciones. .. [o] la existencia matemdtica del conjunto de los
numeros reales, es decir, del confinuo. fH:'Ifmr‘f. 1900, 301]

La idea de Hilbert es justamente célebre, v forma un pilar de la matemitica mo-
derna a nivel ideoldgico, por asi decir, aungue no tiene un papel relevante en la
practica, va que las demostraciones de consistencia han resultado inaleanzables
en los casos de interés.

Fue Hilbert mismo el gque, un cuarto de siglo mis tarde, intentd zanjar las
disputas en torno a la matematica abstracta con una jugada genial: convirtien-
do en problema matemitico la propia cuestion de la existencia de las nociones
matematicas. Admitamos que la consistencia basta para garantizar la existen-
cia matematica, y admitamos también que las nociones matematicas pueden
ser codificadas mediante teorias formales. Entonces, el problema de la con-
sistencia se convierte en un problema combinatorio, analizable mediante una
investigacion matemitica del concepto de demostracion formal. La metama-
temitica, la teoria de la demostracion, bastard para establecer la consistencia
de las distintas teorias matemdticas axiomatizadas, v por tanto (por el prin-
cipio de Hilbert) para dictaminar la existencia de las respectivas estructuras
abstractas.

Como todo el mundo sabe, la arviesgada apuesta de Hilbert fracasd. Los
medios combinatorios y finitarios no son suficientes ni siquiera para establecer

"Ver la carta a Keferstein de 1890 en Dedekind [1998], Dedekind [1998, 105] respondic
también a las criticas que le habia dirigido Kronecker, diciendo que no le parecian justificadas
las limitaciones que éste pretendia imponer a la libre formacion de conceptos. En partienlar,
afirmaba que un conjunto estd bien determinado cuando se ha precisado an eriterio gue
establezca si una cosa cnalguiera pertenece o no al conjunto, completamente al margen de si
conocemoes un procedimiento efective gque permita tomar esadecision en cada caso conereto
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la consistencia de la aritmética de Peano®, v nadie tiene ni la menor idea de
como se podria demostrar la consistencia de un sistema axiomatico para los
nimeros reales, Pero esto no ha impedido que la apelacion a la consistencia
siga formando parte del eredo lundamental del matematico moderno, aungue
sea al nivel de Ias buenas intenciones v la esperanza de que, alpin dia, alguien
resolverd la cuestidn, Todo esto nos lleva al tema de la posicidn formalista,
sobire la que ya es hora de decir algunas palabras,

Mientras escribo este trabajo, soy plenamente consciente de que la mayo-
ria de los matemadticos, ante una discusion sobre temas de este tipo, se mani-
fiestan como formalistas (por mas que no pocos sientan algin malestar ante
las limitaciones de ese planteamiento). Esto habra tenido como consecuencia
que muchas de las formulaciones anteriores les hayan creado cierta incomo-
didad. De acuerdo con el formalismo estricto, toda teoria matematica es (y
silo es) una combinacion de simbolos carentes de significado: todo consiste
en simbolos, reglas para la formacion de expresiones (bien formadas) v reglas
para la derivacion de expresiones (incluyo aqui axiomas y reglas de inferencia).
Las expresiones no tienen un referente externo, no tienen significado; en todo
caso, los simbolos matematicos son antorreferentes, El oficio del matematico
es meramente la deduccién formal®.

Ahora bien, el formalismo puro v duro no resulta adecuado ni como una
respuesta al problema de los fundamentos, ni como una filosofia de la ma-
tematica. No es adecuado como fundamentacion, porque la picdra de togque
fundacional —en este planteamiento- es y s6lo puede ser la demostracion de
consistencia. De manera que no disponemos de una fundamentacidon para el
andlisis, ni para el dlgebra abstracta, ete., ni siquiera para la aritmética. No
importa, se dird, porque resulta claro que la aritmética de Peano o la teoria
de los mimeros reales no van a dar lugar a contradiceion: una larga experien-
cia v un alto grado de familiaridad con ellas lo avalan. Pero si la fuente de
nuestra convieeidn acerca de la consistencia no estd en los propios métodos
formales, resulta claro que el formalismo no alcanza a ser un punto de vista
autosuficiente en fundamentacion de la matemsitica. Como minimo, habria que
complementarlo con algiin otro elemento que diera cuenta de las convicciones
matematicas que no surgen del puro juego formal. Esto es lo que ocurre en
el caso de algunos formalistas conscientes, como puede ser Curry [1951], que
complementa las ideas formalistas con una cierta intuicion informal. Ahora

"La consistencia de la aritidtica de Peano solo se ha podido establecer (Gentezen) eme-
pleando induceidn transfinita -limitada, eso s, a ordinales numerables— o (Gidel ) suponiendo
consistente la aritmética intuicionista,

"Todo ¢l mundo sabe que el formalismo se relaciona con el gran nombre de Hilbert, auncue
lo eierto es que Hilbert no era formalista, Lo que para él era un medio para demostrar In
consistencia, ha sido convertido por otros en un fin, en todo lo gue cabe decir acerca de la
matemitica. En un curso de 1919720 se encuentra un texto gue no poede ser mis claro: “No
estamos hablando agui de ninguna arbitrariedad. La matemdtica no es como un juego en el
que los problemas fueran determinados mediante reglas inventadas arbitrariamente, sino gque
es un sistema coneeptual dotado de pecesidad interna, que solo puede ser asi y no de otra
manera” [Hilbert 1962, 14].
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hien, si aceptamos esta intuiciom como fuente de nuestras ideas acerea de
estructuras como las de M v E, estamos abriendo la puerta al platonismo
interno.

Los problemas del formalismo no acaban ahi, Se trata de un enfogque mny
insatisfactorio para dar cuenta del conocimiento matemdtico v su desarrollo,
es decir, como filosofia de la matemitica. Esto se debe, ante todo, a que no
hace comprensible ni el desarrollo de la matematica, ni la prictica actual,
Comenzando por la priactica matemaitica, ésta introduce toda una serie de
elementos que estan lejos de representar simplemente una aproximacion for-
mal a las teorias. Cuando el matemditico en activo habla de la aritmética de
Peano (AP), no esta desarrollando un puro juego formal, sino razonando sobre
una cierta estructura, un modelo de los axiomas, Quiza esto serin compatible
con el formalismo si se estuviera considerando todos los posibles modelos del
sistema, pero por supuesto el matemaitico en activo no esta pensando en mo-
delos no estandar de AP (desde un puro formalismo, éstos estin exactamente
al mismo nivel gue el modelo pretendido). Lo mismo se aplica a la teoria de
[: es el problema de la no categoricidad de las teorias axiomatizadas en logica
de primer orden!”. El matemitico en activo estd habituado a formular las
teorias que le interesan en un marco conjuntista, pero no trabaja dentro de
la teoria de conjuntos formalizadag; esto le Hevaria de nuevo a la existencia
de modelos no estandar, a la paradoja de Skolem, ete. (El mismo coneepto
de finitud —prototipo de idea que todos, clisicos o constructivistas, creemos
captar intuitivamente— no es formalizable en primer orden.) Y por supuesto,
en la practica nunca se hace el esfuerzo de comprobar que la demostracion
del teorema que nos interesa puede formalizarse en el marco conjuntista; la
conviccién de que asi es se establece mediante un razonamiento intuitivo, que
ademas queda implicito.

Otra difienltad elarisima que encuentra el formalismo es que hace in-
comprensible la historia de la matematica. El imperativo formalista, para la
priactica matematica, serfa: estudiar todos los sistemas formales consistentes.
Pero los matemadticos nunca se han guiado por esa maxima, nunca han estu-
diado sistemas arbitrarios, sino solo sistemas interesantes en conexion con ol
conocimiento matemdtico preexistente. Ni siquiera en la época del formalismo
se han investigado sistemas formales arbitrarios: sélo se estudian sistemas que
surgen de manera natural a partir de problemas, resultados y teorias prece-
dentes; s0lo se estudian ciertas estructuras de interds matematico, entre las
infinitas estructuras posibles. Pero una filosofia de la matemsitica [/ no deberia
aclarar en qué puede consistir eso del “interés matematico™? (y el problema de
qué es “interesante” nos llevaria de nuevo a cuestiones cercanas a la espinosa
“intuicion™ ). Ademds, llamar “matemiticos” a los autores de antes del siglo
XX seria, estrictamente hablando, un abuso lingiiistico. El enfoque formalista

Esto tiene otrn consecuencin: una demostracion de consistencia para B garantizarin la
existencia de algin modelo de los axiomas, pero éste no tiene por gué ser el maodelo pre-
tendido, va que los axiomas en primer orden no caracterizan B categdricamente, (Agradesco
a lgnacio Jand el lNamar mi atencidn sobre este punto, euvas consecuencias podrian Hevarse
mis lejos, aungue no lo haremos agui. )
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no permite entender a qué se ha llamado “matematica” antes de (digamos)
1920, ni qué es lo que ha guiado el desarrollo de las “matemiticas” desde
Grecia.

El enfoque abstracto y el planteamiento formalista ganaron la batalla,
la disputa de los fundamentos, no porque se demostrara fehacientemente su
validez, sino porque garantizaban mejor la libertad de accion del matematico.
El formalismo es una ideologia muy adecuada para el matemaitico abstracto:
le garantiza libertad en la postulacién de objetos y estructuras, y sobre todo le
asegura una autonomia total en la decision acerca de lo que es aceptable y lo
que no en el campo de la matemédtica. El formalismo es, asi, la ideologia mis
conveniente para los miembros de una comunidad matematica auténoma, para
los representantes de una disciplina que quiere ser plenamente autosuficiente! 3
A esto se anaden las dificultades filoséhcas v de todo tipo que encuentra la
posible alternativa del realismo platénico (§4.3). Pero si la disyuntiva entre
formalismo y realismo no agota todas las posibilidades, a estas alturas deberia
poderse buscar una flosoffa de la matemdtica mas adecuada, sin que ello
supusiera un ataque a la matematica abstracta, ni se interpretara como un
atentado a la autonomia de los matematicos.

Asi que, a fin de cuentas, el matemditico abstracto se arroga la mixima
libertad a la hora de postular objetos y estructuras como existentes indepen-
dientemente de nuestras construcciones (y por tanto, independientemente de
lo que podriamos definir paso a paso, de modo efectivo, a partir de un dominio
limitado de abjetos y relaciones dados, p.e. la aritmética elemental). Volvemos
una vez mas a la idea de Bernays: la matemstica moderna es platdnica o e-
xistencial, en el sentido de que investiga relaciones que se dan entre objetos
postulados, concebidos como existentes independientemente de nuestras cons-
trucciones. Desde un punto de vista histdrico, podemos ver esa caracteristica
como una herencia del elemento no-constructivo que habia en la matemsitica
tradicional. Solo que antiguamente se tenia la creencia (que muchos calificarian
de metalisica) de que existen magnitudes continuas en la realidad fisica, mien-
tras que ahora pocos piensan, o pocos se atreven a decir, que haya una relacion
inmediata entre la matematica y la realidad.

3. GRADOS DE PLATONISMO INTERNO

Cuando se habla del platonismo, muchas veces viene asociado a la existen-
eia real de un universo conjuntista dado de una vez para siempre (v por tanto,
e5 de suponer, maximal)., Pero, en realidad, si nos distanciamos del realismo
platdnico y nos centramos en el platonismo interno, la cuestion no se plantea en
termings de todo o nada, Caben miltiples posiciones, segin la teoria que este-
mos manejando, que desarrollarian una gama de compromisos platonicos cre-
cientes [Bernays 1935]. Los polos extremos serian un constructivismo radical,

A este nivel, pues, el de explicar por qué (histdricamente) ha triunfado el formalismo,
me parece muy acertads una explicacion socioldgica. Pero conviene decir que, en general,
cstay muy lejos del sociologismo con respecto a la mateméatica o la ciencia en general.
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al modo de Kronecker y Brouwer, que elimina cualquier elemento platonico;
y un platonismo extremo, que postularia un mundo ideal conteniendo todos
los objetos y relaciones de los que podria ocuparse la matemitica. La primera
posicion es defendible, aungue limita terriblemente las posibilidades teoricas,
pero la segunda es inadmisible, tal como mostraron las paradojas (en especial
la de Russell y Zermelo)'?. Si aceptamos los conceptos habituales de conjun-
to y funcién en toda su generalidad, no puede hablarse de una totalidad que
abarque todos los objetos matemiticos, pues esto nos lleva a una contradie-
cion. Esto hizo posible que Zermelo convirticra la paradoja mencionada, en el
contexto de su sistema axiomiitico de 1908, en una demostracion rigurosa de
la no existencia de un conjunto universal.

Ahora bien, las paradojas solo muestran la inadmisibilidad del platonismo
extremo. Fuera de esta limitacion, cualquier género de platonismo es (hasta
donde sabemos) admisible en el sentido de no llevar a contradiccion. Pero los
tipos de compromiso platdnico méds importantes son, esencialmente, solo dos
[Bernays 1935, 63-64]:

1. El supuesto méas débil consiste en admitir el infinito actual sélo en su
forma mas elemental: admitir a totalidad de los nimeros naturales co-
mo algo que goza de existencia objetiva. Al hacerlo, nos vemos llevados
a admitir el principio de tercio excluso para los naturales: dada una
propiedad aritmética, o bien la propiedad se aplica a todos los natura-
les, o bien existe un nimero de M que no la cumple. (Este principio no
resulta natural si no se supone que preexisten, en algin sentido, fodos
los mimeros. )

2. El supuesto mas fuerte consiste en la admision de las nociones de con-
junto y funcién tal como se usan en la matematica moderna: lo que
suele llamarse las nociones abstractas, o la idea de conjuntos v funciones
arbitrarios. Se trata, por ejemplo, de hablar de conjuntos numéricos (sub-
conjuntos de M), o sucesiones de nimeros, o funciones ¢ : M — M, com-
pletamente al margen de posibilidades efectivas de delinicion. Las leyes
de formacion y las definiciones que se dan para ejemplos particulares de
conjuntos o funciones se contemplan, desde esta perspectiva, solo como
meétodos de delerminacion de objetos que existen independientemente,

Por snpuesto, caben nuis opeiones gue las dos senaladas, aungue habitualmente
son exploradas sblo por expertos en fundamentos. La misma opeion (2.) no
exige adoptar el sistema Zermelo-Fraenkel de teoria de conjuntos, sine que
podriamos eliminar el Axioma de Reemplazo v en ciertos contextos  como el
analisis real debilitar el de Eleceidn. Por otro lado, se han propuesto diversos
sistemas todavin mas débiles, v los expertos en teoria de conjuntos dedican
sts esfuerzos a explorar compromisos mucho mas fuertes (axiomas de infinitod

2 Zermelo descubirid la contradiceion independientemente de Russell (v algo antes), aungue
fue éste guien la publicd en 1903, Para Zevmelo no era vng contradiccion, probabilemente
porque no compartia la concepeidn ingenua (logicista) de los conjuntos; solo mostraba gue
no existe cierto tipo de conjuntos.,
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fuertes, grandes cardinales)'. Pero estas opeiones alternativas no tienen, de
momento, grandes implicaciones para la priactica habitual, a diferencia de las
dos que hemos resaltado signiendo a Bernays [1935].

En el momento en que Bernays presento estas
ideas en su clarificador articulo, ya existian buenos
ejemplos de las diversas posturas mencionadas.
Kronecker habia planteado, y Brouwer desarrolla-
do, el punto de vista constructivista estricto, que
trata ¢l concepto de infinito en el sentido potencial,
v nunca en el actual; Dedekind vy Russell, mientras
tanto, daban ejemplos de platonismo extremo con
su aproximacion ingenua a la teoria de conjuntos.
La interesante posicion esbogada en (1) fue, de he-
cho, adoptada por Hermann Weyl en su libro Das =
Kontinuum [1918]. Weyl aplicaba la logica clisica H. Weyl (1885-1955)
cuantificando sobre el dominio de los naturales, pero se negaba a admitiv sul-
conjuntos infinitos arbitrarios de M. Su argumento era que la caracteristica
principal de lo infinito es ser inexhaustible, y por eso mismo no puede decirse
que exista una analogia entre lo finito y lo infinito. Dado un conjunto finito,
podemos razonar asumiendo subeonjuntos arbitrarios suvos, porgque siempre
es posible (en principio) formar dichos subconjuntos seleccionando elemento
por elemento. Esto es, justamente, lo que segin Weyl (y otros autores) no se
puede hacer en el caso infinito, de ahi que sdlo podamos hablar de un sub-
conjunto infinito de ¥ cuando disponemos de una propiedad que lo defina.
Y para formar propiedades o relaciones debemos partir de las propiedades v
relaciones basicas de la aritmética,

Por razones similares, Weyl estaba de acoerdo con Poineare en que se
deben evitar las definiciones impredicativas, Desarrollando coherentemente
esas ideas, Weyl pasaba a tratar la teoria de B y las cuestiones del anailisis.
Pensemos en B definido a través de cortaduras, al modo de Dedekind; si re-
formamos esta idea en el sentido de Weyl, no dispondremos de cortaduras
arbitrarias, y solo alcanzaremos a definir aquellos nlimeros reales que corres-
ponden a una ley aritmética. Ya no tenemos un conjunto B completo, sino el
correlato de un conjunto de leyes aritméticas; nos alejamos de la idea intuitiva
del continuo, una idea de origen geométrico. Weyl conseguia rehacer buena
parte del andalisis, pero desde luego tenia que renunciar a cosas tan basicas,

Y Dos criterios naturales para la “fuerza” del compromizso platdnico son los siguientes: en
una primera aproximacion, la cardinalidad del dominio de objetos presupuesto; v ademas,
vomo es natural, su potencia deductiva
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en la concepeidn clasica, como el teorema de la cota superior, Obtenia una
aproximacion “atomizada™ a R y una version predicativa del analisis'.

Definicién impredicativa.
Esta nocion fue introducida por Poincaré hacia 1906, reflexionando sobre las
paradojas de Richard v de Burali-Forti. Crefa que las paradojas surgian de
definir un objeto en términos de una totalidad a la que dicho ohjeto pertenece,
lo que serfa un circulo vicioso,
El concepto moderno de definicidon impredicativa es ol siguniente: se define un
conjunto S de modo que el propio 5 pertenece al dominio de los cuantificadores
empleados en la definicion. Es ficil dar ejemplos utilizando el Axioma de Sepa-
racidn (o subconjuntos) con condiciones que involucren conjuntos potencia, del
tipo:

S=xzeT:...p(T....

Por supuesto, las definiciones impredicativas son absurdas si se piensa que la
definicién “crea” o construye el objeto, aunque resultan perfectamente acepta-
bles como medios para especificar conjuntos que se suponen dados al margen de
la definicidn, La matemdtica abstracta es impredicativa, micntras que autores
como Weyl ¥ otros han desarrollado sistemas predicativos,

En cuanto a la versidn fuerte del platonismo (2.), existian miltiples ejem-
plos de ella, ya que —como afirmaba Bernays en la cita que dimos al principio
se convirtié en la tendencia dominante en el siglo XX. Sus origenes pueden
Lrazarse ya en [Dirichlet y Riemann, haciéndose explicita en Dedekind, Cantor
y Hilbert, por citar solo algunos de los grandes nombres, v quedando formali-
zada en el sistema Zermelo-Fraenkel. Para esa concepeion lenamente general
o arbitraria de conjuntes y funciones, Bernays acund otra expresion que ha
tenido éxito, diciendo que dichos conceptos son entendidos en sentido “cuasi-
combinatorio”. Es decir, se establece una analogia entre lo finito y lo infinito,
tal como lo hemos sugerido va al hablar de Weyl: en el caso infinito también
podemos, por analogia con lo finito, asumir subconjuntos arbitrarios, Casi to-
dos los autores, hacia 1900, admitian que puede determinarse un conjunto
infinito indicando una “ley de formacién” o propiedad caracteristica de sus
elementos. El matemitico abstracto va mas lejos v supone que no hay nada
imposible, ni mucho menos contradictorio, en la idea de una cantidad infini-
ta de determinaciones perfectamente independientes unas de otras. Es ficil
darse cuenta de que el Axioma de Eleccidn es una consecuencia natural de ese
enfoque, un caso paradigmatico de planteamiento abstracto.

En su articulo, Bernays dedicaba la mayor parte del espacio a discutir las
virtudes y defectos de la matematica platénica por comparacion con la mate-
matica constructiva. En su opinidn, ambas tienen un papel que desempeiar,
y serfa antinatural el forzarse a prescindir de la una o la otra [1935, 75, En su

tal como lo presentd Weyl, pero “emborronaron” su planteamionto al admitiv ol famnoso (o
infame) axioma de reducibilidad y al cmpeiarse en defender la posicion logicista, Weyl afirma
que llegd a sus concepeiones sin haber leide a Hussell.
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discusion, mostraba como las distintas ramas de la matematica sugieren uno
u otro nivel de platonismo, y concluia esta parte diciendo:

A modo de sumario podemos decir que el intuicionismo es adecua-
do para la teorin de ndmeros; el método semi-platdnico que em-
plea la idea de una tolalidad de los nibmeros enteros, pero evita los
conceptos cuasi-combinatorios, es adecuado para la leoria de los
nimeros reales; y el método platdnico habitual se ajusta a la teoria
geomdétrica del continuo. Esta situacidn no es de ningin modo sor-
prendente; pues al malemdalico actual le resulla fomilior el aplicar

en cada disciplina solo los presupuestos que sean necesarios para
ella. [Bernays 1935, 68/

Como puede verse, Bernays afirmaba que la idea del continuo es de origen
geométrico (o quizd, anadiriamos, cinematico), por mas que en el campo del
andlisis se traduzea a un lenguaje aritmético-conjuntista (1935, 74]. La ma-
tematica constructivista, que evita el platonismo de la forma mds radical,
no representa mas que una tendencia minoritaria o una rama particular: la
mayor parte de la matemsdtica actual es infinitista y platdnica, en el sentido del
platonismo interno. Ademais, a consecuencia de la familiaridad con el andlisis
v con nociones tan bdsicas como puede serlo la de mimero real (el continuo),
al matemitico le resulta incluso artificial cuestionar el Axioma del Infinito!'”.

4. REALISMO PLATONICO

i Como puede entenderse v justificarse el platonismo (interno) de la mate-
mitica moderna? Ante esta pregunta cabe una diversidad de posiciones, algu-
nas de las cuales serin meramente pragmiticas, argumentando, por ejemplo,
que el andlisis es extraordinariamente 1til como herramienta para la deserip-
cion cientifica del mundo fisico. Otras posiciones pueden lamarse tedricas o
quizd filosdficas, y entre ellas (aunque sélo como una entre muchas) encon-
tramos por fin el realismo platdnico. En este apartado consideraremos algunas
versiones del platonismo filosélico, comenzando por Platdn v deteniéndonos
sobre todo en los clisicos planteamientos de Cantor, Pero el platonismo, como
tantos otras enfoques, ha sido refinado v desarrollado durante el siglo XX, v
hoy encontramos versiones del mismo qgue son mucho mas complejas. Valgan
como ejemplos las ideas de un Hardy o un Thom, ¢l platonismo de Gadel,
que cabria llamar eritico, el lamado “platonismo de compromiso™ del logico
v filésofo Quine, o el platonismo naturalista de Maddy. No tendria sentido in-
tentar agui un resumen de todos esos enfoques, asi que e limitaré a comentar
las ideas de Gadel, enfatizando lo que tienen de novedoso v moderno!™

Sin embargo, ¢ polémico Axioma de Eleccion puede verse, simplemente, come una con-
secuencin natural de emplear lns nociones de mfinito actual yode conjunto arbitrario (o
cuasi-combinatorio)

"Del logico ¥ flésofo Quine puede verse su (1953, caps. |y 7] ¥ [1968, caps, 2 v 4], asi
coma también las exposiciones de Maddy; los trabajos de esta antora son [Maddy 1900, 19468].



LA GACETA 461

4.1. DE PLATON A CANTOR

Desde luego, el platonismo filosdfico no surgié histdricamente del intento
de responder a la pregunta sobre la matemdtica abstracta que haciamos mads
arriba. Su origen estd, mas bien, en cuestiones muy elementales como pueden
ser las siguientes: jqué son los niimeros? jqué tipo de realidad tienen? O una
tipica cuestion griega: dado que los tridngulos y los circulos que podemos
encontrar en la naturaleza, o construir nosotros mismos, no son figuras geo-
métricas perfectas, jqué es un tridngulo geométrico? jdonde se encuentra?

Platon, empeiado en la bisqueda de una auténtica realidad que se ocul-
taria detras del mundo de apariencias y opiniones que nos rodea, postulé la
existencia de un Mundo de las Ideas o Formas (recordemos el famoso mito de
la caverna, en la Repiblica). Las cosas perceptibles deben su existencia y su
ser a las Formas de las que participan; ademss,

Platdn afirmd que entre las cosas sensibles y las Formas existen
los entes matemiticos, que se diferencian de los sensibles por ser
elernos e inmaoviles, y de las Formas por haber muchos indin-
duos similares, mientras la Forma es en s{ misma inica y singular.
{Aristoteles, Metafisica, libro A, cap. 6)

Las figuras matemdticas v los mimeros se cuentan entre aquellas nociones
accesibles a nuestra razon que son mas praximas al verdadero mundo de las
Formas!'?,

Como es bien sabido, Aristoteles rechazd la distineion de su maestro entre
un universo de auténticas realidades y un universo de apariencias. Segin ¢, la
unidad o la circularidad se abstraen de los objetos materiales, pero no tienen
existencia independiente de esos objetos. Conviene recordarlo aqui, porque
algunas posiciones filosdlicas que se califican de “platdnicas” estin, en realidad,
mas cerca del aristotelismo.

Las ideas de Platon adguirieron tintes nuevos al mezelarse con la tradicidon
judec-cristiana. San Agustin situd las ldeas en la mente de Dios, igual que
hacia Cantor con los mimeros en la carta a Hermite citada al principio. Y,
por cierto, eso llevé a San Agustin a afirmar que la totalidad infinita de los
niimeros naturales existe en acto en el intelecto divino, porque jgquién serd tan
demente para decir que la ciencia de Dios se detiene en un cierto niimero n,
por grande que sea?'™ La idea de Dios siguid presente en muchos otros autores
que atribuyeron existencia real a los objetos de la matemitica.

Asi pues, el platonismo filosdfico postula una bifureacidn de la realidad:
existe una realidad fisica perceptible por los sentidos, v una realidad matema-

T Parece ser quee, en sus ensenanzas orales, Platon llegd a afirmar que las ldeas son nimeros,
aundue no los mimeras matematicos, sino Niameros ideales; estos Nameros Idea se engen-
drarian a partir del Uno y de la Diada de lo grande v lo pequefio. La fuente de estas
afirmaciones es la Metafisica de Aristoteles.

" Agustin de Hipona, La ciudad de Dios (escrito hacia el ano 420}, citado por Cantor
[1932, 401].
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tica perceptible a la intuicién, a un supuesto “ojo de la mente”. La mayoria
de los platdnicos adoptan un apriorismoe; como dice Putnam:

Desgraciadamente, la creencia en la objetividad de la matemdtica
ha ido, en general, junto con la creencia en los “objetos materd-
ticos " entendidos como una realidad tncondicionada y no fisica, y
Junte con la tden de que el tipo de conocimiento que tenemos en
matemdticas es estrictamente a priori. [Putnam 1975, 60]

La intuicion gque postula el platonico debe hacer que tengamos un conocimiento
cierto v seguro de las proposiciones matemadticas, que son, pues, verdades en
sentido estricto. Ni que decir tiene que el desarrollo de la matemitica en el
iltimo siglo y medio ha planteado graves dificultades a un planteamiento tan
ingenuo. Pero ya veremos que hay versiones sofisticadas del platonismao, como
la de Gadel.

Hemos visto cémo el platonismo seguia vivo entre los grandes matemi-
ticos del XIX, por cjemplo en Hermite, asi como en Frege y otros!. Pero
de todos los platdnicos de aguel siglo, el meis famoso es sin duda Cantor,
descubridor (jo inventor?) de la teoria de conjuntos transfinitos. Segiin vimos,
Cantor distinguié dos sentidos de “realidad”, el inmanente que es el tinico
que compete a la matemitica, y el transiente que incumbe a las ciencias (v a
la metafisica). Pero nada mes fijar la distineion seguia escribiendo una frase
bastante llamativa:

Desde lu base tolalmente realista, pero a la vez no poco idealista,
de mis consideraciones, no admite para mi ninguna duda que estas
dos formas de realidad sicmpre se encuentran, en el sentido de que
L I!':HI'M':E:I'LE” l""uf: hﬂyﬂ l'I"I'.I'.P.' f:[lTTlf:l{ﬁ?iz[LT. ITTLY E.‘[ﬁ:.‘jﬂﬁﬂ.ﬂﬁ ETL EI p'l"!‘.fﬂ.{!?"
sentido, posee siempre en alpin respecto ¢ incluso en infinttos una
realidad transtente, cuya determinacion constituye generalmente
una de las tareas mds faligosas y dificiles de lo metafisica. [Cantor
1883, 181]

Lo que existe en matematicas, existe también en la mente divina, v aun mas,
existe en la naturaleza. Por este motivo, Cantor pedia que no sdlo se investi-
garan las relaciones matemaditicas entre los mimeros transfinitos, sino también
sus manifestaciones en la naturaleza [1883, 177, 205], y de hecho intentd avan-
zar por este camino en los anos siguientes (ver [Ferreirds 1993], cap. 10). Con-
viene senalar que Cantor escribio estos parrafos cuando estaba en lo mes alto
de su ereatividad y capacidad matemadtica: justamente mientras introducia los
mimeros ordinales transfinitos y demostraba el teorema de Cantor-Bendixson,

Para Cantor, pues, los conjuntos y los mimeros transfinitos existian en un
reing platdnico (o mente divina) v en la naturaleza, lo que sin duda le salvaha
de sufrir dudas constructivistas al estilo de Kronecker, Cantor tenfa plena

"Resulta también facil dar ejemplos de otras posturas, como pueden ser los casos de
Hiemann v Dedekind (ver [Ferreirds 1943), cap. 10).
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confianza en la realidad del infinito actual, en la emstencia de los conjuntos. Y
en su mente habia una relacion directa entre sus nuevas nociones v las ideas de
Platdn ; dando por primera vez una definicidn de conjunto, eseribic: “con ello
creo definir algo emparentado con el eidos o wdea platonico” [Cantor 1883, 204).
Mas tarde enfatizd esta posicion ontoldgica v epistemoldgica a traviés de las
citas que encabezaban sus dos iltimos articulos. En 1805 decia con Newton:
“hypotheses non fingo”, v citaba el siguiente texto de Francis Bacon:

Pues no damos leyes al intelecto o a las cosas a nuestro arbitrio,
sine coma eseribas fieles las recibimos y copiamaos de la voz revelada
de la naturaleza misma. [Cantor 1932, 282]

Ya en 1884, le habia escrito a Mittag-Lefller que con respecto al contenido de
sus trabajos era solo un eseribano, un funcionario. Dios mismo, o la Natura
leza, parecia ser la inspiracion de sus novedosas v radicales creaciones. Tales
ideas tuvieron como consecuencia que, ante el descubrimiento de las parado-
jas del conjunto de los ordinales y el conjunto de los alefs, Cantor ni siquiera
se inmutara. Vio enseguida que las paradojas suponfan un grave problema
para otros autores interesados en la teoria de conjuntos, especialmente para
los planteamientos ingenuos de los logicistas. Pero a Cantor no le parecian
“antinomias” o contradicciones, sino resultados bastante naturales que incluso
tratd de aprovecnar para demostrar el teorema de buen orden. Lo transfinito,
#n su opinion, se sitia en el terreno intermedio entre lo finito v el Absoluto
divino. Lo absoluto, Dios, no es comprensible para la razén humana, por lo
que no es matematizable [Cantor 1883, 205]. Y las paradojas tenian que ver
precisamente con totalidades absolutas, por lo que no era extrano que el in-
tento de razonar matematicamente sobre ellas llevara a contradicciones. Como
vemos, a lo largo de toda su carrera, el platonismo fue para Cantor un pun-
to de apoyo importante, al darle confianza para desarrollar sus innovadoras
teorias sobre el infinito e inmunizarle de posibles dudas escépticas.

4.2. GODEL

Similares posiciones de corte platénico pueden en-
contrarse en Gaodel, quien también indicd que el pla-
tonismo fue crucial para que pudiera llegar a resul-
tados del ealibre de su célebre primer teorema de in-
completud, o la independencia del Axioma de Elec-
cion y la Hipotesis del Continuo [Wang 1987]. Al-
punos han visto en ello argumentos no poco impre-
sionantes a favor de esa posicidn filoséfica, Pero lo
que nos interesa aqui es que la version del platonis-
mo que da Godel se distingue por ser ciertamente
mis sutil gque la de Cantor,

Godel plantea ciertas similitudes entre la teo- K. Gadel (1906-1978)
rizacion cientifica v la teorizacion en matematicas,
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anticipdndose a puntos de vista propios de lo que se ha llamado “cuasi-
empirismo”: un nombre que, por cierto, yo eliminaria, sustituyéndolo por
hablar de una concepcidn hipotética de (partes de) la matemditica. En rea-
lidad, la idea de que en las teorias matemdticas hay elementos hipotéticos
fue otro de los resultados del debate sobre fundamentos, aceptado de manera
muy peneral. Se encuentra en autores tan diferentes como el empirista Russell,
Hilbert, el constructivista Weyl, von Neumann, y Gadel.

En su trabajo sobre la légica matemditica de Russell, Gadel se atreve a
comparar la aceptacion de los conjuntos “como objetos reales” con la acepta-
cion de los cuerpos [isicos:

las clases y los conceptos pueden concebirse como objetos reales. . .
Me parece que la aceptacion de lales objetos es tan legitima como
la aceptacidn de los cuerpos fisicos y que hay tantas razones para
ereer en la existencia de aquéllos como en la de éstos. Son nece-
sarios para oblener un sistema de matemdticas satisfactorio en el
mismo sentido en que los cuerpos fisicos lo son para una teoria
satisfactoria de nuestras percepeiones sensibles, y en ambos casos
es imposible interpretar los enunciados acerca de estas entidades
como enunciados acerca de datos. .. [Godel 1944, 510]

Conviene tener en cuenta, aqui, que Godel estd aceptando (con Russell) que
los objetos fisicos no son un “dato”, sino entidades tedricas que postulamos
para dar cuenta de los fendmenos percibidos. Algo parecido sucederia con los
conjuntos.

Godel cita muy positivamente la idea de Russell de comparar los axiomas
de la matemdtica con las leyes naturales, y la evidencia matemdtica con la
percepeidn sensible. En cuanto a los datos basicos de la evidencia matematica,
¢l ejemplo obvio al que Godel vuelve una y otra vez son las proposiciones de
la teoria finitaria de mimeros, que Hilbert tomé comao la piedra de toque para
las demostraciones de consistencia absoluta. Asi, la “evidencia” matemdtica
se limitaria a elementos tales como los nidmeros naturales vy sus leyes, que
servirian de base para un proceso de desarrollo tedrico en el que se habrian
ido introduciendo elementos cada vez mas abstractos. Dice:

los artomas no lienen por qué ser necesariamente evidentes por
sf mismos, sino gue su justificneion estribe (comeo en lo fisica) en
el hecho de que permiten que estas “percepeiones sensihles” sean
deducidas; esto no excluiria, por supuesto, que tuviesen también
una suerte de plausibilidad intrinseca similar a la que se da en
fisica. Creo que (en el supuesto de gque “cvidencie” se entienda de
un modo suficientemente estricto) este punto de mista ha sido am-
pliamente justificado por posteriores desarrollos y se puede esperar
que aiin lo sea mds en el futuro. [Gadel 1944, 300/

Gadel admite que al plantear un método hipotético-deductivo en conexién con
la matematica, ésta puede perder buena parte de su “absoluta certeza™, pero
insiste en que las hipotesis de que se trata nunca son puramente convencionales,
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En un trabajo posterior, Godel afirmaria que lo “dado” que subyace a
la matemdtica estd muy relacionado con elementos abstractos contenidos en
nuestros conceptos empiricos, como es ¢l concepto mismo de objeto. El que
tales “datos” no sean de origen perceptual no implica subjetividad:

Pueden representar mds bien un aspecto de realidad objetiva, pero,
en oposicion o los sensaciones, su presencie en nosotros puede
deberse a otro tipo de relacion entre la realidad y nosotros mismos.

[Gadel 1964, 3602

Ya hemos visto que el platonismo tiende a enlazar con una concepcién aprio-
rista del conocimiento matemdtico; en el mismo articulo, Godel llega a decir:

a pesar de su lejania de la experiencia sensible, tenemos algo pare-
cido a una percepeion de los objetos de la teoria de conjuntos. como
se puede ver por el hecho de que los aziomas mismos nos fucrzan a
aceplarlos como verdaderos. No veo ninguna mzian por la ewal de-
hamos tener menos confianza en este tipe de percepeion, es decir,
en la intuicién matemdtica, que en la percepeidn sensible, [Godel
1964, .'}'.59}

Desde luego, este tipo de ideas resultan yva muy dificiles de compartir. Lo mis
interesante, en mi opinidn, es quedarse con la idea de gue Giodel no era un
platdnico ingenuo, que pensara que todo lo que afirma (por ejemplo) la teoria
de conjuntos se limita a deseribir una realidad exterior. Su posicidn era mas
sofisticada, admitiendo que entre los principios de la teoria hay elementos que
s introducen por razones puramente tedricas, como pueden ser la bisqueda
de generalidad explicativa, e incluso motivos de simplicidad v conveniencia,

4.3. INFICULTADES DEL REALISMO

Las grandes virtudes del realismo platdnico son que da nna explicacion
sencilla y directa al fendmeno del platonisme interno, v gue siministra la base
mas fuerte posible a la ohjetividad v especificidad del conocimiento matemii-
tico, Pero lo hace al precio de defectos no menos llamativos. Sus dificultades
resultan bastante obvias, fundamentalmente se relacionan: con la ontologia
fque se postula, con gue se convierte la aplicabilidad de las matemsaticas en
algo sumamente misterioso, con el problema del acceso a la realidad platonica,
y con la falta de compatibilidad tedrica. Veamoslas brevemente,

El realismo lleva a postular una ontologin nada econdmica: las inlinitas
peometrias posibles, todos los distintos Lipos de gropos finitos o infinitos, los
conjuntos de cardinales pequenos o exorbitantes, el andlisis estandar v el no-
estandar. ete., ete., ete., todos ellos estian ahi (en algin lugar v tiempo, o uera

W

sta frase permitiria conectar con una teoria naturalista del conocimiento matematioo,
vy Maddy [1990] trata de aprovechar esta cireunstancia. Thnbidn seria posible conectarla con
I cue diremmios mas adelante.
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de todo tiempo y lugar, pero ahi). Se trata de un mundo infinitamente rico
al que sélo tenemos una forma de acceso: hacer matemdticas; ni la fisica, ni
la biologia, ni la lingiiistica nos pueden servir de ayuda a la hora de investi-
gar esa supuesta realidad. Dicho de otro modo, la realidad se bifurca en dos
universos totalmente disjuntos, lo gque en si mismo no resulta plansible. Y los
dos universos se encuentran en una situacién muy desequilibrada: en uno se
encuentra casi todo lo que conocemos; en el otro, infinitamente mas rico, los
objetos matem:ticos.

Todo ello hace que la gran cfectividad de la matemdtica en su aplicacion
al estudio de los fendmenos resulte todavia mas falta de plansibilidad. ;| Por
qué la constitucién del mundo fisico deberia guardar relacion alguna con la
constitucidn de ese otro mundo paralelo? A menos, claro estd, que recurramos
de nuevo a Platon y a Cantor, considerando a Dios como el demiurgo creador
del universo fisico segin el patrin eterno de las Ideas matematicas. Incluso
los lectores que sean creyentes tendrdn, probablemente, almin reparo ante el
caracter sumamente especulativo de esta solucion,

Un tercer problema es el siguiente: cuanto maés solido y real hagamos el
universo matematico, mas dificil resultara explicar como podemos conocerlo.
Parece natural aceptar que conocer algo exige interaccionar con ello de alguna
manera. Pero jedmo puede interaccionarse con una realidad no fisica, incondi-
cionada, immovil v atemporal? Esta objecidn es evidente, y sin duda ha sido
recanocida por todos los que han reflexionado sobre la enestion. Un intento
reciente de darle una formulacién filosifica clara e incisiva fue el de Benacerrafl
hace 25 anos; de ahi que en la literatura anglosajona se hable muy a menudo
del “dilema de Benacerraf™?!.

La respuesta habitual, por supuesto, es recurrir a la equivoca idea de intui-
cidn, entendida agqui en el sentido de que existe una forma especifica de acceso,
una especie de “ojo de la mente” que nos permite “percibir” la otra realidad
(aunque no sea espacial). Godel [1944, 303] acepta que nuestras intuiciones
pueden estar a veces “desenfocadas” o incluso ser “antocontradictorias”, como
segin él pasé, en su dia, cuando se plantearon las paradojas. Esto no hace sino
recordarnos lo impreciso que resulta hablar de una intuicion que no es exacta,
sino que se va perfeccionando y desarrollando, ete., y respecto a la cual no
se introduce ninguna otra aclaracion. Hablar de intuicion supone mas bien
plantear un nuevo problema, no resolver el antiguo; como mucho, no pasa de
ser una forma de replantearlo. jEn qué consiste esa intuicion? ;Qué relacion
tiene con el resto de nuestra constitucion mental?

Ademas, es de suponer que los matemdticos son aquellas personas que
tienen bien desarrollada la facultad de la intuicion, ¢l “ojo mental”. La gente
que tiene problemas con las matemditicas presenta alguna atrofia de esa fa-
cultad. Pero también los formalistas estrictos v los constructivistas, pese a
ser (en ocasiones al menos) grandes matemdticos, parecen tener problemas de
“visiom”, va que no son conscientes de acceder a la realidad platonica. Y, lo

8y farmulacion tiene el defecto de que, por querer ser muy precisa, presupoene determi-
nados principios que pucden resultar cuestionables, Por eso evitard entrar en detalles,
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que es peor, eso no les impide aprender matemdticas ni dominar las teorias,
incluso cuando son teorias abstractas que pueden encontrar filosoficamente
inaceptables. El propio Brouwer dio el mejor ejemplo de ello con su traba-
jo en topologia, por ejemplo su demostracidn del teorema de invariancia de
la dimensicn en 1911, (Gracias a estos trabajos consiguid ganar fama y una
posicién académica desde la cual dedicar todos sus esfuerzos al programa del
intuicionismo, que habia formulado ya unos anos antes.) Esto apunta a que la
intuicion platonica no acaba de resolver el problema de cémo conocemos en
matemsticas,

Finalmente, es inevitable que juzguemos cualquicer teoria, cientilica o no,
no solo por sus virtudes intrinsecas, sino también por su compatibilidad con el
resto de lo que sabemos o creemos saber. La imagen de la mente humana y del
conocimiento matematico que nos presenta el realismo podia resultar ficil de
admitir hace dos o tres siglos, pero cada vez se hace mis disonante con respecto
al resto de nuestros conocimientos acerca del hombre. El realismo platdnico
resulta muy natural al matemitico que considera ingenuamente su actividad,
pero, por todas las razones que hemos indicado, casi ninguno puede atreverse
a defenderlo explicitamente. Esta ha sido, sin duda, otra de las razones que
han favorecido el éxito del formalismo.

5. ALTERNATIVAS AL REALISMO PLATONICO

Varios antores han intentado plantear alternativas al platonismo filosifico,
sin tratar de alterar el modo habitual de hacer matematicas, es decir, respetan-
do el platonismo interno. En esta linea cabe destacar el estructuralismo de
Resnik [1988] y Shapiro [1989], el enfoque modal de Putnam [1975] y Hell-
man [1989], o las propuestas naturalistas de Maddy [1998]. Puede ser intere-
sante decir unas palabras sobre el enfoque modal, propuesto por Putnam en
1967 como una forma de escribir matemiticas alternativa al habitual lengua-
je conjuntista. La idea intuitiva era, esencialmente, que en matemaiticas no
tratamos con objetos existentes, sino con estructuras posibles, realizando una
libre exploracién de posibilidades estructurales y determinando aquello que es
necesariamente vilido en dichas estructuras. En esta interpretacion, existencia
matemdatica significa existencia posible; demostrar significa establecer lo que
es necesario en una estructura posible. La idea es sugerente, pero aclararla o
precisarla no es ficil; Hellman ha afrontado este problema en el sentido de una
reformulacidn de las teorfas matematicas en un marco de logica modal, lo que
en mi opinion no lleva a atacar los problemas fundamentales.

En realidad, la concepeidn del enfoque modal eoincide en lo esencial con
lo que ya decfan los grandes clisicos de hace un siglo. Volvamos a la idea de
Cantor de una existencia inmanente, olvidiandonos de su realismo platdnico;
seplin esta idea, todo lo que exige el matemdtico es la aceptabilidad en el
dominio del pensamiento purn, la mera posibilidad légica. Quiza el origen de
esta concepeidn se encuentra en Riemann [1854], cuando reflexionaba sobre
la geometria diciendo que su pretension era solo explorar las posibilidades
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tedricas que se abren ante la fisica, superando los prejuicios transmitidos y las
limitaciones de los conceptos. Lo que Riemann trataba de hacer era mostrar
toda una gama de posibles geometrias, entre las que habria que elegir de
acuerdo a métodos cientificos; llegaba incluso a sugerir que el sustrato real
(fisico) de la idea de espacio podria ser discontinuo o aun finito. Su amigo
Dedekind venia a decir lo mismo en una frase de 1872, al afirmar que ann si
supiéramos a ciencia cierta que el espacio fisico (real) es discontinuo, “nada
nos podria impedir, si asi lo quisiéramos, hacerlo continuo en el pensamiento
rellenando sus lagunas” [Dedekind 1998, 85]. La aceptabilidad de nociones
como la del infinito o del continuo es independiente, en opinidn de todos estos
autores, de si existe algo real que sea continuo o infinito.

El propio Hilbert, en sus escritos sobre fundamentos, enfatizaba que la
matemdtica moderna introduce continnamente elementos ideales. Al decir es-
to tenia ejemplos coneretos en mente, como los puntos en el infinito de la
geometria proyectiva o los mimeros ideales de Kummer. Pero apuntaba tam-
bién a ese planteamiento segiin el cual el dominio de la matemaitica es el
reino del pensamiento puro. Zermelo, que fue su discipulo, alirmd en el mismo
espiritu [1930, 43] que la consistencia de los axiomas del sistema Zermelo-
Fraenkel entranaria “la emstencia (matemadtica, es decir, ideal)” de modelos
para el mismo. Este es el planteamiento que motivd la equivalencia hilber-
tiana consistencia « erisfencia: porgque en el dominio del mero pensamiento
es admisible todo aguello que cabe pensar sin contradiceidn. En esta linea, se
trata de comprender el concepto de existencia empleado en matemiticas (§1)
como existencia posible o existencia ideal, como una postulacion de objetos en
cuanto admisibles en el reino del pensamiento. En lo que sigue no haremos més
que sugerir un planteamiento que haria viables las concepeiones de Riemann,
Dedekind v Hilbert.

Aungue no es éste el lugar para tratar de desarrollar una filosofia de la
matemitica, no me pustaria abandonar el tema del platonismo sin eshozar
rapidamente unas ideas al respecto. Lo que vay a decir equivale simplemente a
un programa de trabajo; no voy a incurrir en el pecado filosdlico mas habitual,
la pretension de sistematicidad y de tener ya todas las respuestas, sino que es-
hozaré lo gue me parece una teoria prometedora, pero que necesitaria de mucho
desarrollo®?. En mi opinién, no es imposible admitir el platonismo interno en
el marco de una concepeidn neturalista del conocimiento; naturalista en el sen-
tido de entender la matem:édtica como un desarrollo, todo lo sofisticado que se
quiera, de las capacidades naturales adquiridas por los miembros de la especie
humana®. Parece de sentido comiin que los conceptos abstractos no existen
al margen de la mente humana, y que en este sentido las teorias matematicas
son simplemente (como le gustaba repetir a Dedekind) una creacién nuestra.

#25¢ trata de un programa interdisciplinar para una teoria del conocimiento matemdtico,
no necesariamente de algo que sea especificamente “filosdfico”™, ni mucho menos de una
filosofia sistematica.

“Hay que decir que el término naturalismo estd demasiado de moda entre filésofos en los
lltimos anos, con lo que se emplea de manera bastante abusiva y, sobre todo, ambigua. En
concreto, el enfoque naturalista que esbozaré estd lejos del naturalismo de Kitcher v del de
Maddy (tanto en [1980] como en [1998]).
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Es razonable admitir que el pensamiento va mas alld de lo dado v lo
perceptible, y también de lo que puede ser definido atendiendo a requisitos
constructivistas, No hay nada de extrano en la idea de que somos capaces de
crear “universos ideales”, por asi decir, que solo existen en el pensamiento
(v a los que nos referimos usando un lenguaje construido como el lenguaje
habitual: nos referimos a ellos como si gozaran de existencia real). Basta pensar
en las novelas, en los viejos sistemas filosdficos, en la fisica del éter, o en los
mitos; los propios nifios juegan con ficciones ya a los dos anos. Ademads, la
teorizacion humana contiene siempre elementos hipotéticos o conjeturales: hoy
estamos muy lejos de pensar que las teorias cientificas son meros registros de
observaciones, o el resultado de una simple induccién sobre lo perceptible,
Pocos fisicos serin tan ingenuos como para pensar que todos los detalles de
sus teorias v modelos matematicos son realistas, lo que implica la libertad de
pensamiento a la que antes me referia.

Asi, la perspectiva que voy a esbogzar admite v casi requiere una concepeion
hipotética de (partes de) la matematica, como la que hemos visto a proposito
de Gidel, aungue elaborandola en una direccion muy distinta. Ya he indicado
que este tipo de enfoque fue adoptado por muchos de los que participaron,
de una forma u otra, en el debate de fundamentos. Pero, como saben bien los
fisicos, las hipdtesis interesantes nunca son puramente convencionales ni arbi-
trarias, ¥ esto es aun mds cierto en el caso de las matematicas. El intento de
concebir buena parte de la mateméatica como algo hipotético o “ideal” plantea
asi un problema filoséfico flundamental. Se trata de aclarar como esa “existen-
cia ideal” es compatible con el alto grado de universalidad y objetividad que
caracteriza a la matemdtica (y que, en buena medida, constituye su caracter
diferencial con respecto a las ciencias naturales).

Es tentador interpretar la oljetividad de la matemaitica, segin sugiere la
propia palabra, como equivalente a la existencia real (en algin sentido) de ob-
jetos matemiticos. Pero los fildsofos (por ejemplo, Kant) se han encargado de
recordarnos que al hablar de “objetividad” no tenemos garantias de nada que
vaya mas alld de la intersubjetividad. ‘7Cémo algo meramente postulado, algo
que solo cuenta con existencia posible o ideal, puede presentarse como obje-
tivo? Estamos planteando una objetividad sin objetos reales, solo con objetos
mentales o ideales. Y esto implica la necesidad de explicar cémo distintas per-
sonas pueden, en determinados dmbitos del pensamiento, alcanzar un acuerdo
casi perfecto®. Ahora bien, sélo el solipsismo o el subjetivismo mas extremos
podrian hacer pensar que no hay ninguna base para un acuerdo. 5i concebi-
mos al hombre como un ser bioldgico que desarrolla sus habilidades fisicas y
mentales en un mundo de objetos fisicos, ¥ que maneja el lenguaje, parece
haber va una base minima para avanzar. Quizd el conocimiento matematico
sea el indicio mas notable de aguellos elementos que compartimos los sujetos

“Entre otros, en el siguiente sentido: también los constructivistas admiten que la de-
mostracion habitual de un teorema clisico es correcta segin los estindares de la matemitica
abstracta,



AT MATEMATICAS ¥ PLATONISMO(S)

humanos, debido a nuestra constitucion fisica y cognitiva, Pero vayamos paso
A pPaso.

Es importante tener en cuenta que nuestra constituciéon mental no se de-
sarrolla solo en base a la observacion y el razonamiento, sino también sobre la
hase de la respuesta motora del organismo, la actuacion. Estimulos sensoria-
les v respuestas motoras estin siempre en realimentacion, en un proceso que
determina la constitucidn de buena parte de nuestros sistemas cognitivos. El
resultado de su coordinacion v desarrollo puede Hamarse, siguiendo al psicologo
y fildsofo Piaget, inteligencia prdactica. La inteligencia practica, que seria pre-
lingiiistica, tiene pues un claro fundamento bioldgico: es el resultado de ejerci-
tar nuestras capacidades perceptivas y motoras (inpuf y output del organismo)
en el mundo fisico. Si el mundo fisico en China es similar al de Europa, y si la
constitucion bioldgica de los nigerianos es semejante a la de los mayas, resulta
facilmente explicable la existencia de una inteligencia practica comiin.

En opinidn de Piaget, la matemitica estd especialmente ligada a esa in-
teligencia practica; idea que me parece muy prometedora, al margen de si
se admite o no la forma en que Piaget mismo la desarrollaba, Basta pensar
en las raices histéricas de la matemitica, la aritmética y la geometria, para
darse cuenta de tal conexion. En el caso de la aritmética, quiza el menos ob-
vio, ennmerar supone siempre correlacionar, y en el proceso normal de contar
esa correlacion se establece mediante la actuacion, al tiempo gue vamos pro-
duciendo la serie numérica. Como ya indico Frege, el mimero no es sin mas una
propiedad de las cosas (una docena de flores, es una o doce?). El mimero es
siempre el resultado de nuestra manera de considerar las cosas y de interactuar
con ellas,

El anclaje de las ideas matemiticas bisicas en la inteligencia practica
estableceria unos minimos de objetividad. Y a ello habria que sumar el papel
del lenguaje, un elemento intersubjetivo y social donde los haya. Aprender
el lenguaje implica siempre coordinar los propios esquemas mentales con los
de otros humanos, con lo que se consolida la base para la intersubjetividad.
Nuevos elementos y complicaciones entran en escena al aparecer el lenguaje
simbolico, escrito, con el que trabaja siempre el matemitico; se trata de un
punto en el que habria que insistir, pero no podemos detenernos aquf en ello.
Con todo lo anterior, surge la idea de la matemstica como un ambito en el que
nuestras capacidades simbdlicas se ligan de manera especialmente estrecha con
ciertos aspectos de la inteligencia practica. Y por cierto, parece abrirse una
buena via para explicar la especificidad de la matemitica frente a las ciencias:
aqui no se trata de explorar fendmenos u objetos externos al sujeto, sino que
se trabaja con desarrollos simbdlicos y mntx‘&gtualcm imtimamente ligados a las
propias estructuras cognitivas de los sujetos=".

Conviene enfatizar que una filosofia de la matematica segin la linea que
estoy sugiriendo no trataria de ofrecer una fundamentacion de esa disciplina:
¢l objetivo primario no es justificar la matematica ni establecer garantias de

5 Pese a todo, no estamos hablando de conocimiento o prior, como no sea en cuanto a su
base gendética, m tampoco de un simple lenguaje.
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certeza, sino analizar y en su caso explicar como alecanzamos v desarrollamos
el conocimiento matemitico. En particular, se dejaria de perseguir el mito,
hastante ohsesivo, de un sistema formal que lo abarque v lo sistematice todo
(ya sea la teorfa de conjuntos, la de categorias, o alguna otra que aparezea
manana). Si algo nos ensefia el desarrollo de las matematicas, es el despliegue
de una actividad creativa, en un proceso histérico abierto, que lleva a la in-
troduccion de problemas, conceptos v teorias eada ver mis complejos, Esto
basta para que la idea de un sistema formal omniabarcante resulte un mito.
Mucho mas realista y prometedor me parece el proyecto de analizar el tras-
fondo epistemoldgico del conocimiento matematico, tal como se ha desarro
llado histéricamente?®, Se trataria de seguir la evolueién histérica del tema,
comenzando por las nociones matemdticas mas simples (aritmética, geome-
tria), tratando de entender los origenes de este tipo de conocimiento, y luego
observando y analizando edémo otras nociones y problemas mas e nnplejos van
surgiendo sobre esos elementos iniciales.

La propuesta que estoy eshozando aspira a explicar el origen v la natu-
raleza del conocimiento matemitico. En este sentido, habla del fundamen-
to de la matemadtica. Pero lo que se busea no es una fundamentacion carte-
siana o hilbertiana (eliminar toda posible duda escéptica sobre la certeza de
la matemitica). El fundamento de que hablamos es biologico: sélo pretende
entender la actividad matemdtica v el conocimiento que produce, no establecer
garantias absolutas.

Sin embargo, lo dicho hasta aqui sélo puede dar cuenta de los niveles mds
elementales del conocimiento matematico. Hace falta mas para tener, siquicra,
una base plausible con la que afrontar la tarea de analizar la matemaitica
superior. A la hora de plantear el paso siguiente hacia la matematica avanzada,
me parece que una buena manera es considerando la idea del continuo, nocidn
de origen geométrico-cinemitico que parece ser (histérica o genéticamente) el
“primer motor” de la aparicion del infinito en matematicas,

Tenemos una idea, una representaciin del continuo, todo lo vaga v nece-
sitada de correcciones que se quiera®”. Parece inevitable admitir que hay una
idea asi, y que los humanos pueden llegar a acuerdos muy notables respecto
a ella: los matemsiticos se han basado en la nocion del continno durante mis
de 2000 anos sin que hubiera una minima precision tedrica de la misma (por
no hablar de axiomatizaciin). Ademas, hay motivos para pensar que esa idea
tiene su origen en nuestra forma de representarnos el movimiento de obje-
tos, ya sea un piajaro que vuela o una flecha que podamos lanzar. Y tenemos

*'Esta es la idea de autores como Lakatos o Kitcher, con numerosos precedentes v an-
tignos,

T Ligar las nociones abstractas de la matematica superior con el término “representacion”
supone plantear un problema, mas que dar una solucidn. Se habla mucho de representaciones
en ciencias cognitivas, pero hay buenos motivos para pensar que se trata de un concepto im-
preciso, necesitado de clarificacion. Creo, incluso, que el tener en cuenta las representaciones
matemiticas y su desarrollo puede servir de gran ayuda en ese proceso de elarificacion. He
tratado de elaborar un poco mis estas ideas en un trabajo anterior [Ferreirds 1997], aungue
me temo que todavia de una manera demasiado telegrifica,
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esa representacion o idea —como senalaron Riemann, Dedekind o Hilbert  sin
que ello implique necesariamente que el continuo existe en la realidad. Esto
sugiere que en matemsticas (al menos en casos notables como el del andlisis)
se trabaja con representaciones basadas de una forma especialmente solida
en nuestra constitucién mental, en particular en la inteligencia practica. Fsas
representaciones pasan a ser precisadas, reformadas y ampliadas, interrela-
cionadas, convertidas en la base de desarrollos tedricos mucho mas ambiciosos,
etc. Y siempre en conexién con un proceso lingiistico, simbdlico y social de
admision y transmision de los conocimientos.

Con la idea o representacion del continuo, nos situamos en disposicidn de
seguir el despegue de la matematica moderna y alcanzamos el micleo clave
de todo debate sobre fundamentos. Interconectada con la nocidn elemental
de nimero, la idea del continuo acabara llevando al sistema de los mimeros
reales, y recordemos que aqui aparece ya el fenémeno de los elementos postu-
lados pero no definibles, no constructibles. Con su enorme versatilidad para la
modelizacidon de miltiples fendmenos, la matemditica basada en el continuo es
ciertamente algo que podemos concebir, pero no tiene por qué responder a una
realidad externa. En resumidas cuentas, el platonismo interno de las teorias
matematicas aparece como un rasgo perfectamente admisible, sin necesidad
de recurrir a una justificacion realista en el sentido del platonismo filosdfico.
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