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Sobre aproximacién con polinomios de coeficientes enteros!

por

J. M. Almira y N. Del Toro

1. INTRODUCCION

Este articulo pretende alcanzar un objetivo doble. De una parte, qui-
siéramos realizar una breve introduccién al problema de la aproximacién con
polinomios de coeficientes enteros lo suficientemente elemental como para po-
der explicarla a nivel de licenciatura. En este sentido, las secciones segunda
y tercera del articulo contienen demostraciones nuevas y sencillas de algunos
casos particulares de teoremas conocidos en la materia. De otra parte, qui-
siéramos motivar los contenidos de parte de un posible curso de doctorado
sobre aproximacién que, ademas, tendria caracter interdisciplinar, por la co-
nexion que existe con algunas técnicas propias del dlgebra conmutativa y, en
particular, de la teoria de nimeros algebraicos.

El teorema de aproximacion de
Weierstrass afirma que los polinomios
son un subconjunto denso del espacio de
las funciones continuas Cla, b], para toda
eleccién de [a,b] C R. Existen muchas de-
mostraciones de este resultado, siendo la
mas conocida la que se debe a S. N. Berns-
tein (1912, ver [12], [7]), que se basa en
el uso del teorema del binomio (o, si se
quiere, en el hecho de que las funciones
{(})2*(1—2)"*} forman una particién de
la unidad) (o, equivalentemente, en pro- J. M. ALMIRA, N. DEL TORO
piedades de la distribucién binomial), pa- Y M. v. GOLITSCHECK
ra construir, dada una funcién f € CJ0, 1],
la sucesion de aproximantes:

Bug(@) = 3 106/ (a1 2

k=0

demostréndose que [[Bnf — fllcpo,1) : = maxgejo) |Bn(f)(z) — f(z)] — 0
para n — oo (si K es compacto, la norma de f € C(K) se denotard en lo

1Este trabajo ha sido parcialmente financiado por el grupo de investigacién “Aproxima-
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sucesivo indistintamente por || f||c(x) o ||f||x)- Es més, se puede probar que,
si f € C)0,1], entonces maxo<j<s ||(Bnf)V) — f(j)||c[071] — 0 para n — o0
(ver [12]).

Hemos supuesto que [a,b] = [0,1] en la formulacién anterior porque evi-
dentemente no hay pérdida de generalidad (los cambios de escala (i.e., z — ax)
y traslaciones (i.e., z — = — «) dejan invariante el espacio de los polinomios).
Sin embargo, si restringimos nuestro interés a la aproximacién con polinomios
de coeficientes enteros, p(x) = ap+a1x+ ...+ a,x" (a; € Z), debemos tener en
cuenta que p(Z) C Z. Esto impide la aproximacién uniforme a funciones que
no tomen valores enteros para x € Z. Aun asi, no es dificil probar que Z[z]
es denso en Cla, b] siempre que [a,b] C (0,1). Es mas: la clausura de Z[z] en
C|[0, 1] es el espacio vectorial Cy[0,1] = {f € C[0,1] : f({0,1}) C Z}. Es tipico
que se proponga la demostracién de este hecho como ejercicio en un primer
curso de Analisis Numérico (ver [11, pg. 71, Ej. 13]). Nosotros reproducimos
aqui la prueba:

DemosTRACION (Kantorovich). Sea f € Cy0,1], y sea € > 0 arbitrariamente
elegido. Entonces ||B,,f — f||cpo,1] < €/2 para n suficientemente grande. Por

otra parte, By f(x) = Yh_y [£(k/n)(})] 2*(1 = 2)"~* € Zla] v
n—1
0 < Buf-Buf(x) <) a1 —a)*
k=1
< %Z (Z)xk(l —)" P =1/n<e/2 (n>[1/e] +1)
k=0

Se sigue que HB:;f(ac) — fllcjo) < € para n suficientemente grande. O

En este punto, algunas observaciones son obligadas: Weierstrass demostrd
la densidad de los polinomios en Cla,b] en 1885, momento a partir del cual
aparecieron numerosas pruebas del resultado, y muchas de ellas seguian ideas
completamente distintas. La demostracién de Bernstein (1912) es especial por
muchas razones. Para empezar, no es complicada, en el sentido de que no re-
quiere conocimientos especiales de integrales singulares como sucede en la de-
mostracién del propio Weierstrass (pero también en las propuestas por Picard,
Fejér, Landau y De la Vallée Poussin), o de variable compleja, como sucede
en las demostraciones de Runge-Phragmén, Lebesgue, Mittag-Leffler, etc. (ver
[43] para un andlisis pormenorizado de todas estas pruebas). Simplemente,
utiliza algunas propiedades sencillas del binomio de Newton. Ademads, se trata
de una demostracién lineal de dicho teorema (i.e., si denotamos por II = R]z]
el espacio de los polinomios de coeficientes reales, entonces B,, : C[0, 1] — II,
f — By f es un operador lineal para todo n > 0). A partir de la teoria desarro-
llada por Bernstein con la introduccion de los operadores B,,, se han realizado
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numerosos trabajos sobre aproximacién mediante el uso de operadores positi-
vos (operadores que conservan el orden en el sentido de que si f < g, entonces
L,f < L,g), llegando incluso a publicarse varios textos dedicados exclusiva-
mente al estudio de operadores positivos y aproximacién (un clasico del tema
es [16]).

Los operadores B,, : Cy[0, 1] — Z[z] no son homomorfismos de Z-médulos,
de modo que el proceso de aproximacion utilizado para la demostracién de la
densidad de Z[x] en Cy[0,1] es no lineal. De hecho, es imposible encontrar
procesos lineales para la aproximacién con polinomios de coeficientes enteros,
ya que el tnico operador L : Cy[0, 1] — Z[z] que satisface L(nf) = nL(f) para
f€Col0,1]] yneZ,es L=0.

La teoria de aproximacién con polinomios de coeficientes enteros, también
llamada aproximacién diofantica, representa, desde nuestro punto de vista,
uno de los aspectos méas interesantes de lo que actualmente llamamos teoria
de aproximacién con restricciones, que es el estudio de los procesos de apro-
ximacién cldsicos (como por ejemplo, la aproximacién con polinomios, con
funciones racionales, o con funciones spline) cuando son sometidos a algin
tipo de exigencia extra (por ejemplo, podemos limitar el uso de algunas po-
tencias de x para la aproximacién con polinomios). Los primeros avances en
dicha disciplina se deben a Kakeya y Pal, y fueron publicados en 1914 (ver
3], [42], [20)).

La teoria de aproximaciéon diofantica posee importantes aplicaciones en
otras disciplinas como, por ejemplo, en teoria de niimeros. Nosotros vamos a
desarrollar brevemente una idea original de A. O. Gelfond (ver [26]) y redes-
cubierta de forma independiente por M. Nair (ver [40]), en la que se establece
cierta relacién entre el problema de la distribucién de los ntimeros primos y
las propiedades extremales de los polinomios de coeficientes enteros respecto
de la norma uniforme en el intervalo [0, 1]. Para ello, empezamos recordando
que el teorema del nimero primo establece que

n

m(n) , (n— 00),

~ logn

donde 7(n) denota el cardinal del conjunto de nimeros primos p que satisfacen
0 < p < n. Una forma equivalente del resultado, afirma que

. logd,
lim =
n—oo n

L,

donde d,, representa el minimo comun muiltiplo de los nimeros {1,2,...,n}.
Ahora bien, dado p(z) = Y_p_,axz” un polinomio de coeficientes enteros y
grado menor o igual que n, la integral de p(x) en el intervalo [0, 1] satisface

1 n
I@:Apmmzz%AJ
k=0
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y, por tanto, d,+11(p) € Z. Denotemos por IIZ el conjunto de los polinomios
de coeficientes enteros y grado menor o igual que k y por pg(z) el polinomio
de mejor aproximacién diofdntica a cero con polinomios no nulos y de grado
menor o igual a k,

= min ,
HpkH[o,l] (€I (0} HQH[0,1]

entonces I(pi”) > 0 para todo n > 1, ya que pr # 0y, por tanto, 0 #
dogn+11(p2") € N, de donde se sigue que
1 1

)~ el

d >
2kn+1 = i

Tomando logaritmos a ambos lados y dividiendo por 2nk + 1, obtenemos que

log d lo
0g A2kn41 > _ g ”Pk\l[o,u’ paran > 1.
2nk +1 k4 L
n
Tomando n — oo se concluye que:
log d
lim inf 8% 5 o, el
n—oo n k

Una vez se ha calculado alguna de las constantes C} = —m, la ante-

rior estimacién produce una versién débil, pero facil de demostrar, del teo-
rema del nimero primo. Las constantes C), que se acaban de definir han si-
do ampliamente estudiadas. Concretamente, Schnirelman demostré que existe
el limite C' = limg_,o, Ck (ver [5]), Borwein y Erdelyi [10] demostraron que
C € (0.8586616,0.8657719), Flammang [24] mejord la cota inferior a 0.8591282
y, finalmente, Habsieger y Salvy [29] han mejorado dicha estimacién, obtenien-
do que C' > 0.85925028. Como consecuencia de las estimaciones anteriores se
deduce que el teorema del niimero primo no se puede demostrar por el método
que acabamos de desarrollar. Aun asi, estas ideas han calado en la teoria
analitica de nimeros y, por ejemplo, la importante monografia [39] dedica un
capitulo integro a su estudio. Quisiéramos comentar, sin embargo, que en su
articulo de 1982 (ver [40]), M. Nair no se ocup6 del cémputo de las constantes
C sino que, utilizando que d,+11(p) € Z para polinomios de H%, y tomando
p(x) = z™(1—x)", demostrd, teniendo en consideracion la férmula del binomio,
algunas propiedades elementales de los niimeros combinatorios, y propiedades

de divisibilidad, que d,, > 2" (y, por tanto, % >log2 ) paran > 9.

Otro aspecto importante de la teoria de aproximacién con restricciones,
que ha sido ampliamente desarrollado este siglo, es el estudio de teoremas tipo
Miintz (ver [2], [8]), que son generalizaciones y/o variaciones sobre el siguiente
resultado:
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TEOREMA 1 (Miintz, 1914) Sea A = {0 = Ao < A1 < ....} una sucesion cre-

ciente de miimeros reales positivos, y sea TI(A) = span{z™ 12, el espacio de

los polinomios con exponentes en A. Entonces son equivalentes las afirmacio-

nes:

(a) II(A) es denso en CJ0,1]
1

(b) 3270 N, o

En la segunda seccion del articulo estamos interesados en un resultado
para aproximacién con polinomios de Miintz con coeficientes enteros. Ferguson
y Golitscheck (ver [20]) demostraron en 1975 que si A C N, la condicién
Yoy /\% = oo es suficiente (su necesidad es obvia, a partir del Teorema 1),
para obtener la densidad de

n
HZ(A) = {Zaix)‘i :n >0, \; € Ay a; € Z para todo 2}
i=0

en Cy|0, 1] y, por tanto, el teorema se generaliza, si tomamos exponentes en
N, completamente. Aun asi, la demostracién es dificil y, por supuesto, no
cabe explicarla a nivel de licenciatura (mientras que el Teorema 1 si podria
contarse en cuarto o quinto (ademds, en diferentes asignaturas, ya que admite
pruebas propias de un curso de teoria de aproximacién (ver [12, pp. 267-273])
pero también propias de un curso de andlisis real (ver [44, pp. 294-296])).
Nosotros vamos a ser menos exigentes, y proponemos el estudio de un caso
particular del teorema de Ferguson y Golitscheck, que es interesante por si
mismo. Asi, probamos, de dos formas distintas, que II*(N \ {0,1,...,m}) es
denso en Cla,b], 0 < a < b < 1 para todo m > 0. Las demostraciones son,
ademas, constructivas.

En la tercera secciéon demostramos la densidad de Z[z] y ITZ(N\{0, 1, ..., m})
en el espacio de las funciones de clase s > 0, C®)[a,b], para 0 < a < b < 1,
dotado de su norma natural [|f||ce)(e @ = maxo<j<s ||f(j)||c[a,b]- Hasta lo
que conocemos, el correspondiente resultado tipo Miintz es nuevo (ademas,
por el momento no sabemos si el Teorema 1 admite o no una generalizacion
completa para alguno de los espacios Cc) [a,b], 0 < a < b<1). Laaproxima-
cién simultanea de una funcién y sus derivadas es importante porque implica
buenas propiedades de conservacién de la forma para los aproximantes. Por
ejemplo, si aproximamos en clase dos a una funcién convexa, entonces es cla-
ro que a partir de cierto momento, los aproximantes seran también funciones
convexas.

Dedicamos la cuarta seccién del articulo a exponer algunos resultados que
podrian servir como problemas propuestos (ejercicios) para los alumnos.

La quinta seccién estd pensada como una introduccién mds profunda (y
mas en la linea de los resultados cldsicos) a la aproximacién con polinomios de
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coeficientes enteros. Concretamente comentamos (incluyendo esbozos de las
demostraciones) algunos resultados sobre densidad de polinomios con coefi-
cientes enteros en intervalos de longitud superior a uno, y establecemos (sin
demostracién) los resultados correspondientes al problema de aproximacién
para el caso complejo, cambiando Z[x] por el anillo de polinomios complejos
(en la variable z) con coeficientes en un subanillo de C discreto de rango dos.

La sexta seccién contiene algunos comentarios histéricos sobre la biografia
de algunos de los fundadores de la teoria de aproximacién con polinomios de
coeficientes enteros.

En la dltima seccién del articulo exponemos algunos problemas abiertos.

En todo momento intentamos dar referencia exacta sobre la autoria de los
resultados.

2. APROXIMACION EN Cla,b], 0 <a<b<1

Dado un polinomio p(x), utilizaremos la notacién ord(p) = k para denotar

el minimo grado del monomio de p(z) con coeficiente no nulo, p(z) = sz\i LTt
(decimos, en tal caso, que p(z) tiene orden k). Podemos utilizar los polinomios

B:;f para demostrar el siguiente resultado:

TeorEMA 2 TIZ(N\ {0,1,...,m}) es denso en Cyla,1] := {f € Cla,1] : f(1) €
Z}, para 0 < a < 1.

DEMOSTRACION. Sea f € Cola, 1] y sea f:0,1] =R una extensién continua de
f tal que f(0) = 0 para todo = € [0,a/2]. Entonces f € Cy[0,1] y por tanto,

| Bnf — flljo,1) converge a cero para n — co. Ahora bien,

—_— n n

57w =Y [fom (§) ]| -2y = 3 [Fam ()] -t

k=0 k>an/2

tiene orden mayor que m siempre que an/2 > m. O

COROLARIO 3 Las siguientes afirmaciones se satisfacen:
i) MZ(N\ {0, 1,...,m}) es denso en CJ[0,1] := {f € Cy[0,1] : £(0) = 0}.
i) TZ(N\ {1,...,m}) es denso en Cyl0, 1].

DEMOSTRACION. Dados f € C3[0,1] y € > 0, existe un cierto § > 0 tal que
|f(z)] < e para 0 < z < ¢ (por la continuidad de f), de modo que podemos
encontrar f € Co[0, 1] tal que f(z) = 0 para x € [0,0/2] y [If — flljo,) < &
Mediante el uso de los operadores B,,, podemos aproximar f con polinomios
de coeficientes enteros y orden mayor que m uniformemente en [0, 1], de modo
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que lo mismo sucederd para f. Esto demuestra i). Con respecto a ii), si f €
Co[0,1] pero f(0) = N € Z\ {0} entonces aproximamos fi(z) = f(z) — N
con polinomios {g; }3° ,de IT%(N\ {0, 1,...,m}) y a continuacién utilizamos los
polinomios py = ¢ + N para aproximar a f desde II*(N\ {1,...,m}). O

Los operadores B, han sido ampliamente estudiados por F. Luquin (ver,
por ejemplo, [35], [36], [14]).

Con frecuencia, un mismo resultado admite varias demostraciones. Ya

hemos comentado esto para el teorema de Weierstrass y, como no, el Teorema
2 no es una excepcién. Vamos a exponer una segunda prueba de la densidad
de TI*(N\ {0,1,...,m}) en Cla,1], para 0 < a < 1, basdndonos en la cons-
truccién de sucesiones de aproximantes para las potencias z°, que convergen
uniformemente sobre compactos de (0, 1]. Las ideas que llevan a esta segunda
prueba del teorema, nos seran ttiles para obtener los resultados de la siguiente
seccién del articulo.
SEGUNDA DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2. Debido a la densidad de Z[z] en Cy[0, 1],
para demostrar la densidad de IT*(N\{0, 1, ..., m}) en Cy[a, 1] sélo tenemos que
aproximar los monomios z*, 0 < k < m con elementos de TT#(N\ {0, 1,...,m}).
Supongamos que esto se puede hacer para k = 0, de modo que existe una
sucesion {g, (z)}72, de polinomios de orden mayor o igual a m, tal que ||¢y (z)—
1]|[q,1] converge a cero para n — oo. Sea k > 0 fijo. Entonces

¥ g, (x) € TN\ {0,1,...,m}) = OE(N\ {0,1,...,m + k})

[o* = @) <= @) ljoy =0

[a,1]

para n — oo. Esto reduce nuestro problema al de aproximar a 1 = z° por
polinomios orden mayor que m uniformemente en compactos de (0, 1]. Para
ello, utilizamos el siguiente resultado técnico:

LEMA 4 Sea ap(n) = —1 y definamos

i) = Sl (i)D" mer 1)

Entonces |ag(n)| = O(n*) para todo k > 0 y el polinomio
m
Pnm(x) =14+ Z ap(n)z®(1 — z)"
k=0

pertenece a I#(N\ {0,1,...,m}) para todo n > m.
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DEMOSTRACION. Empezamos tomando m = 0. Es claro que p,o(z) =

(1 — )™ no contiene la potencia 1 = z° en su expansién (i.e., ord(p) > )
Procedemos, pues, por induccién sobre m. Supongamos que pmm( x) =1+
Yoo ak(n):pk(l — z)" pertenece a II4(N\ {0,1,...,m}) para n > m, don-
de los coeficientes ag(n) se definen por recurrencia como en (1). Entonces
pn,m-f—l(x) = pn,m(x) + am-l—l(n)Ierl(l - x)n’ y

m+n

DPnom (T —l—i—Zak 1—ac Z bnkx

k=m-+1

para ciertos enteros {by x};_,, - Utilizando la férmula del binomio para (1 —
x)", se sigue que

nmﬂ—zak st ) U™ = )

y, por tanto,

m+n
ord(pym+1) = ord (—am+1(n)mm+1 + Z by k2 4 a1 ()™ (1 — x)”)

k=m+42
m+n
= ord( Z bnkx + ami1(n m+1z<> >
k=m+2
> m+2,
que es lo que querfamos demostrar. Por otra parte, si |ax(n)| = O(n*) para

todo k£ < m, entonces

a1 (n)] < i \ak(n)]<m U k) < Cé"k (m o k)

k=0

_ cmfnm“—t (’Z) < cnm“mi:la/n)t (’Z)

t=1

< m“Z (1/n) < > <1+ )nnm“
< exp(1)cnm+1 = 0™, O

TEOREMA 5 Supongamos que 0 < a < 1, y sea pym el polinomio definido en
el Lema 4. Entonces

T 1= @)l =0
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DEMOSTRACION. Se sigue de la relacién |ay(n)| = O(n¥), que |az(n)|z¥(1 — )"
converge a cero uniformemente sobre subconjuntos compactos de (0, 1], para
n — oo. Por tanto,

m

Z n)|zF(1 — )"

k=0

Zak(n) (I—2x)"

también converge a cero uniformemente sobre compactos de (0,1]. O

1= pnm(@)] =

Teniendo en cuenta las observaciones previas al Lema 4, se concluye la
demostracién del Teorema 2. O

3. APROXIMACION EN C®[a,b], 0 <a < b <1

En esta seccién vamos a demostrar que IIZ(N \ {0, 1,...,m}) es denso en

Cc®) [a,b] para 0 < a < b < 1y s> 0. Los polinomios de Bernstein serdn de
nuevo utiles para nuestra prueba. De hecho, la idea de la prueba se basa en el
uso del siguiente resultado (combinado con algunas propiedades conocidas de
las funciones de una variable compleja):

LEMA 6 (ver [15, p. 326]). Si f(z) es una funcion entera, entonces la suce-
sion de polinomios de Bernstein { By, f(2)}02, converge a f(z) uniformemente
sobre compactos de C.

DEMOSTRACION. Si derivamos s veces la expresion

ka/n ( ) (1—a)"F,

obtenemos que

(o)) =l = 1o =5+ Y A%/ (" *)ak(a e

k=0

(donde Al f(z) = f(z+1/n)— f(z) y, AFf(z) = AY(A*1f(z)) son los opera-
dores en diferencias sucesivas de paso 1/n) y, por tanto,

(Bof)®(0) =n(n—1)(n—=2)---(n—s+1)A%f(0), s=0,....n

Ahora bien, como B, f es un polinomio de grado < n, coincide con su desarrollo
de Taylor, de donde se deduce la formula:

B.S() = l;) (1) a0
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Por otra parte, si f es analitica, entonces es derivable de clase C(*) y por
tanto para todo k > 0 existe aj, € (0,k/n] tal que A*f£(0) = f*)(az)/n*, lo
que nos lleva a la expresién:

Bof(z) = Zn: (1_ %) (1_ %) %f(k)(ak)zk

k=0

Sea ahora r > 1 fijado. Vamos a demostrar la convergencia uniforme
sobre D(0,7) de Bnf(2) a f. Sea r1 > r y sea M = [|f||p,r,+1)- Entonces
|f(2)] < M para todo z tal que |z — a| < r; para algin valor a € [0,1]. Se
sigue de la férmula integral de Cauchy generalizada, que %| F®) (a)| < M Ty K
se satisface para todo k£ > 0. Esto demuestra que la sucesion de polinomios
{B f(2)}52, estd uniformemente acotada en D(0,r),

oo
|B.f(2)] < MZ(r/rl)k < oo, paratodon >0y |z <r.
k=0

Es mas, si hacemos n > m, m — oo, entonces

n

Bt = Basal = 3 (1-2) o (1-520) L0t

k=m

n
< MY (r/r))f =0, param — ooy |z <7,

k=m

de modo que {B,, f(2)}52, es uniformemente de Cauchy y por tanto unifor-
memente convergente en D(0, 7). Como ademds sabemos que B,, f(z) converge
uniformemente a f en [0,1], y f es entera, podemos utilizar el principio de
identidad para garantizar que el limite uniforme de B, f(z) es f en todo el
disco D(0,7).0

LEMA 7 Si {fn}02 es una sucesion de funciones analiticas que converge uni-
formemente sobre compactos de un abierto y conexo 2 C C a cierta funcion f,

entonces f es analitica en Q y la sucesion { fq(f)}%ozo converge uniformemente
sobre compactos de Q a f©), para todo v > 0.

DEMOSTRACION. Se trata de una consecuencia conocida de la férmula integral
de Cauchy (ver [44, p. 201}).

TEOREMA 8 Z[x] es denso en C®)[a,b] para 0 < a <b <1 ys>0. Lo mismo
sucede para TT#(N\ {0,1,...,m}), para todo m > 0.



LA GACETA 387

DEMOSTRACION. Sea f € C®)[a,b], con 0 <a<b<1,s>0ysea f:[0,1] =R
una extensién de f de clase al menos C(S) tal que f( ), f(1) € Z. Dado € > 0,
sea p(r) € R[] tal que maxo<y<s||f )(:c) — p! (:c)||[071] < ¢/2 y ademas
p(0) = £(0), p(1) = f(1) (Esto es siempre posible. De hecho, basta realizar
algunas modificaciones minimas sobre la prueba que aparece en [12, p. 121],
del teorema de Walsh).

Teniendo en cuenta que p es una funcién entera y, por tanto, podemos uti-
lizar el Lema 5, es claro que la sucesién de polinomios de Bernstein {B,,(p)}52,
converge a p uniformemente sobre compactos de C. Por otra parte, se tiene
que la estimacion

| Bup(2) — Bup(z |<Z|Z| [1—=2"" "“<Z|Z|k

12\

se satisface para los puntos del dominio Q@ = {z : [z2| < 1y |1 — 2| < 1} =
D(0,1) ND(1,1), que es un abierto conexo que contiene al intervalo (0,1).

Se sigue que Bnp estd uniformemente acotado en compactos de Q (ya que
|Bap(2)| < [Bup(2)] + | Bap(2) — Bup(2)| < suppen || Bupllg + max.ex 1 =
C(K) < oo para todo compacto K C ) y por tanto, existe una sucesién

{ni} — oo y una funcién g holomorfa en Q2 tales que E,:j)(z) — g(z) converge
a cero uniformemente sobre compactos K C €. Ahora bien, utilizando que

p(0),p(1) € Z, se tiene que | By, p(z) — E;;)(z)] < n—lk para todo z € [0, 1]. Por

|Br,p(2) —p(2)] < |Bnp(2) — Bpp(2)| + || Bn,p — pllg
1
< [[Bup = pllg+ — — 0 (para 2 € [0, 1] y k — 00).
k

Si se tiene en cuenta el principio de identidad, concluimos que g = p y por tanto

——

By, p converge uniformemente a p sobre compactos de (). Se sigue entonces que

() )
1Bop (2) —p“(2)] — 0

uniformemente sobre compactos de €2, para cada v > 0. Por tanto, para k
suficientemente grande, podemos asegurar que

=~ (v)

v N(v) v
max Bup () = [ Ollay < max [Bap () =2l

+ max [|p* '(2) = £ ljaiy
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lo que demuestra la densidad de Z[x] en C)[a, b].

Para probar el correspondiente resultado para I1Z(N\ {0, 1, ..., m}), bastara
demostrar que es posible aproximar en C®)[a,b] con elementos de TIZ(N \
{0,1,...,m}) a las potencias que hemos eliminado, z" (0 < h < m). Ahora
bien,

pn,m Z kak 1 - 'T) - nak(n)mk(l - x)nil)
k=0

converge uniformemente a cero sobre [a, b], ya que kay(n) = O(n**1), nag(n) =

O(nF*h), y max,epay |1 — 2| = 1 —a < 1. Es claro que el mismo tipo de ar-

(v)

gumento se puede utilizar para cada una de las derivadas ppm(z), 1 <v <s.

Por tanto, maxj<¢<s | !pmm(:c)( converge a cero para n — o0o. Utilizando

t) H
[a,0]
la regla de derivacién de Leibnitz, se obtiene

max ‘(xh(pmm(m) — 1))(”)

z€[a,b]
(mh>(v) (P (@) — 1) + Z ( >pnm (t) ( )(vft)

= max
x€|a,b]

< h(h—=1)..(h—v+1) In[a>l<)] zh=v |pnm( ) — 1]
xe|a
—~ (v NN (B h—v+t ()
+; (t>h(h Do (h— vt 1) max o Prm(@) (
< h(h - 1)(h —v+ 1)| |pn,m($) - 1’ |[a,b]
~ (v 1) (h— ®)
+; (t>h(h Do (h=vtt+1) max pom(@) ]

que converge a cero para n — oo independientemente de v € {0, 1, ..., s}. Esto
demuestra la convergencia de la sucesién de polinomios {x"p, ., (2)}32, C
I%(N\ {0,1,...,m}), a 2" en C®)[a,b], para todo h <m, s>0y0<a<b<
1.0

4. MATERIAL PARA EJERCICIOS

En esta seccién explicamos algunos resultados sencillos relacionados con
los expuestos en las secciones anteriores que, previa modificacién de los enun-
ciados, se pueden proponer a los alumnos en forma de ejercicios. Por ejemplo,
podemos proponer un ejercicio guiado, en el que se establezca una demostra-
cién sencilla de la densidad de span{l,z™*%}2 ~en Cla,b] para intervalos
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arbitrarios [a,b] (por supuesto la demostracién no funcionara en el caso de
aproximacién con polinomios de ceficientes enteros). Para ello, utilizamos el
teorema de aproximacion de Stone-Weierstrass, que es la extension por exce-
lencia del teorema de aproximacién de Weierstrass y se explica normalmente
en un primer curso de Analisis Numérico o de Anadlisis Funcional:

TEOREMA 9 (Stone-Weierstrass) Sea A un subespacio vectorial de C(K)
que es, ademdas, cerrado para el producto usual de funciones y tal que 1 € A.
St para cada par de puntos distintos o, 3 € K existe una funcion f € A tal
que f(a) # f(B), entonces A es un subconjunto denso de C(K).

Probamos ahora nuestro resultado:

TEOREMA 10 Si K C R es compacto entonces span{l,xm+k}z‘;0 es denso en

C(K) para cadam > 0 y si ademds 0 ¢ K, entonces span{z™*}2°  es denso
en C(K) para cada m > 0.

DemosTRACION. Consideremos el espacio vectorial A = span{1, acm*k}zozo. Es
claro que los elementos de A son de la forma a + 2™p(x) para elecciones
arbitrarias de a € R y p(x) € R[z]. Esto implica que A es cerrado para el
producto usual de funciones, ya que

(@ +z"p(x))(b + 2™q(2)) = ab+ 2™ (aq(x) + bp(x) + £"p(2)q(x))

Por otra parte, 2™, 2™t € A y, si o™ = ™ y o™t = g7 entonces
a = (. Por tanto, si a # (3, entonces bien la funcién =™ o bien la funcién
2™+ separa los puntos «, 3. Esto, unido a que 1 € A, implica que A es denso
en C(K). Si 0 ¢ K, entonces ponemos K* = K U {0} y, para cada f € C(K)
definimos la extensiéon natural

= 0 six=0
f(a:):{ f(x) size K

_ Para cada e > 0 sabemos que existe ¢(z) = a + 2™p(x) € A tal que
| f(z) - q(a:)HK* < g/2. Se sigue que |a| = |f(0) — ¢(0)| < e/2 y por tanto,

1f (@) — 2" p(@)| x <If(2) = (@) g + la] <e.

Como ¢ > 0 es arbitrario, hemos probado la densidad de span{acm“g 12, en
C(K). O

La demostracion del teorema anterior se puede generalizar de manera sen-
cilla a varias variables, tomando K un compacto de RN y A = {1+p(z1, ...,zN) :
ord(p) > m} C C(K), donde ord denota cualquiera de los posibles 6rdenes
que se pueden definir para polinomios de varias variables. (Téngase en cuen-
ta que hay varias definiciones de grado para polinomios de varias variables
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y, por tanto, el 6rden, que es el menor de los grados de los monomios que
aparecen efectivamente en la expansién de p, admite también varias caracte-
rizaciones). También es cierto que la misma prueba valdria para demostrar
que si la ecuacién z™ — y™ = 0 no tiene soluciones en K x K \ A(K), donde
A(K) ={(x,z) : = € K} denota la diagonal de K, entonces II(mN) es denso
en C(K) (y ahora hemos borrado infinitas potencias).

Una vez se ha demostrado el Teorema 9, podemos probar la densidad de
span({zF};_ U {a™F}2 ) en CO)(K) (y si ademés 0 ¢ K, la densidad de
span{:chrk}ZO:O en C)(K)) para cada s,m > 0. La idea de la prueba es,
en este caso, sencilla: dada una funcién f € C®)(K), aproximamos a f(*) €
C(K) con una sucesién de polinomios p,(z) € span{l,zm min{smi+kioc =
definimos:

Po.n(x) = pn(x); Pen(x) =/ Pr—1n(s)ds; k=1,2,...,s.
0

Si 0 € K, la sucesion de polinomios

S, k) (o
Pn(x) = Z fT'()SCk +ps,n(zc), n=12,..

k=0

satisface, obviamente, P,(z) € span({1,z,2?,...,z°} U {z™tk}> ) vy

lim max
n—0o0 0<k<s

P - PP@)| =o.

Si 0 ¢ K entonces extendemos f como funcién de clase C®) a una funcién

f definida sobre el intervalo [min K, max K] y tal que f(k)(O) = 0 para todo
k <s.

Un ejercicio mucho més sencillo podria consistir en la formalizacién de la
prueba del siguiente resultado:

TEOREMA 11 Z[x] es denso en LP(0,1) para todo p > 1. Lo mismo sucede para
%(N\ {0,1,...,m}), para todo m > 0.

DEMOSTRACION. Basta tener en cuenta que Cy|0, 1] es denso en LP(0, 1) y utilizar
el Teorema 3. O

Un poco més dificil (pero no mucho) serd la demostracién del siguiente

teorema.

TEOREMA 12 Zx,y] es denso en C([a,b] X [¢,d]), si0<a<b<1ly0<c<
d<1.
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DEMOSTRACION. Los polinomios

st = 555 2 () (o1t o

k=0 s=0

son una generalizacién adecuada de los polinomios de Bernstein, en el sentido
de que si g € C([0,1] x [0, 1]), entonces (ver [15])

1 =0.

lim ||g(:c,y) - Bn,mg(x)y)

min{n,m}—oo

Se sigue que, si g € C([0,1] x [0,1]) es una extensién continua de la funcién
f € C([a,b] X [¢,d]) tal que g({0,1} x[0,1]U[0,1] x {0,1}) C Z (obsérvese que
esto es siempre posible), entonces los polinomios

Brmate.) =33 [o 5 2 (1) ()] a1 =yt -y

k=0 s=0
satisfacen
—_ 1
‘Bn,m9($7y) - Bn,mg(x7y)‘ S —
nm
para todo n,m > 1y, por tanto, sirven para la aproximaciéon uniforme de g
en [0,1] x [O ] a

Una observacién que posiblemente llamaré la atencion de los estudiantes,
es la que se deduce de la siguiente proposicién, que relaciona la densidad de
Z[z] con la no ortogonalidad de ciertos sistemas de polinomios.

PROPOSICION 13 Sea H un espacio de Hilbert real (complejo, resp.), sea A C R
(A C C, resp.) tal que 0 no es punto de acumulacion de A, y sea {¢;}]-, C H
tal que

A}y = {Z aip; :n >0, ya;, € AU{0} para todo i}
1=0

es un subconjunto denso de H. Entonces {@;}7—, no es un sistema ortogonal
en H.

DEMOSTRACION. Supongamos que {¢;}I", es un sistema ortogonal en H, y sea
d =d(0,A) :=inf{la| : a € A}. Sea 0 < o < §/2. Entonces inf e auo) |a—al =
la| y, por tanto, si p= 31 ja;pi € L2({pi}l ), se tiene que

n
llawpo — pllx == |al?llpol i + Y lailll il i = laf[lpollfx > 0,
1=1

lo que implica que £2({¢; ) no puede ser denso en H. O
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COROLARIO 14 Supongamos que Zlx| (Z[i][z], resp.) es denso en un espacio de
Hilbert real (complejo, resp.) H, y {pi}2, es un sistema generador para Z|x]
(Z[i][z] resp.) como Z-mdédulo (Z[i]-modulo, resp.). Entonces {@;}iy no es un
sistema ortogonal en H.

Otro resultado en la misma linea es la siguiente:

PROPOSICION 15 La funcion f pertenece a la clausura de Zl[i][z] en el espacio
de Bergman

L%(D(0,7)) = {f analitica en D(0,r) : // 2)[Pdxdy < oo}
lD)(Or

sty solo si los coeficientes del desarrollo de Taylor de f son enteros Gaussia-
nos.

DEMOSTRACION. Las potencias {2%}2° , forman un sistema ortogonal de funcio-
nes en L2(D(0, 7)) (ver [25]). Se sigue que si f(2) = > 5c axz® es el desarrollo
de Taylor de f € L2(D(0,7)) y 6 = min, ez |ag, — @ > 0 para cierto ko € N,
entonces para todo p(z) = > p_, axz* € Z[i][2], se satisface la desigualdad:

17 = plitsoon = [ o 1) ple Py
- Zm—am // Pdady + S o / / 2% dady

k=n+1
2k 1) T2(k0+1)
- - > 52— > 0.
Z’a’“ anf k+ 1 + Z lax kil = kotl o

Esto concluye la prueba. O

5. MATERIAL AVANZADO

En las secciones anteriores hemos descrito algunos resultados sobre apro-
ximacién con polinomios de coeficientes enteros en intervalos [a, b] con 0 < a <
b < 1. Se trata, como es natural, del caso mas sencillo de estudiar (piénsese
que algunas de nuestras pruebas ni siquiera son validas para aproximacién uni-
forme en intervalos [a,b], con n < a < b < n+ 1 para valores n € Z \ {0}, ya
que hemos utilizado muy fuertemente que max{|z|,|1—x|} < 1 parax € [a,b]).

El punto de partida para nuestra restriccién sobre la eleccién de los in-
tervalos, fue que los polinomios de coeficientes enteros dejan Z invariante. Sin
embargo, p(Z) C Z no es la tunica restriccién que impide la aproximacién
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uniforme a funciones arbitrarias en compactos que contengan enteros. Por
ejemplo, si p(x) = ag + a1z + - - - apx™ € Z[z], entonces

%(p(_1)+p(1)) = %(ao_al+“'+(_1)nan+(a0+a1—I—--~an))
— %(ao+ao)+%(a1—a1)+...+%(an+(_1)nan)

= ag+as+ ..+ a2[n /2] S Z,

y lo mismo sucede con %(p( 1) — p(1)) y, por tanto, si f se puede aproximar
uniformemente sobre [—1, 1] por polinomios de coeficientes enteros, entonces
no sélo debe satisfacer f(0), ( ), f(—=1) € Z sino que, ademas,

Yy -y ez

S+ F),

2
Por otra parte, si quisieramos aproximar a f uniformemente en el intervalo
[—/2,v/2], deberfamos tener en cuenta que los polinomios p € Z[x] satisfacen
la relacién

n/2]
p(V2) + p(—=v2) = 2p(0 Z a2t €

Fijado un intervalo [a,b] C R, jcudntas relaciones como las anteriores debe
satisfacer f para ser aproximable uniformemente por polinomios de coeficientes
enteros en [a,b]? ;Pueden ser infinitas? ;Existe alguna caracterizacién de la
clausura de Z[x] en Cla, b]? La respuesta a estas (y otras) preguntas podria
ser utilizada, desde nuestro punto de vista, como material para una parte de
un curso de doctorado sobre aproximacién con restricciones. En esta seccion
vamos a comentar la solucion de algunos de estos problemas.
Comenzamos con un resultado de apariencia inocente:

TEOREMA 16 (ver [41]). Si b — a > 4, entonces todo polinomio p € Z|x]
satisface ||p||[q,5 > 2-

DEMOSTRACION. Como es bien conocido, los polinomios ménicos de Tchebychev,
T (z) == %Tn(:c) = Qn%l cos(n arccos x) poseen norma uniforme en [—1,1]
minima entre todos los polinomios ménicos de grado < n (ver [15]),

* n . : _ ol—n
Ty (@)= = E(@", 1) [—1,) = o |x = p(@)[[.yy=2""

Si en vez de trabajar en el intervalo [—1,1], estamos interesados en la norma
uniforme sobre un intervalo [a, ], entonces, realizando el cambio de variable
natural, t = (2e—b—a)/(b—a) (que transforma el intervalo [a, b] en el intervalo
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[—1, 1], y respeta el grado de los polinomios), se tiene que el polinomio ménico
de norma minima en [a, b], estd dado por

T3 )ty = gt Ty (22— b~ )/ (b — a)

y, por tanto,

" b—a)” :
B Ty 1)ias) = 1T (@il = a2 2 (sib—a > 4)

Supongamos ahora que p(z) = ap,2" + ... + ap € Z[x] satisface ||p|[jq5 < 2.
Entonces

2> [|p(@)|ljap) = Elanz™, 1) (a5 = lan] E(2", Mp—1)[ap) > 2lan] > 2,
lo que no puede ser. O

Supongamos que hemos fijado un cierto espacio normado X con Z[z| C X.
El problema de la densidad de Z[z] en X estd intimamente relacionado con
la existencia de polinomios p,(z) € Z[z] \ {0} tales que la norma ||p,||x
es suficientemente pequena. Para verlo, basta tener en cuenta que si f €
X y {pn}>2y C Z[z] es una sucesién que converge a f en norma, entonces
limy, n—oo ||[Pn — Pml| =0, ¥ Pn — Pm € Z[z] para todo n,m. Si ||p||x > € para
todo p € Z[z] \ {0} y cierto € > 0 entonces tendriamos que p,, = p,, = f para
n, m suficientemente grandes y, por tanto, tendriamos que f € Z[z]. Fijada
la norma || ||x de X, los polinomios p(x) de coeficientes enteros y norma
IIpllx < 1 se llaman polinomios fundamentales respecto de || ||x. En todos
los casos clasicos, la existencia de polinomios de coeficientes enteros y norma
suficientemente pequena se reduce a la existencia de polinomios fundamentales
respecto de esa norma (e.g., tal es el caso para las normas L,, 1 < p < 00).

El primer resultado que conocemos sobre existencia de polinomios de coe-
ficientes enteros de norma pequenia en intervalos de longitud mayor que uno,
se debe a Hilbert, que demostré en 1894 el correspondiente resultado para
L?(a,b) siempre que b—a < 4 (ver [31]). En 1914, Kakeya [33] demostré que si
0 < b < 2, entonces existe un polinomio p(z) ménico de coeficientes enteros tal
que |p(z)] < 1, para todo x € [—b, b] y, en 1923 el mismo resultado fue probado
por Fekete (ver [17]) para intervalos arbitrarios [a,b], con b — a < 4. Una
demostracién del mismo resultado se puede encontrar también en el articulo
de Hewitt y Zuckerman [30]. En varios articulos (ver [3], [4], [6]), Aparicio
extendié el método de Fekete para obtener estimaciones de las normas de
los polinomios de coeficientes enteros de minima desviacién Ly y uniforme
a cero en varias variables, sobre paralelepipedos en el espacio euclideo. Por
su parte, Luquin [37] y Luquin y Besga [38] han obtenido las estimaciones
correspondientes para el caso de aproximacioén L.

Supongamos que b — a < 4. Se sigue que, dado p(x) un polinomio funda-
mental (que podemos suponer ménico, sin pérdida de generalidad) respecto
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de la norma || ||, tomando las potencias [p(x)]?* para k suficientemente
grande, se obtienen polinomios moénicos de coeficientes enteros, positivos y de
norma arbitrariamente pequena, en [a, b]. Definimos

U(a,b) ={p € Z]z] \ {0} : 0 < p(z) < 1 para todo z € [a,b]}.

SikeZnNla,blyp€U(a,b) entonces es claro que p(k) =0 (pues p(k) € Z y
Ip(k)| < 1). Esto significa que, si 1 < b— a < 4 entonces U(a,b) es no vacio y,
el conjunto

J(a,b) ={a € [a,b] : p(a) = 0 para todo p € U(a,b)},

es un conjunto finito no vacio de enteros algebraicos. Es mas, se tiene el si-
guiente resultado:

TEOREMA 17 Si f pertenece a la clausura de Z[x] en Cla,b], entonces existe
al menos un polinomio p € Zx] tal que f(a) = p(a) para todo o € J(a,b).

DEMOSTRACION. Si ||f — pnll[ay — 0, entonces [|p, — pml|ap < 1 para n,m
suficientemente grandes y, por tanto, (p,—pm)(a) = 0 paratodo a € J(a,b), lo
que nos lleva a la identidad f(«) = p,(«) para cierto n € Ny todo a € J(a,b).
O

En el importante articulo [30], Hewitt y Zuckerman demostraron que la
condicién de interpolacion descrita en el teorema anterior es de hecho suficiente
para que una funcién f sea uniformemente aproximable por polinomios de Z|x]
en Cla, b]. A continuacién reproducimos el correspondiente teorema y la idea
de su demostracion:

TEOREMA 18 Supongamos que existe un polinomio p € Z[x] tal que f(«)
p(a) para todo o € J(a,b). Entonces f pertenece a la clausura de Z[z] en

Cla,b].

DEMOSTRACION (esbozo). Sea @ € U(a,b), y sea A =QC]Ja,b] el ideal
generado por @ en Cla, b]. Se puede probar que la clausura uniforme de A con-
siste en el conjunto de funciones que se anulan sobre cierto cerrado A C [a, b].
De hecho, no es dificil ver que A = J(a,b). Se sigue que, si f se anula en
J(a,b), entonces existe una funcién g € Cla,b] tal que ||f — gQl|{a5 < €/2.
Utilizando ahora el teorema de aproximacién de Weierstrass, podemos cam-
biar la funcién g por cierto polinomio p(z) = > 7 ja;x’ € R[z]. Ahora bien,
se sigue, de la densidad de Z[z| en Cy[0, 1], que para toda eleccién de A € R,
e >0y ce€(0,1), existen polinomios ¢q € Z[z] tales que [[A\x — q(x)]|j0,q < €V,
por tanto, tomando ¢ = max{Q(z) : = € [a, b]}, se tiene que existen polinomios
Qi(z) € Z]x] tales que

€
=0,1,...,n.

||a’l'x - Qz(x)”[o,c] < 2(n 4 1) maX{|a|”, |b|n, 1}’ 1=
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Si ahora cambiamos la variable x por el polinomio Q(x) (con = € [a,b]) y
multiplicamos por z*, entonces las desigualdades anteriores se transforman en

€

llair' Q(x) — i ) |y < Nt 1)

, ¢i(7) = Qi(Q(x)), 1=0,1,...,n,

de modo que

|lp(z Zx% H[ab _Hzaz Zx% Hab]<€/2

y, por tanto, Y7 z'qi(z) € Z[z] y

I - quz g < 1 = p(@)Q@) [0 + llp(2) quz 2)lfa,p) <

que es lo que buscabamos. O

Nos gustaria observar que, si realizamos una demostracion directa de que
las funciones de la forma Az se pueden aproximar uniformemente por poli-
nomios de coeficientes enteros en compactos de [0,1) (algo que, en realidad
no es excesivamente dificil y, de hecho, podria proponerse como ejercicio), la
anterior prueba pasa a ser una generalizacién de la prueba de Kantorovich que
explicamos al principio de este articulo y, ademads, no utiliza los polinomios de
Bernstein. Este tipo de resultados se han llevado al contexto de aproximacion
en compactos del plano complejo con polinomios de coeficientes en subanillos
de C discretos de rango dos (ver [18], [21], y [22]). Si A es uno de tales anillos
y K C C es compacto, diremos que f € C(K) es A-aproximable si pertenece a
la clausura de A[z] en C(K). Los sustitutos naturales de los conjuntos U(a, b)
y J(a,b), estin dados por

Ua(K) = {pe Alz]\{0}:[pllx <1}y
Ja(K) = {a€ K :p(a) =0 paratodope Ua(K)}.

Ahora, para que Ua (K) sea no vacio, necesitamos que el didmetro transfinito
de K,

d(K) = lim (inf _[]2" ZakzkHK yHm

n—00 ag,...,an—-1€

sea menor que uno (i.e., d(K) < 1 substituye a la desigualdad b —a < 4. Es
maés, de la demostracién del Teorema 16, se concluye que d([a,b]) = (b—a)/4).
Se pueden probar los siguientes resultados:
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TEOREMA 19 Supongamos que d(K) > 1. Entonces f € C(K) es A-aproximable
siy solo si f € Alz].

TEOREMA 20 (Ferguson (ver [21]). Supongamos que K C C es un com-
pacto de C con interior vacio, complementario conezo y d(K) < 1. Entonces
Ua(K) es no vacio y Ja(K) es vacio o finito. Ademds, f € C(K) es A-
aprozimable si y solo si existe un polinomio p € Alz| tal que f(a) = p(a) para
todo a € Ja(K). Es mds, podemos tomar p = L(f,Ja(K)), el polinomio de
interpolacion de Lagrange de f en Ja(K) = {ag,...,an}.

El teorema que acabamos de enunciar no es en absoluto una generalizacién
trivial del Teorema 18 (téngase en cuenta el uso que hemos realizado en la
prueba del Teorema 18 de que 0 < ¢(z) < 1 para todo z € [a,b] y ¢ € U(a,b),
algo impensable en C, donde no hay un orden compatible con la estructura de
cuerpo). Ademds, la demostracion que aparece en [21] incluye un aspecto nada
trivial (pero muy importante), como es la caracterizaciéon de los elementos de
JA(K). En realidad, gran parte del trabajo realizado para el estudio de la
densidad de los anillos de polinomios Z[x| (A[z], resp.) en Cla,b] (C(K),
resp.), consiste en la caracterizacién de los conjuntos J(a,b) ( Ja(K), resp.)
y, si es posible, en su célculo explicito. En el caso real, la caracterizaciéon
de J(a,b) se debe a Hewitt y Zuckerman (ver [30]), y queda reflejada en el
siguiente resultado:

TEOREMA 21 Supongamos que 0 < b —a < 4, y sea J*(a,b) la union de los
conjuntos de raices de todos los polinomios mdnicos q € Zlx| tales que todas
sus raices son reales y pertenecen a |a,b]. Entonces J(a,b) = J*(a,b).

Es mads, en [30, pg. 317] se puede encontrar una descripcién completa de
J(a,b),si —2<a<b<2

TEOREMA 22 (Hewitt-Zuckerman) Supongamos que —2 < a < b < 2. En-

tonces J*(a,b) queda determinado por los valores de la forma 2 cos %, tales
que 0 < j<k/2y

2r(k — 1)

2T . :
a < 2cos y 2 cos & <b, si k es impar,

2r(k — 2)

2 .
a < 2cos y2008%§b,37jk:4,0

2n(k —4)

2 °
a < 2cos y2cos%§b,sik—2:4.

Para establecer la caracterizacién de Ja (K), es necesario antes hacer algu-
nas observaciones de caracter algebraico. Si A es un subanillo discreto de rango
dos de C, entonces existe un tnico cuerpo cuadrético imaginario L = Q(6) (i.e,
tal que 62 + af + 3 = 0 para ciertos o, 3 € Z con a? — 48 < 0), tal que A
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es un subanillo del anillo I, de enteros algebraicos de L. Con esta notacién
a mano, dado K un subconjunto compacto de C, definimos J 4 (K) como la
unién de todos los conjuntos completos de conjugados de enteros algebraicos
sobre I, que estdn contenidos en K. En [21], Ferguson demuestra el siguiente
resultado:

TEOREMA 23 Con la notacion que se acaba de introducir, supongamos ademds
que K C C es un compacto de C con interior vacio, complementario conexo y

d(K) < 1. Entonces JA(K) = Jx(K).

Otro aspecto no trivial de la teoria, es el cdlculo de los didmetros transfi-
nitos d(K). En esta direccién, se pueden consultar los trabajos de Fekete (ver
[19]).

6. ALGUNOS COMENTARIOS HISTORICOS

En esta seccion, comentaremos algunos aspectos sobre la historia personal
de los creadores de los resultados anteriores.

S. N. Bernstein es, sin duda, el tedrico de aproximacién méas importante
de este siglo. Aun asi, realizé importantes contribuciones a la teoria de ecua-
ciones diferenciales y al cédlculo de probabilidades. De manera mas concreta,
defendié su tesis doctoral en la Sorbona en 1905, donde resolvié el problema
19 de Hilbert (sobre soluciones analiticas de ED elipticas). Al volver a su pais
tuvo que volver a realizar un programa de doctorado completo para conseguir
trabajo, ya que en Rusia no se aceptaban los titulos extranjeros. Su segunda
tesis se ocupa del problema 20 de Hilbert (sobre soluciones analiticas de ED
no elipticas). Algunas de sus contribuciones en teoria de probabilidades son:
un intento de axiomatizar el cdlculo de probabilidades, la generalizacién de las
condiciones de Lyapunov para un teorema central del limite, y algunas genera-
lizaciones de la ley de los grandes ntmeros. También se ocup6 del estudio de
procesos de Markov y procesos estocdsticos y obtuvo aplicaciones en genética.
(ver [32])

Fekete realizé importantes contribuciones en teoria de interpolacién, donde
introdujo un procedimiento para el cdlculo de conjuntos de nodos uniforme-
mente distribuidos sobre un compacto genérico K y, por tanto, con excelentes
propiedades de convergencia de la correspondiente sucesién de operadores de
interpolacion (ver [25]).

Kantorovich, aunque de sobra conocido por sus aportaciones en teoria de
aproximacién, se hizo famoso (en un sentido mucho mas general del término)
en 1975, al recibir el premio Nobel por sus contribuciones en Economia. De
hecho, fue uno de los creadores de la programacion lineal, y obtuvo numerosos
resultados en optimizacién y, aunque dedicé mucho esfuerzo en las aplicacio-
nes, también posee resultados de caracter esencialmente abstractos, llegando
a trabajar en espacios vectoriales topolégicos ordenados. En lo que respecta
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a la teoria de aproximacion, demostré un enorme interés por el uso de los
polinomios de Bernstein.

Hewitt dirigi6 la tesis doctoral de L. B. O. Ferguson, que luego se tra-
dujo en la publicacién de los articulos [21] y [22]. L. B. O. Ferguson trabaja
actualmente en la Universidad de California, en Riverside.

M. von Golitscheck es uno de los tedricos de la aproximacién més influyen-
tes que viven en Alemania. Su libro (con Lorentz y Makovoz), [34], contiene un
capitulo completo sobre aproximacién con restricciones, dos de cuyas secciones
se dedican a la aproximacién con polinomios de coeficientes enteros (ver [34,
pp. 49-63]). Actualmente trabaja en la universidad de Wiirzburg.

Terminamos estos breves apuntes con algunos comentarios sobre E. Apa-
ricio: Aunque espafnol de nacimiento, realizé gran parte de su investigacion
en ruso (y en Rusia). Existe, ademéds, una poderosa razén: en junio de 1937
fue embarcado con destino Leningrado junto con otros 1.500 nifios vizcainos,
huyendo de la guerra civil y, no pudo reencontrarse con su familia hasta 1964.
Atn asi, su regreso definitivo a Espafia se produce en 1971, al ser contratado
por la Universidad del Pais Vasco (UPV) como profesor agregado (interino).
Estudiéo Matematicas en la Universidad Estatal de Lomondsov, y fue alumno
de tesis de A. O. Gelfond. Hizo carrera académica en la UPV, donde llegd
a ocupar una catedra en teoria de nimeros y, posteriormente, fue profesor
emérito. Fallece en septiembre de 1998 (para mas detalles, ver [13]).

7. ALGUNOS PROBLEMAS ABIERTOS

Existen atin numerosos problemas abiertos. En esta secciéon planteamos
algunos de ellos:

P1. El teorema de Miintz, ;se mantiene para toda posible eleccién de expo-
nentes {\;}5°, sin imponer que los exponentes sean nimeros naturales,
o la restriccién \; < A\jy1, 4 =0,... 7 (un teorema de este tipo fue proba-
do, en el caso de polinomios de coeficientes reales, por Borwein y Erdelyi
en 1996 [9]).

En esta direccién existe un resultado debido a Golitschek, que demostro
en 1976 (ver [28]), que si {\;}2, es una sucesién de nimeros complejos

(distintos dos a dos) tal que inf;>¢ |A;| > 0, inf;> % >0,y >0 ‘)\—12| <
00, entonces I1%(A) es denso en Cg[0, 1] := {f € C[0,1] : £(0) = f(1) =
0}.

P2. Para [a,b] un intervalo arbitrario, denotemos por Zla, b] la clausura uni-
forme de Z[z] en Cla,b]. Podemos entonces preguntarnos si son equiva-
lentes (como sucede para [a,b] = [0, 1]) las afirmaciones:

(1) I%(T") es denso en Z[a, b].
(2) II(T") es denso en Cla,b].
para I' C N arbitrario.
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P3. Denotemos por Z([a, b] x[c, d]) la clausura uniforme de Z[z, y] en C(][a, b] x
[c,d]). En [30] se caracteriza Z([a,b] X [c,d]) para intervalos [a,b] X [c,d]
arbitrarios. Si la respuesta a P2 es afirmativa, entonces cabria pregun-
tarse por la equivalencia de las siguientes afirmaciones:

(1) El Z-médulo generado por {1} U {z%y/ : (i,j) € S} es denso en
Z([a, b] x [e, d])

(2) El espacio vectorial real generado por {1} U {z'y’ : (i,7) € S} es
denso en C([a,b] x [c,d]),

para S C N x N arbitrario. En particular, jsucede esto si [a,b] = [¢,d] =
[0,1]7

P4. El teorema de Miintz, jadmite una generalizacién completa para alguno
de los espacios C®)[a,b], 0 <a<b<1,1<s< o0?

Nos gustaria creer que los resultados expuestos aqui son lo bastante inte-
resantes como para que alguno de los lectores se motive por el estudio de este
apasionante tema.
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