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PROBLEMAS Y SOLUCIONES

Seccién a cargo de

Oscar Ciaurri y José Luis Diaz-Barrero’

Las soluciones para esta seccion deben enviarse, preferentemente, a la
direccion de correo electronico oscar.ciaurri@dmc.unirioja.es
en archivos en formato TEX. Alternativamente, pueden enviarse a
Oscar Ciaurri Ramirez, Universidad de La Rioja, Dpto. de Matemd-
ticas y Computacion, C/ Luis de Ulloa s/n, 26004, Logrotio. Para los
problemas de este niumero se tendran en cuenta soluciones recibidas
hasta el 30 de octubre de 2006.

Solicitamos de los lectores propuestas originales o problemas poco
conocidos adecuadamente documentados. Las propuestas de proble-
mas enviados a esta seccion sin solucion serdn tenidas en cuenta si
su interés estd justificado de un modo apropiado. Un asterisco (x)
junto al enunciado de un problema indica que una solucion al proble-
ma no estd disponible en estos momentos.

Problemas
PROBLEMA 49

Sean z,y numeros reales positivos tales que 1 <y < z. Probar que
1 1 z(y+1)
rz—y)n(l+—-—)n(l+-) <ln——=.
o (1)) <y

Propuesto por Mihaly Bencze
Brasov, Rumania

'En la elaboracién de este nimero han colaborado M. Benito, P. Benito, E. Fernéndez y
J. L. Varona.
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PrOBLEMA 50
Si a y b son numeros reales positivos, evaluar

/ / sen(ax sen(by)d dy.
zy(r +v)

Propuesto por Ovidiu Furdui
Kalamazoo, Michigan

PROBLEMA 51

Dadas dos circunferencias C; y Cy tangentes exteriormente en O
(de trazo grueso), se considera la recta tangente a ambas en el punto
de contacto y en ella un punto P variable distinto de O.

Las circunferencias C] y C) que pasan por P y son tangentes a
las circunferencias C; y Cs respectivamente se cortan en un segundo
punto Q.

a) Probar que la recta PQ pasa por un punto fijo al variar P.

b) Determinar la posicién de P para que los cuatro puntos de tan-
gencia de C] y C) con Cy y C5 estén alineados.

Propuesto por Cristébal Sanchez Rubio
[.E.S. Penyagolosa, Castellon
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PROBLEMA 52

Encontrar el valor de w € C para que la sucesion z,11 = f o g(zn)
esté bien definida para todo zy = €%, con 6y € [0, 7/2], siendo

z—1 :
6= g@:{“m’ SeAl

|2 w, siz=1.

En ese caso, determinar el limite de la sucesion {z,}.

Propuesto por J. Manuel Gutiérrez
Universidad de La Rioja, Logrono

PROBLEMA 53

Los ntimeros de Rey Pastor, {A,,},,>0, ¥y los nimeros de Bernouilli,
{B)}n>0, estan definidos mediante las identidades

T A T B

n n n_n

—_— = E —T y = E —x,
log(1 + x) : n! et —1 — n!

respectivamente. Si [}] y {}} denotan los nimeros de Stirling de primera
y segunda especie, respectivamente, probar que, para n > 0,

" n Ak
Bn+1=—(n+1)2{k}k:i

- n (—1)kBk+1
(=1)"Aps1 = —(n+1) ~ L Tk
. >

Propuesto por Oscar Ciaurri Ramirez y E. Fernandez Moral
Universidad de La Rioja e I. E. S. Praxedes Mateo Sagasta, Logrono
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PROBLEMA 54

Si en un triangulo cualquiera denotamos por s el perimetro, por r
el radio del circulo inscrito y por R el radio del circulo circunscrito,
entonces

2 a2
VIR <8R s
6 3

Propuesto por Juan Bosco Romero Marquez
Universidad Complutense, Madrid
PROBLEMA 55
Consideremos la ecuacién
on)+n=ocn+1), (1)
donde o(n) denota la suma de los divisores de n.

a) Probar que si n = 2F — 1, entonces n es solucién de la ecuacién (1)
si y s6lo si n es primo (primo de Mersenne).

b) x Probar o refutar la siguiente conjetura:

Si n es solucién de la ecuacién (1) entonces n es un primo de
Mersenne.

Nota. Numéricamente se ha comprobado que la conjetura es cier-
ta para n < 103.

Propuesto por Manuel Benito Munoz
I. E. S. Préaxedes Mateo Sagasta, Logrono
PROBLEMA 56

Hallar todas las matrices A € My(R) tales que

A"—I—A”_2:<_11 _11>, n > 3.

Propuesto por J. L. Diaz Barrero
U. Politecnica de Catalunya, Barcelona
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Soluciones

PROBLEMA 25

a) Probar que 22...23 es compuesto.
——
1987 cifras

b) Probar que 22...23 es compuesto.
_ =
1986 cifras

Propuesto por Manuel Benito Munoz
I. E. S. Préaxedes Mateo Sagasta, Logrono

SOLUCION

a) La suma de los digitos es igual a
1987-24+1=7-2+1=15=0 (mod 3).
Por tanto, 3 divide al nimero propuesto.

b) Es claro que

1986 digitos 1985 1986
n=922...23 :2-210 Y e S A
k=0 9

Puesto que 61 es primo se tiene que ¢(61) = 60, donde ¢ denota la
funcién de Euler, y, usando el Teorema de Euler-Fermat,

9n = 2. 101986 4 7 = 9. 1033606 4 7 =

= 2000007 = 32787 - 61 = 0 (mod 61).
Por tanto, 61 divide al nimero propuesto.

Solucion enviada por G. R. A. 20 Math Problems Group

Roma, Italia

También resuelto por J. Lépez (estudiante), J. Vinuesa y el proponente. El apartado
a) lo resuelven M. Pena y J. Sierra (estudiantes) y J. Mir
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PROBLEMA 26

Se consideran los poligonos convexos de n lados construidos con n
segmentos no nulos de longitudes ay,as,... ,a, tales que cada una de
ellas es menor que la suma de las (n — 1) restantes. Se pide:

a) Probar que, si n = 4, existe un poligono de drea méxima. Com-
probar que estd inscrito en una circunferencia.

b) Para todo n > 4, jexiste siempre uno de drea méxima?

c) Probar que, si tal poligono de drea maxima existe, estd inscrito en
una circunferencia.

Propuesto por Maria Jestis Villar Rubio
I. E. S. L. Torres Quevedo, Santander

SOLUCION

El apartado a) serd una consecuencia inmediata de los apartados
siguientes. Veamos en primer lugar el apartado b) para el que nuestra
contestacion es afirmativa. Clasifiquemos en primer lugar (por claridad
expositiva, aunque esto no sea esencial en nuestra argumentacién) los
poligonos construibles con los segmentos ay, ..., a, en las diferentes fa-
milias (en nimero finito menor o igual que (n — 1)!) que se distinguen
una de otra por el orden ciclico en que aparecen los lados. Sea, por
ejemplo, F la familia constituida por los poligonos cuyos lados apare-
cen ciclicamente en el orden ay,as,...,a,. Cada poligono P € F de esta
familia puede ser representado, fijado un sistema de referencia plano
por una n-tupla (vy,va,...,v,), con v; € R? cumpliendo ||o0;11] = a
(considerando los subindices médulo n). Es claro que el diametro de es-
tos poligonos es menor que p := Y, ,., a;, luego cualquier poligono de
F esté contenido en un cuadrado (cerrado) de lado p/2. De este modo
podemos pensar encerrados en un mismo cuadrado de lado p/2 todos los
poligonos de la familia F. Ademas, podemos considerar las coordenadas
de cada vértice en el cuadrado [0,p/2] x [0,p/2].

Por otra parte, el area A(P) de todo poligono P € F estd acota-
da superiormente por p?/4 (la desigualdad isoperimétrica permite refi-
nar esta estimacion hasta p?/(47)). Entonces existe suppc-{A(P)} := S.
Esto es, existe una sucesién {P;};>; de poligonos representados por
(V1 gs- -5 0nk) C ([0,p/2] x [0,p/2])", para cada k > 1, tal que A(Py) — S.
Tenemos asi una sucesién de puntos en R?"; luego, por compacidad,
existird al menos una subsucesién convergente. Si (v1 o0, -.,Un00) €5 €l
limite, consideramos el poligono P,, formado por los lados ©; 0110
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(con el indice médulo n). Obsérvese que Py, = S. Para concluir falta
probar que P, € F; es decir, || o00it1.00|| = ai. Procedamos por reduc-
cién al absurdo. Supongamos que existe algin i tal que

|TiocUitiooll = ai+¢, €>0. (2)

Por construccion, es posible determinar algin K para el que ||0; k05 || <
e/3 v ||[vir1.xVir1.0| < €/3. Con estas estimaciones, teniendo en cuenta
que ||0; kvir1.k|| = a; y la desigualdad triangular, se llega a una con-
tradiccion con (2). Un argumento similar funciona en el caso ¢ < 0.
Ahora si se hace este proceso de obtencién de (al menos) un P, para
todas las familias, se obtiene (recordar que hay un nimero finito de
familias) un pohgono de la misma area maxima para cada familia. Por
tanto queda probado que para cada n existen poligonos de area méaxima.
(Véase la nota final.)

Veamos ahora el apartado c). Para ello consideraremos el siguiente
lema de cuya demostracién nos ocuparemos posteriormente.
Lema. Con cuatro segmentos de longitudes a, b, ¢ y d tales que la longitud de
cada uno de ellos es menor que la suma de las longitudes de los restantes, se
puede construir un cuadrildtero inscriptible en una circunferencia.

Supongamos que tenemos un poligono de drea méxima que no esta
inscrito en una circunferencia. Entonces tendrd al menos cuatro vértices
consecutivos que no seran conciclicos (en otro caso el poligono serfa ins-
criptible). Sean estos vértices v;, vi11, vit2 ¥ viy3. Consideramos los lados
de longitudes a;, a;11, a;12 y £ = ||vir30;||. Si p denota el semiperimetro,
sabemos que el area S de este cuadrilatero verifica

S <V —a)p— air1) (P — aip2)(p— 1)

con igualdad si y sélo si el cuadrilatero es inscriptible en una circun-
ferencia (aplicacién de la férmula de Herén para cuadrildteros). Por el
lema sabemos que podemos colocar los vértices v;11 y v; 12 de forma que
los lados sigan midiendo lo mismo y el cuadrildtero sea conciclico y por
tanto el drea sea exactamente igual a \/(p — a;)(p — ai+1)(P — aiv2)(p — ).
Se concluye que el poligono inicial no era de area maxima, lo que es una
contradiccion.

Demostracién del lema. Bastaria hallar para qué angulo « formado
por los lados de longitudes a y d, los lados de longitudes b y ¢ for-
man un angulo de 7 — «. Usando el teorema del coseno se obtiene que

o a2+d2—b2—02 . . . 4 . 1,
Q= arccos (72@ Tibe) ) due siempre existird si el cuadrilatero se puede

construir.

Nota. El poligono P, que aparece en la solucién del apartado b) podria
resultar no ser un n-gono convexo (desde luego por construccion es un
poligono no céncavo, pero pudiera verse rebajado el nimero de lados).
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Sin embargo, el hecho de que este poligono pueda inscribirse en una
circunferencia implica que es convexo.

Solucion enviada por M. Pena, J. Serra y M. Teixidé (estudiantes)
También resuelto por el proponente (apartados a) y ¢))

PROBLEMA 27

Disponemos de una red de n ordenadores libre de triangulos y
cuadrados con el mayor niimero posible de aristas. Probar que si un or-
denador estd unido a otros cuatro, entonces la red contiene pentagonos.

Propuesto por C. Balbuena, M. Cera, A. Dianez y P. Garcia Vazquez
Universitat Politecnica de Catalunya, Barcelona, y Universidad de Sevilla, Sevilla

SOLUCION

Nombramos a la red de n ordenadores como G, y al ordenador unido
a los otros 4 como P. Razonamos por contradiccion, es decir, suponemos
que en G tampoco hay pentdgonos. Llamemos Py, P,, P3, P4 a los vecinos
de P. Procedemos a quitar de la red G las aristas PP3 y PPy, y a anadir
los enlaces PP, P3P, y PyP;. De este modo obtenemos una nueva red
G* de n nodos con una arista mas que en G. Ademéds como los nodos P,
y Pj estan unidos en G a través de P por un camino de longitud 2 y G no
tiene ciclos de longitud menor o igual a 5, deducimos que los caminos
de G que unen P, y P;, i # j, que no pasan por P (caso de existir)
deben contener al menos 4 ramas. Por tanto cualquier ciclo de G* que
contenga alguna de las ramas nuevas, P,P; o bien P3P, debe contener
ademds un camino de G uniendo los extremos de estas ramas que no
pase por P,y por tanto este ciclo debe tener longitud al menos 5. Del
mismo modo razonamos si el ciclo de G* contiene la rama nueva P Py.
Concluimos que G* es libre de triangulos y cuadrados y tiene una arista
mas que G, lo cual contradice la hipétesis de que G tiene el maximo
posible de enlaces. Por tanto G contiene pentdgonos.

Solucion enviada por los proponentes.

PROBLEMA 28

Caracterizar los r € Q, con 0 < r < 1, que pueden escribirse como

m2

" I

para ciertos n,m,M € N, con n > 2 y med(n,m) = 1.
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Propuesto por Juan Luis Varona Malumbres
Universidad de La Rioja, Logrono

SOLUCION

Pueden escribirse de esta forma todos los racionales en el rango
dado salvo 1, 1,2 1, que obviamente no admiten esa forma.

En efecto, cualquier otro racional en ese intervalo se escribe en su
forma irreducible § con b # 1,2,4.

Sib (# 1,2,4) no tiene divisores impares (a entonces es impar),
b=2F (p>3), poniendo m = a, n =2?"2 y M = a, se tiene med(m,n) =
med(a,2P72) =1, n=2""2>2y

m2 (12 a

AnM — 4-2-2.4 o

=3

Si b tiene algin divisor impar, b = 2Pb; (p > 0, by impar y by > 3),
poniendo m = 2a, n = by y M = 2Pa, se tiene med(m,n) = med(2a,b;) = 1,
n=>b>3>2 y

m? 4a? a

M~ 4b-2-a b
Solucion enviada por Jaime Vinuesa Tejedor

Universidad de Cantabria, Santander
También resuelto por M. Penia y J. Sierra (estudiantes) y el proponente

PROBLEMA 29

Sean a,b,c,d, e, f,m € (0,+00). Probar que

a? b?
(mb + ¢)(mc + b) * (me + d)(md + ¢)
+ ¢ + s
(md+e)(me+d) (me+ f)(mf+e)
e? 12 6

Tl ra)matf) T matb)mbra) = mt 1)

Propuesto por Marius Olteanu
Rumania
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SOLUCION

La resolucion del problema estd basada en la denominada desigual-
dad de Shapiro: sean z1,...,z6 € (0,00), entonces

€1 €2 €3 T4 €5 Te6 >3

+ + + + + >
To+x3 T3+xy4 T4t+x5 T3+ Tg T+ X1 X1+ T2

Ademas, la igualdad se verifica si y sélo si 7 = -+ = x4.

En primer lugar, utilizando la desigualdad entre las medias aritmé-
tica y geométrica, se prueba que (mb+-c)(me+b) = be(m?+1)+(b?+c?)m <
(m 4 1)2(b? + ¢®)/2 y lo mismo para los otros sumandos. Con lo que el
lado izquierdo de la desigualdad propuesta es mayor que

9 a2+b2+c2+d2+62+f2
(m+1)2\02+c2 2+d> dP+e e2+f2 f2+a2 a2+02)

Ahora, aplicando la desigualdad de Shapiro con z; = a2, 29 = b2, 23 = 2,

ry = d?, x5 = ¢? y 26 = f? se obtiene el resultado. La igualdad en la
desigualdad propuesta se verifica cuando a=b=c=d=e = f.

Solucién enviada por Juan Léopez Gonzélez (estudiante)
Universidad Auténoma de Madrid
También resuelto por O. Furdui, M. Pena y J. Sierra (estudiantes) y el proponente

NoTA. Las soluciones de O. Furdui y del proponente también estan basadas
en la desigualdad de Shapiro. La soluciéon de M. Pena y J. Sierra utiliza la
desigualdad de reordenamientos.

PRrROBLEMA 30

Sea v € R. Dados a y b reales positivos, definimos las medias de orden
v de a y b mediante M, (a,b) = (#)l/’y, siy#0,y My(a,b) = Vab.
Dada una funcién f : (0,4+00) — (0,4+00) y un « € (0,+0c0) diremos que
f es derivable en z por sus medias de orden ~ si existe
My (J(0), () = ()

T gl
Fz) = }1_1}; M, (t,x) —x

a) Probar que si f es derivable en z en el sentido habitual, entonces
f es derivable en x por sus medias de orden ~, para todo v € R.

b) x Si para algin v # 1, la funcién f es derivable en = por sus medias
de orden v, jes f derivable en x en el sentido habitual?
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Propuesto por Juan Bosco Romero Méarquez
Universidad de Valladolid, Valladolid

SOLUCION

Se obtiene sin ninguna dificultad por procedimientos elementales
que limy;_, Myte)—e 2, v € R. Fijado z € (0,00) y denotando F,(t) =

t—x

M, (f(t), f(x)), resulta

B - B _ M (f(#), f(z) —f(w) M,(t,z) —x

’ , €R.
t—z M, (t,z) — t—x 7

En consecuencia, la funcién F,(t) es derivable en t = x si y sélo si f es

derivable en z por sus medias de orden . Ademas, F!(z) = f,(x)/2.
Ahora es claro que si f es derivable en z, F,(¢) (funcién derivable

de f(t)) es también derivable en ¢t = z y la prueba de la parte a) estd

concluida. Para la parte b) basta observar que f(x) = Fo(t y flx) =

(2(F5 ()Y = f(x)7), siy # 0y, asi, si una cualquiera de las funcmnes F,(t)
es derivable en z la funcién f sera derivable en .

Solucion enviada por Jaime Vinuesa Tejedor

Universidad de Cantabria, Santander.

También resuelto por J. Mir, M. Pena y J. Sierra (estudiantes) y el proponente
(todos ellos resuelven tnicamente el apartado a))

Nota. El resto de soluciones al apartado a) prueban que fy(z) = f'(z).
PROBLEMA 31

Sea G un grupo y Hy, Hy dos de sus subgrupos propios. Probar que
G\ (HiNHy)y G\ (HiUH3) no son cerrados respecto a la operacion del
grupo G.

Propuesto por Pantelimon George Popescu (estudiante)
Universidad Politécnica de Bucarest, Rumania

SOLUCION

Nota. Para que tenga sentido el enunciado del problema es necesario
probar que G\ (H;UH>) # () siempre que H; y H, sean subgrupos propios
de G.
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DEMOSTRACION DE LA NOTA. Si H; U Hs no es subgrupo, el resultado
es claro. Si H; U Hy es un subgrupo de G, entonces se puede probar
que Hy C Hy, o Hy C Hy. En efecto, si suponemos que x € Hy \ H; e
y € Hi\ Hy, y tomamos z = xy € Hy U H, (por ser Hy U Hy un subgrupo),
llegamos a que, si z € Hy, entonces x = zy~ ' € H; (lo que no puede
ser), y si z € Hy entonces y = 2 'z € Hy (lo que tampoco puede ser).
Por tanto, si H; U Hy es un subgrupo de G entonces Hy U Hy = H; o
H, U Hy = Hy y como ambos son subgrupos propios de G se tiene que
Hy, U Hy también es un subgrupo propio de G. Luego H; U Hy # G.

RESOLUCION DEL PROBLEMA.

Lema. Siec Hy H=H!':={z7!:2 € H} es un subconjunto de
G, con H # G, entonces el producto de G no es una operacion cerrada
sobre G\ H.

Demostracién del Lema. Sea x € G\ H. Entonces 27! € G\ H (pues en
otro caso tendriamos que z = (z7)~! € H). Ahora bien, e = z-27! € H.
Corolario. Si Hy, H, < G son dos subgrupos propios del grupo G en-
tonces el producto de G no define una operacién cerrada sobre G\ (H; U
H,) ni sobre G\ (H; N Hy).

Demostracién del Corolario. Basta aplicar el Lema a H=H; UHy y
a H=H;NH,.

Solucién enviada por J. M. Almira y J. A. Cid

E. U. P. de Linares, Jaén
También resuelto por J. Lépez (estudiante) y el proponente

PROBLEMA 32

Los puntos raices de la ecuacién de coeficientes enteros
2432 — 8102° + 108022 — ‘z +=o0

son cuatro vértices de un pentagono regular. Calcular las coordenadas
del quinto vértice.

NoTta. Aunque cayeron unas manchas de tinta, el problema puede re-
solverse sin necesidad de recuperar los coeficientes ocultos.

Propuesto por Jaime Vinuesa Tejedor
Universidad de Cantabria, Santander
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SOLUCION

Llamenos a al vértice que completa el pentagono, ¢ a su centro y r a
su radio. Haciendo una traslacién al centro del pentagono, sus vértices
deben cumplir la ecuacién

(z—c)’=r"s(z-0c)° -1 =0 243(2—¢)° —243r° =0

pero la misma ecuacion puede obtenerse anadiendo la raiz a a la ecuacién
dada, es decir

(z —a) (2432" — 8102° + 10802* — ....) =0

como los coeficientes de 2° coinciden, también han de ser iguales los
restantes. Asi, igualando los coeficientes de z* y 23, resulta el sistema

15¢ = 3a + 10,
9¢% = 3a + 4.

Este sistema tiene dos soluciones (c,a) = (1,3) y (c,a) = (2,0). En
ambos casos r = |c —a| = 2.

Para comprobar cudl es la soluciéon pedida y recuperar los coefi-
cientes borrados, basta desarrollar la ecuacion de coeficientes enteros

243 (z — ¢)° — 243 (%)5 = 0 para cada valor de c y separar la raiz a corres-
pondiente.
Para la pareja (c,a) = (1, %), tras separar la raiz a, resulta la ecuacién

de cuarto grado 2432* — 81023 + 108022 — 630z + 165 = 0. Esta solucién
es valida ya que coinciden los tres coeficientes conocidos, el signo del
término de primer grado y la cifra final del término independiente.

Para la segunda solucién (c,a) = (%,0), queda 243z* —81023+10802% —
720z +240 = 0, que no es valida por no coincidir la cifra final del término
independiente que es 5 para la ecuaciéon dada y 0 para la obtenida.

Por tanto, las coordenadas del vértice pedidas son (%, 0) y girando
72° con centro en ¢ = 1 podemos ir obteniendo las de los restantes
vértices.

Solucion enviada por Cristébal Sdnchez Rubio

LLE.S. Penyagolosa, Castellén

También resuelto por J. Lopez (estudiante), J. Mir, A. Ramos, M. J. Villar, G. R. A.
Math Problems Group y el proponente



