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LA COLUMNA DE MATEMATICA COMPUTACIONAL
Seccién a cargo de

Tomas Recio

El objetivo de esta columna es presentar de manera sucinta, en
cada uno de los nimeros de LA GACETA, alguna cuestidn matemdtica
en la que los cdlculos, en un sentido muy amplio, tengan un papel
destacado. Para cumplir este objetivo el editor de la columna (sin
otros meéritos que su interés y sin 0otros recursos que Su mejor vo-
luntad) quisiera contar con la colaboracion de los lectores, a los que
anima a remitirle (a la direccion que se indica al pie de pa’gz’nal) los
trabajos y sugerencias que consideren oportunos.

EN ESTE NUMERO . ..

. presentamos un articulo que es singular por muchas razones. Por un la-
do, por la procedencia y caracteristicas variadas de sus autores (profesores de
Matematica Aplicada de las Universidades de Sevilla y Politécnica de Madrid,
de Computacién de Queen’s y McGill University, una concertista de piano de la
Real Escuela Profesional de Danza de Madrid), incluyendo, entre ellos, la figu-
ra —senera en Geometria Discreta y Algoritmica— de Godfried Toussaint, que
ha desarrollado, desde hace varios anos, una estrecha relacién con la pujante
escuela espanola de Geometria Computacional. Por otra lado, por la temaética
elegida, el ritmo flamenco, a cuyo andlisis se quiere contribuir (y permitaseme
subrayar este término: contribucién) aqui aportando determinadas herramien-
tas matematicas.

Quisiera, como editor de esta Seccién de LA GACETA, dar las gracias a los
autores por su original contribucién y, también, a los recensores (cuyo nombre,
desgraciadamente, no puedo revelar), que han desarrollado una labor critica
y constructiva extraordinaria, en un tema tan alejado, aparentemente, de los
conocimientos de la mayoria de los matematicos de mi personal base de datos.

Unos y otros me permiten constatar con orgullo que en Espana, hoy, es
posible encontrar matematicos de primer nivel que son capaces de aportar
comentarios autorizados sobre temas tan singulares e interesantes como este.

Tomés Recio. Departamento de Mateméticas. Facultad de Ciencias.
Universidad de Cantabria. 39071 Santander. recio@matesco.unican.es
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Similaridad y evolucion en la ritmica del flamenco: una
incursion de la matematica computacional

por

José-Miguel Diaz-Banez, Giovanna Farigu,
Francisco Gémez, David Rappaport y Godfried T. Toussaint

1. INTRODUCCION

La Teorfa de la Misica y las Matematicas se han encontrado en multitud
de ocasiones a lo largo del desarrollo de ambas y, més recientemente en los
aspectos computacionales de ambos campos. No en vano existen revistas espe-
cializadas de esta area tales como Computers and the Humanities, Computing
in Musicology o Computers in Music Research. En este trabajo presentamos
una conexién entre conceptos y herramientas de tales dreas de investigacion
donde la geometria juega un papel importante. Como ejemplos de esta inte-
rrelacién de estos campos podemos citar los trabajos [33, 8, 29], entre otros.
El concepto de ritmo siempre ha sido de gran atractivo para los matematicos,
quizés porque una de las funciones basicas del ritmo es la de crear estructura
y, como tal, susceptible de estudio por las matematicas. Sin embargo, el con-
cepto de ritmo es rico y polisémico y sus usos y significados cambian mucho
con el contexto. Unas veces se confunde con velocidad, otras se asocia a metro
musical o compas, en ocasiones lo hallamos como sinénimo de regularidad en
la ejecucién musical. Dado que este trabajo versa sobre la ritmica del flamen-
co, y con el fin de ser precisos, vamos a concretar el significado del concepto
de ritmo.

Hay dos significados que podemos asignar a la palabra ritmo [30, 38, 39,
43]. En el primero, el concepto de ritmo se entiende contrapuesto a los con-
ceptos de altura de sonido (tanto en la melodia u horizontalmente como en
la armonia o verticalmente) y de timbre (color del sonido). Asi en este sen-
tido, podriamos hablar del ritmo en La Consagracion de la Primavera, de
Igor Stravinsky. En el segundo, mas especifico y restringido, ritmo se refiere
a un patrén de ataques?, producibles por cualquier medio actstico, los cuales
pueden estar o no sujetos a un metro o asociados a una velocidad particular
[38]. Con este sentido podriamos hablar del ritmo de las palmas en la soled
o igualmente del ritmo armoénico de un preludio para piano de Chopin (por
ejemplo, el preludio opus 28, n° 4).

En la tradicién musical de Europa occidental, metro musical o compas
estd muy intimamente relacionado con ritmo y, de hecho, es conceptualmente
anterior. Segun [38] de nuevo, la materia prima ritmica es concebida como un
flujo inacabable de pulsos igualmente espaciados y no acentuados. El metro

2Piénsese como el momento en que se produce la nota, sea cual sea su naturaleza.
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musical o compds, entonces, se define como la organizacion de esos pulsos por
medio de acentos distribuidos regularmente. La mayor parte de la musica tonal
occidental se caracteriza por la recurrencia regular de tales patrones.

Hay que destacar que en el vocabulario flamenco el término compas tiene
varios significados distintos del anteriormente definido. Normalmente, compéds
es una secuencia ritmica que incluye también elementos arménicos y formales
propios de cada estilo. Véase [19] para la definicién de términos musicales en el
flamenco. Con el fin de evitar confusiones, nosotros usaremos la palabra ritmo
en su sentido general, patrén ritmico para su sentido especifico y compas como
sinénimo de metro musical.

Muchos estilos musicales se caracterizan por la presencia de ciertos pa-
trones ritmicos que se repiten a lo largo de la pieza y que tienen muchas
funciones tales como ser estabilizadores ritmicos, marcar el fraseo (por ejem-
plo, en buena parte de la misica afrocubana), definir el cardcter (tenemos
un ejemplo en el tercer movimiento de la sonata para piano de Chopin, opus
35), definir el género (en la siciliana, la chacona, la tarantela y otras), etc.
Ejemplos de tales patrones ritmicos, llamados claves en la tradicion africana y
otras, abundan en estilos musicales tan dispares como el son cubano, el gahu de
Ghana o el fandango del flamenco. Muchas preguntas surgen en torno a estos
patrones ritmicos que funcionan como elementos estructurantes (de ahi, como
sefialamos, su atractivo matemadtico): jqué caracteristicas tienen esos patrones
ritmicos para determinar ciertos estilos musicales?, ;qué similaridad podemos
encontrar entre esos patrones ritmicos? Entonces una pregunta previa: {qué
medida de similaridad podemos definir entre patrones ritmicos? ;Puede ser
una medida en el sentido matematico? Muchas de estas preguntas han encon-
trado respuestas en los trabajos de diversos autores. Para las claves binarias y
ternarias de géneros musicales pertenecientes a las tradiciones africanas, afro-
cubanas y brasilenas hay resultados en [45, 46]; para la musica flamenca se
puede consultar [13, 14]; para la preferencia ritmica y otros problemas, véase
8,9, 47, 48, 49].

Nosotros vamos a ocuparnos aqui de un tipo de musica que no soélo se ha
creado y desarrollado en Espana, sino que actualmente tiene un reconocimiento
e impacto internacional desde el punto de vista académico y cultural que se
le habia negado injustamente a lo largo de la historia. La investigacion del
flamenco empieza a finales del siglo XIX con los estudios de Machado y Alvarez
Demdfilo [32], que representan un intento de conocimiento y reconocimiento del
flamenco que tuvo un eco relativo, pues el flamenco no se consideraba objeto
de estudio cientifico. En las primeras décadas del siglo XX, aparecen una serie
de autores (Blas Infante, Cansino Assens y otros), que intentan de nuevo un
estudio serio del flamenco. El trabajo de estos autores tuvo continuacién en
la obra de los autores de la década de los 60 y posteriores [6, 21, 34, 42]. Las
obras de este periodo son meritorias y aportan un trabajo basico: se recogen
letras y musicas, se transcriben partituras, se hace inventario de intérpretes, se
formulan interpretaciones historicas del origen y la evolucion del flamenco, etc.
Sin embargo, como senala la flamencéloga Cristina Cruces [12] “pecaron de
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una retérica pseudo-cultista y de un cierto esencialismo”. En efecto, muchos de
esos estudios no resultan demasiado rigurosos a la luz de los actuales métodos
de investigacién, mucho mas interdisciplinares y objetivos. Véase [10] para un
acercamiento al problema de la bibliografia en el flamenco. Es a partir de los
anos 80 cuando se empiezan a publicar estudios mas rigurosos sobre el flamenco
(por citar unos pocos, y sin dnimo de ser exhaustivos, y cinéndonos al aspecto
musical principalmente, se pueden ver [11, 12, 20, 26, 28, 31, 18, 19, 36, 40, 41,
44]). Queda atin mucho por hacer, pues “los trabajos musicolégicos sobre el
flamenco, escasos y dispersos, presentan todavia un caracter inacabado sobre
el que conviene una reflexién urgente” [12].

La idea de este estudio consiste en construir un analisis que refleje ciertas
relaciones entre los estilos flamencos. Indudablemente, hay muchos aspectos en
que dichas relaciones podian basarse, dada la riqueza estilistica del flamenco.
Nosotros nos hemos centrado en el ritmo porque, entre los muchos factores
musicales que constituyen el flamenco, sin duda, es de los més sobresalientes.
Una manera sencilla de llevar a cabo este analisis seria la de desnudar la musica
flamenca de letra, armonia y melodia y dejar sélo el ritmo (en su sentido gene-
ral) como tnico elemento. Esta simplificacién no se basa sélo en la sencillez de
analisis, sino que también es consecuencia de las dificultades para formalizar la
armonia y sobre todo la melodia. Ademas, es 16gico pensar en el ritmo a la hora
de simplificar el estilo por el papel de estabilizadores ritmicos que desempenan
los patrones ritmicos en los distintos cantes flamencos. Apoyandonos en esta
idea, hemos realizado un estudio de los patrones ritmicos ternarios de palmas
del flamenco. Este estudio estd inspirado en el analisis filogenético que se usa
habitualmente en Biologia. Ese analisis requiere la existencia de una distancia,
que estd definida sobre el material genético. Normalmente, la distancia consiste
en medir cuan diferentes son dos materiales genéticos dados. La distancia da
lugar a su vez a una matriz de distancias. A partir de ésta, y gracias a técnicas
de Bioinformadtica [15, 27|, se reconstruye un drbol que refleja las relaciones
evolutivas entre especies. Nosotros sustituiremos el cédigo genético por ritmos
y, en primer lugar, definiremos una distancia entre patrones ritmicos. Existen
varias distancias que se pueden usar para medir cuan lejos se encuentran dos
patrones ritmicos. En otros contextos, en Fonética [22, 23] o Musica [25, 50]
por nombrar dos, aparecen varios ejemplos. Nosotros hemos usado dos distan-
cias, la cronoténica y la de permutacién dirigida, que captan adecuadamente
la idea de lejania entre patrones ritmicos. Por ultimo, aplicando las herramien-
tas adecuadas obtenemos el arbol filogenético para los patrones ritmicos del
flamenco. En [13] y [14] se puede consultar una versién mas técnica que la aqui
se expone.

Uno de los objetivos de este trabajo es, por una parte, proporcionar al mu-
sicologo flamenco herramientas de andlisis, en este caso, del ritmo; y por otro,
a partir de las conclusiones que surjan, sugerirle ideas sobre cuestiones musi-
coldgicas tan actuales como el estudio sobre las relaciones entre los diferentes
estilos, origen y procedencia de los estilos, contraste los existentes arboles
genealégicos del cante flamenco, determinacién de posibles propiedades de
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preferencia de estilos, busqueda de posibles estilos ancestrales, influencias de
musicas externas a Andalucia, etc.

2. ALGUNAS NOCIONES SOBRE LOS RITMOS FLAMENCOS

Si existe una clara sena de identidad del flamenco con respecto a otras
musicas, ésta es la ejecucion de los ritmos con palmas, donde el patrén ritmico
subyacente se manifiesta a través de palmas acentuadas. El género flamen-
co tiene unas caracteristicas estilisticas, entre las que resaltan los patrones
ritmicos de palmas. El flamenco usa predominantemente compases ternarios
de 12/8, esto es, compases de 12 pulsos agrupados en grupos de tres. En
principio, se tocan las 12 palmas que marca el compés de 12/8 y el patrén
ritmico emerge acentuando unas cuantas. En el fandango, por ejemplo, se da
un acento (palmada fuerte) seguido de dos silencios (palmada débil) cuatro
veces seguidas. Puede verse aqui, a la luz de las definiciones dadas en la intro-
duccién, la intima relacién que hay en la musica flamenca entre patrén ritmico
(ritmo en su sentido restringido) y compés. De hecho, es habitual en el mun-
do flamenco hablar de “compéas” en lugar de patrén ritmico. Ademés de este
patron, que podemos llamar peridédico, existen otros aperiddicos, llamados de
amalgama. Estos patrones ritmicos se pueden pensar como una combinacién
de un compéds de 3/4 (compuesto por dos acentos fuertes con dos acentos
débiles intercalados) y un compés de 6/8 (compuesto por tres acentos fuertes
con un acento débil intercalado). Claro es entonces que el juego ritmico reside
en la distribucién de los acentos y buena parte del atractivo del flamenco des-
cansa en esa distribuciéon. Patrones ritmicos de amalgama son los utilizados
en las soleares, las bulerias, las alegrias, las sequiriyas o las guajiras. Manuales
didacticos recientes donde pueden consultarse una clasificacion de los estilos
flamencos en base al patrén ritmico de palmas son [19, 20] y [36].

Existen estilos flamencos que usan compases binarios de 2/4 o 4/4 (pal-
madas fuertes cada dos o cada cuatro tiempos). Estos incluyen el tango fla-
menco y sus variantes, tales como la rumba y otros. Todos esos estilos binarios
del flamenco usan un mismo patrén ritmico, a saber, [1 2 3 4] donde los acen-
tos aparecen en letra negrita [20]. Aqui se hace un andlisis comparativo sélo
sobre los ritmos en compés ternario (véase la figura 1). Los patrones ritmicos
ternarios tienen més variedad y riqueza que los binarios. Ademas, estamos in-
teresados en la filogenia de estos estilos y es l6gico estudiar los ternarios solos.
Por dltimo, hay autores [37] que llegan a afirmar que los patrones binarios
proceden todos de Hispanoamérica y, por tanto, no podrian ofrecer informa-
cién sobre la evolucion de los estilos flamencos anteriores a su incorporacién.

A continuacion detallamos los patrones ritmicos ternarios del flamenco y
alguna de sus posibles notaciones o representaciones. La notaciéon que habitual-
mente se usa en la didactica del flamenco es numérica, resaltando los lugares
donde se produce un acento (véase la figura 2). Cada patrén ritmico ha sido
etiquetado por un estilo de cante que lo usa. Esto no significa ni mucho menos
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Fandango (@] [ [e] | [e] [ [e] [ |
Solea [ | [of [ [o] [o] |o] |o]
Buleria || [o] [ | [e[e] [o] [e]
Seguiriya (@] [o] [o] | [e] [ [o] ]
Guajira (o] [ [o] | |o] [e] [e] ]

Figura 1: Cinco patrones ritmicos ternarios en compés de 12/8.

1234567891011 12] — fandango
[123456789101112] — soled
[123456789101112] — buleria
1234567891011 12] — sequiriya
1234567891011 12] — guajira

Figura 2: Notacién de los patrones ritmicos ternarios del flamenco.

n 0 4 n 0 4 2
10 2 10 2
8 4 8 4

7 g 5 U

Solea Buleria
1 0
11 0 il 11 0 1 l:
10 2 10 2
9 3 9 3
8 4 8 4
7 6 5 7 6 5
Seguiriya Guajira

Figura 3: Los cuatro compases aperiddicos ternarios del flamenco.
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que cada patrén ritmico sea exclusivo de ese cante. Por ejemplo, el patrén del
fandango es el de las sevillanas; el de la soled se usa también para las bulerias
o alegrias; el de la buleria para las bulerias por soled; el de la sequiriya para
las serranas o saetas; y, finalmente, el de la guajira para las peteneras.

La representacién numérica anterior no resulta util para contabilizar di-
ferencias ni visualizar ciertas propiedades geométricas en las que estamos in-
teresados. Proponemos aqui dos notaciones mas ilustrativas como aparecen
en las figuras 1 y 3. La figura 1 presenta la notaciéon binaria donde los espa-
cios negros-blancos se identifican con unos-ceros. En la representacion como
poligonos convexos de la figura 3, el “0” marca la posicién en el tiempo en la
cual comienza el patrén ritmico y los vértices indican dénde estan los acentos.
Existen otras notaciones como la cronotdnica [23], la de histogramas [23] o la
ardbica [51] (por sectores).

3. MEDIDAS DE SIMILARIDAD RITMICA

Como advertimos en la introduccién, para construir arboles filogenéticos
es necesario contar con una distancia que mida la similaridad ritmica. La
distancia deberia comportarse de modo que cuanto mayor sea la distancia
entre los patrones ritmicos, menor sea la similaridad ritmica. Existen ya en la
bibliografia varias distancias definidas entre patrones ritmicos. De hecho, este
problema esta relacionado con problemas de aproximacion de patrones en la
teorfa de reconocimiento de formas [16]. Nosotros usaremos dos distancias que
han demostrado funcionar bien en otros estudios sobre el ritmo: la distancia
de cronoténica y la distancia de permutacién dirigida. La idoneidad de una
distancia u otra para el estudio de ritmos es un tema actual de investigacién
(en [48] se puede consultar un gran nimero de referencias sobre esta cuestion).

3.1 LA DISTANCIA CRONOTONICA

La idea de Gustafson (propuesta por primera vez en 1983) se explica mejor
con un ejemplo. Consideremos el ritmo de la seguiriya, dado por

1234567891011 12].

En esta representacion, las duraciones relativas de los intervalos de tiempo no
se pueden observar facilmente. En una visualizacién de ritmos via histogramas
los sucesos importantes, tales como el comienzo, el final y el ataque de las no-
tas, se dibujan a lo largo del eje y [23], lo que da como resultado el espectro de
intervalos adyacentes del ritmo. En dicha representacion la longitud relativa
de los intervalos es claramente visible, pero se pierde la informacién temporal
a lo largo del eje x. Para obtener una representacion gréafica que posea las
ventajas de ambos métodos, Gustafson usa el tiempo en ambas dimensiones.
El resultado de esa unién se ilustra en la figura 4, que muestra los cinco pa-
trones ritmicos del flamenco en notacién cronoténica. Cada elemento temporal
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entre sucesos (intervalos) es ahora una caja y ambos ejes = e y representan
la longitud temporal del intervalo. Gustafson se refiere a esta representacion
como elementos temporales representados por cuadrados, o méas brevemente
TEDAS (Temporal Elements Displayed As Squares, en las siglas inglesas).
Las uniones de los cuadrados representadas en la figura 4 se pueden ver como
funciones rectilineas monétonas del tiempo.

Fandango
01 23 45¢6 7 8 9101112
soes [N
01 23 456 7 8 9 101112
Buleria .--
01 23 456 7 8 9101112
——
01 23 456 7 8 9101112
cva |l I

01 23 4546 7 8 9101112

Figura 4: Representacién cronoténica de los cinco ritmos flamencos.

Dada la representacién cronoténica de dos ritmos, hay un gran nimero
de formas de medir la disimilaridad. En [48] la disimilaridad se mide por
el area que queda entre ambas funciones. Utilizaremos esa medida aqui y nos
referiremos a ella por el nombre dado en [48]. La matriz de distancias obtenida
con esa distancia se muestra en la figura 5.
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Matriz de Distancias Cronotdnicas

Solea | Buleria | Seguiriya| Guajira |Fandango
Solea 0 6 8 4 10
Buleria 0 12 8 14
Seguiriya 0 8 6
Guajira 0 6
Fandango
z 28 | 40 34 26 36

Figura 5: Matriz de la distancia cronoténica de los cinco ritmos.

3.2 LA DISTANCIA DE PERMUTACION DIRIGIDA

Dadas dos secuencias binarias, patrones ritmicos en nuestro caso, la dis-
tancia de Hamming [24] se define simplemente como el nimero de espacios
en los que no coincide el acento. De esta forma, si tenemos un patron ritmico
representado por un vector n-dimensional X = (x1,x9,... ,z,) donde xz; = 1
si el golpe es fuerte y x; = 0 si el golpe es débil, la distancia de Hamming entre
dos secuencias X e Y se define como:

n
dg(X,Y) =" @i —yi|

i=1

donde Y = (y1,y2,...,yn). Esta distancia se puede calcular ficilmente en
tiempo O(n), aunque no resulta interesante para nuestro objetivo, puesto que
puede modificarse sustancialmente un patrén ritmico y la distancia puede no
variar.

Con objeto de cubrir esa deficiencia de la distancia de Hamming, se han
propuesto muchas variaciones y generalizaciones. A modo de ejemplo, pro-
ponemos al lector la distancia de Hamming borrosa [4]. La distancia de Ham-
ming borrosa entre dos secuencias binarias n-dimensionales contempla despla-
zamientos, inserciones y borrados y se puede calcular usando programacién
dindmica en tiempo O(n?).

Sin embargo, hablaremos aqui de una distancia de similaridad que lle-
va consigo un concepto muy simple, la permutacién. Una permutacién es un
intercambio de un ‘uno’ y un ‘cero’ que son adyacentes en una cadena bi-
naria. Intercambiar la posicién de elementos en cadenas de nimeros es una
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operacién fundamental en los algoritmos de ordenacién [5]. Sin embargo, en la
bibliografia de ordenacién, una permutacion puede ser un intercambio entre
elementos no adyacentes. Cuando se requiere que los elementos sean adya-
centes, la permutacién se llama mini-permutacién o permutacién primitiva [2].
Aqui llamaremos simplemente permutacién al intercambio de dos elementos
adyacentes.

La distancia de permutacion entre dos patrones ritmicos se define como el
minimo nimero de permutaciones que se necesitan para convertir un patrén
ritmico en otro. Por ejemplo, el patrén X = [10101101010 1] puede
convertirse en el patrén ¥ =[10110110101 0] con un minimo de cu-
atro permutaciones, a saber, intercambiando la tercera, la quinta, la sexta
y la séptima posicién con los correspondientes silencios que van detras de
ellos. La distancia de permutacién se puede ver como una versién simplificada
de la distancia de Hamming borrosa de [4] que resulta cuando sélo se con-
sideran desplazamientos cuyo coste es la longitud de dicho desplazamiento.
Esta medida parece més apropiada para un analisis de similaridad entre vec-
tores binarios que la distancia de Hamming o la distancia euclidea [48]. Desde
el punto de vista musical es razonable usar esta distancia. El oido humano
considera como préoximos dos patrones ritmicos si el nimero de cambios en-
tre acentos es pequeno y si tales cambios ocurren entre acentos adyacentes.
Ademas, es interesante observar que, el compdas buleria resulta precisamente
de la permutacién de un uno y un cero en el compas soled. Un ejemplo de esta
distancia aplicada a patrones ritmicos del flamenco se ilustra en la figura 6.
Ciertos autores [20, 36] sugieren que ésa es la evolucién natural entre ambos
patrones ritmicos.

Seguiriya |

Fandango |

Figura 6: Distancia de permutacion entre seguiriya y guajira:
dp(seguir, guaj) = 4.
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3.3 COMPUTACION EFICIENTE DE LA DISTANCIA DE PERMUTACION

Claramente, la distancia de permutacion puede obtenerse calculandose to-
das las permutaciones posibles. Si un patrén ritmico X = (z1,x9, ... ,2,) tiene
unos en las primeras n/2 posiciones y cero en el resto e Y = (y1,%2,... ,Yn)
tiene unos en las n/2 ultimas posiciones y cero en el resto, entonces se re-
queririan al menos un numero cuadratico de permutaciones para obtener la
distancia. Sin embargo, este método bésico seria muy costoso para vectores
n-dimensionales si n es un valor grande.

Un algoritmo mucho mas eficiente puede obtenerse si comparamos las
distancias de las notas al origen. Lo describimos aqui brevemente. Primero
hacemos un barrido de la sucesién binaria y almacenamos un vector con la in-
formacion del lugar que ocupa cada acento. Por ejemplo, si consideramos X =
101011010101 eY =[101101101010], entonces almacena-
mos U = (u1,ug,...,u7r) = (1,3,5,6,8,10,12) para X y V = (v1,v2,...,v7) =
(1,3,4,6,7,9,11) para Y, respectivamente. De esta forma, la diferencia entre
u; y v; es el nimero minimo de permutaciones que tienen que realizarse para
alinear ambos acentos. Por tanto, en general, la distancia de permutacion entre
dos conjuntos de U y V con k notas estd dado por:

k
dp(U,V) = |ui — vy
=1

Calcular U y V' a partir de X e Y se puede hacer en tiempo lineal con un
simple barrido. Por tanto, en tiempo O(n) podemos calcular dppri(U, V),
lo cual da como consecuencia una gran ganancia sobre el uso del algoritmo
béasico que considera todas las posibles permutaciones o bien el método de
programacion dinamica utilizado en el cémputo de la distancia de Hamming
borrosa.

El lector se debe estar preguntando a qué viene toda esta discusiéon sobre
la reduccién de la complejidad de O(n?) a O(n) cuando en el caso de los ritmos
flamencos tenemos n = 12 y la cota cuadratica es computacionalmente acep-
table. La razon es que la diferencia de la complejidad resulta crucial cuando
estas distancias se pretenden usar en aplicaciones de recuperacién de la infor-
macién musical, donde hay que extraer piezas enteras de una base de datos en
la que n puede ser muy grande.

3.4 LA DISTANCIA DE PERMUTACION DIRIGIDA

La distancia de permutacion dirigida es una generalizaciéon de la distan-
cia de permutacion, pensada para tratar la comparacién de patrones que no
tienen el mismo nimero de acentos (unos). Por ejemplo, el fandango, tiene
cuatro acentos en lugar de cinco y, por tanto, esta generalizacién se hace
necesaria. A continuacién definimos formalmente esta distancia. Sean X e Y
dos sucesiones binarias de longitud n que representan dos patrones. Se puede
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suponer, sin pérdida de generalidad, que X tiene mas unos que Y. La distan-
cia de permutacién dirigida es el minimo nimero de permutaciones necesarias
para convertir X en Y bajo las siguientes condiciones:

1. Cada “1” de X tiene que moverse a una posiciéon “1” de Y.
2. Todas las posiciones “1” de Y tienen que recibir al menos un “1” de X.

3. Ningtin “1” puede viajar a través de la frontera entre la posicién cero y
la n-ésima.

Un ejemplo de esta distancia se ilustra en la figura 7.

Seguiriya [®] |

Fandango (@] | [e] | [e] [ [e] | |

Figura 7: Distancia de permutacién dirigida entre seguiriya y fandango.
dpp(seguir, fand) = 4.

La busqueda de algoritmos eficientes de computacién para la distancia de
permutacion dirigida se encuentra actualmente bajo investigacién. En el caso
que nos ocupa, se pueden realizar los calculos a mano y se obtiene la matriz
de distancias en la figura 8.

4. ARBOLES FILOGENETICOS

Con objeto de estudiar las posibles relaciones genealdgicas entre los distin-
tos patrones ritmicos, utilizaremos una técnica comin en andlisis filogenético
que nos ayudard a analizar y visualizar el conjunto de datos obtenidos en la
matriz de distancias. Esta técnica de andlisis de datos se basa en la generacién
de los llamados drboles filogenéticos. Concretamente aqui hablaremos de la
técnica llamada SplitsTree propuesta en [15, 27].

La técnica estd basada en un proceso iterativo de divisién y que da como
resultado una inmersién de un grafo plano con la propiedad de que la distancia
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Matriz de Distancias de Permutacion Dirigida

Sole4 | Buleria | Seguiriya | Guajira |Fandango
Solea 0 1 11 7 7
Buleria 0 12 8 8
Seguiriya 0 4 4
Guajira 0 2
Fandango
z 26 | 29 31 21 21

Figura 8: La matriz de la distancia de permutacién dirigida para los cinco
patrones ritmicos.

en el dibujo entre dos nodos refleja, tanto como es posible, la verdadera distan-
cia entre los dos patrones ritmicos correspondientes en la matriz de distancias.
Este método tiene ademads la buena propiedad de que produce un grafo y no
un arbol cuando la estructura de proximidad subyacente no es intrinsecamente
de tipo arbol. De hecho, si la estructura de arbol no coincide con los datos
perfectamente, se introducen nuevos nodos con objeto de obtener un mejor
ajuste. Pueden visualizarse estos nodos sin etiquetas en la figura 9 y la figu-
ra 10, que han sido calculados para la matriz de distancias de permutacién
dirigida y distancia cronoténica respectivamente.

La interpretacion del grafo obtenido es la siguiente. La suma de las longi-
tudes de las aristas del camino mas corto entre un patron y otro es proporcional
a la distancia real entre ellos. Los nuevos nodos incorporados (aparecen sin eti-
queta) sugieren la existencia de patrones ritmicos “ancestrales” de donde los
actuales podrian haber evolucionado. Las aristas se pueden dividir para formar
paralelogramos, como se ve en el centro de la figura 9. Los tamanos relativos de
estos paralelogramos son proporcionales a su indice de aislamiento, que indica
cuan significativas son las relaciones de agrupamiento en la matriz de distan-
cias. La herramienta SplitsTree también calcula el indice de descomposicion,
una medida de la bondad del ajuste del grafo entero. El ajuste se obtiene divi-
diendo la suma de todas las distancias aproximadas en el grafo por la suma de
todas las distancias originales en la matriz de distancias. Este indice se mues-
tra en la esquina superior izquierda de la figura del SplitsTree. En este caso
obtenemos un sorprendente ajuste del 100%. Los detalles de la construccién
del grafo pueden consultarse en [15].
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A continuacidn, se describen los resultados obtenidos en el grafo SplitsTree
para las dos distancias. El grafo de la distancia cronotdnica sugiere un agru-
pamiento en tres grupos. Uno esta formado por el fandango y la sequiriya; el
segundo, por la soled y buleria; y el tercero, en solitario estd la guajira. El
compas buleria es el mas “alejado” de todos con una suma de distancias igual
a 40. En cambio, la guajira es el més similar a los demés con una suma igual
a 26. Aparecen cuatro nodos sin etiquetas, esto es, de los que no corresponden
a ninguno de los patrones ritmicos dados.

El agrupamiento en el grafo de la distancia de permutacion dirigida es
ligeramente distinto al de la cronoténica. Un primer grupo lo componen soled
y buleria, otro central, guajira y fandango, mientras que sequiriya permanece
en un tercer y solitario grupo. Los patrones ritmicos mas similares a los otros
son la guagira y el fandango, que empatan a 21. Es por esto que aparecen en
el ‘centro’ del grafo. Aparecen dos nodos sin etiqueta, cerca de la guajira y
el fandango. También es de destacar que sequiriya y buleria se encuentran en
los extremos del grafo y son los patrones mas ‘alejados’ de los demaés, con un
total igual a 31 y 29, respectivamente.

Ajuste = 100.0% Buleria

Fandango
Guajira

Seguiriya

Figura 9: El SplitsTree con la distancia de permutacion dirigida.
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Ajuste = 100.0% e

Solea

Guajira

Seguiriya

Fandango

Figura 10: El SplitsTree con la distancia cronotonica.

5. PROPIEDADES GEOMETRICAS DE PREFERENCIA

Una cuestién que suscita gran curiosidad entre los musicos es la de saber
por qué ciertos tipos de ritmos se prefieren a otros en ciertas tradiciones mu-
sicales. Por ejemplo, en la tradicién musical africana aparecen con mucha fre-
cuencia patrones ritmicos asimétricos y sincopados (con acentos fuera de los
pulsos). En un intento de caracterizar esas propiedades de preferencia des-
de un punto de vista geométrico se han introducido dos conceptos nuevos: la
astmetria ritmica y el indice de contratiempo. El primero, la asimetria ritmica,
descubierta en [1] y utilizada en [8], [9], es una buena medida de preferencia en
los ritmos de Africa Central, segiin se expone en [48]. El segundo, el indice de
contratiempo, ha probado ser una medida de preferencia muy razonable para
los ritmos del Africa del oeste subsahariana [49]. En la tabla de la figura 11
aparecen los datos de estas medidas para los patrones ritmicos del flamenco.

Se dice que un patréon ritmico tiene la propiedad de la asimetria ritmica
si no contiene dos conjuntos de notas que dividan al patrén (dibujado en un
circulo) en dos semicirculos. En la seccién 3, figura 3, aparecen las diagonales
divisorias que existen para los patrones ritmicos flamencos. (No aparece el
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fandango porque es totalmente simétrico). Es interesante observar que de los
cinco patrones, la buleria es el tnico que tiene la propiedad de la asimetria
ritmica. Un detalle interesante es que, a diferencia del resto de los patrones,
la buleria es el tnico que contiene intervalos de longitud 1, 2, 3, y 4. Los otros
patrones sélo tienen intervalos de longitud 2 y 3.

El indice de contratiempo de un patrén ritmico se define como el niimero
de notas que posee en las posiciones 1, 5, 7, y 11 [49]. Estas posiciones resultan
ser las no ocupadas si se consideran las posibles divisiones en espacios iguales
del compés de 12/8 usando los divisores de 12 (distintos de 1y 12). Aparte de
la tabla de mas abajo, en la figura 3 el indice de contratiempo de cada patron
ritmico se indica en la esquina superior derecha de cada figura. En nuestro
caso, se observa que la guajira es el tnico patrén de 5 acentos con un indice
de contratiempo igual a cero. La soled es, por otra parte, el estilo flamenco
con mayor indice de contratiempo.

Patrén ritmico | Asimetria ritmica | Contratiempo
Fandango No 0
Solea No 3
Buleria Si 2
Seguiriya No 1
Guajira No 0

Figura 11: Medidas geométricas de preferencia.

6. CONCLUSIONES

El objetivo principal del estudio aqui propuesto para comparar los pa-
trones ritmicos de la musica flamenca estaria cubierto si los investigadores
interesados en el origen y evolucién del flamenco desde un punto de vista
cientifico, hicieran uso de él y lo compaginaran con las herramientas propias
de sus respectivas areas de investigacién para obtener conclusiones acerca de
las teorias musicolégicas existentes y, de esta manera, fomentar debates con-
cernientes a la génesis y evolucion de los estilos flamencos. Somos conscientes
de que, a la vista del grafo o de la tabla de medidas de preferencia, pocas
conclusiones se pueden sacar si no se dispone de més informacién desde otro
punto de vista: musical, literario, antropolégico, sociolégico, etc. De modo que
lo que viene a continuacién no son sino preguntas y sugerencias, las cuales,
corresponde responder al musicélogo del flamenco.

En primer lugar, observamos el hecho de que la guajira aparezca practica-
mente en el centro de los patrones ritmicos ternarios indica su cercania o
similitud a los demaés estilos. ;Podria esto interpretarse como la huella de
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la influencia que han ejercido los otros estilos en dicho patrén ritmico? La
guagira, como es sabido, es un estilo flamenco de los llamados de ida y vuelta,
esto es, que fueron llevados a Sudamérica y, tras una remodelacion segin los
gustos de los musicos sudamericanos, fueron posteriormente incorporados a la
musica flamenca. §Estd probada musicalmente dicha influencia en los aspectos
ritmicos que aqui tratamos? ;Hasta qué punto? Remitimos al lector interesado
en mds informacién a los trabajos recientes [35, 17].

Teniendo en cuenta la ‘reciente’ incorporacién de la guajira, y fijandonos
en el arbol filogenético generado por la distancia de permutacién dirigida, cabe
pensar que el fandango es el més primitivo, dado que es el otro patrén ritmico
que se encuentra en el centro. ;jHay hechos musicolégicos que confirman esta
teoria, por otra parte, cada vez mas extendida dentro del mundo del flamenco?
Por ejemplo, en todas las provincias andaluzas se encuentra una modalidad
evolucionada del fandango. Nos estamos refiriendo a los estilos de malaguenas,
granainas o tarantas etc. Sin ir mas lejos, leemos, entre otros, en [20] que “el
fandango es la fuente de todos los patrones flamencos”.

Un nuevo aspecto que volveria a indicar la importancia genealdgica del
fandango es la reconstruccién de los patrones ritmicos ancestrales citados en
la construccién de los grafos con la herramienta SplitsTree y que alli apare-
cen sin etiqueta. Haciendo uso de la distancia de permutacion dirigida, se
puede obtener un hipotético patron ancestral que se encuentra justo en el
centro del arbol. Actualmente, es un problema abierto el diseno de algorit-
mos eficientes que reconstruyan los nodos ancestrales. En ocasiones, puede
hacerse el cédlculo a mano. Para el caso de patrones ritmicos flamencos con
la distancia de permutacién dirigida, la representacion ritmica obtenida es
[100100100110], que de hecho, se usa en el flamenco como terminacion
o coletilla para los fandangos de Huelva [31].

Por otra parte, si eliminamos la guajira de nuestro estudio, estilo que
hemos dicho parece ser posterior a los demas en el flamenco, el fandango y la
soled son los nodos que juegan un papel central en el anélisis filogenético (con
respecto a la distancia de permutacién dirigida). jSugeriria esto que ademads
del fandango aparece la soled como patrén ritmico primitivo? ;Se entenderia
entonces que, de estos patrones primitivos y, tras un proceso evolutivo, fueron
apareciendo los demas? Un hecho que respaldaria esta hipdtesis puede en-
contrarse en el reciente uso del patrén ritmico aqui llamado buleria, y que
proviene de la soled sin més que permutar un acento con un silencio. Por su
parte, ya existen teorias que indican que la seguiriya es un estilo incorporado
al flamenco a finales del siglo XIX y principios del XX [28].

Finalmente, aventuraremos algunas hipdtesis sobre las medidas de prefe-
rencia en el flamenco. Es conocida la inclinacién de los flamencos llamados
“puristas” por los estilos que usan el patron de la solea. ;Podria residir la
explicacién de este hecho en su alto indice de contratiempo? Por otro lado,
también es conocida la popularidad que goza la buleria entre el publico flamen-
co en general. ;Constituye la propiedad de la asimetria ritmica una posible
explicacién de ese hecho?
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