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EL DIABLO DE LOS NUMEROS
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Buscando puntos racionales en curvas elipticas:
Métodos explicitos

por

Alvaro Lozano Robledo

;Qué nimeros naturales son area de un tridngulo recto con lados racio-
nales? A estos nimeros se les llama nimeros congruentes. Por ejemplo,
el tridngulo asociado a la terna pitagérica (3,4,5) tiene drea 6. Sorpren-
dentemente, un nimero natural n es congruente si y solo si la ecuacién
y? = 23 — n?z tiene infinitas soluciones racionales. Esta ecuacién es un
ejemplo de curva eliptica. Del mismo modo, muchos otros problemas arit-
méticos y geométricos estan relacionados con curvas de este tipo. Por
desgracia, hasta la fecha no se ha encontrado un algoritmo capaz de en-
contrar todas los puntos racionales en curvas elipticas. En este articulo
presentamos algunos de los métodos parciales y resultados mas eficientes
en este campo.

1 INTRODUCCION

Desde la antigiiedad, las ecuaciones diofanticas han sido objeto de estu-
dio por numerosos matematicos y admiradas por su enganosa y cautivadora
simplicidad. La solucién de muchos problemas esté enterrada bajo la sutil arit-
mética de determinadas ecuaciones, del mismo modo que el problema de los
nimeros congruentes estd asociado! a la ecuacién y? = x3 — n?z. Por tanto,

1 . , . 2 2 2 . . .
Sea (a,b,c) una terna pitagérica, esto es a“ + b* = ¢, con n = %b Si definimos un

cambio de coordenadas = = (c/2)%, y = c- (b* — a?)/8, es facil ver que las nuevas variables
satisfacen la ecuacién mencionada en el texto. Nétese que = es un cuadrado perfecto.
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dada una ecuacion polinémica

flz1,29,...,2,) =0 (1)

con coeficientes enteros nos hacemos tres preguntas basicas. Primero, ; podemos
determinar si existen soluciones con coordenadas enteras (7Z) o racionales? (Q)?
En caso afirmativo jsomos capaces de encontrar alguna de las soluciones? y
finalmente, ;podemos garantizar que hemos encontrado todas las soluciones?
La primera de estas tres preguntas era el problema ntmero 10 de los que
Hilbert presenté a la comunidad matematica a comienzos del siglo XX. En
1970, Matiyasevich descubrié que no existe un algoritmo general que decida
si la ecuacién (1) tiene soluciones enteras (véase [Mat93]). Sin embargo, res-
tringiendo la pregunta a casos particulares, si que se han podido responder las
preguntas aqui planteadas. Los avances mas significativos se han obtenido en
ecuaciones con una o dos variables:

e Polinomios en una variable:
awX"+ X" '+ .. . +a,=0.

Este caso es sencillo. El siguiente criterio determina cémo buscar las
raices enteras o racionales de un polinomio: si £ € Q es una solucién

entonces a,, es divisible por p y ag es divisible por q.

e Fcuaciones lineales en dos variables:
aX +bY =d.

Es claro que una ecuacion de este tipo siempre tiene infinitas soluciones
racionales. El algoritmo de Fuclides determina si existen soluciones en
numeros enteros y, en caso positivo, produce todas las soluciones. En
particular, la ecuacién tiene soluciones si y sélo si d es divisible por el
maximo comun divisor de a y b.

e FEcuaciones cuadrdticas (conicas):
aX2+bXY + Y2 +dX +eY = f.

Este es otro problema clésico. El criterio de Legendre® determina si exis-
ten soluciones racionales. En caso positivo, los puntos racionales de una
cOnica se pueden encontrar usando una parametrizacién de la curva, que

2En general, podemos hacer las mismas preguntas sobre cuerpos de niimeros y sus corres-
pondientes anillos de enteros.

3Una cénica C tiene soluciones racionales si y sélo si C' tiene puntos p-adicos para todo
numero primo p, lo cual puede ser comprobado resolviendo un nimero finito de congruencias.
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puede ser obtenida mediante proyeccion estereogrdfica de la curva sobre
una recta. Las soluciones enteras son mucho mas dificiles de encontrar. El
problema es equivalente a encontrar una solucién a la ecuacion de Pell,
22 — Dy? = 1, o en otras palabras, encontrar una unidad fundamental
en los enteros algebraicos de extensiones cuadraticas de Q. Este tultimo
problema se puede resolver, por ejemplo, con la ayuda de las fracciones

continuas®.

e Fcuaciones cubicas:
aX?+bX2Y + e XY 4+ dY? 4+ eX?+ fXY +gY2+hX +jY +k=0

Tal ecuaciéon puede no tener soluciones racionales, un numero finito
de ellas, o una infinitud. Por desgracia, hasta la fecha, no se conoce
ningin procedimiento general para calcular las soluciones racionales de
una ecuacion de este tipo. En este articulo analizamos algunos de los
avances en este terreno e introducimos al lector en la teoria de curvas
elipticas.

e Fcuaciones de grado arbitrario. Sorprendentemente, dada una curva C':
f(z,y) =0, el género®, el cual es un invariante topolégico, condiciona de
manera profunda la aritmética de los puntos racionales de C'. De hecho,
Mordell conjeturd, y fue demostrado por Faltings en 1983, que si C' es
una curva de género mayor o igual que 2 entonces sélo hay un nuimero
finito de soluciones con coordenadas racionales, aunque carecemos de
un algoritmo para encontrarlas. Si la curva es de género 0, el problema
puede reducirse a resolver una conica. En el caso que C' sea de género
1 (una curva eliptica), existe un cambio de coordenadas que reduce el

problema a la resolucién de una ecuacién de tercer grado (Proposicién
2).

2 CURVAS ELIPTICAS

DEFINICION 1. Una curva eliptica definida sobre un cuerpo K es un esquema
proyectivo no singular de dimension 1 (una curva) y género 1, junto con un
punto definido sobre K, el origen O (o = zero).

4Existe una convergente w = x/y de la fraccién continua de v/D tal que (z,y) satisface
la ecuacién de Pell.

°El género de una curva algebraica C, proyectiva y no singular, se define como el niimero
entero g tal que para toda 1-forma diferencial w € Q¢ se cumple que el grado del divisor de
w es deg(div(w)) = 2g — 2, ver [Har77]. El género clasifica las curvas desde el punto de vista
topolégico. P*(C) y las cénicas son curvas de género 0, homeomérficas a una esfera (sobre
C). Las curvas elipticas son homeomérficas a un toro.
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Una vez establecida esta definicién formal, nos olvidamos de ella inmedia-
tamente. De aqui en adelante asumiremos una definiciéon mucho mas sencilla
(y equivalente): una curva eliptica E definida sobre K es una curva ciibica no
singular®:

f(X,Y,2) = aX®4+bX?%Y +cXY?+dY? (2)
+eX?Z 4+ fXYZ+gY2Z+hXZ?+jYZ?+kZ3 =0,

con coeficientes en K y con al menos un punto @ € E al cual llamamos
“origen”.

La ecuacién (2) estd dada en coordenadas proyectivas, es decir, la cur-
va esta definida por un polinomio homogéneo en sus variables. En general
deshomogeneizamos la ecuaciéon con un cambio de variables

X/Zv—zx, Y/Z—y
y obtenemos una curva plana

E: f(z,y) = az®+ by + cay’® + dy? (3)
tex? + foy + gy* + hr + jy +k=0.

Debemos tener precaucion y no olvidar que puede haber algunos puntos de
E en el “infinito”, es decir, aquellos puntos que en la ecuacién (2) tenian
coordenada Z = 0.

La siguiente proposicion es una considerable simplificacion:

PROPOSICION 2. Sea E una curva eliptica definida sobre K, un cuerpo de carac-
teristica distinta de 2 ¢ 3. Entonces existe un cambio de coordenadas racional
tal que E tiene una ecuacion de Weierstrass de la forma

v =234+ Az + B, A BeK, condA+27B>+£0.

El origen O tiene coordenadas (proyectivas) [0,1,0] y es el inico punto en el
“infinito”.

La existencia de tal cambio de coordenadas (para curvas de género 1 en
general, con un punto racional dado) es una consecuencia del teorema de
Riemann-Roch (véase [Sil86], Capitulo II1.3). En [SiT92], I. 3, se describe
un método explicito para encontrar las nuevas coordenadas.

SUna curva C: f(x,y,2) = 0 es singular en un punto P € C si y sélo si 9f/dx(P) =
f/0y(P) = df/0z(P) = 0. Una curva E : y*> = 2° + Az + B es no singular si y sélo si
4A% +27B?* # 0. La cantidad A = —16 - (4A® 4 27B?) es llamada el discriminante de E.
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3 LA ESTRUCTURA DE GRUPO

Sea E una curva eliptica definida sobre Q con ecuacién de Weierstrass
E:y*=2>4+Az+ B, A BeqQ.

Con un cambio de coordenadas (z,y) — (u~2z, v 3y) podemos encontrar
una curva equivalente tal que A, B € Z. En 1929 Siegel demostro el siguiente
resultado acerca de las soluciones enteras:

TrorEMA 3. Sea E/Q una curva eliptica de ecuacion y* = x3 + Az + B con
A, B € Z. Entonces E tiene sélo un nimero finito de soluciones con coorde-
nadas enteras.

El teorema de Siegel es una consecuencia de un conocido teorema de Roth
en la teoria de aproximacién diofantica. Desgraciadamente, la demostracién del
teorema de Siegel no ofrece un método efectivo para encontrar las soluciones de
E. Sin embargo, en [Bak90], Alan Baker ofrecié una demostracién alternativa
que produce una cota superior explicita, aunque poco util. En particular, si
(z,y) € Z? satisface y* = 23 + Az + B entonces

z ’ 6
max (|2, |y|) < exp((10° - max(|A4], |B|))'").

De ahora en adelante nos concentramos en encontrar los puntos de la curva
FE con coordenadas racionales. Introducimos la siguiente notacién para dicho
conjunto:

EQ) ={(z,y) € E| 2,y € Q}.

Uno de los aspectos mas notables de la teoria de curvas elipticas es que
el conjunto E(Q) puede ser dotado de una estructura de grupo de naturaleza
geométrica. La operacién de adicién se define del siguiente modo (ver figura
1): dados dos puntos P,Q € E(Q), sea £ = PQ la linea que pasa por Py @
(si P = @, entonces definimos £ como la recta tangente a E que pasa por P).
Como la curva E esta dada por una ecuacion de tercer grado, existe un unico
tercer punto de interseccién R en £ N E, que también estd definido sobre @,

LNEWQ)={P,Q,R}.

La suma de Py @, P+ @, es por definicién el segundo punto de interseccion
con F de la recta vertical que pasa por R.
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Figura 1: Adicién de puntos en curvas elipticas.

Es facil comprobar que la operacién de suma asi definida es conmutativa. El
origen O es el elemento zero, y para todo punto P € E(Q) existe un punto —P
tal que P+ (—P) = O, i.e. un inverso aditivo’. La adicién también satisface la
propiedad asociativa (un poco més tedioso de comprobar), y por tanto (E,+)
es un grupo abeliano.

La estructura de grupo nos proporciona un método para encontrar solu-
ciones racionales a partir de dos puntos racionales Py @) (cabe la posibilidad
de usar @ = P). En efecto, dados P, @ € E(Q) la adicién en la curva produce
un punto racional S = P 4 @, y podemos, en general, producir nuevos puntos
racionales a partir de P,Q y S.

EseMPLO 4. Sea E la curva definida por la ecuacion de Weierstrass y> = x3 —

25x. Hemos visto antes, que si E tiene una solucion cuya coordenada x es un
cuadrado perfecto e y # 0, entonces podemos afirmar que n =5 es un numero
congruente. Fdcilmente podemos encontrar un par de puntos racionales de la
curva, P = (=5,0) y Q@ = (—4,6). La suma de estos dos puntos produce una
nueva solucion P+ Q = (45,—300). Del mismo modo, los miltiplos de @ son
soluciones no triviales, por ejemplo 2Q) = (1681/144,—62279/1728). Ndtese
que ©(2Q) = (41/12)% es un cuadrado perfecto®, y en efecto, esta solucién nos
permite encontrar el tridngulo recto de lados (3/2, 20/3, 41/6) y drea 5.

Como hemos mencionado antes, E(Q) es un grupo abeliano (o conmutati-
vo). El siguiente paso en la clasificacién de estos grupos fue dado por Mordell
en 1922, que demostré el siguiente teorema:

"El inverso aditivo de P = (z,y) es la reflexién de dicho punto con respecto a la recta
y =0, esto es —P = (z, —y).

8Esto no es casualidad, si E tiene ecuacién y?> = z® — nz y P es un punto de orden
mayor que 2, entonces z(2P) = (z(P)? + n?)?/4y(P)>.
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TeoremA 5 (Mordell-Weil). E(Q) es un grupo abeliano generado por un ni-
mero finito de puntos racionales.

André Weil generalizé el teorema a todos los cuerpos de nimeros en su
tesis? en 1928. Dada la importancia de este teorema, el grupo E(Q) suele
ser llamado el grupo de Mordell-Weil. La demostracion tiene tres ingredientes
fundamentales: el teorema débil de Mordell-Weil (ver més adelante); el concep-
to de funcion de altura'® para grupos abelianos y el teorema de “descenso”,
el cual establece que un grupo abeliano A con una funcién de altura h, tal
que A/mA es finito (donde m es como en (ii) de la funcién de altura), es
finitamente generado.

TeoreMmA 6 (Mordell-Weil débil). E(Q)/mE(Q) es un grupo finito para to-
do m > 2.

Louis Mordell (1888-1972) y André Weil (1906-1998).

El teorema de Mordell-Weil, junto al teorema fundamental de clasifi-
cacion de grupos abelianos finitamente generados, implica que para toda curva
eliptica E//Q el grupo de puntos racionales tiene la siguiente forma:

E(Q) = E(@)torsién @ ZRE

9El teorema de Mordell-Weil es cierto para curvas elipticas definidas sobre: Q, cualquier
cuerpo de numeros K, cuerpos finitos Fg, cuerpos de funciones F(T') (siendo F cualquiera
de los cuerpos mencionados antes). Véase [Sil86], Capitulo VIII, pg. 189 para una prueba
detallada.

%Una funcién de altura de un grupo abeliano G es una funcién h: G — R tal que (i)
para cada @ € G existe una constante C1 = C1(G, Q) tal que para todo P € G h(P + Q) <
2h(P)+Ch; (ii) existe un entero m > 2 y una constante Ca = C2(G) tal que para todo P € G,
h(mP) > m2h(P)—Cs; (iii) para todo C5 € R el conjunto {P € G : h(P) < Cs} es finito. Por
ejemplo, si G = (Q, +) podemos definir una funcién de altura h(p/q) = log(max{|p|, |¢|}). Si
E es una curva eliptica, definimos H(P) = h(z(P)) donde P # O.
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donde F(Q)torsisn denota el conjunto de los puntos de torsion (o de orden
finito), y Rg, que depende de la curva F a estudiar, es un entero no negativo
que es llamado el rango de la curva eliptica.

El rango de E/Q es, en cierto sentido, un medidor de la complejidad
aritmética de dicha curva. Se desconoce si hay alguna cota superior para los
valores posibles de Rg. De hecho, es una conjetura que para todo n € N
existe una curva eliptica F definida sobre Q tal que Rg > n. Sin embargo,
hasta ahora sélo se ha demostrado la conjetura hasta n = 24 (en [Duj04]
se puede examinar una lista con los actuales records y ejemplos de curvas).
Este problema, encontrar curvas de alto rango, es ciertamente interesante por
su dificultad aritmética y computacional. Una de las piezas clave que nos
hace pensar que la conjetura del rango es cierta fue ofrecida por Shafarevich
y Tate, al demostrar que existen curvas elipticas definidas sobre cuerpos de

funciones F),(T") (con coeficientes en un cuerpo finito) con rango arbitrario
(véase [ShT67]).

EJEMPLO 7. 1. La curva eliptica E1/Q: y?> = 2346 tiene rango 0 y no tiene
ninguna solucion racional, esto es E1(Q) ~ 0.

2. Sea BEy/Q: y? = 23 + 1, entonces Fy(Q) ~ Z/6Z. El grupo de torsion
estd generado por el punto (2,3).

3. B3/Q: y? = 23 +109858299531561 satisface E3(Q) ~ Z/3Z.EPZ5 (véase
la web! del autor para una descripcion de los generadores del grupo).
4. Si definimos E4/Q:

y2+1951/1642y—3222367 /40344y = 23+3537/1642%—40302641/121032z,
entonces FE4(Q) ~ Z19.

4 PuNTOS DE TORSION

En esta seccion nos concentramos en los puntos de torsién de . Podemos
describir dichos puntos como el conjunto:

E(Q)torsion = {P € E(Q) | 9m € N tal que m - P = O}

EsEMPLO 8. La ecuacion E,: y?> = 23 —n’x tiene tres soluciones triviales, P =

(0,0),Q = (—n,0), R = (n,0), y es fdcil ver (geométricamente) que estos son
puntos de orden 2 (2P = 2Q = 2R = Q). De hecho:

En(@)torsién — {Oa Pa Qa R} = Z/QZ b Z/ZZ

Noétese que el teorema de Mordell-Weil implica que E(Q)torsion €S un grupo
abeliano finito. La pregunta es inmediata: ;qué grupos finitos surgen en este
contexto? Barry Mazur encontrd la respuesta:

Hhttp://www.colby.edu/personal/alozano
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Teorema 9 (Mazur, [Maz77],[Maz78]). Sea E/Q una curva eliptica. En-
tonces, el subgrupo de torsion E(Q)iorsion €S isomorfo exactamente a uno de
los siguientes grupos

Z/NZ con 1< N<10 6 N =12
7)2Z®7L/2NT 1< N <4

Ademds, existen familias infinitas de curvas elipticas con grupo de torsion
isomorfo a cada uno de los grupos de la lista!?.

El teorema de Mazur es, por supuesto, de gran interés dentro de la teoria
de curvas elipticas. Una consecuencia 1util es que si el orden de un punto
racional P € E(Q) es mayor que 12, entonces P es en verdad de orden in-
finito y por tanto la curva tiene infinitas soluciones racionales. Excepto este
criterio, desde el punto de vista computacional el teorema no ofrece ningin
método sistemdtico para determinar puntos de torsién. El siguiente resulta-
do fue demostrado independientemente por E. Lutz y T. Nagell, y ofrece un
algoritmo muy simple.

Teorema 10 (Nagell-Lutz, [Nag35], [Lut37]). Supongamos que E/Q es una
curva eliptica con ecuacion de Weierstrass:

v’ =23+ Az +B, ABeZ
Entonces todos los puntos de torsion P # O satisfacen:
1. Las coordenadas de P son nimeros enteros, es decir x(P),y(P) € Z.

2. Si el orden de P es mayor que 2, entonces 4A3 + 27B? es divisible por
y(P)?.

3. Si P es de orden 2, entonces y(P) =0 y 2(P)3 + Az(P) + B = 0.

Todas las curvas elipticas sobre QQ se pueden transformar en una curva
eliptica como la del teorema, por lo que el resultado es totalmente general.

EjeEMPLO 11. Sea p un nimero primo y definamos una curva F3 ,: y? = 23 +4p2.
Como 2 +p? = 0 no tiene soluciones racionales, Es3,, no tiene puntos de orden

2. Ademds, la lista de todos los cuadrados que dividen 4A3 + 27B? = 27p* es
corta, y nos proporcionan los posibles valores de y(P):

y = %1, +p, £p?, £3p, £3p?

FEs claro que (0,+p) € E3,, y con un minimo de esfuerzo uno puede demostrar
que estos son los unicos puntos de torsion en la curva. En concreto, el grupo
de torsion de Es3 ), es isomorfo a Z/37.

12Véase [Dujo4], y [Kub76] pg. 217, Tabla 3. El lector también puede encontrar ejemplos
de todos los grupos de torsién en la web del autor.
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DEFINICION 12. Sea E una curva eliptica definida sobre Q, E: y? = 23 4+ Az +
B, A, B € Q. Definimos A, el discriminante de F, como el mimero:

A= —16- (443 +27B?)

(compdrese con el Teorema 10).

5 CurvaAs ELIPTICAS SOBRE CUERPOS FINITOS

Sea E//Q una curva eliptica de ecuacién y? = 23+ Az + B con coeficientes
enteros, A, B € 7Z. Sea p un nimero primo. Si reducimos cada uno de los
coeficientes modulo p, obtenemos la ecuacién de una curva cibica E), definida
sobre el cuerpo finito F,, (esto es, el cuerpo que consta de p elementos, Z/pZ).
Recordemos que una de las propiedades de E es ser no singular en todo punto.
Sin embargo, esto no garantiza que E, no tenga singularidades sobre [F),.

DEFINICION 13. Decimos que una curva eliptica I tiene buena reduccion modulo

D st E es una curva no singular. Si E es singular en algun punto, entonces
deczmos que E tiene mala reduccion en p y diferenciamos dos casos:

1. Si Ep: y? = (v —a)?(x—B) mod p, donde o, € F, ya# 3= mod p
entonces decimos que E tiene reduccion multiplicativa (o semiestable);

2. Sia= [ mod p entonces E tiene reduccion aditiva (o inestable).

Por lo tanto, para aquellos niimeros primos tales que E tiene buena re-
duccién, E, es una curva eliptica definida sobre [F),. Por supuesto, el estudio
de curvas sobre cuerpos finitos es mucho mas sencillo. Por ejemplo, es facil
encontrar todas las soluciones pues sélo hay p? puntos en el plano.

Dada una curva E/Q s6lo un nimero finito de primos tienen mala reduc-
cién y estos son féciles de encontrar.

PROPOSICION 14. Sea E una curva eliptica y sea A su discriminante. Un nimero
primo p es de mala reduccion si y solo si A es divisible por p.

Las curvas definidas sobre cuerpos finitos han sido estudiadas en profun-
didad'® pues la informacién local (cuerpos finitos [F,, cuerpos locales Q) de
una curva proporciona informacion fundamental sobre la curva definida sobre
cuerpos globales (Q, cuerpos de nimeros). Supongamos que E es una curva
eliptica definida sobre un cuerpo finito F,, donde ¢ = p" denota el nimero
de elementos (p € Z es un primo). El siguiente teorema nos proporciona una

1 ,os . . . . . .

3Las curvas elipticas definidas sobre cuerpos finitos tienen aplicaciones computacionales
de gran interés, como la construccién de sistemas de encriptacion, algoritmos de factorizacion
o tests de primalidad.
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cota de Iy, el nimero de soluciones de E sobre dicho cuerpo. El resultado fue
conjeturado por Emil Artin (en su tesis) y demostrado por Helmut Hasse en
la decada de 1930.

TeorEMA 15 (Hasse). ¢+ 1—-2,/g< Ny <q+1+2,/7.

Helmut Hasse (1898-1979)

Las conexiones entre los niimeros IV, y el grupo global F(Q) son numerosas
y de gran interés. La relaciéon mas sorprendente es la que constituye la conocida
conjetura de Birch y Swinnerton-Dyer que relaciona el crecimiento de NN, (al
cambiar p) con el rango de la curva eliptica sobre Q (ver seccién 6.2).

En la proposicién siguiente detallamos otra interesante conexién. Usamos
la siguiente notacion: dado un grupo abeliano G, el subgrupo de puntos de
torsién de orden m es denotado por G[m].

PROPOSICION 16. Supongamos que E/Q es una curva eliptica, sea p primo y m
un numero natural no divisible por p. Cuando la curva E tiene buena reduccion
en p, la funcion inducida al reducir modulo p cada coordenada

E(Q)[m] — E(Fp)
es un homomorfismo inyectivo de grupos conmutativos. En particular el mimero
de elementos de E(Q)[m] divide al nimero de elementos de E(F)).

Esta proposicién puede resultar muy til para calcular E(Q)torsign. Veamos
una aplicacién practica.

EsempLo 17. Definamos E/Q: y? = x3 + 3. El discriminante de esta curva es
A = —3888 = —2* .35, Recordemos que si p es un primo de mala reduccion

entonces p | A. Por tanto los unicos primos de mala reduccion son 2,3, y E,
es suave para todo p > 5. Cuando p =5 obtenemos

E5<Z/5Z) = {67 (17 2)? (17 3)? (27 1), (2,4)7 (3, 0>}
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donde todas las coordenadas son consideradas modulo 5 (jy no olvidemos el
punto en el infinito!). De modo que la curva Es sdlo tiene 6 puntos, N5 =

|E(Z/5Z)| = 6. De manera similar podemos comprobar que Ny = 13.

Ahora, si g # 5,7 es un niumero primo, entonces E(Q)[q] es trivial. En
efecto, la Proposicion 16 implica que |E(Q)[q]| divide a N5 =6 y a N7 = 13,
ast que |E(Q)[q]| debe dividir med(6,13) = 1.

En el caso de ¢ =5 sabemos que |E(Q)[5]| divide N7 = 13 y es facil probar
que si E(Q)[p] es no trivial entonces p divide su cardinal, y como 13 no es
divisible por 5, concluimos que E(Q)[5] es trivial. De manera similar E(Q)[7]
también es trivial. Por tanto el subgrupo de torsion de E(Q) es trivial.

Notese que P = (1,2) € E(Q) es un punto obvio en la curva. Como
acabamos de probar que E no tiene ningun punto de orden finito, se desprende
que P es de orden infinito, y hemos demostrado que E tiene infinitas soluciones
racionales (£P,£2P,+3P, ... ). De hecho:

EQ =7
y (1,2) es un generador del grupo.

6 E1L. RANGO Y LA PARTE LIBRE

Hasta ahora hemos sido capaces de proveer al lector con algoritmos efi-
cientes para determinar el subgrupo de torsiéon de F(Q). Recordemos que el
teorema de Mordell-Weil dice

E(Q) = Etorsién > ZRE~

Asi que hemos de encontrar un método para encontrar Ry generadores de la
parte “libre” del grupo, los puntos de orden infinito. Desgraciadamente, hasta
la fecha no se ha encontrado ningin método. Toda la complejidad aritmética,
endiablada en multitud de ocasiones, se concentra en este problema. Ni siquiera
tenemos a nuestra disposicién una formula para determinar Rp, el rango de
la curva, aunque podemos obtener cotas superiores para cada curva dada FE.

Uno podria tener la esperanza de que si los coeficientes de la curva eliptica
fueran “pequenos” entonces los generadores (sus coordenadas) deberian ser
“pequenos” también, y quiza una busqueda rapida de puntos proporcionaria
todos los generadores. Sin embargo, Bremner y Cassels encontraron un sor-
prendente contratiempo: la curva eliptica y? = 2% + 877 tiene rango 1, y la
coordenada x de un generador P es

z(P) = (612776083187947368101/78841535860683900210)2.

Aun asi, en [Lan83] Serge Lang propuso vencer este obstdculo, conjeturan-
do que para todo € > 0 existe una constante C. tal que hay un sistema de
generadores {P; : i =1,... ,Rg} de E(Q) que satisfacen

iL(PZ) < Ce . |A‘1/2+e
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donde h es la funcién de altura canénical y A es el discriminante de FE.
Recordemos que la altura de P es béasicamente la mitad del logaritmo del
méximo entre el numerador y denominador de z(P). Nétese que en el ejemplo

anterior h(P) = 47,9901... mientras que |A['/2 = 207773,1275.... De modo
que la conjetura dice que las coordenadas de generadores pueden crecer de
manera exponencial con el discriminante de la curva.

6.1 COTAS SUPERIORES DEL RANGO

La demostracion del teorema débil de Mordell-Weil se basa en incluir
el grupo A = E(Q)/2E(Q) en otro grupo B (normalmente B ¢ Q*/Q*? 6
B = S?(E,Q), un grupo de Selmer, ver seccién 6.3 ) y se establece una cota
explicita del orden de B, que facilmente nos ofrece informacién sobre Rp, el
rango de F. Por ejemplo, el siguiente resultado es consecuencia de los métodos
que veremos en 6.3:

Teorema 18 ([Mil96], Proposicién 16.8). Sea E/Q una curva eliptica defini-
da por la ecuacion:

E:y*=z(z—c)(x—d), conc,de

y supongamos que E tiene s = m + a primos de mala reduccion, siendo m y
a el numero de primos de reduccion multiplicativa y aditiva respectivamente.
Entonces:

R <m+2a-—1.

EjempLO 19. Pierre de Fermat demostro quen = 1 no es un nimero congruente
usando la ecuacion x* 4+ y* = 22, la cual no tiene soluciones (este es un caso
particular de su “ultimo” teorema para el que si que encontré un margen Su-
ficientemente ancho y escribié una demostracion completa). Como aplicacion
del teorema anterior, podemos probar que la curva

Ep:y=2*—z=x(@-1)(z+1)

no tiene mds que las soluciones triviales de orden 2. En efecto, el discriminante
de F1 es A =64, por tanto p = 2 es el unico primo de mala reduccion, y ésta
es multiplicativa. El teorema 18 nos permite concluir que Rg, = 0 y £ solo
tiene puntos de torsion. Finalmente, el teorema de Nagell-Lutz implica que los
unicos puntos de torsion son de orden 2.

“La funcién de altura canénica satisface 2h(P) = H(P) 4 O(1) donde H es la funcién de

altura definida en la nota (8). En concreto h(P) Llimy o 4"V H(2V - P).
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6.2 LA CONJETURA DE BIRCH Y SWINNERTON-DYER

Comenzamos esta seccién definiendo una funcién de manera analitica que
incluye informacién “local” sobre la curva eliptica E/Q: la funcién'® L de E.
Sea p un prlmo de buena reduccién de E (esto es, p { A), N, el nimero de

puntos en E »(Fp), y definamos la funcién L local:
Ly(T) =1~ a,T + pT?

donde a, = p+1— N, es lo que se denomina traza de la funcién de Frobenius.
De modo similar, se definen factores L,(T") para los primos de mala reduccién
(Lp(T) = 1 si la reduccién es aditiva, y 1 — 7T 6 1 + T si es multiplicativa,
dependiendo si es split o no, ver [Sil86], pg. 180, 360). La funcién L de FE se

define como:
L(E/Q,s) H Ly(

El producto converge y la funcién asi deﬁnlda es holomorfa para todo s € C
con parte real mayor que 3/2. La conjetura de Shimura-Taniyama, demostrada
por Breuil, Conrad, Diamond, Taylor y Wiles [BCDO01], [Wil95], implica que
L(E/Q, s) tiene una continuacién analitica a todo el plano complejo y satisface
la ecuacion funcional:

A(s) =wg - A2 —s) (4)

donde wp = £1 y A(s) = N%/2(2r)~*T'(s)L(E/Q, s), para cierto ntimero na-
tural IV, llamado el conductor de E.

En 1963, B. Birch y Sir H. P. F. Swinnerton-Dyer [BSD63| publicaron
datos sobre el estudio de un gran ntmero de curvas elipticas, que les llevé a
proponer la siguiente famosa conjetura:

CoNJETURA 20 (Birch y Swinnerton-Dyer). La funcidn L(E/Q,s) tiene un
cero en s = 1 con multiplicidad exactamente igual al rango de E. En otras
palabras, la serie de Taylor de L en el punto s = 1 satisface:

L(E/Q,s) =c- (s — 1% 1 O((s — 1)Eeth) ¢ #£0.

Se ha logrado caracterizar el residuo de L en s = 1 (el nidmero ¢) como
el producto de ciertos conocidos invariantes de la curva. La conjetura ha sido
comprobada en numerosos casos, y demostrada solo en casos muy particu-
lares!®

15Ta notacién de las funciones L fue introducida por Dirichlet, cuyo nombre completo era
Johann Peter Gustav Lejeune-Dirichlet. La funcién L para curvas elipticas fue introducida
por Hasse y Weil.

5Recientemente Douglas Ulmer [Ulm02] ha demostrado que la conjetura es cierta para
cierta familia de curvas elipticas definidas sobre F,,(T") y entre las cuales se encuentran curvas
con rango arbitrariamente grande.
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Teorema 21 (B. Gross, V. Kolyvagin, D. Zagier).
1. L(E/Q,1) £ 0 = Rp =0,
2. L(E/Q,1)=0,L"(E/Q,1) #0 = Rp = 1.

EsempLo 22. Sea E/Q la curva eliptica y? = o3 — 157%x. El teorema 18 indica
que Rp < 1 y una busqueda rdpida por ordenador mo revela ningun punto
racional no trivial. Sin embargo, el mismo ordenador nos dice que L(E,1) =
10728 y d%L(E,S)|5:1 = 11,4259444.... El teorema de Kolyvagin et al. nos
hace pensar que debemos volver a buscar puntos, esta vez con mds paciencia,
hasta que encontramos uno cuya coordenada T es:

(P) 224403517704336969924557513090674863160948472041 \ >
T =
17824664537857719176051070357934327140032961660

y por tanto n = 157 es un numero congruente. Si uno no es tan paciente como
para buscar por tanto tiempo (el numerador de x(P) tiene 94 digitos), se ha
de utilizar el método del 2-descenso.

La conjetura de Birch y Swinnerton-Dyer tiene muchas e importantes
consecuencias, como por ejemplo la conjetura de la paridad:

CONJETURA 23. Si el rango Rg de una curva eliptica E es par, entonces el signo
de la ecuacion funcional (4) es wg =1 y si Rg es impar wg = —1.

Si asumimos esta conjetura entonces se puede demostrar que un nimero
natural n es congruente si y sélosin =5, 6 6 7 mod 8.

6.3 EL GRUPO DE SELMER Y EL 2-DESCENSO

Como hemos mencionado, para poder formular con precisién su famosa
conjetura, Birch y S.-Dyer necesitaron analizar una cantidad ingente (para la
época) de curvas elipticas haciendo uso del ordenador EDSAC II de la Univer-
sidad de Cambridge. Por supuesto, les era imprescindible averiguar el rango
de cada curva y calcular el grupo de Mordell-Weil. Para ello, perfeccionaron
un método de J. W. S. Cassels, el algoritmo de descenso. Aunque es la mejor
herramienta a nuestra disposicién, no es un algoritmo'” en el sentido estricto
de la palabra, pues no estd garantizado que este termine en tiempo finito. En
esta seccién describimos un caso particular, el Descenso via 2-isogenia.

El método es, basicamente, una demostracion muy explicita del teorema
débil de Mordell-Weil. El objetivo, determinar E(Q) y/o Rg, se cumple si
somos capaces de calcular un sistema de generadores de Ay = E(Q)/2E(Q).

17J. Cremona ha implementado el algoritmo en un programa, mwrank, que se puede obtener
en su web [Cre04] y que maximiza la eficiencia del método.
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El grupo Ay puede ser incluido en un grupo de naturaleza cohomoldgica, el
grupo de Selmer S (F/Q), més facil de calcular'®. Estos grupos forman una
secuencia exacta:

0 — BE(Q)/2E(Q) — SP(E/Q) — TS(E/Q)[2] — 0

donde T'S(E/Q) es el grupo de Tate-Shafarevich (la notacién G[n] indica el
subgrupo de n-torsién de GG). Cada elemento del grupo de Selmer puede ser
interpretado como un espacio homogéneo, una curva auxiliar que tiene solu-
ciones p-ddicas (en Q) para todo primo p. Aquellos espacios homogéneos que
tienen una solucién racional (en Q) proporcionan un punto no trivial en Ay
y por tanto en E(Q). El grupo T'S(E/Q) esta formado por aquellos espacios
homogéneos que no poseen puntos racionales a pesar de ser localmente resolu-
bles y, por tanto, el grupo de Tate-Shafarevich constituye el mayor obstaculo
a la hora de calcular E(Q).

El lector puede consultar una versién extendida de este articulo en la web
del autor, donde se describe el método del 2-descenso y se definen los grupos
de Selmer y Tate-Shafarevich en detalle.

LECTURAS RECOMENDADAS

Los excelentes libros de J. Silverman [Sil86], [Sil94] son la referencia es-
tandar y de lectura obligada. En internet y de forma gratuita se encuentran
dos libros también muy recomendables, [Mil96] y [Ivo04]. En 2002, Rubin y
Silverberg [RuS02] publicaron una exposicién sobre rangos de curvas que cuen-
ta con una extraordinaria bibliografia actualizada. Por ltimo, los algoritmos
para curvas elipticas se pueden encontrar (con muchas mejoras y sugerencias
para su implementacién) en [Cre04] y [Coh00].
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