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PROBLEMAS Y SOLUCIONES

Seccién a cargo de

Oscar Ciaurri y José Luis Diaz-Barrero'

Las soluciones para esta seccion deben enviarse, preferentemente, a la
direccion de correo electronico oscar.ciaurri@dmc.unirioja.es
en archivos en formato TEX. Alternativamente, pueden enviarse a
Oscar Ciaurri Ramirez, Universidad de La Rioja, Dpto. de Matemad-
ticas y Computacion, C/ Luis de Ulloa s/n, 26004, Logronio. Para los
problemas de este numero se tendrdn en cuenta soluciones recibidas
hasta el 28 de febrero de 2006.

Solicitamos de los lectores propuestas originales o problemas poco
conocidos adecuadamente documentados. Las propuestas de proble-
mas enviados a esta seccion sin solucion serdn tenidas en cuenta si
su interés estd justificado de un modo apropiado. Un asterisco (%)
Junto al enunciado de un problema indica que una solucion al proble-
ma no estd disponible en estos momentos.

Problemas
PRrROBLEMA 33

Consideramos un rectangulo blanco de tamano N x 1 (N € Z*). Se
pretende colocar sobre él un total de L rectangulos negros de longitudes
l; x1(l; e Z*,i=1,2,... L) utilizando las siguientes reglas:

e Los rectangulos negros siempre deben colocarse de izquierda a
derecha y de modo que el de longitud I; quede comprendido entre
los de longitudes I;_1 v l;y1.

e Dos rectangulos negros deben dejar libre entre ellos un rectangulo
blanco de tamano al menos 1 x 1.

,Cuantas formas distintas hay de colocar los L rectangulos negros de
modo que se verifiquen las reglas anteriores?

Propuesto por Lourdes Benito Lopez
Universidad de La Laguna, La Laguna

'En la elaboracién de este ntimero han colaborado M. Benito Mufioz, L. Espafiol Gonzélez
y E. Fernandez Moral.
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PROBLEMA 34

Sean f : R — (0,400) una funcién continua y par, g : R — R una
funcién impar, a > 0y a > 1. Probar que

(/ 17\;{];? > < Ca™ ! /Oaf(m) dx

Propuesto por Mihaly Bencze
Brasov, Rumania

PROBLEMA 35

Encontrar todas las soluciones enteras de la ecuacion

\/x—i-\/xZ—y_'_\/x—\/xz—y
2 2

= Zz.

Propuesto por Juan Luis Varona Malumbres
Universidad de La Rioja, Logrono

PROBLEMA 36

Sean xz; >0 parai=1,...,n, con n € Ny n > 2. Probar que
"1 Mol 1
— > — —.
Zwi_ n—lzmi.z xj
=1 =1 Jj=i+1

Propuesto por Marius Olteanu
Rumania
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PrOBLEMA 37

Sean ay,as,...,a, (n > 2) nimeros reales estrictamente positivos.
Probar que

(n—1)/4
n n n n 2
1 1/2 1 CLj
>l <> |
=1 1 j=1 i=1 | j=1
Jj#k

Propuesto por Pantelimon George Popescu (estudiante)
Universidad Politécnica de Bucarest, Rumania

PROBLEMA 38

a) Encontrar un conjunto de 10 nimeros naturales consecutivos tales
que entre ellos no haya un subconjunto cuyos elementos sumen un
cuadrado perfecto.

b) * ;Existen secuencias arbitrariamente largas de nimeros naturales
consecutivos entre los cuales no hay un subconjunto no vacio cuyos
elementos suman un cuadrado perfecto?

Propuesto por Bernardo Recaméan Santos
Universidad Sergio Arboleda, Bogota, Colombia

PRrROBLEMA 39

Consideramos el tridngulo AABC con b= BC,c= AB,b > cy AH su
altura desde el vértice A. Sean H' y H” los puntos sobre la prolongacién
de AH obtenidos por giro con centro H de C'y B respectivamente. Si E
es el punto donde se cortan las hipotenusas de los tridangulos AHH'C'y
AHH"B, probar que AFE es la bisectriz del angulo A si y sélo si A = 90°.

Propuesto por Juan Bosco Romero Marquez
Universidad Complutense, Madrid
Dedicado a la memoria de M. S. Klamkin.
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PROBLEMA 40

Sea AyA;--- A, un poligono regular inscrito en una circunferencia
centrada en el origen y de radio R. Si P es un punto cualquiera cuya
distancia al origen es menor o igual que 2R, probar que

1 n
RS—E PA, <3R.
n
k=1

Propuesto por Oscar Ciaurri Ramirez y José Luis Diaz Barrero
Universidad de La Rioja, Logrono, y Universitat Politecnica de Catalunya,
Barcelona

Dedicado a la memoria de M. S. Klamkin.
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Soluciones
PROBLEMA 9

Sea ABC un tridngulo de lados a,b,c, semiperimetro s y area S.
Si se verifica que a(s — a) + b(s — b) + ¢(s — ¢) = 4S5, entonces las tres
circunferencias con centros en los vértices A, B,C' y radios s—a,s—b,s—c
respectivamente, son tangentes a una misma recta.

Propuesto por Miguel Amengual Covas
Cala Figuera, Mallorca

SOLUCION

Es claro que las tres circunferencias del enunciado son tangentes
entre si. Ahora bien, tres circunferencias tangentes entre si, de radios
a, 3,7, son tangentes a una recta comun si

Vap = oy + /By

siendo v = min{a, 3,7} (basta tener en cuenta que el segmento tangente
comun a dos circunferencias tangentes de radios r y R es 2V/rR).

Pongamos a =s—a, 3=s—by v=s—c. En virtud de la férmula
de Hero6n la igualdad del enunciado es, entonces,

a(B+7) + Bla+7) +v(a+ B) =4/ (a + B+ 7)aBy.
De ahi,

af + By +ya=2y/(a+ B+7)aB,

que, elevando al cuadrado y simplificando, conduce a

(aB — By —ya)? = daBy?

af — By —ya = £2\/aBy,

de donde se concluye vaf = /oy + /(7, ya que v = min{a, 3,7} hace
inviable la otra posibilidad.
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Nota. La otra posibilidad a la que se alude en esta solucién conduciria,
supuesto que a > 3, a \/af = \/ay —+/B7, lo cual es absurdo a partir de
la condicion a > 3 > ~.

Solucion enviada por Jaime Vinuesa Tejedor

Universidad de Cantabria, Santander

También resuelto por M. Pena y J. Serra (estudiantes), C. Sanchez y el proponente.
J. A. Martinez nos envia una contribucién experimental a favor de la plausibilidad
del resultado elaborada utilizando la hoja de calculo Excel.

NoTA. En la solucién que envia C. Sanchez se establece que la condicién
a(s —a) + b(s —b) + c(s — ¢) = 4S es, también necesaria para que las tres
circunferencias sean tangentes a una misma recta.

Para resolver este problema también se puede utilizar el ejercicio 10 de
la seccién 1.5 del libro Fundamentos de geometria de H. S. M. Coxeter, Ed.
Limusa, México D. F., 1971:

Si tres circunferencias tangentes exteriormente entre si tienen centros que
forman un tridngulo NABC, son todas tangentes a otras dos circunferencias
(o tal vez a una circunferencia y una recta) cuyas curvaturas (es decir, los
inversos de sus radios) son rdRE3s - donde s es el semiperimetro, S el drea,
r el inradio y R el circumradio del triangulo NABC'.

En efecto, escribiendo a = (s —=b)+ (s —¢), b = (s —a)+ (s —c¢) y
c=(s—a)+ (s—0), la condicién del problema se transforma en (s — a)(s —
b) + (s —b)(s —¢c) + (s — ¢)(s — a) = 25, o bien, multiplicando por s,

2
25s = (s —a)(s —b)(s — ¢) + dabc = % +4SR = Sr + 4SR,

donde se ha utilizado la férmula de Herén y que S = sr = %<, Dividiendo
ahora por S queda r + 4R = 2s. Pero entonces, segtn el ejercicio de Coxeter,
una de las circunferencias tangentes a las tres dadas tiene curvatura cero, es
decir, es una recta. Ademds, obtenemos que el radio de la otra circunferencia
tangente a las tres dadas es r/4.

El problema que propone Coxeter es una aplicacién del teorema del circulo
de Descartes: Sean E; cuatro circunferencias de curvaturas €;, i = 1,...,4,
tangentes entre si en seis puntos distintos, entonces

2e? + €3+ e2+63) = (61 + €2 + €3 + €)%

Este resultado fue enviado por Descartes a la princesa Isabel de Bo-
hemia en 1643 y fue redescubierto por Sir F. Soddy en 1936. Este lo expreso
poéticamente en el poema El beso preciso, cuyas estrofas centrales dicen (tra-
duccién tomada de la pag. 38 de la referencia citada de H. S. M. Coxeter):
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Acuden cuatro circulos a un beso;

si mas pequenos, con mas curvatura.
Precisamente es la curvatura

de la distancia al centro el inverso.

Aunque Euclides quedé mudo ante el dilema,
no hay ya necesidad de un “maés o menos”.
Pues la curvatura cero es una recta

y si es concava tiene signos menos;

la suma de sus cuadrados dard

del cuadrado de la suma la mitad.

ProOBLEMA 10

Sean f y g funciones reales de variable real infinitamente diferencia-
bles en z = 0 y verificando que ¢(0) # 0. Probar que si f - g es plana en
x =0y f(0) =0, entonces f es plana en x = 0. Aplicando este resultado,
probar que

ze_(m;m)2 six
fla) = { SO

0, six =0,

es plana en z = 0. (Una funcién se dice plana en un punto z, si ella y
todas sus derivadas se anulan en dicho punto.)

Propuesto por Juan Bosco Romero Marquez
Universidad de Valladolid, Valladolid

SOLUCION

Poniendo h(z) = f(z)g(z), por la regla de Leibniz se tendria

n

10 =3 ()05 M0 =0

k=0

que, puesto que g(0) # 0, permite ir deduciendo sucesivamente que
f™(0) = 0 (no es necesario aportar el dato f(0) = 0, ya que se obtiene
del resto) y por tanto f es plana.

Tomando ahora g(z) = exp (—sin® z/2?), definida por continuidad en
el origen, y f(z) la funcién propuesta se tiene que h(z) = exp (—1/z%).
Las funciones f y ¢ son infinitamente diferenciables en x = 0, ¢g(0) =
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e”! # 0 y es bien conocido que h es plana en el origen con lo que
se cumplen las condiciones del enunciado y podemos deducir que f es
plana.

Solucion enviada por Jaime Vinuesa Tejedor

Universidad de Cantabria, Santander

También resuelto por N. Casds y J. A. Cid, A. Lépez, J. Mir (estudiante) y el
proponente.

NoTA. A. Lépez en su solucién denomina la funcién exp (—1/2) como funcién
de Cauchy basandose en el libro Andlisis matemadtico de Julio Rey Pastor,
Pedro Pi Calleja y César A. Trejo (Buenos Aires, Ed. Kapelusz, 1963, vol.
1°, pag. 519). Esta denominacién aparece, ademds de en la primera edicién
del mencionado libro, que data del ano 1952 para ese primer volumen, en
otros trabajos de J. Rey Pastor o sus discipulos. Por ejemplo, hemos podido
localizarla por primera vez en uno de sus escritos en la Teoria de funciones
reales que aparece en el ano 1925 en su primera versiéon integra, aunque ya
podemos encontrarla en una primera parte de esta obra que se publica en
1921. Hay que hacer notar que su obra Resumen de la teoria de funciones
analiticas y sus aplicaciones, de 1918, no utiliza ain este apelativo al referirse
a esta funcién. Sin embargo, ninguna otra de las referencias en las que hemos
podido consultar cuestiones relativas a esta funcién (y son abundantes, puesto
que es de gran utilidad, por ejemplo, en geometria diferencial) aparece tal
denominacion. La funcién la introduce, efectivamente, Cauchy en la leccién 38
de su Résumé des lecons sur le calcul infinitésimal como ejemplo de funcion
infinitamente diferenciable pero no analitica. La lectura de esta obra o de
alguna otra que la tomase como referencia puede estar en el origen de esta
denominaciéon por parte de Rey Pastor aunque, desde luego, no se trata de
algo estdandar.

PrROBLEMA 11

Existen ternas pitagoéricas con todos sus elementos en la sucesion
de Fibonacci?

Propuesto por Oscar Ciaurri Ramirez
Universidad de La Rioja, Logrono

PRIMERA SOLUCION

No existen ternas pitagéricas con todos sus elementos en la sucesion
de Fibonacci.

Teniendo en cuenta que en cada terna pitagérica no hay dos valores
iguales vamos a probar algo mas general: que no existen tridngulos cuyos
tres lados sean numeros de Fibonacci distintos.



LA GACETA 447

Supongamos que si que existe tal tridngulo, y sean a = f,, b = fi,
y ¢ = fi las longitudes de sus lados, con a < b < ¢, luego n < m < k.
Damos por supuesto que el tridngulo es no degenerado, asi que ¢ < a+b
(la desigualdad triangular es estricta). Pero, por otra parte,

a+b:fn+fm§fmfl+fm:fm+1ka::C,

y esto estd en contradiccién con ¢ < a + b, luego el tridngulo no puede
existir.

Solucion enviada por Juan Luis Varona Malumbres
Universidad de La Rioja, Logrono

SEGUNDA SOLUCION

Sea {f,}n>1 la sucesién de Fibonacci y supongamos que existen f;,

fe v fm tales que f2 + f2 = f2.
Tendremos en cuenta los siguientes hechos:

1. No hay ternas pitagoricas en las que 1 sea una de sus entradas.

2. Los dos catetos de una terna pitagérica deben ser distintos.

3. La sucesién de Fibonacci es estrictamente creciente para n > 2.
Por tanto podemos asumir que 2 < i < k < m y tendremos que f; < fr <
fm- Esto implica que fr < fri—1 y fi < fm—2. Entonces,

f2 = (fm = ) (fmn + i) = (fn = frne1) (fn + i)
= fmn—2(fm + f&) = fi(fm + fx) > fife > f7,
lo que es imposible. Por tanto, no pueden existir tales ternas pitagoricas.

Solucion enviada por Charles R. Diminnie

Angelo State University

También resuelto por J. Mir Pieras (estudiante), M. Pena y J. Serra (estudiantes),
J. Vinuesa y el proponente.

Se ha recibido una solucién incompleta.

PROBLEMA 12

Dos jugadores lanzan una moneda n y n+ 1 veces respectivamente.
. Cuél es la probabilidad de que ambos obtengan igual nimero de caras?
.Y la de que el segundo obtenga mas caras que el primero?

Propuesto por José Luis Diaz Barrero y Juan José Egozcue Rubi
Universitat Politecnica de Catalunya, Barcelona
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SOLUCION

Supongamos un caso mas general que el del enunciado, en el que
un jugador A efectiia L, lanzamientos y un jugador B efectia Lp lan-
zamientos. Denotaremos por C4 y Cp el nimero de caras obtenidas
por A y B tras sus respectivos lanzamientos L4 y Lp y estudiaremos el
comportamiento de C'4 — Cg, supuesto que C4 > Cp.

El nimero de caras obtenidas en n lanzamientos sigue una distribu-
cién binomial B (n, §), asi la probabilidad de que C4 =i es P(Cy = i) =
() ylade que Cp = j es P(Cp = j) = 325 ("?). Por tanto

2La 1 oLp

1 (Ly\ 1 (Lp 1 La '\ (L5
PKM—Cf:k%ZE:ﬁZQ+%>§E<j>::ﬁEE§Z:Q+%><j>
F J

Ahora, teniendo en cuenta que (3) = (,%,) vy la identidad de Vander-

a+b)

monde (]

a b :
= (5(.2;); concluimos que

1 L Lp
P(CA_CB:k):mZ<LA—]—k><J>
J
Tolatla\ Ly—k ) 2B\ Ly+k )

Asi, C4 — Cp sigue la distribucién binomial desplazada B (La + Lp, 5) —
Lp. Ademas, observando que

1 Lo+ Lp

es facil ver que es simétrica respecto de k = (La — Lp)/2.
Para el caso propuesto en el enunciado tomamos Ly =ny L = n+1.
De este modo para la primera pregunta se tiene que

1 2n+1
P(CA:CB):P(CA—CB:O):W<:+1>

y para la segunda, observando que en este caso la distribucion es simétrica
respecto a 1/2,

1 1
P(CA<CB):P(O<CB—CA)=P<§<CB—CA>25.
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NoTaA. De la misma manera, habriamos podido determinar que

1 Lo+ Lp
P(CA+CB:k):m< i >;

es decir que el suceso Cy + Cp sigue una distribucién B (L4 + L, %)
Este resultado es obvio, ya que es equivalente a que un tinico jugador
efectiie todos los lanzamientos (La+ Lp) y se anote el total de las caras.

Solucion enviada por J. Mir Pieras (estudiante).
También resuelto por A. Lépez, J. A. Martinez, J. Mir (estudiante, otras dos
soluciones distintas), M. Pena y J. Serra (estudiantes), J. Vinuesa y los proponentes.

PrROBLEMA 13

Para cada numero natural k fijo, determinad cuantas funciones
f: N — N, tales que f(f(n)) = n+k para todo nimero natural n, existen.

Propuesto por José Luis Ansorena Barasoain
Universidad de La Rioja, Logrono

SOLUCION

Si k es impar no hay ninguna. Si k es par, el nimero es %

Sea I = {1,2,...,k}. Supongamos que f cumple la condicién del
enunciado. La imagen de fo f es N\ I, y ademéas f o f es inyectiva.
Deducimos que f es también inyectiva, y su imagen serd N\ E, con F C I.

Todo elemento de I\ E es la imagen por f de otro, que es unico
por inyectividad y que necesariamente estara en E; por otro lado, la
imagen de cualquier valor de FE estd en I pero no en E. Concluimos que
la restriccién de f a E es una biyeccion E — I\ E (véase la nota al
final). Se sigue entonces que k es par, puesto que E es un subconjunto
formado por la mitad de los elementos de I.

Reciprocamente, cualquier biyecciéon g: E — I\ E, donde E es un
subconjunto de I de k/2 elementos, se extiende de forma tnica a una
aplicacion f: N — N con la propiedad requerida: si g(r) = s tendremos

fr)y=s, f(s)=r+k f(r+k)=s+k, f(s+k)=r+2k,...
y en general
fr+nk)=s+nk, f(s+nk)=r+n+1)k.

Es decir, f empareja las clases de congruencia médulo k y en cada pareja
aplica ordenadamente los elementos de una clase sobre los de la otra,
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comenzando en el menor nimero de una de las dos; la aplicacién g (la
restriccion de f a F) dice como se emparejan las k clases entre si, y
establece el orden en cada pareja.

En definitiva hay tantas aplicaciones con la propiedad requerida
como biyecciones g: E — I\ E donde F C I. Si k es impar no hay

ninguna, y si k es par el nimero de aplicaciones es el producto de (;}2)

(las posibles elecciones de E) y (k/2)! (hay una biyeccién, una vez fijado
E, para cada permutacién de los k/2 elementos de I\ E).

NoTA. Sea f: X — X una aplicacién cualquiera, y sean f°2 = fo f, f°3 =
fofof,yen general f° su composicién m veces consigo misma. La
aplicacion f es inyectiva si y sélo si lo es f°™, independientemente del
valor de m. Supongamos que asi es, y que en cambio no es suprayec-
tiva. Sea E; el conjunto de puntos que estan fuera de la imagen de
f; resulta entonces que f aplica F; biyectivamente sobre el conjun-
to E, de puntos que estan en la imagen de f pero fuera de la ima-
gen de f°?; andlogamente f transforma FE, en el conjunto de puntos
E3 = f°%(X)\ f°3(X), y asf sucesivamente. El complementario de U,,E,,
es el conjunto N, f°"(X), y contendria entre otros a todos los posibles
puntos fijos o ciclicos de f; la restriccién de f a dicho complementario
es una biyeccion sobre el mismo conjunto.

En la situacion del problema tenemos X =N, £y = Ey E; U FEy =
I ={1,2,...,k}, con U,FE,, = N. La clave de la solucién es que f esta
determinada por su restriccién a Fj.

En vista de estas observaciones, el resultado puede generalizarse sin
mucha dificultad como sigue: dados dos nimeros naturales, m y k, la
condicién necesaria y suficiente para que existan aplicaciones N — N
tales que f°"(n) =n+k (n € N) es que m sea un divisor de k, y en tal

caso el nimero de ellas es 4.
(k/m)!

Solucion enviada por José Luis Arregui

Universidad de Zaragoza, Zaragoza,

También resuelto por J. Mir (estudiante), J. Vinuesa y el proponente.
Se ha recibido una solucién incompleta.

PROBLEMA 14

Sea {by}n>0 la sucesion definida por by = 1y 7~ + 57— = —b,_1, para
n > 1. Analizar la convergencia de la serie Y °  b,.

Propuesto por Joaquin Gomez Rey
Universidad Carlos IIT, Madrid
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SOLUCION

Por induccién se prueba que b, = (—1)"/a,, donde {a,},>o estd
definida por a, = an_1 + 1/a,_1, para n > 1, con ag = 1. Ademas, se
puede ver sin dificultad que {a,},>0 es una sucesién positiva, estricta-
mente creciente y que no tiene cota superior (esto tltimo se comprueba
mediante un razonamiento de reducciéon al absurdo: supongamos que la
sucesion es acotada superiormente, entonces sera convergente con limite
L, pero ese limite deberd verificar que 1/L = 0, lo que es absurdo).

De las propiedades de la sucesion {a,},>0 se deduce que la sucesion
{bn}n>0 €s alternada, con valor absoluto estrictamente decreciente y con
limite nulo. De estas propiedades, aplicando el criterio de Leibniz para
series alternadas, deducimos que la serie > > | b, es convergente.

Solucion enviada por Juan Mir Pieras (estudiante).
También resuelto por Ch. R. Diminnie, A. Lopez, J. Vinuesa y el proponente.
Se ha recibido una solucién incompleta.

NoTA. En su solucién, Ch. R. Diminnie prueba que |b,| > %, para n > 3. De
donde se deduce que la serie no es Y 2 b, absolutamente convergente.

PROBLEMA 15
Determinar todas las soluciones enteras de la ecuacion
2 9 2 2 _
Yy + 4z +y°) +4(z — y)(4 — zy) = 162y.
Propuesto por Oscar Ciaurri Ramirez y José Luis Diaz Barrero

Universidad de La Rioja, Logrono y Universitat Politecnica de Catalunya, Barcelona

SOLUCION
Factorizando se obtiene

22y? + 42 +y?) +4(x — y) (4 — 2y) — 162y =
22y + (42? + 49? — 8xy) — day(x — y) + 16(x — y) — S8zy =
(2% + 4(x — y)* — day(z — y)] + 16(z — y) — 8zy =
2y —2(x — )] = 8[ay — 2 —y)] =
[zy — 2(z — y)] [zy — 2(z — y) — 8] = 0.

Por tanto habra que resolver las ecuaciones zy — 2(zx —y) = 0 y a2y —
2(z —y) — 8 = 0. De la primera, despejando y resulta y = 25 =2 — 5.
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Como z + 2 ha de ser un divisor de 4, resulta z +2 = +1,+2,+4 y
x = —6,—4,-3,—1,0,2. Sustituyendo, se obtienen las soluciones (-6, 3),
(—4,4), (-3,6), (—1,2), (0,0) y (2,1). Procediendo de modo andalogo
con la segunda ecuacién tenemos y = 2(5_:34) = 2+ %H. Por tanto,
x = —6,—4,-3,—1,0,2. Finalmente, las otras seis soluciones son (—6,1),
(—4,0), (=3,-2), (—1,6), (0,4) y (2,3) con lo hemos terminado.

Solucion enviada por Cristébal Sdnchez Rubio,

I.LE.S. Penyagolosa, Castell6n

También resuelto por M. Amengual, Ch. R. Diminnie, J. A. Martinez, J. Mir
(estudiante), M. Pena y J. Serra (estudiantes), J. Vinuesa y los proponentes.



