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PROBLEMAS Y SOLUCIONES

Seccién a cargo de

Oscar Ciaurri y José Luis Diaz-Barrero'

Las soluciones para esta seccion deben enviarse, preferentemente, a la
direccion de correo electronico oscar.ciaurri@dmc.unirioja.es
en archivos en formato TEX. Alternativamente, pueden enviarse a
Oscar Ciaurri Ramirez, Universidad de La Rioja, Dpto. de Matemd-
ticas y Computacion, C/ Luis de Ulloa s/n, 26004, Logronio. Para los
problemas de este numero se tendrdn en cuenta soluciones recibidas
hasta el 30 de octubre de 2005.

Solicitamos de los lectores propuestas originales o problemas poco
conocidos adecuadamente documentados. Las propuestas de proble-
mas enviados a esta seccion sin solucion serdn tenidas en cuenta si
su interés estd justificado de un modo apropiado. Un asterisco (x)
Junto al enunciado de un problema indica que una solucion al proble-
ma no estd disponible en estos momentos.

Problemas

PROBLEMA 25

a) Probar que 22...23 es compuesto.
—
1987 cifras

b) Probar que 22...23 es compuesto.
——
1986 cifras

NOTA. El enunciado del apartado b) aparece propuesto como ejercicio 6.1 en la
edicién espanola de “Problemas de Matematicas. Algebra”, de V. V. Vavilov, L. 1.
Mélnikov, S. N. Oléjnik y P. I. Pasichenko, Ed. MIR, (1993). Por el contexto parece
que se trata de una errata, siendo el apartado a) el que se pretendia proponer. Un dificil
reto computacional es descomponer el niimero del apartado b) en factores primos. El
autor de la propuesta no ha sido capaz de obtener tal factorizacion.

Propuesto por Manuel Benito Munoz

I. E. S. Priaxedes Mateo Sagasta, Logrono

'En la elaboracién de este niimero han colaborado M. Benito Muifioz, P. Benito Clavijo,
J. J. Egozcue Rubi, E. Fernandez Moral y J. L. Varona Malumbres.
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PROBLEMA 26

Se consideran los poligonos convexos de n lados construidos con n
segmentos no nulos de longitudes ay,as,... ,a, tales que cada una de
ellas es menor que la suma de las (n — 1) restantes. Se pide:

a) Probar que, si n = 4, existe un poligono de drea maxima. Com-
probar que estd inscrito en una circunferencia.

b) x Para todo n > 4, jexiste siempre uno de drea maxima?

c¢) Probar que, si tal poligono de drea méxima existe, estd inscrito en
una circunferencia.

Propuesto por Maria Jestus Villar Rubio
I. E. S. L. Torres Quevedo, Santander

PROBLEMA 27

Disponemos de una red de n ordenadores libre de tridngulos y
cuadrados con el mayor nimero posible de aristas. Probar que si un or-
denador estd unido a otros cuatro, entonces la red contiene pentadgonos.

Propuesto por C. Balbuena, M. Cera, A. Dianez y P. Garcia Vazquez
Universitat Politecnica de Catalunya, Barcelona, y Universidad de Sevilla, Sevilla

PROBLEMA 28

Caracterizar los r € Q, con 0 < r < 1, que pueden escribirse como

m2

"= 4nM

para ciertos n,m,M € N, con n > 2 y med(n,m) = 1.

Propuesto por Juan Luis Varona Malumbres
Universidad de La Rioja, Logrono
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PROBLEMA 29

Sean a, b, c,d, e, f,m € (0,+00). Probar que

a? b?
(mb + c¢)(me +b) - (me+ d)(md + c¢)
+ ¢ + s
(md+e)(me+d) (me+ f)(mf+e)
e? 12 6

>

it mat ) matb)mbta) — (m+ 1)

Propuesto por Marius Olteanu
Rumania

ProBLEMA 30

Sea v € R. Dados a y b reales positivos, definimos las medias de orden
v de a y b mediante M, (a,b) = (#)UW, siy#0,y My(a,b) = Vab.
Dada una funcién f : (0,4+00) — (0,+00) y un x € (0,+00) diremos que
f es derivable en x por sus medias de orden ~ si existe

o My (F(), f(2)) — f(2)
fy(z) = fm : M,(t,z) —z '

a) Probar que si f es derivable en x en el sentido habitual, entonces
f es derivable en x por sus medias de orden v, para todo v € R.

b) * Si para algin v # 1, la funcién f es derivable en = por sus medias
de orden ~, jes f derivable en z en el sentido habitual?

Propuesto por Juan Bosco Romero Méarquez
Universidad de Valladolid, Valladolid

PRroOBLEMA 31

Sea G un grupo y Hiy, Hs dos de sus subgrupos propios. Probar que
G\ (HyNHy)y G\ (H;UH>) no son cerrados respecto a la operacion del
grupo G.

Propuesto por Pantelimon George Popescu (estudiante)
Universidad Politécnica de Bucarest, Rumania



184 PROBLEMAS Y SOLUCIONES

PROBLEMA 32

Los puntos raices de la ecuacién de coeficientes enteros
2432* — 8102% 4 10802% — .z + .5 =0

son cuatro vértices de un pentdgono regular. Calcular las coordenadas
del quinto vértice.

Nota. Aunque cayeron unas manchas de tinta, el problema puede re-
solverse sin necesidad de recuperar los coeficientes ocultos.

Propuesto por Jaime Vinuesa Tejedor
Universidad de Cantabria, Santander
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Soluciones
PRrROBLEMA 1

Colocamos los enteros positivos como se muestra a continuacion:

17 | 16 | 15 | 14 | 13

Describir la figura que se obtiene al pintar en negro aquellas casillas que
contienen un nimero con una cantidad impar de divisores. Justificar la
respuesta.

Propuesto por Manuel Benito Munoz
I. E. S. Préaxedes Mateo Sagasta, Logrono.

SOLUCION

Para responder a la pregunta, utilizaremos el siguiente

Lema. Un entero positivo n tiene un nimero impar de divisores si y solo
si es un cuadrado perfecto.

Demostracién. Llamemos r a la raiz cuadrada de n. Hay tantos
divisores de n menores que r como divisores de n mayores que r (para
cada divisor d < r, % > r también es divisor y, de manera inversa, para
cada divisor d > r, & < r también es divisor).

Como consecuencia, el nimero de divisores es impar si y sélo si r
es un divisor entero de n, es decir, si n es un cuadrado perfecto.

Las casillas que pintamos de negro segin el enunciado del problema
(los cuadrados perfectos) estéan en las posiciones (a, —a) y (—a, a+1), para
todo entero a > 0, formando dos semidiagonales (donde consideramos
un sistema de referencia rectangular con el origen en la casilla ocupada
por el 1y con la orientacién habitual).

En efecto, se demuestra inductivamente que, por construccion:
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a) Los nimeros del 1 hasta el (2a+ 1)? estén en el cuadrado de 2a +1
casillas de lado y cuya casilla central es la (0,0). El dltimo ntimero,
el (2a + 1)2, estd en la casilla de la esquina inferior derecha del
cuadrado, es decir en la casilla (a, —a).

b) Los nimeros del 1 hasta el (2a +2)? estdn en el cuadrado de 2a + 2
casillas de lado y cuyas cuatro casillas centrales son la (0,0), la
(1,0), la (1,1) y la (0,1). El dltimo nidmero, el (2a + 2)2, esta en la
casilla de la esquina superior izquierda del cuadrado, es decir, en
la casilla (—a,a + 1).

Solucion enviada por Juan Mir Pieras (estudiante)
También resuelto por A. Lopez Lépez y el proponente

PROBLEMA 2

Sea AABC un tridngulo escaleno cuyos lados a,b y ¢ verifican la
relacién 276% = a® + ¢* + 9abe. Probar que r < 2bv/3, donde r denota el
radio de la circunferencia inscrita en el tridngulo AABC.

Propuesto por José Luis Diaz-Barrero
Universitat Politecnica de Catalunya, Barcelona

SOLUCION

Haciendo x = a, y = —3b y z = ¢ en la identidad
(x+y+2)@?+y°+ 22 —ay—yz —zx) =2 + 92 + 22 — 3ayz
se obtiene
(a —3b+ ¢)(a® + 9% 4 ¢ + 3ab + 3bc — ca) = a® — 270> + ¢ + 9abe = 0.
Dado que

1
a? +9b* + ¢* + 3ab + 3bc — ca = 3 [a® + ¢ + (a — ¢)*] + 3b(a + 3b+¢) > 0,
entonces
a—3b+c=0. (1)

Si s es el semiperimetro de AABC, entonces su area puede escribirse
como rs y también /s(s —a)(s — b)(s — ¢) (férmula de Herén). Se sigue
que

rs =+/s(s —a)(s —b)(s — ¢),
r?s = (s —a)(s — b)(s — c)
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y, por la desigualdad entre las medias aritmética y geométrica, resulta

s=(s—a)+(s—b)+(s—c) >3 (s—a)(s —b)(s — ¢) = 3Vr2s,
lo que equivale a

82

<
27

(2)
verificandose la igualdad sé6lo si a = b = ¢. Es decir, si el triangulo AABC
es equilatero.

Como AABC es escaleno, se verifica en (2) la desiguldad estricta
2

r? < ;—7 Teniendo en cuenta (1) la desigualdad anterior toma la forma

4p?
2
<_
Y

que es equivalente a la desigualdad propuesta y hemos terminado.

Solucion enviada por Miguel Amengual Covas

Cala Figuera, Mallorca

También resuelto por J. Mir Pieras (estudiante, 2 soluciones), J. Vinuesa Tejedor y
el proponente

PROBLEMA 3

Sean AABC y AA’B'C’ dos tridngulos homotéticos (A’ homdlogo de
A, etc.). Definimos A” = (BC")N(B'C), B" = (AC")N(A'C)y C" = (AB")N
(A'B). Consideramos el triangulo AA”B”C" cuyos vértices A", B"

y C"" son, respectivamente, los baricentros de los tridngulos ABB'B”,
ACC'C" y NAA'A".

(a) Probar que el tridngulo AA” B”'C" es homotético con los tridngulos
AABC y AA'B'C'.

(b) Probar que los baricentros de los tridangulos AABC, AA'B'C’,
NA"B"C" y NA" B"C" estan alineados.

Propuesto por Juan Bosco Romero Mérquez
Universidad de Valladolid, Valladolid
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SOLUCION

Denotaremos por O el centro de la homotecia que conecta AABC'y
NA'B'C’. Usaremos, para abreviar, a para denotar el vector OA, b para
el vector OB y asi sucesivamente. Con esto, es claro que, o’ = ka, b’ = kb
y ¢ =kcconkeR (k+#0,1,-1).

Como C" = AB'N A’'B, se tendrd que ¢’ = a+ A/ —a) = b+ u(a’ —b),
de donde concluimos que a(1 — A — pk) +b(Ak—1+pu) =0y

A pk=1 1
= .
Me+p=1 1+k

Por tanto, procediendo de modo analogo con A” y B”,

W= bt V= e, ¢ = )

Con esto,

., b+U+V 1
qQ = —-

=—(b+ kb
3 3(+ +

1+k

y, de modo similar,

1

b/l/ —
3(1+ k)

(c(1+k)?+Eka+Db), "= m(a(l + k)2 + k(D +c)).

Veamos ahora que A”B" || BC, B"C" || CAy A”C" || AB y habre-
mos concluido el apartado (a). Teniendo en cuenta las expresiones para

b" y o' tenemos que
ne_ i 1 2 —b(1 2 _ —
b —a 3(1+k)(c( +k)*+k(a+b) —b(1+k)*—k(c+a))
k2 +k+1 b
=——F(b-c
3(1+k) ’

de donde deducimos que A” B"” || BC; en los otros casos procederemos
de modo similar.

Para el apartado (b), denotamos por G, G', G y G"" los baricentros
de los tridngulos AABC, AA'B'C', ANA"B"C" y ANA"B"C". Los puntos
G, G' y G" puede probarse que estan alineados como se hizo en la
solucién al Problema 1480 de la revista Cruz Mathematicorum, vol. 16
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(1990), pag. 316. Veamos que G y G" estén alineados. Esto es claro, ya
que

” CL/” _|_ b/l/ + Cll/

3

1 k2 +3k+1
= ((1+k)? b 2k b = - -
9<1+k>(( +Ek)(a+b+c)+2k(a+b+c)) -

Solucion enviada por el proponente

PROBLEMA 4 *

Sea a > 2 un numero natural; ;a partir de qué valor de n se veri-
fica que a™ < n!? En las tablas siguientes se muestran los valores de n
obtenidos para a < 21.

al|l2 3
nl|4 7

4 5 6 7 8 9 10 11
9 12 14 17 20 22 25 28

|12 13 14 15 16 17 18 19 20 21‘
n |30 33 36 38 41 44 47 49 52 55‘

Propuesto por Sergio Falcon Santana
Universidad de Las Palmas de Gran Canaria, Las Palmas

SOLUCION PARCIAL

Podemos suponer a > 15, para los valores anteriores de a los n
correspondientes pueden comprobarse en la tabla del enunciado.

Se tiene que si N —1 < e(a — 1) < N (es decir, N = [e(a — 1)] + 1)
entonces N! > o, y por tanto n! > o™ para todo n > N.

Para probar esta afirmacion tendremos en cuenta las siguientes ob-
servaciones previas:

nle™

a) la sucesion — oo decrece hacia 1,

b) la sucesién (1 + %)nH crece hacia e®,
c) 15 < e < 16,

d) sia> 15, entonces N > 40 y V27N > ¢°.
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En virtud de lo anterior

N N
N!>N—N\/27TN>(CL—1)NV27TN:CL7NV27TN
¢ (1+ 2
av av
>7N\/27TN>—6\/27TN>CLN.
(1+ %) ‘

Solucion enviada por Jaime Vinuesa Tejedor
Universidad de Cantabria

También resuelto por J. Mir Pieras (estudiante)
Se ha recibido una solucién incorrecta

NoOTA. Al poco tiempo de que este problema apareciera propuesto, los profesores
F. Ruiz Blasco y M. Pérez Riera, de la Universidad de Zaragoza, nos comunicaron
que la sucesion 4,7,9,12,14,17, 20,22, 25,28, ... podia encontrarse, con la referencia
A065027, en The On-Line Encyclopedia of Integers Sequences (véase la direccién
http://www.research.att.com/ njas/sequences). Ademds, alli se menciona que
si f(a) = min{n : a™ < n!}, entonces lim,_ @ =e.

La soluciéon que se ha seleccionado resuelve parcialmente el problema ya que
muestra que f(a) < [e(a — 1)] + 1. La solucién enviada por J. Mir Pieras, también
parcial, prueba que

fla) ~ea— %log(Zﬂea) + h(a), a— oo,

donde h(a) es una funcién positiva, creciente y tendiendo a cero en infinito. Esta
expresion asintética permite deducir el valor del limite de f(a)/a.

PROBLEMA 5

Sean fi(z) =z +z 'y fulx) = fi(fn_1(x)) si n > 1. ;Posee f, algun
punto fijo real?

Propuesto por José Martinez Aroza
Universidad de Granada, Granada

SOLUCION

La funcién f, no posee puntos fijos para ningin n > 1. Para fi(x)
se obtienen de modo sencillo las siguientes propiedades:

a) fi estd definida para todo = # 0,



LA GACETA 191

b) para todo z > 0, z < fi(z),

c¢) para todo z # 0, fi(—xz) = — f1(z).

De las propiedades b) y c¢) se deduce que f; no puede tener puntos fijos.
Probando, por induccién, que las funciones f,, n > 1, satisfacen a), b)

c¢) habremos concluido. Supongamos que f,,_; satisface a), b) y ¢). En
primer lugar, es claro que f,, verificard a). Teniendo en cuenta b) para
1Y fa-1, es facil comprobar que se tiene la propiedad b) para f,:

fa(@) = filfao1(2)) > fooa(z) > 2.
Usando que f; y f,_1 son funciones impares tenemos
fa(=2) = filfa—1(=2)) = fi(=fa-1(2)) = = fi(fa-1(2)) = —fu(2),
luego f, cumple c¢) y la induccién estd completa.
Solucion enviada por A. Lépez Lépez
También resuelto por J. Mir Pieras (estudiante) y el proponente
PROBLEMA 6
Si z es solucion de la ecuacion 22 —azx +1 = 0, siendo a un nimero
natural mayor que 2, probar que z3 puede escrlblrse en la forma p+q./r,
donde p, ¢ y r son niimeros enteros.
Propuesto por Miguel Amengual Covas
Cala Figuera, Mallorca

SOLUCION

, 2_
Las raices de 22 —az + 1 =0 son z = “E¥2=4_ De este modo

5 a(a®—3) n (a® — 1)V a? —4.

€Tr =
2 2

Si a es un entero par mayor o igual que 2, entonces a = 2n para
algin enteron > 1y

5 2n(4n? — 3) N (4n? — 1)V4n2 — 4

2 2

= n(4n® — 3) £+ (4n® — 1)V/n2 — 1.
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Si a es un entero impar mayor o igual que 2, entonces a = 2n + 1
para algin enteron > 1y

5 (2n+1)(4n? +4n —2) N (4n? + 4n)V4n? + 4n + 3
xr =
2 2

= (2n +1)(2n* 4+ 2n — 1) £+ (2n? + 2n)V/4n2 + 4n — 3.

Obsérvese que en ambos casos z® ha sido expresado en la forma
p + qy/r donde p,q y r son niimeros enteros.

Solucion enviada por Elsie M. Campbell, Dionne T. Bailey y Charles Diminnie
Angelo State University, San Angelo, USA

También resuelto por A. Lépez Lépez, J. Mir Pieras (estudiante), C. Sdnchez Rubio,
J. Vinuesa Tejedor, M. R. Wilhelmi (2 soluciones) y el proponente.

Se ha recibido una solucién incompleta

NOTA. Una de las soluciones enviadas por M. R. Wilhelmi ha sido obtenida de forma
constructiva utilizando Mathematica.

PROBLEMA 7

Sea

@ tm—sen(im)
16t3  cos? (&)

h(t)

para t € R\ (Z\ {0}). Probar que

i ! h ! i cosec? (tm) + 7r cot (tm) !
—h| 5| =— T+ — ) — —.

16 2k 4¢2 4¢3 2t

Propuesto por Oscar Ciaurri Ramirez
Universidad de La Rioja, Logrono

SOLUCION

De la formula de adicién para la funcién tangente se deduce facilmente

— _1 2 7.
que tany = o= — 5 Y de ahi:

1 ; T 1 1 1 1 1
— tan — = _ _ = _—
2 2 xr tanz 2 \z/2 tan(xz/2)
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que, reiterando, conduce a

o
1 x 1 1 Senx — T cos T
Zkltan<k1):__ = :
2k+ 2k+ T tanz Tsenx

k=0

Tomando x = tr en la identidad anterior tendremos

o0

Z 1 . tm sen(tm) — tm cos(tm)
an =
— 2k+1 t sen () ’

o, de forma equivalente,

o

m Z 1 o tr Y\ _ 1sen(tm) — tmcos(tm) ‘
8~ 2kt 2k+1 4 2 sen(tm)

El enunciado se obtiene inmediatamente derivando los dos miembros de
la identidad precedente y observando que

dfml (TNt (1t
dt \ g2kt MM\ 9kr1 ) ) T 16F " \ 2k

d <lsen(t7r)—t7rcos(t7r)> 2 2 (4)

m 1
= — COS — cot (i) — —5.
4 t2 sen(tm) 4 + g2 00t (#7)

4¢2 2t3

dt

Solucion enviada por Jaime Vinuesa Tejedor
Universidad de Cantabria
También resuelto por el proponente

PROBLEMA &

Por cada una de las rectas paralelas medias de las caras de un cubo
se trazan los dos planos que la unen con las aristas de la cara opuesta que
son paralelas a ella. Los veinticuatro planos formados encierran el centro
del cubo en un poliedro convexo. ; Qué parte del volumen del cubo ocupa
este poliedro? Generalizar el problema para un n-paralelotopo (n > 2).

Propuesto por Emilio Fernandez Moral,
I. E. S. Priaxedes Mateo Sagasta, Logrono
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SOLUCION

Llamemos k-celdas (k = 0,1,...,n) a los k-paralelotopos compo-
nentes de un n-paralelotopo. El nimero de k-celdas es (})2"* (cf.
[1], pdg. 122). Podemos decir que el contenido n-dimensional del n-
paralelotopo esta encerrado por sus (n — 1)-celdas paralelas dos a dos,
en cantidad de 2n; dos (n — 1)-celdas paralelas entre si diremos que son
opuestas una de otra. Por su parte, una (n — 1)-celda consta de (n — 2)-
celdas, que son en total 2(n — 1), paralelas dos a dos, de manera que se
pueden considerar, para cada (n — 1)-celda, las (n — 2)-celdas paralelas
medias, siendo en total n — 1, determinadas entre cada una de las pare-
jas de (n —2)-celdas opuestas en ella. Con este preambulo, el enunciado
general del resultado propuesto podria quedar asi:

Sea un entero n > 2. Por cada una de las (n — 2)-celdas paralelas
medias de cada una de las (n — 1)-celdas de un n-paralelotopo se trazan
los dos hiperplanos que unen dicha paralela media con las (n—2)-celdas
de la (n —1)-celda opuesta que son paralelas a ella. Los 4n(n — 1) hiper-
planos formados encierran el centro del n-paralelotopo en un n-politopo
convexo. La medida n-dimensional de este politopo es la (2 - 3" !)-ava
parte de la medida n-dimensional del n-paralelotopo.

Y se puede ofrecer una solucién asi:

Nos podemos limitar a considerar un n-cubo (el n-paralelotopo re-
gular), pues mediante una transformacién lineal regular conveniente,
que conservard las razones de las medidas n-dimensionales de dos fig-
uras, un n-paralelotopo se transformard en un n-cubo. Consideremos,
entonces, en un sistema n-dimensional de coordenadas, el n-cubo centra-
do en el origen y con vértices (0-celdas) en los 2" puntos de coordenadas
(£1,£1,... ,+1). En ese caso, las ecuaciones de los 4n(n —1) hiperplanos
que conforman el n-politopo convexo central son

it =1, i j=1,2,...,m5 i# ] (3)

Dicho politopo tiene el mismo grupo de simetrias que el n-cubo,
con lo que podemos reducirnos a calcular la medida n-dimensional de la
parte del politopo que esta contenida en la (2" n!)-ava parte del espacio
n-dimensional definida por las desigualdades

Ty > x9 > ... >3, > 0. (4)

No es dificil ver que, en esta regién (2), el hiperplano de los definidos
en (1) que cierra el politopo es el de ecuacién

2r1 4+ 10 = 1.
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De modo que la parte de politopo contenida en la regién (2) es el n-
simplex de vértices

0 =(0,0,0,...,0), 4 =(3,0,0,...,0), A2 =(3,3,0,...,0),
LA =354,

entendiendo que, para j > 2, el punto A; tiene las j primeras coorde-
nadas iguales a 1/3, y el resto de las coordenadas nulas (en el caso n = 3,
que representamos en la figura, el tridangulo A4; A3 A3 es la mitad de una
de las caras planas del tetraquishexaedro convexo central). La medida
n-dimensional de este simplex, como es bien sabido, es

200 ... 0
1 1
7 =z 0 0
(N 11
e PR (] I
n |7 T T . nl 2.3n-17
1111
3 3 3 "' 3
y la medida del politopo convexo central es, por consiguiente,
1 1 2m
2" n!

‘nl 2.3l 9.gn—1’

. 1 . , .
es decir, 5 gn=1 POr la medida del n-cubo de vértices (+1,+1,... ,+1).

REFERENCIAS PARA LA SOLUCION
[1] H. S. M. Coxeter, Regular polytopes, 3* ed., Dover, New York, 1973.

T3

DAy T2

SEl:
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Solucion enviada por el proponente
También resuelto por J. Mir Pieras (estudiante) en el caso n = 3

NOTA. M.* Carmen Minguez, de la Universidad de La Rioja, nos ha proporcionado
una demostracion sobre el nimero de k-celdas de un n-paralelotopo distinta de la que
se presenta en [1] (y también diferente de otras que hemos localizado).

Sin pérdida de generalidad podemos considerar el n-paralelotopo unidad {(z1, .. .,
Zp) : 0 < x; < 1}. Una k-celda (del borde) del n-paralelotopo se describe como
{(e1,€9, - En—ks Tpn—k1,---,Tpn) : 0 < x; < 1} con ¢; siendo 0 6 1. Ademds, e-
sos €5 se distribuyen en posiciones distintas de la n-tupla, lo cual se puede hacer de

(nﬁk) = (2) formas. En consecuencia, el nimero de k-celdas es 2"”%2).





