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“El desorden absoluto es imposible™:

la Teoria de Ramsey

por

Pablo Ferndndez Gallardo y José Luis Fernandez Pérez

La teoria de Ramsey ¢s una teoria matemditica que pretende justilicar
el eslogan que da titulo a este articulo. Claro que nuestra experiencia diaria
nos da muestras permanentes de codn equivocado es el tal eslogan, fuera del

contexto matematico,

Deecrr, a la verdad, gue en favor nuesho
han gquerido los dioses disponernos

el orden bello de la noturaleza;

estas fibulas g ofras semejanles

indrcio, joh Memmiol, son de gran locura,

Tito Lucrecio, De rerum nafura. Libro V,

En pocas palabras, la teoria de Ramsey afirma que, en general, en sis-
temas suficientemente grandes siempre existen subsistemas no pequenos con
estructura, con orden. El propdsito de esta nota es ofrecer una introduceidn a
esta elegante teoria, con la esperanza de que el lector se anime a indagar por
su cuenta, ponderar su utilidad y, quizids, pensar en alguno de los numerosos

problemas que suscita.

RAMSEY, ERDOS

Frank Plumpton Ramsey nacid en Cambridge
en 1903 vy murid a los 26 anos, a consecuencia de
ciertas complicaciones tras una operacion quirirgi-
ca. Fue un hombre extraordinariamente brillante,
miembro de una familia que aportd otros destaca-
dos nombres al mundo de la cultura v la politica
inglesas: su padre fue presidente del Magdalene
College de Cambridge y su hermano, arzobispo de
Canterbury. Ramsey se educd en Cambridge v tra-
bajé desde 1924 hasta su muerte en el King's Co-
llege. Producto tipico del maravilloso ambiente in-
telectual del periodo de entreguerras en Oxford y
Cambridge, destacé en muy diversos campos. Cada

F. P RAMSEY

uno de sus articulos contiene brillantes y originales aportaciones en disciplinas
diversas como la Logica, las teorias de la Probabilidad v de la Decision, la

Filosofia, la Foonomia. ..
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A los 19 anos publicd Mr. Keynes on Probability, una revision eritica del
A Treatise on Probability, [Ke|, tan demoledora que el propio Keynes tuvo que
reconsiderar sus anteriores planteamientos. En el trabajo Truth and Probability
desarrolld su propia teoria de la probabilidad, en la que establecid los principios
de las modernas teorias de la probabilidad subjetiva, de la teoria de la Utilidad
v de la teoria de la Decisidn.

En la obra The Foun-
dations of Muathematics re-
construyd la teorfa ramifica- -
da de tipos de los Principin
Mathematica [WR] de Rus-
sell y Whitehead, en lo que se
llama la teoria Ramseyficada
de  tipos.  Mantuvo  tam-
bién una intensa y fructifera
relacion  con Wittgenstein,
del que tradujo el Tractafus Tois paper in qrinsasily smmmennd with & apocisl sts0 of 008 of the
Logico-Philosophicus, [Wi]. Lot dapri gy il s dpdecse i
Por cierto, Ramsey con-
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poeil waipvegianily el ot by emselies baforehiand
bridge, para lo cual fue nece-
sario que que el Troclatus

PP Hawsey [T 18,
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doctoral.

Su interés por los funda-
mentos de las Matemaiticas
le llevd a buscar una solu-
cion al Entscheidungsprob-
lem'. En el trabajo On a
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awery roamlisation i @ mesmber of one and only one O, ) then, serusing
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Problem of Formal Logie re- i
solvid un caso particular de
éste, lo que, en Matemditicas,
es conocido por el Teorema
de Ramsey, que es la base de
la teoria que lleva su nombre,

# Caliaed iw Ulenman (b Knimbebergyreblon, == Hillem oel bibwwass Cessdrugs
[ S .

ARTICULO ORIGINAL

Keynes y Pigou le animaron a que abordara algunos problemas de Econo-
mia. En A contribution to the Theory of Tazation v A Mathematical Theory
of Savings proporciond elegantes vy novedosas soluciones a un par de dificiles
cuestiones, Y establecid las bases de teorias v técnicas que luego resultaron

'El problema de encontrar un método mecdnico para decidiv si una proposicidn
matematica arbitraria puede ser probada dentro de una teoria o no.
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muy fruetiferas: el uso del cileulo de variaciones en Economia, las teorias de
tributacién y ahorro dptimos, ..

Inpresiona el magnifico v variado ramillete de logros intelectuales gue
[amsey consiguid en su corta vida, Pero Ramsey no ered ni desarrolld la
teoria que leva su nombre, que fue iniciada por Erdds v Szekeres en 1933,
Tiempo después descubrieron la conexion con los trabajos de Ramsey, que en
este contexto habian pasado inadvertidos.

Pal Erdis (1913-1996) matem:-
tico errante, autor de mas de 1500
articulos (el mas prolifico de la his-
toria, jun promedio de dos mensua-
les!), la mayoria en colaboracion,
ha sido el lider indiscutible de los
estudios en Combinatoria de este
giglo. Su ingente produceidn en co-
laboraciom ha dado lugar al eurioso
nitmero de Erdds. El propio Eridds
tiene numero cero. Un matemitico
tiene mimero de Erdds 1 si ha co-
laborado directamente con Erdds. Si
ha colaborado con un colaborador
de Erdds pero no con Erdos diree-
tamente, tendra mimero 20 Y asi en
general, de manera que si un matematico ha colaborado con otro cuyo mmero
de Erdds es menor o igual que n, entonces el suyo serd menor o igual que
i+ 1. Por cierta, colaborar significa haber eserito y publicado un articulo (de
autoria conjunta) en una revista cientifica. Los nimeros de Erdés son sorpren
dentemente bajos; los autores de este articulo, por ejemplo, tienen ntmeros
de Erdds 3 v 2, respectivamente. Incluso figuras destacadas de otros campos
cientificos tienen mimero de Erdos finito®: Einstein (2), Von Neumann {3),
Witten (5), Dirac (4), Heisenberg (1). ..

La personalidad de Erdis es también apasionante. No solo como “maes-
tro de la colaboraciom”, sino como ereador e impulsor de nuevas ramas de las
Matematicas. Sus aportaciones hen resultado ser decisivas en campos como
la Teoria de Nimeros, la Combinatoria, la Teoria de Grafos, la Geometria
combinatoria . .. v tanlos otros.

Clomo persona, guiza lo mas interesante fue so desinterés por las enestiones
materiales: dinero, posicion, honores, .. Nunca s¢ preocupd por tener una casi
o un puesto, empleaba el dinero de los premios que recibia en ayudar a jovenes
comn talento profesional o en sus famosas recompensas por solucionar problemas
matemsiticos, Quizd la siguiente andéedota sirva para ilustrar su personalidad:

P Ernds

*En la paging wvew . oakland . edu/” grossman/erdeshp.html el lector puede encontrar am-
plin informacion sobre numeros de Erdos,
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en una ocasién, un médico le recetd unos antibidticos para tratar una pleuresia
aguda que aquejaba al ya anciano Erdds. Ante su aspecto, le dijo:

Adids, senor, le he dejado la receta. No le hago pagar la consulta.
Erdés se incorpord bruscamente de la cama y exclama:

- jPuedo pagar! Soy un matemdtico de la Academia Hingara de Ciencias,
he escrito muchas obras . ..

Una de las pocas ocasiones en que reivindied un cierto status para si mismo.

EL LENGUAIJE DE LOS GRAFOS ¥ LOS COLORES

Pasemos ya a las matemdticas de Ramsey y de Erdds: a la teoria de Ram-
sey. El lenguaje mds apropiado para describirla es el de los grafos: un grafo
G = (V, A) estd formado por un conjunto de vértices V' y un conjunto A de
aristas, extraidas de la coleccion de 2-subconjuntos®, de V| esto es, de la colec-
cién de subconjuntos de V' que tienen exactamente 2 elementos. La arista que
une los vértices v y w se representard por {v,w}.

Los grafos permiten describir relaciones binarias entre los elementos de un
cierto conjunto: tenemos una coleccidn de objetos (que serdn los vértices) y una
cierta propiedad binaria que cada par de objetos puede o no satisfacer. Si dos
objetos vy y ve estan relacionados mediante esa propiedad, vy Ruvg, entonces la
arista {vy, v2} estard en el grafo. S6lo nos interesardn las relaciones que sean
simétricas (el grafo correspondiente no estard dirigido) y tales que v Ru, para
todo v € V (el grafo no tendra lazos). Los grafos los representamos colocando
los vértices como puntos del plano y las aristas, como segmentos que unen los
vértices que las determinan. Un ejemplo seria:

vy 3:
L A
LLF ]
que tiene como conjunto de vértices a V' = {vy,...,v5} ¥y como conjunto de

aristas, a A = {{vy,vs}, {vs,va}, {v1, v}, {vs, v3}}.

JEmplearemos la notacién - perddén por el anglicismo— de k-subconjunto para describir un
subconjunto con k clementos,
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Los grafos admiten también una notacién matricial: si V = {v,..., v},
entonces podemos describir el grafo que tiene a A como conjunto de aristas
mediante una matriz cuadrada n x n, G = (g;;). donde

1, si {w,vu}eA,
LS 0, =i '[”n ”j} E A

Asi, 7 serd una matriz simétrica formada por ceros v unos, con ceros en la
diagonal. Consideremos algunos ejemplos de problemas que pueden deseribirse
eficazmente en el lenguaje de los grafos:

Un horario de elases. Tenemos un cierto conjunto de asignaturas, v quere-
mos confeccionar un horario para impartirlas de manera que no programemos
dos asignaturas a la misma hora si hay algin alumno matriculado en ambas,
Para traducirlo al lenguaje de los grafos, definiremos un conjunto de vértices
V = { asignaturas }, v la relacion binaria consistirda en que vRo' si v s6lo si hay
algin alumno matriculado en ambas, y v # v'. La pregunta que podriamos
plantearnos es: jeudl es la franja horaria minima en la que podremos impartir
todas las asignaturas de manera que todos los alumnos puedan cursarlas?

Colorear un mapa. Para un mapa plano, consideraremos a los paises (y a
los lagos vy mares) como nuestro conjunto de vértices v la relacion serd la
de vecindad (es decir, habra una-arista entre dos vértices si los paises que
representan son vecinos en ¢l mapa), Podemos entonces preguntarnos cudl es
¢l nimero minimo de colores necesario para colorear ¢l mapa de manera que
paises vecinos reciban colores distintos.

En realidad estamos hablando del mismo problema: colorear los vértices
de un grafo es asignar colores a los vértices de forma que dos vértices que
sean extremos de una arista reciban colores distintos. En el primer ejemplo,
volorear las asignaturas consiste en asignarles las horas a las que se imparten,

Al niimero minimo de colores necesario para colorear un grafo dado se le
Hama mimero cromdtico del grafo. En los dos ejemplos anteriores nos estamos
preguntando por el niimero cromético de los grafos asociados,

Seria interesante también tener un algoritmo que nos permitiera obtener
una de esas coloraciones dptimas (que use el menor nimero de colores posible)
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El algoritme acaparador,

Consideremos un grafo ¢ = (V| A), con n vértices. Para colorearlo, nos damos una paleta
ordenada de colores § = (a. b, .. ).

o Ordenamos los vértices del grafo, V = {uv,0q,..., 0.}

& Al primer vértice, v, le asignamos el color a.

e Para colorear va: si es vecine de vy, le asignamos b; s no, a.

e Una vez coloreados los k — | primeros vértices, de la lista de colores descartamos
para su uso en este paso aquéllos usados en los vecinos de ve gque yva hayan sido
coloreados, De los gque gquedan, asignamos a v, el primer color disponible.

La efectividad del algoritmo depende decisivamente de la ordenacidn inicial. Por ejemplo,
si consideramos el siguiente grafo de 2n vértices (que forma parte de una familia especial
de grafos que van por la vida con el rotundo nombre de grafos bipartitos):

Esta ordenacion de los vértices hace que
el algoritmo acaparador utilice n colores.

Esta ordenacion emplea sdlo 2, su nidmero cromadtico

Se puede demostrar que existen ordenaciones de los vértices para las que el al-
goritma  acaparador es dptimo. 51 analizamos el algoritmo, vemos gue el npimero
de colores prohibidos para colorear el wvértice k-ésimo es menor o igual que el
min{ #vecinos de ve, #Fvértices anteriores}. Asi que una regla razonable de ordenacidn
de los virtices es aquélla en la que los vértices de mayor grado (mayor niimero de veci-
nos) vayan al principio, cuando el nimero de anteriores es pequeno. Sin embargo, esta
regla de ordenacidn, aungue buena, no es, en general, dptima (usa mas colores de los
neCesarios),

Para el segundo ejemplo se tiene el siguiente famoso resultado:

Teorema (de los cuatro colores). Todo grafo plano tiene nimero cromid-
tico < 4.

Por grafo plano entendemos aquél que se puede representar sin cortes en el
plano: los vértices serdn puntos del plano y las aristas serdn arcos que conectan
vértices y que no se cortan salvo en los extremos, si acaso-. Este problema
ha sido una de las cuestiones abiertas mas importantes en la teoria de grafos.
Aparentemente, la conjetura aparecid por vez primera en 1852, en una carta de
Augustus de Morgan a Sir Rowan Hamilton (al parecer, fue un hermano de un
alumno de De Morgan, Francis Guthrie, quien planteé la pregunta). Durante
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los anos siguientes se publicaron una serie de demostraciones que resultaron
ser falsas. En 1890, Heawood probd que cinco colores eran suficientes v dio
estimaciones para el mimero de colores necesarios para colorear mapas en
otras superficies en funcidn de su caracteristica de Euler,

En 1975, Appel y Haken ([AH], [AHK]) obtuvieron una demostracion que
requeria el uso del ordenador para la comprobacion de un nimero grande de
configuraciones extremales.

En 1994, Robertson, Sanders, Seymour y Thomas [RSST|) presentaron
una prueba del teorema que simplificaba notablemente la de Appel v Haken;
seguia requiriendo el uso del ordenador, aunque de forma mucho miais limitada,

AQud es une demostraciin matemidlicn ¥

El argumento de Appel v Haken nos hace preguntarnos qué entendemos por demostracian
en matemdticas, En principio, una prueba matemitica supone una deduceidn logica de
una conclugidn a partir de unas hipdtesis.

i Como se comprueba gque la cadena 1ogiea es correcta?, Jquién lo comprueba? Podriamos
incluso afirmar que, en la practica, el certificado de correccidn lo adjudica el uso: los
expertos en el contenido de un teorema comprueban la demostracion al usarla.
Podemos, en principio, comprobar el programa de ordenador que usa la proeba de Appel
¥ Haken, es decir, verificar que el algoritmo en que se apova hace lo que se supone
debe hacer. Pero luego, cuando el ordenador ejecuta ¢l programa, jcomo asegurar que
realmente sigue escrupulosamente los pasos del algoritmo?

Para la teoria de Ramsey, lo que nos interesard serd colorear aristas (sin
restricciones sobre vecindad) en una familia especial de grafos, los grafos com-
pletos K3, El grafo K, tiene n vértices y todas las {5;] posibles aristas, Pode-
mos dibujar el grafo K, como el poligono de n vértices con todos sus lados v

todas sus diagonales:

Ky Ka Ka Ka Ky

S T

Por cierto, Ky no es un grafo plano, no se puede representar sin cortes en el
plano (o, lo que es lo mismo, en la esfera, usando, por ejemplo, la proyececidn
estereografica). Es decir, no hay mapas de cinco paises con la relacion de
vecindad que deseribe K.

1Se pueden estudiar diversas generalizaciones. Por ejemplo, colorear con restricciones del
tipo: si dos aristas tienen un vértice en comiin, deben recibir colores distintos. O bien colorear
atro tipo de grafos.
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LA TEORIA DE RAMSEY.
EL PRINCIPIO DEL PALOMAR.

Empecemos recordando el conocido principio del palomar (también llamado
de Dirichlet). Hay varias formas de enunciarlo, pero mantengamos el lenguaje
zoologico:

Si tenemos n nidos y n + 1 palomas, entonces hay un nido en el
que duermen al menos dos palomas.

Obvio, ;jno? Pues bien, un principio tan sencillo puede ayudarnos a la hora
de resolver algunos problemas de apariencia complicada. Por supuesto, la di-
ficultad suele estar en “identificar” los nidos v las palomas. Empecemos con
un ejemplo sencillo:

si tiramos dos dados doce veces, al menos en dos de esas tiradas
obtendremos la misma suma de puntuaciones.

Aqui, las once posibles puntuaciones suma, {2,3,...,12}, son los nidos; y
las doce tiradas, las palomas. Veamos un ejemplo algo mas complicado:

Sea X' un conjunto arbitrario de 53 nimeros naturales. Entonces,
hay al menos dos elementos de X cuya diferencia es un miiltiplo
de 52.

Para comprobarlo, distribuimos los mimeros naturales en 52 “nidos”, segiin
el resto médulo 52 que tengan:

Ay = {neN/n=0(mébd 52) }
Az {n € N/n = 1(méd 52) }

Asa = {n € N/n=51(méd 52) }

Los 53 elementos de X serdn las palomas. El principio del palomar nos dice
que habrd dos elementos de & con el mismo resto mdadulo 52; y, por tanto, su
diferencia serd un miiltiplo de 52.

Otro ejemplo divertido:

en cualquier reunidn de personas, hay dos que tienen el mismo
nimere de conocidos.

Podemos enunciar el principio del palomar con mas generalidad: si tene-
mos un conjunto con n objetos que distribuimos en k cajas,
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Sin>k = al menos hay una caja que tiene mis de 1 objeto.

Sin>2k = al menos hay una caja que tiene mas de 2 objetos.

Sin>rk = al menos hay una caja que tiene mas de r objetos.

La Teoria de Ramsey se puede ver como una generalizacion (nada trivial,
por supuesto) del principio del palomar.

ALGUNOS EIEMPLOS SENCILLOS

Consideremos ahiora unos pml:-lEt:mH que se resuelven de manera sencilla
v que luego interpretaremos dentro de la Teorfa de Ramsey,

s« Primer ejemplo. Fn cualquier reunidn de 6 personas, o bien 3 de cllas
se conocen entre st, o bien ¥ de ellas no se conocen enbre st

Estamos suponiendo que si una persona conoce a otra, entonees ésta
también conoce a la primera y que, jmmm/, “nadie se conoce a si mismo”,
Veremos como describir este problema en términos de coloraciones de las
aristas de un grafo y observaremos que el resultado no es cierto si sdlo hay
cinco personas. Esto nos proporcionara el primer ejemplo no trivial de un
nimero de Ramsey (que definiremos convenientemente mis adelante):

R(3,3) =6.

¢ Segundo ejemplo. Dados § puntos en el plane (de forma gque cadn
3 de ellos no sean colineales), hay cuatro que forman un cuadrilitero
COTATNETID,

Esta observacion, debida a Esther Klein (luego Esther Szekeres), sirvié co-
mo punto de partida para los estudios de Erdds y Szekeres.

e Tercer ejemplo. Dada una lista ordenada de 5 mimeros reales distin-
tos, al menos tres de ellos (en el mismo orden) forman una sueesiin
mondtona, crecientfe o decreciente.

EL TEOREMA DE RAMSEY. LOS NUMEROS DE RAMSEY

El primer problema que nos interesard resolver es el siguiente: dados unos
enteros p y ¢, encontrar el minimo entero r = R(p,q) para el que cualquier
coloracién con dos colores (por ejemplo, azul y rojo) de las aristas del grafo
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K, contenga un subgrafo® K, cuyas aristas estén todas coloreadas de rojo o
bien un subgrafo K, con todas sus aristas azules.

Este nmimero R(p, q) es un niimero de Ramsey. En general, podemos con-
siderar un nmimero mayor de colores, £ > 2, v plalil.f:anltm el Ilrublﬁlua de
encontrar, dados unos enteros py, ..., el minimo entero R(py,...,pe) para
el que cualquier coloracidn con esos t colores de las aristas del grafo completo
con ese nimero de vértices contenga un subgrafo completo K, del primer
color o un subgrafo completo K, del segundo, ete. Lo que Ramsey probo es
que estos problemas tienen solucién. Escribiremos su teorema en el lenguaje
de la teoria de conjuntos:

Teorema (Ramsey, primera versiém). Dados unos enteros py,...,py,
eriste un entero N tal que si un conjunto tiene al menos ese nimero de ele-
mentos y coloreamos los 2-subconguntos de ese conjunto con colores {l, T !} :
entonces existe un i y un p;-subcongunio tal que todos sus 2-subconjuntios lienen
color i.

Llamaremos H(py,...,.p:) al minimo entero N que cumpla las condiciones del
enunciado anterior. En términos de coloraciones de grafos, dados los enteros
P1-- P, siotenemos un grafo completo suficientemente grande (con suficiente
nimero de vértices, al menos R(py,...,m)) v coloreamos sus aristas con £ co-
lores, entonces siempre podemos encontrar un subgrafo K, monocromético
de color i, para algin ¢ € {1 ...,t}.

Una vez garantizada la existencia de los niimeros de Ramsey, parece na-
tural intentar calcularlos explicitamente o, al menos, obtener cotas para su
tamano. En ambos casos, los resultados obtenidos son muy escasos. Por ejem-
plo, para los niimeros de Ramsey basicos, R(p, q), es facil convencerse de que
se cumple que

(i) R(p,q) = R(q,p),
(i) R(1,q) =1,
(iii) R(2.q) =gq,siq> 2,

por lo que los mimeros de Ramsey (p, ¢) no triviales son aquéllos para los que
p = 3 v q = 3. La siguiente tabla recoge algunos de los valores conocidos hasta
el momento. En los casos en los que no se conoce el valor exacto del mimero
de Ramsey, la tabla incluye las cotas entre las que se sabe con seguridad que
sc encuentra (e.g., (3, 10) estd entre 40 y 43):

Un subgrafo &7 = (V', A') de 7 = (V, A) tiene coma conjunto de vértices a V' C V ¥
como conjunto de aristas A’ a un subconjunto de las aristas que unian, en G, los vértices
de V',
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P a3 4 5 I i1 | 7 | 8 i 9 | 10 | 11
3 14 I8 23 2829 36 40-43 | 46-51
4 18 25 25-41 46-61 o3-84 Gf-115 A0-149 | O6-191
o 43-49 oB-87 80-143 | 95-216 | 114-316 | 118-442
fi 1012-165

Para los problemas mads generales se tienen todavia menos resultados.
Algunos de ellos son que R(3,3,3) = 17 o que 51 < R(3,3,3,3) < 65. Una
buena revision de los resultados en este sentido se puede encontrar en [Rd]. En
cuanto a las cotas y los comportamientos asintdticos, tampoco los resultados
son muy completos. Veremos algunos de ellos mis adelante.

Se pueden estudiar situaciones todavia mas generales. Por ejemplo, consi-
derar lo que se denominan hipergrafos, en lugar de grafos; en este caso, las “aris-
tas” ya no involucran pares de vértices, sino un mimero mayor, r = 2. Pero ¢l
teorema de Ramsey sigue siendo cierto, cambiando los subeonjuntos de tamano
2 por subconjuntos de tamano r. La notacion ahora sevia R(py, ... por); lo
que llamdabamos R(p;, ..., m) deberia ser escrito como R(py, ..., 2). Enun-
ciemos entonces el teorema de Ramsey, en una version mas general:

Teorema (Ramsey, versién general) Dados unos enteros py,....p., T,
eriste un entero R(py, ... por) tal que si un conjuntfo tiene al menos ese
nimero de elementos y eoloreamos los r-subconjuntos de ese conjunto con t co-
lores, enlonces existen un i y un p-subconjunto tal gue todos sus r-subconjuntos
tienen color 1.

EL PRINCIPIO DEL PALOMAR, INTERPRETADO A LA HAMSEY

Ya comentamos que ¢l principio del palomar podia ser visto como el primer
ejemplo de resultado de tipo Ramsey. Por ejemplo, se tiene que

Rimn;l)=m+n-1,

5i tenemos un conjunto con m + n — 1 elementos y los coloreamos con dos
colores, rojo y azul, por ejemplo, entonces o bien al menos m levan el eolor
rojo o bien al menos n el azul (81 no fuera asi, tendriamos como mucho m — |
rojos y n — 1 azules; y entre todos no tendriamos los m 4+ n — 1 totales). Pero
esto no es sino una de las formas del principio del palomar: si tenemos m+n—1
ohjetos y los distribuimos en dos cajas, o bien una contiene al menos m o bien
la otra al menos n.

La formulacidn habitual del principio del palomar se eseribe, en términos
de mimeros de Ramsey, como

R(2,2,....2:1) =t +1.
t
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Es decir, £+ 1 es el minimo entero que nos permite asegurar que si distribuimos
ese mimero de objetos en ¢ eajas, al menos una de ellas contiene dos o mas
objetos.

Los EJEMPLOS, REVISADOS A LA LUZ DEL TEOREMA DE RAMSEY.

Resolvamos los problemas que propusimos anteriormente con argumentos
de coloraciones de grafos, a la Ramsey.
¢ Primer ejemplo. Empecemos recordando el de la reanion de seis personas.
En términos de grafos, lo que tenemos es un grafo completo Kg, cuyas aristas
coloreamos con dos colores, azul ¥ rojo; ¥ queremos probar que sea cual sea
esa coloracion, siempre encontramos un Kx rojo o un Ky azul. La prueba es en
este caso muy sencilla: nombremos el conjunto de vértices por {a, b, e, d. e, f} v
fijemonos en uno de ellos, por ejemplo a. Por el principio del palomar, al vértice
n deben llegar al menos tres aristas rojas o bien al menos tres aristas azules
(recordemos que a a llegan cinco aristas en total). Supongamos que estamos
en el primer caso, y que las aristas rojas le unen con b, ¢ y d, por ejemplo.
Si alguna de las aristas entre estos tres vértices fuera roja, tendriamos ya un
triangulo rojo. Y si no fuera asi, lo que tendriamos seria uno azul con vértices b,
¢ v d. El mismo argumento permite obtener la misma conclusion en el segundo
caso, cuando a recibe al menos tres aristas azules (de hecho, hay al menos dos
tridngulos monocroméiticos).

Es ficil darse cuenta de que no podemos concluir lo mismo si partimos de
un Ks, por lo que obtenemos que

R(3.3) = 6.

Podriamos interpretar este resultado en términos de juegos: imaginemos una
partida entre dos jugadores, uno con un lipiz rojo y otro con uno azul. Se
dibujan 6 vértices en el plano y cada jugador pinta, en cada turno, una arista
entre dos de ellos. Gana el jugador que consiga dibujar un tridngulo de sn
color. El resultado de Ramsey nos dice que este juego no puede terminar en
tablas. Porque no pueden dibujarse todas las aristas posibles sin que aparezca
un triangulo monocromatico, bien rojo o bien azul.

Intentemos generalizar este problema: si partiéramos de n personas, la
definicidon del nimero de Ramsey R(p,q) nos permitirfa deducir que si n >
R(p, ), entonees o bien hay p personas tales que cada dos de ellas se conocen
entre si 0 bien hay ¢ tales que cada dos no se conocen entre si. Por supuesto,
determinar con precisién el valor de R(p, ¢) para cada par (p, q) es un problema
complicado (véanse en la tabla correspondiente los escasos valores exactos que
s€ COnocen. )
¢ Segundo ejemplo. Volvamos a la observacion de Esther Klein acerca de
que dados 5 puntos en el plano (y ningin triple colineal), entonces cuatro
de ellos forman un cuadrilatero convexo. Para probarlo, recordemos que un
conjunto S del plano es convexo si, para cada par de puntos del conjunto, el
segmento que los une estd contenido en el conjunto. La envolvente convexa
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de un conjunto de puntos T' se define entonces como la interseccidn de todos
los convexos que contienen a T' (en particular, la envolvente convexa es un
convexo). En el caso de que tengamos 5 puntos en posicién general (sin trios
colineales), la envolvente convexa es un poligono de 5, 4 0 3 lados:

£y 2 A

En los dos primeros casos, el resultado es inmediato. Y en el tercero, la
linea [ que une los dos puntos interiores corta al trigangulo en dos de sus lados.
Los dos puntos interiores, junto con los dos vértices del tridngulo que quedan
al mismo lado de la linea | forman el cuadrilitero convexo pedido,

Pero podriamos plantearnos una pregunta méds general, como hicieron
Erdés vy Szekeres [E&] jpodemos encontrar, para un n dado, un entero N(n)
tal que cualguier conjunto con al menos N puntos contenga n puntos formando
un poligono convexo? La respuesta a esta cuestion estd recogida en el signiente
teorema:

Teorema (Erdds y Szekeres). N(n) < H(5.n:4).

Demostracidn. Sea i = R(5, n;4) v consideremos un conjunto S de i puntos
en el plano (sin triples colineales). Coloreamos los subconjuntos de coatro
elementos de § de la siguiente manera: si forman un cuadrilitero convexo, le
asipnamos el color “convexo”, ¥ si no, el color *no convexo”, Por la definicidn
del mimero de Ramsey R(5, n; 4), o bien tenemos un conjunto de 5 puntos en 8
cuyos d-subconjuntos son todos cuadrilateros no convexos o bien un conjunto
de 1 puntos eoyos 4-subconjumtos forman cuadriliateros convexos. El primer
caso no puede darse, como muestra el resultado de E. Klein, Y el segundo
permite concluir la prueba del teorema, si demostramos que un poligono es
convexo si todos sus cuadrilateros lo son. Para verlo, supongamos que no fera
asi: si los o puntos no formaran an poligonoe convexo, uno de los puntbos estaria
en el interior de la envolvente convexa de los restantes. Pero entonces estaria
también en la envolvente convexa de tres de ellos; no es dificil convencerse de
este hecho®. Estos cuatro puntos formarian un cuadrilitero no convexo, algo
contrario a la hipotesis. O

YEl resultado en dimension arbitraria (5i X © B", cada punto de la envolvente convexa
de X esta en la envolvente convexa de n 4+ 1 -0 menos— puntos de X} es un teorema clisicon
debido a Carathéodory, [Cal; ver, por ejemplo, [Be], pagina 27.
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Se puede comprobar que

N(4)
N(5)

5=2¢+1,
9=2%+1.

Erdos y Szekeres conjeturaron que N(n) = 272 4 1, pero el problema no ha
sido dilucidado (ver [DCG] para los iiltimos avances en el problema).

s Tercer ejemplo. Volvamos al problema de las sucesiones: dados 5 ntimeros
reales en un cierto orden, (1, ..., 25), hay tres de ellos que forman una sucesicon
mondtona. Supongamos que xg > xy (un argumento similar valdria para el
caso contrario). Si wa > rae, habremos terminado. 51 no fuera asi, seria porque,
o bien r; < r3 < T3, o bien 3 < r;. En el primer caso, con el cuarto punto
tendriamos ya una sucesion mondtona. En el segundo, si &y fuera menor que
3 0 mayor que xa, habriamos acabado. Sélo quedaria la posibilidad de que
Ty < 14 < ro. Y el quinto punto determinaria la sucesion mondtona de tres
puntos,

En realidad, podemos conseguir un resultado mas general, como hacian
Erdds v Szekeres:

Teorema (Erdos y Szekeres) Si lenemos n® + 1 mimeros reales, n+ 1 de
ellos forman una sucesidn mondtona,

Demostracién. Consideremos n? + 1 niimeros reales {x;}. Para cada z;, for-
mamos la sucesion creciente mds larga que comienza en x;, y llamemos 1+7(z;)
a su longitud. Cada r(z;) es = 0, y si hay algin r(z;) > n, habremos termina-
do. Supongamos por el contrario que cada r(x;) € {0,... ,n — 1}. Como hay
n?+1 de estos r(x;), por el principio del palomar algin valor de {0,....n—1} se
debe tomar n+ 1 veces, digamos el valor k. Es decir, que existe una sucesion de
n+ 1 nimeros x;;,...,x;, tales que para todos ellos, r(z;, ) = k. Pero entonces
la sucesion {x;,} es decreciente: si algin término de la sucesion, digamos ;,
fuera mayor que uno anterior, ;,, los &k mimeros de la sucesién creciente que
empieza en x;, mds el propio r;, constituirian una sucesién creciente de k + 1
para x;_, algo imposible. (m]

Y el resultado es el mejor posible, como podemos observar considerando

la sucesion
2

"Jt—1---11.2|‘1.---.H+1.---.1‘12

dn

peena(n=1)2 41

In

Pero podemos probar también “a la Ramsey”la existencia, para cada n,
del nimero M(n) para ¢l que pudiéramos asegurar que, dada una sucesion
e J‘.-f[n] nimeros reales, podemos encontrar una subsucesion mondtona de
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longitud n, comprobando que
M(n) < R(n,n,n,n;3).

Démonos una sucesion de A{n, n,n,n;3) nimeros reales y coloreemos todos
las subconjuntes de 3 elementos con 4 colores, asigndndoles a s forman una
sucesion creciente, b si forman una sucesién decreciente y ¢ y d en los otros dos
casos posibles () < x3 ¥ 2 = 73 0 bien 7y = 73 ¥ T2 < x3). Por la definicién
del nimero Rin,n, n,n;3), deberemos tener una sucesion monocromatica (en
alguno de los cuatro colores) de nomimeros. 5i n > 5, podemos descartar los
colores ¢ y d, como el lector comprobara sin dificultad. Y si los colores son a o
b, habremos acabado: una sucesidn es creciente si todas sus subsucesiones de
3 elementos son crecientes (y lo mismo para las decrecientes).

Obsérvese que estos resultados son versiones finitas (en el caso del de Erdaos
v Szekeres, versiones cuantitativas) del teorema de Bolzano, que afirma que
en toda sucesion infinita de nimeros reales existe una subsucesién mondtona
infinita. De hecho, el teorema de Bolzano responde al contexto general de la
teoria de Ramsey (ver la dltima seceidn).

EJEMPLOS DE APLICACION DEL TEOREMA DE RAMSEY
¢ TEOREMA DE SCHUR. Recordemos ahora el teorema de Schur?, [Sc], que afir-
ma que

jel Ultimo Teorema de Fermat es falso!

pero (en letra pequena) en &, las clases de congruencia® madulo p (donde p
es un primo), no en . Enunciémoslo convenientemente:

w ertte . mos creont it entero S i
Teorema (Schur) Dado un entero m, podemos encontrar un entero S(m) tal
que, st p es un primao suficientemente grande, p > S(m), entonees la eenacidn

IIJ:_II‘JI‘ + y”l . Z”.

tiene solucicn no brionel en 2.
Empecemos comprobando el sipuiente lema:

Lema Dado un entero m, existe un entero N{m) tal que si N > N(m) y
coloreamos el congunto N = {1,..., N} con m colores existirdn tres nimeros
a4,z € N con el mismo color y tales que

4 y==z

"Este teorema también se puede probar utilizando las cotas conocidas para las sumas de
Jacobi a las de Gauss (ver [IR], paginas #7T-98),
*También se usan las notaciones Z/pZ o F,..
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Demastraciin. Comprobemos que basta con
N = R(3,...,3;2)-1.
(m) = R( )

Dada la coloracion de A" con m colores, consideremos un grafo completo Ky 4
(con vértices {0, ..., N}). Para cualquier arista {1, j } del grafo, el valor de |i—j|
estd en el conjunto N, Asi que la coloracién de A’ nos permite colorear las
aristas de Ky con la siguiente receta:

Color de {i,j} = Color de |[i — j| en la coloracién de A.
Para esta coloracién de las aristas de Ky, como N = R(3,...,3:2) — 1,

existird un triangulo monocromitico. Es decir, tendremos vértices i > j > k
tales que

Color de {i,j} = Color de {j,k} = Color de {i,k} .
Traduciendolo a la coloracion eriginal, encontramos tres elementos
i—3, j—k i-—k,

que llevan el mismo color. Llamando x =i—3, vy = j—k v 2 = i — k, obtenemos
el resultado deseado. O

Utilicemos este lema para probar el teorema de Schur. Queriamos probar

que la ecuacion

Im +u!‘ll =zﬂ'¥

tiene solucion no trivial en &, con p un primo grande, p > S(m) = R(3,...,3;2).
Consideremos el grupo multiplicativo Z; = {1,...,p — 1} y sus subconjuntos

Hj={jam:a=12,...,p-1}CZ,
donde 1 < j < p — 1. Una primera observacion es que estos conjuntos, o son
ignales, o son disjuntos. Porque si dos de ellos, digamos H; y Hi, con j # k,
tuvieran un elemento en comin, entonces
jf-'". = kt:f“ L

para ciertos ¢,d € Z}. Es decir, que j = kd™c™™. Asi que

Hij={ja":a=1,...,p—1} = {k(ade 1]"‘ ca=1,...,p—1} = H;.

Ademads, su unidén nos da todo el conjunto . Descartemos entonces todos

aquéllos que sean iguales: [ cudntos nos quedan? Estimemos cuantos elementos
tienen esos conjuntos (en principio cada uno tiene p — 1 elementos, pero los
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habra repetidos). Si dos elementos de H; son iguales es porque, para ciertos,
abe {1,...,p—=1},

rre i

jam =g =g = b

Es decir, lo que queremos es contar cudntas potencias iguales pueden
aparecer. Fijemos un elemento b: jcudntos elementos a hay tales que a™ = ™7
Si ocurre eso, entonces ab~! es raiz de #™ — 1 = 0. Y esta ecuacién tiene, a
lo mas, m raices en Z3. Asi que potencias repetidas hay, como mucho, m. Por
tanto,

o Pl
H —_—
Hjl 2 m
Como se Liene que
=1
| H#;| =|25| =p-1,
j=1

tenemos que nos podemos quedar con a lo mas mode
los H; que sean disjuntos y cuya unidn sea todo ZI

Podemos ahora utilizar estos conjuntos como “co-
lores™: coloreamos el conjunto {1,.... p — 1} depen-
diendo del H; al que pertenezcan. El primo p es lo
suficientemente grande como para que el lema anterior
nos garantice que existen x,y.z € H;, para cierto j,
tales que =+ y = z. Esto es, ja™ + jb™ = je™ en £,
¥, por tanto,

I. SCHUR

um i b"] = '__HI )

¢ e 'm |
fl'l"’ [ & |.|| |t"{! (i”l"]’]l“lnu]ﬁ i].l.'ll:ll:}:il.lil,t' . :

® TEOREMA DE VAN DER WAERDEN. Otro resultado notable con todo el sabor de
un teorema “a la Ramsey” es el siguiente teorema sobre progresiones aritmeti-

cas [Wal:

Teorema (van der Waerden) Para todo par de enteros | y v, enste un ng

tal que si n > ng y coloveamos el conjunto {1,... n} con r colores, entonces
el congunto contiene una progresion aritmética monocromdtica de longitud [,

a,a+d,...,a+(I—-1)d
Una prueha de este resultado puede encontrarse en |GRS|, pagina 29.

IJ.'"I.H]’I!.dl‘!I'I'!I!]HH o Ferpando Chamizo que nos hayva sugerido esta demostracion, gue sim-
plifica la original.
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¢ OTRA APLICACION, Un semigrupe finito es un conjunto finito en el que se
define una operacion binaria asociativa, que llamaremos producto. Un elemento
e se dice que es idempotente si se cumple que e - e = e. Pues bien,

todo semigrupo finito debe lener un elernento wdempotente.

Para probarlo con la Teoria de Ramsey, tomemos un elemento cualquiera, a,
del semigrupo. Llamemos n al mimero de elementos del conjunto (el orden del
semigrupo) y consideremos

N=H(3,3,3...,3;2).

Llamemos a* al producto (¢ veces) del elemento a (el hecho de que sea un
semigrupo nos garantiza que cualquier potencia de un elemento pertenece al
semigrupo). Tomemos ahora el grafo completo Ky con sus vértices numerados,
y coloreemos sus aristas con n colores (cada color es un elemento del semi-
grupo) con la siguiente receta: la arista que une los vértices i y j (1 < j) se
colorea con o’ " . El Teorema de Ramsey nos dice que debe haber un tridngulo
monocromatico, esto es, deben existir 4,7, k (i < j < k) tales que

ad=t = gt = gk

Si lamamos ¢ = a’ ', teniendo en cuenta (que ak=J . g1t = aﬂ'_’, observamos
que se cumple que ¢ - e = e. Asi que éste es el elemento idempotente que
buscibamos.

& LN EJERCICIO, para terminar. Dada una matriz A cuadrada de orden n (n filas
v n columnas), una submatriz de orden m (m < n) se dice que es prineipal si se
obtiene a partir de A borrando 51— m filas y las mismas n —m columnas (p.e.,
si borramos la primera fila deberemos borrar también la primera columna),
Inténtese probar, a la Ramsey, el siguiente teorema:

Teorema. Sea m un entero positivo arbitrario. Cualquier matriz cvadrada
A cuyos elementos sean ceros o unos y que lenga un orden n suficientemente
grande conliene una sulralriz principal de orden mode uno de los siguientes
cualre tipos:
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fe 8 0 ==0N f* 1 1 .00 1%
0 « 0 .0 0 = 1 7 |
0 : 0
O S T

\0 0 . 0 «/ \O0O 0O - 0 «

(+« 0 0 - 0) [+ 1 1 -0 1)
1 =+ 0 "0 1 % L Yue
1 1
. Al + 0 - T | « 1

A A mee 3ol A1 T oms o omy

(donde en lugar de asteriscos se permiten ceros y unos sin ninguna restriceion).

COTAS PARA LOS NUMEROS DE RAMSEY.

Ya ¢l propio Ramsey habia observado que
R(k,K) < 2%,

que luego mejord, obteniendo que Rk, k) < k! aunque él mismo aventura-
ba que la cota podia reducirse. Para obtener cotas superiores, empecemaos
probando la siguiente relacidn;

Teorema. Para cualesquiera enteros p,q > 2,

R(p,q) < R(p,q—1)+ R(p—1,q).

Demostracidon. Llamemos v = R(p.g— 1)+ R(p—1.q) y coloreemos las aristas
de un grafo completo K, con dos colores, Querriamos probar que existe un
K, rojo o un K, azul. Para ello, filemos un vértice v € K, y consideremos sus
r — 1 aristas. Habrd un cierto niimero de ellas rojas y otras cuantas azules.
Como

r—1=Rlpg-1)+R(p—-1,q9) -1,

¢l principio del palomar nos dice que habra al menos B(p— 1, q) aristas rojas o
bien al menos R(p, g — 1) aristas azules. Sin pérdida de generalidad, podemos
suponer que el mumero de aristas rojas es = H(p — 1,9). Fijémonos en los
vértices conectados a v mediante estas aristas y consideremos el grafo completo
formado por R(p — 1,q) de ellos. Por la definicién del mimero de Ramsey,
tendremos o bien un K,y rojo o bien un K, azul. En el segundo caso ya
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habriamos terminado, y para el primero basta observar que si anadimos las
aristas que conectan los p — 1 vértices con v (todas rojas) tendremos un K,
moenocroméatico rojo. O

A partir de esta expresién podemos obtener una cota explicita para los
niimeros de Ramsey R(p, q):

Teorema. Paru tedo par de enteros p,q > 1,

R(p,q) < (F:EIE).

Demaostracidn, Lo probaremos por induceidn. Podemos comprobar los primeros
casos directamente:

— - q—1Y _(p-1% _
R(1,q9) = R(p,1) =1 ( 5 )_( 5 )_1,

rea=ay ke =r (1) =ay (})-n

4
R(3,3) =6 (z) = 6.

Llamemos n a la suma de los dos parametros del mimero de Ramsey v supon-
gamoslo probado para n — 1. Para n = p + ¢, utilizando el teorema anterior y
la hipétesis de induccion:

Rip,q) = Rlp—1,q9)+Ripg-1)
p+g—3 | pt+g—3
p—=2 p—1 :
Para terminar, s6lo queda recordar la propiedad de los coeficientes binémicos
(n)_(n—l)_l_(n.—l)t 5
T m m — 1

Un resultado mis general es:

I

Teorema. FPare todony.ng.....ny = r = 1, el numero Riny..... ng 1) eriste
y salisface gque

Riny,...,ngr) < R{R(ny,..., g r) T .

Que se prueba apoyindose en el primer teorema y utilizando induecion. Por
supuesto, una cota superior para los nimeros de Ramsey implica su existencia;
asi que ésta es una forma de probar el teorema de Ramsey en su versidn general.
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Para obtener cotas inferiores es necesario probar la existencia de estrue-
turas finitas con ciertas propiedades; utilizaremos, siguiendo a Erdds [Er], ar-
gumentos no constructivos, de tipo probabilistico. Lo haremos para el mimero
de Ramsey R(k, k), que a partir de ahora llamaremos Ry.

Consideremos un grafo completo K,, y coloreemos aleatoriamente cada
una de sus aristas con dos colores. Es decir, consideremos un espacio de pro-
babilidad cuyos elementos son las coloraciones de las aristas de K, con dos
colores y cuyas probabilidades vienen dadas por

1

P(colorear {i,7} de rojo) 5

s 1

P(colorear {i,j} de azul) = 3

para cada arista {1, j} del grafo (y el coloreado de cada arista es independiente

del de los demds). Esto hace que cada una de las posibles 2(3) coloraciones
tenga la misma probabilidad, 9-(3).

Consideremos un conjunto S de k vértices del grafo y llamemos Eg al
suceso “S es monocromitico”; es decir, las aristas que unen vértices de & son
todas del mismo color. Para calcular la probabilidad del suceso Eg, observemos
que tendremos una coloracion de K, en la que S sea monocromitico (por
ejemplo, rojo), con probabilidad

(3)-(3)
2 ot
2{2}
porque para contar las coloraciones que nos interesan bastara decidir el color
de las () — (5) aristas que no estdn en S. Asi que
P(Eg) = P(5 monocromitico rojo) + P(S monocromitico azul)
_ o () 400 = 1-(),
Llamemos ahora Ejp al suceso “algin Ky es monocromatico”; su probabilidad
serd

P(Ey) <= Z P(Es) = #{85 € V(K,)/S con k vértices} - g1-(3)

SC V(K]
¥ von k virtices

Y-k
- (k)g' (2),

Si n oes tal que esta probabilidad es un nimero menor que uno, tendremos
alguna coloracién en la que no haya K monocromitico alguno. Y en esas
condiciones, necesariamente ¢l nimero de Ramsey Ry debe ser mayor que n.

Es decir, que tenemaos que
Ih- - kY
. 2[21 !_
( k ) =
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Utilizando la estimacidn

™ ! m" m"
=—g —< i
n nlfm—n)! = n! = pn/2

podemos reeseribir la cota para Ry (si k > 4):

RE > Eei29 A -1 o ok /2 9k[2-1 < gk%/2
Es decir, que
Ry > 22,

De donde
1igiur|:n,,}”" > V2,

Podemos ahora recordar la cota superior que obteniamos anteriormente en el
caso particular enel que p=g =k

Ak =1\ _ 4y
RJ:E( k-1 )54 :

donde la tltima desigualdad se basa en la estimacién

2n e 2n
( ) < (En realidad Z( ) =2"")
i k=0 K

(el resultado de Stirling no mejora mucho la cota). Reuniendo ambas estima-
ciones, tenemos gque

V2 < liminf (Rp)Y* < limsup (R;)"* < 4.
k=t k=ro0

iDecidir si existe el limg_o, Be'* es uno de los grandes problemas que per-
manecen sin resolver es este campo!

VERSIONES INFINITAS DEL TEOREMA DE RAMSEY.

Y empecemos, una vez mas, con el principio el palomar, esta vez en su
versidn infinita: una formulacion obvia, pero que se utiliza constantemente.

Si tenemos un conjunto X' infinite y distribuimos sus elementos
en un ntimero finito de cajas, entonces hay una caja que contiene
infinitos elementos.
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En su trabajo original, Ramsey, de hecho, probd primero la version de suo
teorema para conjuntos infinitos,

Teorema (Ramsey infinito) Dado un conjunto A infinito numerable, si
coloreamos sus k-subconjuntos con r colores, entonces existe un subconjunio
infinito B © A cuyos k-subconjuntos son todos monocromdticos.

En el lenguaje de grafos (para el caso k = 2), el teorema reza que si K es
un grafo completo con un conjunto infinito numerable de vértices, entonces,
para cualquier coloracion de sus aristas con dos colores, existe un subgrafo
completo (con un ndmero infinito de vértices) monocromitico. Es interesante
senalar que ¢l resultado no es cierto si el conjunto de los vértices es no nume-
rable. Por ejemplo, si el grafo completo tiene como vértices los niimeros reales
y coloreamos sus aristas con dos colores, entonees no tiene por qué existir
necesariamente un subgrafo completo monocromitico cuyos veértices sean un
subconjunto no numerable de los reales.

Corolario (teorema de Bolzano) 7Toda sucesion infinita de nimeros reales
conliene una subsucesion infinita gue es creciente o decreciente.

Demostracion. Sea A una sucesién infinita de mimeros reales. Coloreemos sus
3-subconjuntos con 4 colores dependiendo de la disposicion de los tres mimeros:
. s
. . -

L] L LI L]
L]

Colora Colorbh  Color ¢ Color d

El Teorema de Ramsey nos garantiza que existe un subconjunto de A
infinito monocolor. Es Feil comprobar que solo puede ser de los colores a o d,
es decir, corresponder a una sucesion creciente o decreciente. O

Otro resultado, que se prueba de manera similar al anterior:

Corolario  §i & es un conjunto infinito en IR®, entonces existe un A € 8§
infinito tal que, o bien A estd contenido en una recta, o bien eada 3 punlos de
A son no colineales.

El bien conocido teorema de Bolzano-Weierstrass asegura que si tenemos
una sucesion infinita y acotada de niimeros reales, entonces existe una sub-
sucesion infinita convergente. La extension a espacios de dimension infinita es
otro ejemplo de aplicacion del teorema de Ramsey infinito; es un resultado
debido a Rosenthal, ver [Rol:

Teorema (Rosenthal) Toda sucesion acolade en un espucio de Banach
contiene, o bien una subsucesidon débil de Cauchy, o bien una subsucesion
equivalente a una buse de 1.

Un importante resultado sobre existencia de progresiones aritméticas ar-
bitrariamente largas es el siguiente:
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Teorema (Szemerédi). 5i A es un conjunto de enteros positivos con den-
sidad superior positiva, esto es, tal que

lim sup
n—+o0

|.Ar1{1;..,,n}| < 6.

L

entonces A contiene progresiones aritméticas arbitrariamente largas.

Este resultado contesté afirmativamente a una conjetura planteada por
Erdés y Turdn en 1936'°. Roth probé en 1952, con técnicas de la Teoria
Analitica de Niimeros, que A debia contener una progresion aritmética de
tres términos; en 1969, Szemerédi probd que en realidad debian ser 4. Y fi-
nalmente, en 1975, el propio Szemerédi, [Sz], probé la conjetura completa,
con técnicas combinatorias. En 1977, Furstenberg, [Fu], presenté una prueha
alternativa, en la que utilizaba herramientas de la Teoria Ergddica. Gowers,
galardonado con la medalla Fields'' en 1998 ha propuesto recientemente, ver
[Gol|, una nueva prueba del resultado sobre progresiones de longitud cuatro,
con técnicas del Andlisis de Fourier (cercanas a las de Roth) y que parecen
permitir la prueba del resultado general.

El teorema de Ramsey nos proporciona los primeros ejemplos explicitos de
las llamadas sentencias de Godel: enunciados que no pueden ser probados
con los axiomas de la aritmética tradicional. Por ejemplo, consideremos ol
siguiente resultado (que es una variacién sobre el Teorema de Ramsey finito):

Teorema. [Diremos que un conjunto X de enteros positivos es grande si
#AX > mindX. Para cualesquiera enteros n, k,r, eriste un entero m tal que
si coloreamos los k-subconjuntos del intervalo [n,m|] con r colores, entonces
eriste un subconjunto grande monocromdtico (sus k-subconjuntos levan el
mismo color).

Partiendo de la version infinita del teorema de Ramsey (que no es ex-
presable en la aritmética de Peano), no es dificil probar este resultado.

La version finita del Teorema de Ramsey es un enunciado expresable y
demostrable con los axiomas de la aritmética de Peano. Sin embargo, como
probaron Paris y Harrington, ([PH]), el teorema anterior, que es un enunciado
sobre niimeros enteros expresable en la aritmética de Peano, no es demostrable
en esa aritmeética.

CobDa

Terminemos recordando de nuevo la figura de Frank Plumpton Ram-
sey, quizds uno de los mds brillantes (y, pese a ello, desconocido) pensadores
de este siglo: original, pionero, precursor. Pese a que su profesién eran las

1%y dio lugar a la mayor recompensa pagada por Erdés por uno de sus problemas.
"Wedse ol articulo sobre los galardonados en La GaceTa, volumen 1, mimero 3,
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Matemadticas, su devocion estaba en la Filosofia, De hecho, formuld el teorema
que le ha dado fama en Matemiticas en el curso de su investigacion sobre
un problema légico-filoséfico; un problema sin solucién, como probéd Godel
después, [Go]. Siguiendo a Sahlin, [Sa], podemos afirmar que

... tratando de resolver lo irresoluble, Ramsey probd lo indemaostrable.

De conocer los resultados de Godel, jhabria Ramsey descubierto las impli-
caciones combinatorias que su teorema ha demostrado tener? Su prematura
muerte nos privo de comprobarlo. Pero ademds Ramsey era un hombre apa-
sionado, socialmente inquieto, amante de la vida. Quiza el siguiente discurso,
pronunciado ante los “Apdstoles”, el selecto grupo de discusion de Cambridge,
nos ayude a conocer esta otra faceta suya.

Mi cuadro del mundo estd dibujado en perspectiva, v no como un modelo
a escala. El primer plano lo ocupan los seres humanos, v las estrellas son,
para mi, tan pequenas como monedas de tres peniques. No creo realmente
en la astronomia, excepto como una complicada descripeion de parte del
curso de las sensaciones humanas v, posiblemente, animales,

Aplico mi perspectiva no sé6lo al espacio, sino también al tiempo. A la larga,
el mundo se enfriard v todo morird; pero queda mucho para eso, v su valor
actual, a interés compuesto, es casi nada. Que el futuro sea vacio no resta
valor al presente,

La Humanidad, que ocupa el primer plano de mi lienzo, es para mi intere-
sante y toda ella admirable. Encuentro, al menos hasta ahora, que ¢l mundo
es un lugar placentero y excitante. Puede que vosotros lo encontréis depri-
mente; 1o siento por vosotros, ¥ vosotros, seguramente, desdenaréis lo que
digo. Pero yo tengo razén y vosolros no; sélo tendriais alguna razdn para
rechazar lo que digo si vuestros sentimientos se correspondieran con la rea-
lidad como los mios lo hacen. Pero no pueden. La realidad no es buena ni
mala; simplemente es lo que a mi me entusiasma ¥ a vosotros os deprime.
Y lo siento por vosotros, porque es mis agradable estar entusiasmado que
deprimido. . .y no sdlo méis agradable, sino mejor para la vida de cada uno.

Frank P._Ramsey.
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