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Contrólabilité Exacte pour des Systénies
á Ménioire

JINHAI YÁN

ABSTRACT. Combining [-(VMand Compactness arguments tixe exact control<ability
is proved for time dependent smooth Kernels.

SoiL fi un domaine borné dans 3Ri it frontiére réguliére 1’. Qn considére le
systéme suivant

y”—Ay—J K(i, u)y(u)da=O dans Q=12~(O, 7)

(1) y (contróle) sur S(x0)

O surX\Z(x$

y(O)= y”, y’(O)—y’ sur 12x{O)

Qii E(x$=F(A)x(O, 7) avec F(x”)=!xcF: (x—.x$u(x)>O), A étant un
point quelconque de IR”, eL S=Fx(O, 7).

Par u (x,) on désigne le veeteur normal unitaire extérleur it 12 au point xE E
et paro le produit scalaire dans R0. Dans (1) ‘désigne la dérivée par rapport
au temps.

Pour tout 1/, y 16 ¡¿2 (12)x H’ (12), on cherche un contréle yC ¡¿2(2(A)),
te> que

(2) y(T»=y’(T)=0 sur 12xtTI
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Si on peut le faire, alors, on ¿it que le systéme (1) est exactement
contrólable.

Qn fait sur K les hypothéses siuvantes:

K(í, u)C¡¿’ ((O, T)x(O, 7))

(3) 8K(i,u) E¡¿’((O, 7)40, 7))

K(r, r)E L’ ((0,7))

et on désign T<txY,)=2 max

On a le r¿sultat principal suivant:

Théoréme 1.

Si 7’> T(x’>) ci K satisfail les hypodiéses (3,), alors le sys/cnie (1,) es!
exaclemen! contrólable. EJ

Démonstration

Qn procéde en trois ¿tapes.

Etape 1

lJ’abord, on observe que s’écrit conime

(4) y=y0+z dans Q

OÚ Yo et z saúsfont

vi—A¡hí—j’ K(r, u,) y0(a) du=0 dans Q

(5) Yo
0 sur>.

i~í (0)— i~t> ¡<(O) — sur dx [O)

y. —zXz—JKÚ»u,)z(u)du=sO dans 9
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‘a (contróle) sur
(6) Z= sur

z(O)=0,z’(0)=O sur(lx[O}

La condiLion (2) équivaut it

(7) z(T)=—y«(7T), z’(T)z=—y~(7) sur 12x{Tfl

Donc, on peuL également chereher un contréle vcIÁ(2(x”)), pour le
systéme (6) tel que

(8) z(73=zt, zP(7)=zL sur 12>47],

pour [A, zL]GL2 (12)xH-’ (12) quelconque.

Qn va employer la rnéthode HUM. Qn résout d’abord, pour tout
Y«. e,c’}GH¿ (12) xL2 (12) le probléme suivant

~P”—A<P-jKÚJ~ltP&ÚdtJ=O dans Q

(9) sur
sur 1247’)

Ensuite, on résout

@“—zWz--jKÚ~uWt(cOda=O dans Q

sur~(x«)
(10) 4= o sur

¡4(O)=0, 4.,’(O)=O surflx{0j

Qn sait que (voir .1. L. Lions [1], Tome 1, Chapitre 1, Th.4.2)

(11) gECt’(O,T, H¿(12))flC’(O,T; 12(12))
4.’E («(0,7’; 12 (12))fl C’ (O, T;H’ (12))

eL que de plus

(12) ~ !~{O, Tsfl¿<fl))fl W1>~(Q, EL2 (ti))
=G(¡kp«¡j2í,¿~

1» + ~L ¡2 L’<Li>)
1
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¡14.’ L’» (O. E¡.? (C!)) () W
1 ~(O, EH <11))

(13)
< C(Hg0¡12n¿<n> + ¡~L 2¡2;m)L/2

Ainsi, en peut définir un opérateur AM:

(14) AM: HJ(fl)xL2(12)~H~~~L(12)xL2(tl)
{~O, Ñ,L«.k4.~V(7}4¡(h}.

Cet opérateur est tinéaire a continu.

Qn sait (voir it L. Lions [1]) que si 7’> T(x”), alors, A(= A«) ayee K=O
est un isomorphisme, on va dérnontrer que pour ce méme T, AM(K#O) est
aussi un isomorphisme. Qn va utiliser la méthode qui est introduite par E.
Zuazua dans l’Appendice 1 de J. L. Lions [1].

Etape 2

Lemme 1

Si T> T(xQ), aiors

(15) ker AK es! de diniension fine. E

Démonstration

Conime A est un isornorplxisme, en peut voir que

(16) kerAM=kerA...LOAÑ

mais

(17) ~ o (A—Ap)

Par l’alternative de Eredholm, il suffit alors de vérifier que A—AM est
compact.

Si q’« vérifie le systéme

dans Q
(18) sCo=O suri

sur 12x{TI
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on a

(cpo—~)”—A (~—g) = y ~p (u)da dans Q

(<9) ~~o<~’O sur>.

(‘po—q)(T)=O, (~o4’)’(7)O sur 12x{T}

II faut alors que l’application

(20) la0, a’I—6(ao—a)/a
3.Ix(XO)

soit compacte. Mais, en sait que (voir J. L. Lions [1], Torne 1, Chap. 1, Th.
4.1).

(21)
6(420 so) ¡1L2(X)< C¡¡JK(u, í)cp(u) du¡ILI(ú T;L2(f»)

D’aprés (3) et (12) en a

(22) j K(a, i)p (u) doc L’ (0, 7’; H¿(12))

6Iai4K(u~ í) ‘p (u) da)E ¡¿‘(0, 7’; L2(12))

avec continuiLé.

Par (22) et (11) on a

(23) soo—soEC(0, T; 1P(12)AH¿(12)),

et, donc de (2!) eL de (22) II résulte que

(24) 6((9
0—y)9/6vEL

2(0, T; 19(F)),

Ainsi, de (21), (23) et (24) on obtient

(25) 6(cpo—so)/8UE ¡¿¶0,7’; H11’(F))fl J’V”2(0, 7’; L2(f)),

Par ailleurs ¡‘injection

esL compacte. Ccci implique la compacité de l’application (20). El
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Lemme 2

Si T> T(tv9, a/ors

(27) ker ~~M—{
0I

Donc. par lahernarive de Fredho/ni, AM es! un ¡somorphLsme. E

Démonstration

Qn désigne

(28) Y={p¡p est une solution de (9) pour un certain {y0, <p’}c1-fJ(12)
xL2(fl) telle que 8so/av=O sur

Alors, (24) est équivalente it

(29) Y=f0J.

Par le Lemme 1, on salt que

(30) y est de dimensio~í finie

Si un a

(31) soEY

alors

(32) Iso«. soL¡Eker AM,

Donc

so, 34p«—<p) dg d(sco—so

)

¡ ~<‘~> = Su S(v0) + = ev

Mais, y«—q est la solution de (19) acvec un menxbre de droite tel que

(34) ¡<(a. fl~ (a) doc W’’ (0,7’; 1-4(12))

En appliquant des résultats dei. L. Lions [1] (Tome <, Chap. 1, Th. 4.2).
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donc

(36) Oepo/Ov¡X(A)cH2 (0,7’; ¡¿2(X(A)))

Ainsi, par l’inégalité inverse

¡¡so«¡12 ±kÑ Cf. it 2dX

¡3 (U) J’(0~1 y

valable pour les solutions de (18) lorsque 7’> T(x«) (.1. L. Lions [1], Tome 1,
Chap. 1, Th. 5.1) en obtient

(37) soo EE 0(0, 7’; ¡‘4 (12)) fl (9(0, 7’; ¡¿2(12))

Ceci conduit, gráce it (34), it

(38) q’=soo—(soo--w)E 0(0, T; H¿(12))fl C3(0, T; L2(fl))

Conime ‘p est la solution de (9), on déduit de (38) que

(39) —A~c(«(0, 74 H¿(12))flC’ (O, 74 L2(12))

Maintenant, it est facile de vérifier que

(40) —AsoEY.

Vayons maintenent que Y={0). En effet, si

(41)

eomme l’application

(42) —A: Y—Y

est symétrique eL positive, alors it existe un X=OeL unqE Y, p#O, tels que

(43) —Asn=Xso dans Q

Mais, comme soE Y, on a

(44) sur

sur
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Par (43) et (44) eL gráce au Théoréme d’unicité (voir J. L. Lions, Tome 1,
Chap. 1, Corollaire 5.1) on a

(45) dans Q

ce qui est en contradictiorx avec (41). EJ

Corollaire (Théoréme d’unicité)

Sol! 7’> 7’<’x”,) el ep la so/ulion de (9,), Si

(46) sur Z(x”,)

a/ors

(47) 9~0 dans Q. EJ

Etape 3

Qn retourne maintenant au probléme du début. Pour tout 1~zL,
A}EH”’ (f1)xIÁ (12), on peut trouver un ~ ~‘}EH¿(12)xV(12), tel que

(48) AMIso«, pL}={~zL,z0l

Qn prend dans (6)

(49) v=Oc1o/Av sur X(xO)

alors

(50) dans Q

Donc, on a (8)

Si on prend

(SI) AYO(D, zL ~y¿(fl

a<ors,v=y«+z satisfait (1) eL (2) et ainsi la démonstration du Théoréme ¡ est
achevée. EJ
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