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Sur la Convergence des D;í;~splines
d’ajustement pour des données

exactes ou bruitées
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ABSTRACT. Ley Li be a bounded upen subset of ~“eon<ainingthe da<a points. cltlíe
Hausdorff dis<ance froní <he set of da’¿a puints <o Li and ~<he smoo<hing paraníe<er
Assurne <hat c=a(cl—’9. d—0. and in addL<Lon when the data are noisy. tha< <he
«whitc nuise» hypothesis Ls sa<isfied. Then, for smouthing of exact ur noisy data witli
D’-sp[ines. cunvergence and error estimates resu[ts are obtained. These resu[<s
iniprove previous unes given hy E. Utreras or <he authurs.

1. INTRODUCTION

Les D”’-sp[Lnes (sur fi”) cunstLtuen< un cas par’¿ieulier des spYines durdre
(sn,s). don’¿ la ‘¿héorie est due á J. Duchon [5, 6, 7]: les sp[ines d’ordre (it;. s)
sont des fonetiuns régufLéres dun’¿ Ya définition résulte d’un cri’¿ére de
níinimisa’¿ion dans un espace «de type Sobulev», [‘espaceX’” t e’¿ les D”’-
sp[ines ne son’¿ autres que [es sp[ines d’ordre (m, O) (la défini’¿ion de [‘espace
correspundan’¿ X~>0, encore no’¿é D—»’L2, est rappelée au paragraphe 2 e’¿ ce[e
des D”’-sp[ines d’ajus’¿ement au paragraphe 3).

Soii O un ouvert borné de ~“ tel que fi contienne les poinis de données.
L’é<ude de [a cunvergence des D”’-sp[ines d’ajustemen< et de [‘erreur
d’approxima’¿ion correspondan’¿e a baLi [‘objet de dibférents travaux: D.
Ragozin [12], en dimensiun [, e< E. U<reras [4], en dLmension que[cunque,
uní donné des résu[ta<s de cunvergence e’¿ d’erreur dans H<~í (II) pour des
données exudes uu brui/ées. Nuus-m¿mes [JO] avuns, dans [e cas oú les
données suní exactes e’¿ [e paramétre d’ajus<emen< r borsíé. mun’¿ré [a
convergence dans A”’ des sp[Lnes d’ajus<ement d’ordre (it;. s) el ob<enu des
es<ima<ions dans 11’’’’ (11) de [‘erreurd’approxLníation par sp[Lnes d’ajus<ement
d ‘o rd re (ni, s).
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Au paragraphe 4. nuus étudions le róle de dLbbérentes cunditiuns dans [a
cunvergence des D’’-splines d’ajustemen< puur des données exactes. quand [a
distance de Hausdorbf dde [‘ensembledes puLnts de dunnées á fi <end vers O
Sous •I’hypoth’ese c=o(d—’9, ch—O, nuus montrons la cunvergence dans
0—U. améYiurant ainsi [e résu[’¿at de [YO].Qn peu’¿ nu’¿er que [a condition
E = o (d”) est néeessaLre et suffisante dans le cas uf> les ensembles de puints de
dunnées sa’¿isfont á une proprié’¿é de régularité asvntpío<’ique (vérifLée ‘¿rivLa[e-
ment par [esensembles de poLnts unLformément répartis).

Le paragraphe 5 est consacré á l’étude de Ya cunvergence des Duu~~sp[ines
d’ajus’¿ement pour des données brui<ées. Nous muntrons d’aburd Y’impossi-
bi[Lté. dans une situatiun réalis’¿e, d’obtenir [a convergence (déterministe) dans
f1”’(Kl) Yorsque Yes données son’¿ entaehées d’erreurs de mesure. Nous
introduisuns alors [‘hypotlí’ese prubabiliste du bruis b/anc et, u’¿ilisant le
<héuréme de cunvergence du paragraphe 4 et un résu[tat de F. Utreras [4].
nous dé’¿erminons une cundi’¿iun sur e permet’¿ant d’exp[LcLter des es’¿imations
(e’¿ la cunvergence vers O> de l’espérance mathématique des carrés des
seminorrnes 1~11 LI de [‘erreur puur ¡ =o sn

Qn désigne par «ouver’¿ de IR” á fron’¿iére lLpschLtzienne» un uuver’¿ (non
vide humé cunnexe) de IR” ¿¡fPoitsiére hipschitzieitne au sens de]. Netas [Y].
Puur ‘¿ou’¿ iE IR, un désigne par P = P0(IR”) [‘espacevectorLel des (bunctiuns)
pulynómes sur IR’ de degré =i par rapport á [‘ensemb[edes variab[es e’¿, pour
tutu iE3t a pour tutu ouver’¿ non vide ~I de R”, par P>(Q) [‘espaceveaoriel
des restrictiuns á lides bunc’¿Lons de 1%. Pour [a débinLtiun d’«ensemb[e ¡“(II)-
uniso[vanb> un renvoie á P. G. Ciar[e< [2]. Enfin, la méme le<tre <7désignera
¿tiverses coitstantes strictenjent positix’es.

2. ESPACES FONCTIONNELS

Suit fi un ouver< non vide de IR’. Pour <uut ¡cIJt, un désigne par 1-1(11)
‘espace de SoboYev usue[, muni de [a nurme

oú cx=(cx¡ ,~., a,)EIJV’, ]cx] =a~ + ... + cx,> et uf> B~vdésigne [a dérivée par’¿ie[le
a-ierne de y. On u<L[Lse éga[emen’¿ les semi-nurmes

1 VI/LI = (E ~f>iB~vGv)¡
2 dx)í¡2 , O=j=i.

Suient ni et nG 3V <e[s que

rn>n/2
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Qn désigne par 1t”’L2(R”), uu pYus briévement par D—”’L2, ¡‘espace de
Beppu-Levi

{ve¡ (IR”); Va e 3V’, ¡cxi = itt, B”v E U (IR”) },
of> D’(R”) est l’espace des dLstributions sur IR”. Rappeluns quelques
proprLétés fundamentales de ‘espace Lt”’L2:

• muni de la semi-nurme

¡ tu¡,~( >Z iii! f ~,<v(.v)¡2cLv)I 2

of> a!= cx> 1... cx,!, et du semi-produit sca[aire associé (.,.),, D~”L2 est un
espace «semi-hi[bertien», Le. comp[e’¿ puur ce’¿te semi-nurme (cf. J. Duchun
[5]);

• soL’¿ fi* un ouvert non vide borné connexe de IR”; munL de la norme

Hv]¡X7=(J¡u(x)]2ct.x± ¡v]~,)> 2

1t”’L2 est un espace de HL[bert dunt la ‘¿opo[ogie est indépendante de 11* (cf.
J. Neéas [Y Y]): dans Ya suite un supposera D—”’L2 muni d’une nurme ¡¡<¡rs.
que l’on écrira simp[ement ¡¡.¡~,,, sans baire référence á un ouver’¿ f1~
particu[Ler;

• soit Kl un ouvert de IR” á bruntiére [ipschitzienne; alors (cY. .1. Duchun [7],
J. Neéas [Y])

l’opérateur de restric<ion it fi est
(2- [)

Iinéaire cun’¿inu de D—”’L2 sur U”’ (ti);

en résu[’¿e que

uf> ‘—désigne [‘injectiun continue.

Dunnons, puur terminer ce paragraphe, un résu[tat d’équivalence de
normes.

Proposition 2.1. Soiení fi uit ouveri ¿te IR” ¿ frontiére tipschtiíz¡e¡tite el
= {b

0< 1> oií ~ saus—eitsemb/e P ( 1)— u,tisohvaní ¿le íoh u is ¿he U
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A hors ih e.x-isie ¡>0 íet que, si .4 chésigite 1 ‘e,tsesnble cies /vI—upteís
8 = {b~ ,..., b~, 1 dc pouitis de fi saiis/áisa¡ti a la conchil ion

(2-3)

Vapphicasiosz .¡ff, ¿téfisuie ¡‘)OLit buí RE.4 par

]v12=(Z ]v(b¡)¡2+ ¡1.1%)> 2

soil íí,u’ ,tonnue sur D—”’ 12 Li¡ti/bsvnésite,, í équivahest ie sur -< ¿í ha norsuje ¡

Démonstration. [) D’aprés (2-2).

<7.VBE .ff=<7hvIL,,.

2) Pour tou< vG D”’L2 et pour ‘¿out BC Yi~. un a évLdetííment

vi it Ii

-y Z ¡v(bo>)]2 <Z ¡v(h
0>¿)— v(b¡)¡

2±>~
¡=1 ¿=1 1=>

[1 résulte duihéoréme d’Lnirnersion hÉilderienne pour [‘espace H”’(11). de
(2-3) et de (2-Y) que

I Vy>O, ¡>0 ,VBCÁ~~.Vve D-”’L2:

> ¡v(bo
1) y (b1)]

2=y2 ]¡v¡l~.
d ou

I Vy>O. Ir>O.V8e:Zt~,VvED-”’L2:
¡ It

y Z Iv(b
0)]

2 + ]v¡~ y2¡]v¡¡~, S(¡v]Z)2.

Or (eL Nl. C. López de SL[anes et R. ArcangélL [YO]). [‘app[icatiun

(4- ~ ~ ~~1> ¡2± ¡ 2 est une nurme Sur D—uL=équiva[en’¿e ñ [a

norme ¡]‘¡],. Qn en déduit que

I <7’>O.Vy>0, r>O.VBG../4.Voc&L2:

et [e résu[tÚt suit en [ixant Y á ¡Jártir (Ye [a co nd i’¿Lu n ‘y < <7’. .
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3. Dm-SPLINES D’AJUSTEMENT (SUR 3Ra)

Rappe[ons [a définition de ces sp[ines, due it J. Duchun [6]. Suien’¿
‘¿uujours rn et itE3M te[s que m>it/2. Qn suppose donnés:

• un uuvert fi de tAu á frontiére lipschi’¿zienne;
• un sous-ensemb[e 1» de 3R~ adníet<ant O pour poin< d’accumu[a’¿iun;
• pour <out deD. un ensemble ordonné A” de N= N(’d) points distincts de

TI cuntenant un sous-ensernb[e I%..>-unisu[vant.

Pour<outdcP. un désigne par p4E §/(D—<L2, ‘R~) [‘upéra’¿eurdéfini par

([a contLnuité de p” résulte de (2-2)). Qn note <.> et <.,.> respec<Lvemen’¿ la
norme e’¿ [e produit sealaire euclLdiens dans 3V. Pour tout 2>0, pour tout
dE’3D e< puur tuut /3<~e~, un pose:

e< un consLdére Ye probYéme: <rouver u¡ su[u<Lun de

I u~’E D-»’L2,
(3- [)

VvED—”’L2, 4’<’
0g)=Jg(v).

Le prob[éme (3-Y) adme< une sufutiun unique (cb J. Duchon [6]), [a oD”’-
sp/site cl ajusícituení (sur IR”) setative ñ A”. /3~í es e». qui es< éga[emen< la
soYution unique dii prub[éme variatiunne[: trouver ~ sulu<ion de

( a§ e
(3-2) VvE t3—”’L

2,< p4 ot’, p4v> + e (a¿ tú,,, </3”. p0 y>.

l)e plus, [a solu<iun de (34) e< (3-2) est explLcL<emen< connue (cf J. Duchun
[6]):

af’(x) = ~ A~ K=.,,(x—a) +p (x)
oCA’>

{ x12”’”, si n est impair,
K,,,,.., (a) =

a ~ Lug x¡ sL it est paL r
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(les coebbicien’¿s A0 e< [e poYynóme p sunt déterminés par la résolutLun d’un
sys<éme [inéaire).

4. CONVERGENCE POUR DES DONNEES EXACTES

SuLent j une fonc<Lon donnée de FI”’ (fi) et j un pro[ungemen’¿
queYconque de f it I)~<u?L?. Puur tout c>O et pour tout ¿¡679, on désLgne
maintenan’¿ par u~ Ya D”’-sp[ine d’ajustement re[a’¿ive it A”. p”f, et r.

4.1. Hypothéses pour la convergence

Le prub[éme est de déterminer les conditiuns [es p[us [argessur A” et e
assuran< [a convergence sur fi, i.e. <elles que: [Lm ¡¡f—a~’¡¡,,,<>=O, of> peur

~i—-1/
simplibier un a écri< ug au [ieu de a§¡íí.

Une conditLon usue[le sur A” est que

(4-1> [mmsup 8(x. A”>=O,<¿—.1> rOO

of> 3 désigne [a distance euclLdienne daus IR”. (On sai< que sup
3(x, A”) es< la

.rC II

dLs<ance de Hausdurbf de A” it TI). Qn vérifie bacileníen< que (4-[) impYique
que

[im N(ct)+oc.
r/—O

On prébérera uti[iser [a cundi<Lon

(4-2> VdE U, sup 3(x, Ad) =
rC>I

qui imp[ique (4-Y>: ce faisant un procéde cumme i[ est habitud de le baire daus
[a théorie des é[éments finis (cf P. G. Ciarlet [2]). Qn u<Llisera égalernent
[‘hypothése

(pruprLété de «régu[arité asymptotique» de [a répartitiun dans TI des puin<s
des ensemb[es A”).

D’autre par’¿, un suppusera que 2 est fonction de d et [‘un envisagera [es
dLfbérentes hyputhéses suLvantes:

(4-4) r es’¿ borné quand d—O:
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(4-5)

(4-6) e = o (d—”) , cl— O.

Evidemment (4-Y) e< (4-4) Lmp[iquent (4-5), et (4-3) e’¿ (4-5) Lmp[iquen<
(4-6).

De méme, (4-2) et (4-6) impYiquent (4-5). En ebfet, i[ résulte de (4-2> que

ncu B(a. ¿O,

of> fifa. d) désigne la boule euclidienne fermée de centre a a de rayon ch; un

en dédui’¿ que

d’of> le résul<at.

Par ai¡leurs,

Proposition 4.1. La condition (4-[) es! nécessaire pata la con vergence
sur fi.

Dénionstration. Y) Suppusuns que la cunvergence sur 11 aLt [ieu sans que
[‘hypu’¿hése(4-1> soLt vérLfiée. Alors,

lcx>O , (ch,,) G 79, Hm ¿t,u=0, ¡Cx,)Cfi: Vn, 8 (y, .A’1”)> cx.

MaLs puisque fi est borné, iY exLste un puint x*CIl e< une suLte extraLte de
(y,), soit (a, ), teis que

~-*— hm y
1=

Qn a:

Vp •Víe A””,’ .x,, — v=(.x-~ —.xfl ±(x*~.i).

d ‘of>

8 (v,,A””;’) = a —x>’¡ +6(x*
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Alors II exLste x*ETI. i[ existe a1 >0. LI existe une sui<e s<ricternent cruLssante
d’entiers (ut~) et iY exis<e un en<ier p~> ‘¿e[s que

Vh ~1>=i>o 6(v*. A ““4> cx<.
2) Soien< f et f deux [onc<Luns de FI”’ (Kl te[es que

sur [a bunle 8(.v*, cx3.It ~ sur fi\B’(x*. cx<).

D’apr&s [e Y), it [eur currespuod une niéme suite (uf”) de D’’-splines
d’ajLístement et [‘un ub<Lent d’aprés [‘hyputhése de cunvergence

ti—,

d’uf> le résulta<..

[)e tnéme,

Propos¡t¡on 4.2. L¿í caitctjíjot, (4—5) esí í¡écessaire pali>’ ha cotí vergesíce
sur Kl ,sauf chasis he ccís írix’icíh fe P,, ~<((1).

I)émonstrat¡on. Supposuns que ug—/daus FI”’ (fi). De Y’équatiun (3-2)
un déd uit que

(4-7) <p”(a” — f). p”u~’> + ~ u’
1) =0.

A’ <7’

Puisque H”’(fl)’-. <7<>(fl), [e premier <erme daus (4-7) <end verszéro quand
ch—O et par conséquent:

[ini 2 ¡9 < [im(
¡—4< N ,t—>< N

d’uf> [e résu[tat.

4.2. Résultats de convergenee

le prL nci pa[ résu[< a< de cd paragraphc es< [e suívaíít:
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Thénréme 4.1. Supposo¡ts que hes itvpoíhéses (4-2) es (4-6) soicití sasis-
frites. A /ors

<1

oit fi> ¿lésigne / ‘unique é/émeni cte senti—norme . ,, sttinima/e de 1 ~náes,tbhe
vE 13—»’ LÁ; u = f}.

Démonstration. Y) Muntrons d’abord que la bamLY[e (cg), ayee e =
ch—O, est burnée dans D—»’L2 quand d— O. Considérons (3-2) ayee /3d= p1fl1
et prenuns u— j~~fí>. II vLent:

V(c¿ c)679x 3~ ,<piS(a§jL>)>2+g(a¿ ¿g/—j11),>=O

On en déduil que

(4-8) V (ct, c) 679 x IR.~, c~~¡ =[/“¡,,

e< que

(49> c. V(cl. t>679 x 3At . <pí(ug~jLí)>= (gí 2

D’autre pan. suit 8~= {b
0~ boa,) un sous-ensetnble I%..1—unisolvan<

de fi. Puurchaque point b0¡on donsidére la bou[e (bermée) w}= 8’(b01,r). uf>
r>Oes< Ya constante de [a proposition 2.1. [‘ourchaquej= Y ¿VI. en <enant
conipte de Y’hypothése (4.2), un a pour tuut chc 79, ctS

8’(b<>,.r—d)G U 8(a.d).
a’

Posant N1=card (Adfl »»~ iY vLen<:

iC.Vdc79 d<r. mes B(b01, r—ct)=CN¡ch»,

d ‘of>:

Or un déduL< de (4-9). avec l’hypothése (4-6), que

a ,I’~fliu
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l)onc pour <ou< ch asse, petL< et pour <out ¡= 1 44. Y exLste (au rnoins) un
point b#EA”fla4 Leí que

(4—YO) Vj= Y 44, (u§—O(b¡)=o(I).ct—O.

On note 8” Y’ensemble ¡4 /44. App[iquan< [a proposLtion 2.Y ayee
8=8”. ch asse, petit, LI résuite a[ors de (4-8) et (4-lO) que:

La famLlle (a~’) étan< bornée dans D’<’L2, Y exis<e une suLte (a~!’I)k ~>. avec
hm ¿4=0, (c,b ~C X~ et c,= o((¿t9—”), i— ±oo, ex<raite de la famLlle (Q’),

el un élétnen< f* ~ D—”’L2 tels que

(4-1 Y) /* = hm baible att dans t.)—’”L2.

2> Montrons maintenaní que /*¡<í=f I’uur ceYa. ratsonnuns par ‘absurde:
supposons que f*¡Lí#f [ exis<e aYors un uuver< non vide O cuntenu dans Kl
et un récí cx>O tels que:

VaGO. ¡f*(x>f(x)I >cx.

[Yautre par<. LI r¿suYte de (4-1 Y) que la suite (a~f;) converge simp[ement sur
U vers r. l)e plus (<héuréme d’immersion hñ[derVnne puur Y’espace H”’(KI)).
la suLle (u~{) esí équLcontLnue sur TI. done [a convergence esí uniforme:

i,,cTl .i=i
0.V.ve O. Iot(x)~j*(x>¡ =cx/2.

en résul<e que, peur buí 1=i0:

(4—12) Vxe 0. ¡a$(x)—f(.x)¡ =[r(.v)— f(.v) ¡ —¡aj{’(.x)—/
14’(.v)¡ =cx/2.

(>r le raison nement d u 1) monIre que. pour buí tE 31 assez gro nd. LI exLsíe un
point hu’5’~ ~‘4flQ tel qt>e ¡a1&(b’4) — f(/’”)¡ = o( 1). i— + — . ce quL contredil
(4—12). i)onc .r1~ = f

3> Montruns que Hm ¡¡at<¶II¡ = O. Qn a évideníníe¡it . puur tout tE 31:

Mas 1 résu [<e Ye (4—8). de la déil n it ion de fil et de la relalLun /* =f que

(4—13> VieJl. ¡t$¡»,S .f1>¡,,= tf*¡,,.
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d ‘of>:

Pro Io½Í*¡‘‘=0

D’au’¿re part. [a convergence faible de ut ve rs ft d ans 0”’!?, [a rela< ion
(2-Y) et [e théuréme d’Lnjec’¿iun compacte de H”’(1l) dans 5(0) imp[iquent
que

EnfLn, passan’¿ it Ya [Lmitedans (4-13), un ubtient:

/* =<

et [e résu[tat suLt.

4) Achevons [a déníons’¿ra’¿ion en raisonnan< par [‘absurde. Supposuns que
avec 2= o(J”>) .¿l—O, nc tende pas vers O quand cl— O. CeYa

revien’¿ it dire qu’il exLste cx>O et ((d. <4. ~. sui<e de PxIA.t <e[e que
¡mm <=o. e< c = o ((¿4)—”). i — + oc, vérLfiant

VicTt, ¡¡a§—f<1¡¡,,>cx.

Mais une teYYe suite est burnée dans D”’L2 e< le raisunnemen< précéden<

entrame une conrradLction..

Remarke 4.1. le théoréme 4.1 améYiure Ye <héuréme ¡.6 de M. C. López
de SL[anes e< R. ArcangéiL [lo]. oú la convergence es< obtenue sous [es
hvputhéses (4-2> et (4-4>. Le résultat du <héuréme 4. [ est optunual en ce sens
que (hurmis [e cas trivial fe P,,< (LI)) Ya cundi<Lon (4-6) est. sous les
hyputhéses (4—2) et (4—3). ,zécess¿uire el suifisanie ~OLI r [a converge ncc sur Kl. e

Qn dédui< de ce théuréme Ye résultat suivant. dutíl le po¡nt (i) a
précédemment é<é prouvé par E L.Jtreras [4].

Théoréme 4.2. Q~j wtppose q¿tc’ hes hnpoíh¿’ses (4—2). (4—3) ci (4—6) sasis
ver,/wes el que:

Ahors, quo;zc/ ¿1—O:

(L) Vi=O ni— 1 1/— a~~¡ ~<í ~ K ) <ni it?’’’]
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ci.’

Démonstration. Le résultat du théoréme 4.[ de M. C. López de SiYanes
e’¿ R: ‘Arcangéli [YO]est vafalífe sous [a seu[e hyputhése (4-2) pour d assez petit
e’¿ puur tou’¿ c>O. Cumpte tenu de (4-6) et de (4-[4), un en déduit que

L/— a/]«LI = O(d»2 c>2), ch— O.

D’autre part, un a (u) d’aprés [e ihéuréme 4. Y.

U’¿i[isant a[ors (4-3) e’¿ un résu[ta’¿ cuncernan’¿ [essem-normes intermédiaires

(cb. [e théorérne 4. Y4 de It Adams []), un obtien’¿ (Ú•

5. CONVERGENCE POUR DES DONNEES ERUITEES

Suient toujuursjune funetiun dunnnée de H’~’ (fi), fi un prolongement de
já D—”<L2 e’¿ a” [a D”’-sp[ine d’ajustement relative it A”. p4f et e. Pour tuut

e
dc79, suiy v~~=(vd>»ÁdC tAN un queleonque «vecteur d’erreur». Puur tuu’¿
e>O et pour tout ¿lcD, un désigne par J~ [a Duu~sp[ine d’ajustemen< re[ative
?i A”, p”/, + y”’ e< e, e< par e” la D”’-s

pune d’ajus<ement relative á A”. y’1 e< e.
On a évidemment: Jff= a” + e~¡ (l’upérateur quL it tout ftie.3~tN baLt currespondre
Ya D”’-sp[ine d’ajustement refative it A”. /34 et e es’¿ /unéaire).

5.1. Hypoth’eses póur [a convergence

On peu’¿ me’¿tre en évidence une cunditLun nécessaire pour la convergence
sur fi, Le. ‘¿elle que: [im ¡1/— d~¡Lu,í<=O.

‘1—,>

Proposition 5.1. Qn suppose que litypoíhése (4-5) est véqfiée. Ahors une
conchilion nécessaire pour la coitvergen¿e sur fi cxi que:

(5-Y) Vv c D—»’L2, [in4ñ-~ 4 vi(a) 10.

Démonstration. L’équa’¿ion (3-2) de [a D”’-sp[Lne d’ajustement d~’ peut
s’écrire

(5-2) Vvc D—”’L2 —<p4(J~—f), pflv>±~P~(&d u) <y4, p’~v>.
N ~‘ ‘<‘ N
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La cunvergence sur fi imp[ique que [e premier terme du premier membre
de (5-2) ‘¿end vers O quand d—O.

EI[e imp[ique d’autre par’¿ que 54/1,~ est borné. Posons en efbe’¿ so = J~{]8 et
désignons par so

11 l’élémen’¿ de semi-norme ]‘¡,,, minima[e de [‘ensemble
vED—”’L2; v¡=í= sol. l[ résul’¿e aYors de (3-Y), ayee v=so<’, que á1= ~<>.

D’autre par’¿, d’aprés un résul’¿atde El. Geymona’¿ (cf. Ci. Strang[3fl, i[ existe
un opéra’¿eur de pro[ongement ¡‘de H”’(fi) dans D—”’L2 te[ que:

¡<7.VuC II”’ (fi), Ful,» =C¡v¡,,<
11.

Qn en déduit que:

Vdc 79. Vc>O, 1571»=1 P(d<,¡hy)¡,,=C¡¿flu<v.

ce qui entrame que ¡54’I<» est borne.

UtiYisant alois (4-5), un voi< que [e second terme du premier membre de
(5-2) tend fui aussi vers O. D’of> [a re[atLon (5-1)..

La cundi’¿ion (5-[) n’es’¿ généraYement pas vérLfiée. E[e l’est [ursque, par
exemp[e:

[im sup ¡4¡ =0.
ti—O aE.4

4

Malheureusement, ce’¿te hypo’¿hése est irréa[iste dans [e cas usuel oú v’~est une
erreur de mesure. Par con’¿re (cb. W. Feller [8]>, (5- [) est vérifiée Iorsque y” est
un bruj! blanc (el suus l’hypo’¿hése supp[émentaire que [a famille (A”) suit une
suite croissan’¿e).

C’est pourquoi nous suppuseruns dans [a suite que

(5-3) v~ est un bruit b[anc,

c’est it dire que les vJ sunt des (réalisations de> variables aléatuires
gaussiennes Lndépendan’¿es iden’¿iquement distribuées de muyenne O et de
varLance n2, le. te[es que:

(~j2, a=b,
Va. b&A”, E(v~f)=O et

(O, a # b.

of> E désLgne l’espérance mathématLque.
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D’autre part, posan’¿

p g(¿fl= mf { 8(a. b>;aeA”. bcA”, a#bj,

nuus suppuseruns que

(5-4) cl=O(p),d—O.

On vérifie facilement que (5-4) implique (4-3).

5.3. RésuYtats de convergence

Puisque E(v’ú=O, un a:

Vi=O ,...,

Le théuréme 4.2 donne une es’¿imation du <erme ¡f—uilh. Pour borner [e
<erme a[éatuire E[¡e~f¡?>i. nuus u’¿iliserons [e résultat suLvan<.

Théor’eme 5.1. Qn suppose que hes hrposhéses (4-5), (4-[4) es (5-4) soní
vér¿h9ées. A lors i/ existe une constante <7 te//e que, pour ch assez peris. on aii
la majoration:

(5-5) Vi=0 ,~., rn. E []e~!]~]<
2<»+ 20/

Démonstration. Cf F. U’¿reras [14)..

Le seeund membre de (5-5) tend vers O pour i=O ,..., ni, s’¡[ ‘¿end versO
pour i=nz Suit w:Ifl*~IR4~ une bonc’¿ion vérLfLan’¿ Yes cunditiuns:

(5-6) Hm w(AQ=±oo e< w(JV)=o(N2”/<’±2’’>),N—+oc.2<—

Alurs il est clair que [e ‘¿erme a[éa’¿oire teud vers O sL:

(57) 2 = N»ín±2~ ~ (N)
Nuruns que (5-6> et (5-7) imp[Lquent (4-14). En combLrían< Yes résu[<a<s
précédents, un obtient le théuréme suivan<, qui pro[onge un résu[tat de F.
Iitreras [14].
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Théoréme 5.2. On suppose que hes itypouitéses (4-2), (4-5), (5-4), (5-6) el
(5-7) sonr sazisfalíes. A/ors, quand ¿¡—O:

VI=O rn— [ , r [Li— a~ = o [N—2nu—Ó>n±2»,>(~ (N) )>“‘‘> »‘]

el

Démonstration. On véribie que Les hypothéses de [‘¿noncé impliquent
ce[les des théorémes 4.2 et 5.[. Subst¡tuan’¿ [‘expression (5-7) de e dans [a
re[ation (1) du théoréme (4-2) et dans (5-5), un obtient respectivement:

3<7. ViO l ,¡Iud¡2__<CN—x (wov) )(nu—u>~nu

et

3<7, Vi=O ,..., ni, E¡jie”¡Sí] < cn2zv—x (co(N)Án+=Ó2”’.

quand ¿¡—O, avec x=x(i)=2(m—z9I(n±2rn).

Le résulta’¿ suit..

Bien entendu, dans l’énoncé du théuréme, un peut remp[acer N—2<”’—Í> >t<+2<ih
par

Remarque 5.1. Qn ob’¿ient ainsi [a convergence vers O des quantités
E [L/—á~] ~],O =i=rn. On notera que [es [iypothéses (5-6) e’¿ (5-7) quL
conditionnent le résu[tat sont indépendantes de ta fonetion f (et aussi
d’ail[eurs de [a variance ~ ce qui peut étre intéressant dans [a perspective de
la détermination numérique du param~tre e: paur le choix de e, un ne dispuse
guére actue[ement, [e niveau de bruit étant supposé inconnu, que de [a
niétitode de vatidarion croisée généralisée (cb. P. Craven et El. Wahba [4]),
dont [a mise en oeuvre est a priori cuúteuse (cf. cependant [estravaux de D.
Girard, en particufier 19])..


