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Sur la Convergence des D"-splines
d ajustement pour des données
exactes ou bruitées

M. C. LOPEZ DE SILANFES et R. ARCANGEL!

ABSTRACT. et {2 be a bounded open subset of R” containing the data points, o the
Hausdorff distance from the set of data points to 11 and & the smoothing parameter.
Assume that e=o{d), ¢ —0, and in addition when the data are noisy, that the
«white noise» hypothesis is satisfied. Then, for smoothing of exact or noisy data with
Dro-splines, convergence and crror estimates results are obtained. These results
improve previous ones given by F. Utreras or the authors.

[. INTRODUCTION

Les Dm-splines {sur R¥) constituent un cas particutier des splines d’ordre
(11, 5), dont la théorie est due & J. Duchon [5, 6, 7]: les splines d’ordre (m1, 5)
sont des fonctions régulieres dont Ia définition résulte d'un critére de
minimisation dans un espace «de type Sobolevw, lespace X+, et les D™-
splines ne sont autres que les splines d'ordre {1, 0) (la définition de 'espace
correspondant X9, encore noté D12 est rappelée au paragraphe 2 et celle
des D7-splines d’ajustement au paragraphe 3).

Soit ) un ouvert borné de R” tel que 1) contienne les points de données.
[."¢tude de¢ la convergence des D™-splines d’ajustement et de lerreur
d'approximation correspondante a fait l'objet de différents travaux: D.
Ragozin [12], en dimension [, et F. Utreras [14], en dimension quelconque,
ant donné des résultats de convergence et d'erreur dans H"='({1) pour des
données exacres ou bruitées. Nous-mémes [10] avons, dans_ le cas on les
données sont exactes et le paramétre d'gjustement £ borné, montré la
convergence dans X" des splines d’ajustement d’ordre (17, 5) el obtenu des
estimations dans #" T (1) de l'erreur d’approximation par splines d’ajustement
d’ordre (m1, 5).
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Au paragraphe 4, nous étudions le role de dillérentes conditions dans la
convergence des D™-splines d’ajustement pour des données exactes. quand la
distance de Hausdorff ¢ de I'ensemble des points de données & 0 tend vers 0.
Sous ‘Thypothese e =0 (d-"), d—0, nous montrons la convergence dans
D-#f-, améliorant ainsi le résuliat de [10]. On peut noter gque la condition
&= o (") est nécessaire et suffisante dans le cas ot les ensembles de points de
données satisfont a une propriété de régularité asymprotique (vérifiée triviale-
ment par les ensembles de points uniformément répartis). '

Le paragraphe 5 est consacré a ¢tude de la convergence des D"—splines
d'ajustement pour des données bruitées. Nous montrons d’abord 'impossi-
bilité, dans une situation réaliste, d’obtenir la convergence (déterministe) dans
Hm (L)) lorsque les données sont entachées derrcurs de mesure. Nous
introduisons alors 'nypothése probabiliste du bruit blanc e, utilisant le
théoréme de convergence du paragraphe 4 et un résultat de F. Utreras [14],
nous déterminons une condition sur £ permettant d'expliciter des estimations
(et la convergence vers 0} de l'espérance mathématique des carrés des
seminormes ||, o de l'erreur pour i=o, ..., n.

On désigne par «ouvert de R7 i frontiére lipschitzienne» un ouvert (non
vide borné connexe) de R" & frontidre lipschitzienne au sens de J. Nelas [11],
Pour tout i€, on désigne par P, = P,(R") 'espace vectoriel des (fonctions)
polyndmes sur R de degré =< j par rapport & 'ensemble des variables et, pour
tout i€ T et pour tout ouvert non vide () de R, par P;(Q}) Uespace vectoriel
des restrictions a £ des fonctions de P, Pour la définition d’«ensemble P;((})-
unisolvant» on renvoie & P. G. Ciarlet [2]. Enfin, la méme lettre C désignera

diverses constantes striclemernt positives.

2. ESPACES FONCTIONNELS

Soit {2 un ouvert non vide de R”. Pour tout re T, on désigne par H'((})
I'espace de Sobolev usuel, muni de la norme

“vlli,}l:( > Jla"v(.\')ﬂdx)"z,

|| =7

ol o ={a) ..., )EN, || =, + ... F e, et 00 9*v désigne la dérivée partielle
a-ieme de v. On utilise également les semi-normes ‘

I”l_i.n=( s J‘ia"v(-\’)lzdx)m,O<j<_:i_

lel =i

Sotent m et € TN’ 1els que

m>nl2.
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On désigne par D-7L2(R”), ou plus bridvement par D-7[2 lespace de
Beppo-Levi

{UE DRy NaeeT, |a| =m ,d ve L2(RY) } ,

ou D'(R" est l'espace des distributions sur R”. Rappelons quelques
propriétés fondamentales de I'espace -7 [2:

« muni de la semi-norme

m!

lvla={ = *Jw,w"v(,\’)lzdx)”.

lee| =12 o’
ol a/=ea l.a,/ ¢t du semi-produit scalaire associé (...),,. D~*L? est un
espace «wsemi-hilbertien», t.e. complet pour cette semi-norme {¢f. J. Duchon

(53

« soit (1* un ouvert non vide borné connexe de R; muni de la norme
It 2112
Bl = ([ Jveoras+iu)”
1+

D12 est un espace de Hilbert dont la topologie est indépendante de (}* (cf.

o . . s N*
J. Necas [11]): dans la suite on supposera D=*L? muni d’une norme ||-|[,, .
que l'on écrira simplement ||-||,,, sans faire référence a4 un ouvert (¥

particulier;

« soit O un ouvert de R a frontiere lipschitzienne; alors (cf. J. Duchon {7],
J. Necas [11])

'opérateur de restriction a {} est
(2-1)
linéaire continu de D12 sur H"{{(});
il en résulte que
(2_2) D-mple, (0 (‘ﬁu) )
oll <~ désigne l'injection continue.
Donnons, pour terminer ce paragraphe, un résultat d’équivalence de

normes.

Proposition 2.1. Soient (} un ouvert de W' g frontiére lipschitzienne et
Bo=1ho1.....boy} un sous-ensemble P, (V)-unisolvant de points de TV
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Alors il existe r>0 tel que, si 4. désigne [ensemble des M-uplets
B=i{h,...., byt de points de 8 satisfaisant a la condition :
(2-3) Visl. M. |b—~by|<r,

B - . i3 g s
Happlication |-\, définie pour touwt B€ 4, par

' A
ol = (2 Twpl+ul,)
=1

soit une norme sur D" L2 uniformément équivalente sur .3, & la norme ||+ ||,

Démonstration. 1) Dapres (2-2).

{C.YRe .2 Nue D= 2wl < C|vll,, .

2) Pour tout v& D" L2 et pour tout BE.#,, on a évidemment:
| A ] M
5 > lu(byH? SZI|U(/’U;')—U(/’;‘)|2+ZI [ (b))
i=1 i=1 j=

Il résulte du théoréme dimmersion héldericnne piou'r’l’espace H (L)), de
(2-3) et de (2-1Y que )

Yy >0, 1r>0,YBe ¥, Yve D12

A
3 lvlbo) = vib) =y’ vl
d'ou =
Yy >0 r>0.YBe ¥ Yoe D2

Al

[ 2
7;fv(bo,-)\z+-\vw;,—v2|\v!|?,,5(|u\,i)2.
=
Or (cf. M. C. Lopez de Silanes et R. Arcangéli [10]). lapplication

At B )
v_,(l > |v(b0,-)!3—|—|u|,2”)” est une norme sur D="[7 équivalente 4 la

i=l1

norme [+],,. On en déduit que

1 C >0 ¥y >0, r>0.¥Be 4, Yuc D12

(C2—¥) ol = (vl

et le résultat suit en {ixant r & partir de la condition y<< (. w
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3. D™-SPLINES D'AJUSTEMENT (SUR R%)

Rappelons la définition de ces splines, due & J. Duchon [6] Soient
toujours m et n€ IU* tels que m>n/2. On suppose donnés:
* un ouvert {¥ de A" a frontiere lipschitzienne;
* un sous-ensemble » de R} admettant 0 pour point d’accumulation;

* pour tout /€D | un ensemble ordonné A9 de N= N{d) points distincts de
11 contenant un sous-ensemble P£,,_-unisolvant.

Pour tout /€D, on désigne par pfe ¥ (D" L2, RY) l'opérateur défini par

plu= (U (a))uE Ad

(la continuité de p¥ résulte de (2-2)). On note <.>> et <.,.2> respectivement la
norme ¢t le produit scalaire euclidiens dans RY, Pour tout £2>0, pour tout
de®D et pour tout B/ RY, on pose:

Yoe D2 Jiu)=<pdy—B4>24¢|v|’,
¢t on consideére le probleme: trouver of solution de

O',‘:'f e Dh-mf2 ,
(3-1)
Yve D12, Jd(ed)< Jiv).

Le probléme (3-1) admet une solution unigue (cf. J. Duchon [6]). la «D"-
spline dajustement (sur R} relative 4 A4 B9 er e», qui est également la
solution unigue du probleme variationnel : trouver of solution de

afe D-"L2,
(3-2)
Yove D112 < pdol pfuv>+ c(od v),, =< B9 plv>>.

De plus, la solution de (3-1) et (3-2) est expllcnemcm connue (c¢f. J. Duchon

[6]):
of(x)=3, A, Kayp_n(x—a)+p(x),

4 A

ou pE Hn*l et

|x!2m—H" s1 1 est impail\
KZm-H (\) = i i
|'\,|2m—n Log | x! . sinest pair
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(les coefficients A, ¢t le polynéme p sont déterminés par la résolution d'un
systeme linéaire).

4. CONVERGENCE POUR DES DONNEES EXACTES

Soient f une fonction donnée de H" ({1} et f, un prolongement
quelconque de fa D12 Pour tout ¢>0 et pour tout d€D, on désigne
maintenant par of la D"-spline d’ajustement relative & A4, p“f et &.

4.1. Hypothéses pour la convergence

Le probleme est de déterminer les conditions les plus larges sur A9 et ¢

assurant la convergence sur (1, i.e. telles que: lim |[/—odl,, 4=0, ol pour
. - .. ) { -t )
simplifier on a écrit of au lieu de o¢|,,.

Une condition usuelle sur A4 est que

M - oy —
(4-1) Jim sup 8(x, A1)=0,

ol & désigne la distance euclidienne dans R~ (On sait que sup 8({xy, A9) est la
e}
distance de Hausdorff de A4 & (}). On vérifie facilement que (4-1) implique
que
lim N ()= -+oco.
o =-0)

On préferera utiliser la condition

(4-2) Yde® | sup 8(x, AN —d,

yEN
qui implique (4-1) : ce faisant on proctde comme il est habituel de le faire dans
la théorie des éléments fimis (cf. P. G. Ciarlet [2]). On utilisera également
I'hypothése
(4-3) N=0(l"), d—0

(propriété de «régularité asymptotique» de la répartition dans (1 des points
des ensembles 49).

D’autre part, on supposera que ¢ est fonction de d ¢t 'on envisagera les
dilférentes hypothéses suivantes:

(4-4) £ est borné quand ¢—0:
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(4-5) e=0o(N).d—0;
(4-6) e=o(d") . d—0.

Evidemment (4-1) et (4-4) impliguent (4-5). et (4-3) et (4-5) impliguent
(4-6).

De méme, (4-2) et (4-6) impliquent (4-5). En effet, il résulte de (4-2) que
QC U B'(a dy,
ac A

ol B'{a, d) désigne ta boule euclidienne fermée de centre ¢ et de rayon ¢ on
en déduit que

1C ¥deD Ndn=C,
d’ou le résultat.

Par ailleurs,

Proposition 4.1.  La condition (4-1) est nécessaire pour la convergence
sur (L.

Démonstration. 1) Supposons que la convergence sur () ait licu sans que
I'hypothese (4-1) soit vérilige. Alors,

la>0, {d)CD, !iT d,=0, 1(x,)CTO:¥n, 8(x, A% >a

Mais puisque {) est borné, il existe un point x*c (Y et une suite extraite de
(‘rH)ﬂSOit (-\f”f,). tels que
x*= lim x, .

Pt P

Vp . Yre Al x —r= (.\‘,,’. —x®F)+(x¥—1),

H.,

d’ou

8(x,,. A )< | x, =X 8 (x*, A .
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Alors il existe x* €T, 1l existe e, 2> 0. 1l existe une suile strictement croissante
d'entiers (n,) et 1l existe un entier p, tels que

V. p = po 8 AN >

2) Soient /et f5 deux foncuons de A7 (L} telles que

J1% f2 sur la boule B'(x*, @),
Ji=12sur ONB (v*. o))

Dapres le 1), o leur correspond une méme suite (UL.J”.") de Drrsplines
d’ajustement et I'on obtient d’aprés 'hypothese de convergence:

. . ! . . i
llm H.II_OE‘H"HHJ,!!: llm ||./2_UL‘{”'"HJH.“:()'
p— p—Tw>
d’ou le résultat. m
De méme,

Proposition 4.2,  La condition (4-5) est néeessaire pour la convergence
sur O sauf dans le cas rivial fe P, (Q).

Démonstration.  Supposons gue of— f dans H7({}). De I'équation (3-2)
on déduit que

| ) €
(4-7) " <pHod =) plod >+ -A—,(Ué" o}, =0.

Puisque H™ (1)< CY(11), le premier terme dans (4-7) tend vers zéro quand
e — 0 et par conséquent:

& 2 . e 2
hm {(— |o?|;, ))<= lim{ — |ad,) =0,
() ( N | c |m.!l) :.’--(l( N | € rm)

d’ou le résultat. m

4.2. Résultats de convergence

i.e principal résultat de ce paragraphe est le suivant
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Théoreme 4.1. Supposons que les hypothéses (4-2) et (4-6) soient satis-
Jaites. Alors

lim ”00‘;'r _./nllrn: 0’
d—0
ou [ désigne [unique élément de semi-norme ||, minimale de Uensemble

fve D=L v|, = f}.

Démonstration. 1) Montrons d’abord que la famille (o¢), avec e = o (") .
d -0, est bornée dans D—"L2 quand d — 0. Considérons (3-2) avec B = pd /%
et prenons v=gf— [ 1l vient:
Yid, g)e Dx Rjr < pd(o’::l_.fn) >ite (Uéf' ol(;‘I _./“)rJJ =0.
On en déduil que

(4'8) V(d. C)E‘DX’;{;, |Oz(_-f msll'nlm
et que

(4-9) 1C.V(d e)eDXRL < pl{od—fM>=<Ce' L

Dautre part, soit By=1{bor,.... Loy} un sous-ensemble P,,_,-unisolvant
de ). Pour chaque point by; on considére la boule (fermée) w;= B'(by;. 1), ol
r>>0est la constante de la proposition 2.1, Pour chaque j=1,..., M, en tenant
compte de I'hypothése (4.2), on a pour tout d€D =1

B'(b()j-"—d)c U B'(a, ).

AN w:,'

Posant N;=card (49N }), il vient:
ICNAeD  d=<r mes B'(by;, r— Y= CN;d",
d'ol:
ld,  NCNIED, d=d,<r, N;Z Cd".
Or on déduit de (4-9), avec 'hypothése (4-6), que

2 ed—N(@PR=0ld . d—0.

4 /I‘nwl,'
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Donc pour tout o assez petit et pour tout j= 1 ..., M, il existe (au moins) un
point Afe AYMw} tel que

(4-10) Vi=1.u M, (af—N(bH=0(1).d—0.

On note B¢ l'ensemble {b{ .. h¢ 1. Appliquant la proposition 2.1 avec
B= B, d asser petit, il résulte alors de (4-8) et (4-10) que:
IC Nedllw=C.d—0.
La famille (o) étant bornée dans D-"[2 il existe une suite (Gf{)hn. avec

lim «;=0, (t:,-),-t 2 CRY et g;=o0((d)™), i — 4 o0, extraite de la famille (o).

[N

et un élément fFe D=L tels que

(4-11) S*=lim faible a¢i dans D712,

Fen oo

2) Montrons maintenant gque f*|, = /. Pour cela, raisonnons par I'absurde;
supposons gue f*|, 7/ 1l existe alors un ouvert non vide O contenu dans ()
et un réel o >4 tels yue:

Vye O [ /> (x}—f(x) > a.

D autre part, il résulte de (4-11) gque la suite (G‘L‘f{) converge simplement sur
Q vers f*. De plus (théoreme d'immersion holderienne pour Pespace H™ (1)),

la suite (a‘t{:j) est équicontinue sur T}, done la convergence est unilorme:
lige R i=i, VYve O lofi(x) —f* ()] S af2.

et il en résulte que, pour tout 1=,

(4-12) Yyve () Ic:;ff(.\‘) =) 2* () —flx)] — ]a‘;.’:_‘(.\'}—‘f* (V)] =Zafl.

Or le ratsonnement du 1) montre que, pour tout /& Fasserz grand, il exislc.un

point i ACOL O tel que foli(hdh) — ()] = o (1), i~ 400 ce qui contredit

(4-12). Done f*|,= /.

3} Maontrons que ;“.'.“,. ||U“'-';i—.f“]|,,,=(). On a ¢videmment. pour tout 7€ JL

lotfi— P13 = ol + 113 — 240l /)
Matis il résulte de (4-8) de la délinition de /1 et de la relation f*[, = f que

{4'l?) Vi(‘:m-|U((!:|m£I".J(nlmsll*lm-
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N~
d’on;

llm !o‘f:‘,{_.f.*lfu:o‘
Drautre part, la convergence faible de oi vers f* dans D-"[2, la relation
{2-1) et le théoreme d’injection ¢compacte de H”{£}) dans L2{{)) impliquent
que

hm Jlofr— ), =0.

f—} =

Enfin, passant a4 la limite dans {(4-13), on obtient;
fr=yn
et le résultat suit.

4) Achevons la démonstration en raisonnant par Uabsurde. Supposons gue
[/, avec €= o (d="),d —~0, ne tende pas vers 0 quand —0. Cela
revient a dire qu'il existe >0 et ((cl;. 8,-')),; a Suite de Dx R telle que

lim ;=0 et e;=0 ({d[}y™). i —+ oo, vériliant

i-px

VfE?I. ”U:':' —.lnHm>ﬂ '

Mais une telle suite est bornée dans -2 et le raisonnement précédent
entraine une contradiction. =

Remarke 4.1. Le théoréme 4.1 améliore e théoreme 1.6 de M. C. Léper
de Silanes et R. Arcangéh [10]. ol la convergence est obtenue sous les
hypothéses (4-2) et (4-4). Le résultat du théoreme 4.1 est optimal en ce sens
yue (hormis te cas trivial f€F, (1)) Ta condition (4-6) est. sous les
hypothéses (4-2) et (4-3), nécessaire et suffisante pour la convergence sur (). w

On deduit de ce théoreme le résultat suivant. dont le point (@) a
précédemment é1é prouvé par F. Utreras [14].

Théoréeme 4.2,  On suppose que les fivpotheses (4-2), (4-3) e (4-0) o
verifices et que:
(4-14) g o (=)

Alars, guand d —0:

() Vi=0...m—1. |f—°f-{|i.51=0[(?%)“” WZH,]
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[}

(H) I./._U;‘I‘rn‘(l:()(l)'

Démonstration. Le résultat du théoréme 4.1 de M. C. Lépez de Silanes
et R:'Arcangéli [10] est valable sous la seule hypothése (4-2) pour o assez petit
et pour tout £ 0. Compte tenu de (4-6) et de (4-14), on en déduit que

f—odlga=0(d"?e"?),d—0.
[D’autre part, on a (7i) d’apres le théoréme 4.1,

Utilisant alors (4-3) et un résultat concernant les semi-normes intermeédiaires
(cf. le théoreme 4.14 de R. Adams [1]), on obtient (7). =

5. CONVERGENCE POUR DES DONNEES BRUITEES

Soient toujours fune fonction donnnée de H ({1), f) un prolongement de
Sa DL et gd la D-spline d’ajustement relative a A< pv f} et €. Pour tout
deD, soit vi=(v),. ,.«€ RY un quelconque «vecteur d'erreur». Pour tout
£>>0 et pour tout d€D, on désigne par 6¢ la D"-spline d'ajustement relative
a A, pd fi -+l et g, et par ed la D"-spline dajustement relative & 49 vlet g,
On a évidemment: 67 =0 + ¢¢ (l'opérateur qui a tout 8¢ & RN fait correspondre
fa D-spline d’ajustement relative a 49, B9 et ¢ est linéaire).

5.1. Hypotheses pour la convergence
On peut mettre en évidence une condition nécessaire pour la convergence

sur {1, i.c. telle que: ljiml[f— 53”,,,_“:0.
d—9

Proposition 5.1.  On suppose que 'hypothése (4-5) est vérifiée. Alors une
condition nécessaire pour la convergence sur (1 est que:

L
(5-1) Yve Dmp2 llim{mN— hIRRY v(a)} =0.

w—0 acA

Démonstration. L’¢quation (3-2) de la D™-spline d’ajustement §¢ peut
s'écrire

(52) Ve DL <P UEI S, P>t LG )= < pl >,
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La convergence sur {} implique que le premier terme du premier membre
de (5-2) tend vers 0 quand - 0.

Elle implique d’autre part que |G¢|,, est borné. Posons en effet =64/, et
désignons par ! [¢lément de semi-norme |-|,, minimale de ['ensemble
{ve D="L?; v|g=}. Il résulte alors de (3-1), avec v=e", que 4= "

 D’autre part, d’aprés un résultat de G. Geymonat (cf. G. Strang[13]), il existe
un opérateur de prolongement P de H" () dans D12 tel que:

.

1C, Yoe H™ (), | Pul,, < Clvl .

On en déduit que:

VdE.D'VS>01 iﬁglmslf)(aglﬂ)lms Clgglm.ﬂa

ce qui entraine que |G¢],, est borné.

Utilisant alors (4-5), on voit que le second terme du premier membre de
(5-2) tend lui aussi vers 0. D’ou la relation (5-1).w

La condition (5-1) n’est généralement pas vérifiée. Elle I'est lorsque, par
- exemple:

lim sup |vd] =0.
d—0  ogsd

Malheureusement, cette hypothése est irréaliste dans le cas usuel ol v/ est une
erreur de mesure. Par contre (cf. W. Feller [8]), (5-1) est vérifiée lorsque v est
un bruit blanc (et sous lhypothése supplémentaire que la famille {.49) soit une
suite croissante),

C’est pourquoi nous supposerons dans la suite que

(5-3) v est un bruit blanc,

cest & dire que les v¢ sont des (réalisations de) variables aléatoires
gaussiennes indépendantes identiquement distribuées de moyenne 0 et de
variance 72, i.e. telles que:
La=b,
Va, be A9, E(vi)=0 et E(viv{)=
O,ap,

ol E désigne Pespérance mathématique.
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Drautre part, posant
w=p{dy=inf {8(a, b);ac AY, be A4, a#b},
NoOus supposerons que
(5-4) d=0(u),d—0.

On vérifie facilement que (5-4) impligue (4-3).

5.3. Résultats de convergence
Puisque E{v¥)=0, on a:
Vi=0,um, E[If—602)= /= oo+ E[1ed2,].

Le théoreme 4.2 donne une estimation du terme |f/— a;"lfn. Pour borner le

terme aléatoire E[Ieglf_n], nous utiliserons le résultat suivant.

Théoreme 5.1. Orn suppose que les hypothéses (4-5), {4-14) et (5-4) sont
vérifiées. Alors il existe une constante C ielle que, pour d assez petit, on ait
la majoration:

3 N(iz+2(iff11));’2f11
8(n+2:’)f2rn

(5-5) Vi=0.m, E[led2,] = Cn
Démonstration. Cf. F. Utreras [14]. =

Le second membre de (5-5) tend vers O pour i=0....,m, s’il tend vers
pour i=n1. Soit w: ¥ — R} une fonction vérifiant les conditions:

(5-6) \h_n?x WM =+ et w(N)y=o{NImHTm) N doo,

Alors il est clair que le terme aléatoire tend vers 0 si:

(5-7) 7 g = NullnF2m) o (NY

Notons que (5-6) et (5-7) impliquent (4-14). En combinant les résultats

précédents, on obtient le théoréme suivant, qui prolonge un résultat de F.
Utreras [[4].
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Théoréeme 5.2. On suppose que les hypothéses (4-2), (4-5), (5-4), (5-6) et
(5-7) sont satisfaites. Alors, quand d—0:

¥i=0,..., [|f-- g‘dlf Il] [N-Z[m_;;, {1+ 2mm) ((‘u (V) )(mmr‘) m]

et

E[r—ad2 4] =0,

Démonstration. On vérifie que les hypothéses de 1énoncé impliquent
celles des théorémes 4.2 et 5.1. Substituant I'expression (5-7) de & dans la
relation (i) du théoreme (4-2) et dans (5-5), on obtient respectivement:

ACVi=0,..om—1, |f—ol|} < CN-X (w () Jim-rim,
et
1C,¥i=0,...m, [ e"|, “] = Cn?N—x (cu(N))—(""‘Z")t m
quand d—0, avec x =x (D =2(m—10)/(n+2m).
Le résultat suit.m

Bien entendu, dans I’énoncé du théoréme, on peut remplacer N—2(n—7 tn+2u)
par dZn(m—i)f{n-i—Zm}'

Remarque 5.1. On obtient ainsi la convergence vers 0 des quantités

E[U c“’l,ﬂ],(} <i=m. On notera que les hypothéses (5-6) et (5-7) qui
conditionnent le résultat sont indépendantes de la fonction f (et aussi
d’ailleurs de la variance nz) ce qui peut etre intéressant dans la perspective de
la détermination numenque du parametre £: pour le choix de g, on ne dispose
guere actuellement, le niveau de bruit étant supposé inconnu, gue de la
méthode de validation croisée généralisée (cf. P. Craven et G. Wahba [4]),
dont la mise en oeuvre est a priori colteuse (cf. cependant les travaux de D.
Girard, en particulier [9]).m



