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NUMEROS RACIONALES POSITIVOS:
REFLEXIONES SOBRE LA INSTRUCCION

Rationals positive numbers: reflections about the teaching

José MARIA GAIRIN
Departamento de Matematicas. Universidad de Zaragoza

RESUMEN: Es intencién de este trabajo ofrecer puntos de anclaje desde los que
construir una propuesta didictica para la ensefianza de los nimeros racionales en
Educacién Primaria. Las reflexiones vertidas en este articulo se sustentan en dos ideas
principales: la primera, es que los nimeros racionales deben presentarse en el contexto
de la medida de magnitudes, puesto que asi los escolares podran reelaborar la idea de
ndmero que construyeron en un contexto tan diferenciado como el del recuento; la
segunda, es que los sistemas simbdlicos habituales, notacién fraccionaria y notacién
decimal, deben conectarse, conceptual y procedimentalmente, a partir del significado de

la fraccién como cociente partitivo.

Palabras clave: fraccién, nimero decimal, modelo de aprendizaje, Educacién

Primaria, relaciones, operaciones, medida de magnitudes, cociente partitivo, técni-

cas de reparto.

ABSTRACT: This paper intends to offer connecting links in order to construct a
didactic proposal for the teaching of rational numbers in Primary Education. The
reflections which appear in this paper are based on two main ideas: the first one is that
rational numbers must be shown into the context of magnitude measure, thus school-
children will be able to reconstruct the idea of number that they constructed in a
context so different from the one related to recount; the second one is that usual
symbolic systems, fractional and decimal notations, must be linked in a conceptual and

procedural way, starting from the meaning of the fraction as partitive division.
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INTRODUCCION

La presencia de los ndmeros racionales en el curriculum de matemadticas es una
constante que podemos detectar, ininterrumpidamente, en la historia de la ensefianza
de las matemadticas en Espafia en los dltimos 200 afios (Vallejo, 1821; Avendaiio, 1859;
Llinares y Sdnchez, 1988). En esta dilatada historia se han producido varias reformas
curriculares que sustancialmente no han afectado a los contenidos, aunque si que han
afectado al modo de presentacién de dichos contenidos. En todo caso, el estudio de los
nimeros racionales constituye una parte importante de la aritmética escolar, porque
ello permite comprender los fenémenos del mundo real asociados a las actividades de
medir y de comparar, actividades que exigen desarrollar en los estudiantes una impor-
tante diversidad de competencias cognitivas (Streefland, 1991; Thompson, 1995)
Aunque como todo objeto de conocimiento, el estudio de esta estructura numérica

también plantea problemas de comprensién y de aprendizaje (Rico y Sdenz, 1982;
Kerslake, 1986; Bezuck y Bieck, 1993; Mack, 1993; Kieren, 1993).

Es propdsito de este trabajo ofrecer algunas reflexiones en torno a la instruccién
sobre los niimeros racionales, retlexiones que se limitan a la Educacién Primaria, a
aquellos cursos en los que los alumnos toman los primeros contactos con esta estructura
numérica; en el trabajo hay una preocupacién subyacente por justificar los aspectos
esenciales de una propuesta didéctica que persigue dos objetivos principales: provocar
‘en los nifios una ruptura con la idea de nimero forjada en el estudio de los nimeros
naturales, y potenciar las conexiones conceptuales de los escolares entre las nota-
ciones fraccionaria y decimal. Con estas consideraciones, nos vemos obligados a precisar
los limites en los que nos moveremos:

i. Solamente se hace referencia a los niimeros racionales positivos

El cuerpo ordenado de los nimeros racionales se presenta en los textos de matemé-
ticas como un conocimiento explicito y bien delimitado, formalmente estructurado,
coherente en su fundamentacién légica y necesario para dar solucién a determinados
problemas numéricos, geométricos y algebraicos (Feferman, 1989). Pero en los proce-
sos habituales de ensefianza las ideas y conceptos numéricos no se pueden presentar de
acuerdo con la estructuracién formal de la matematica, hay que hacerlo en sintonia con
las capacidades de los alumnos; por ello, hay que estudiar los nlimeros racionales posi-
tivos antes de afrontar el tema de la negatividad, puesto que el aprendizaje de los
nimeros racionales positivos se alcanza con procesos de abstraccién a partir de la
manipulacién de objetos fisicos, mientras que la negatividad no estd presente en el
mundo del escolar y debe aparecer en un contexto algebraico que no corresponde a esta
etapa educativa.

i1. Los nitmeros periédicos quedan al margen de este trabajo

Las ideas sobre los nimeros racionales que se presentan en este trabajo se construyen
a partir de modelos de aprendizaje, en los que las ideas sobre los nimeros racionales se
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construyen desde la nocién de medida. Pero dada la edad de los escolares, 9-12 afios,
nos parece mds interesante que centren su aprendizaje en procesos finitos, quedando las
ideas sobre la continuidad de la medida, asi como los procesos infinitos de medida, para
etapas posteriores en las que estos escolares hayan alcanzado un mayor grado de abstraccién.

i11. No se abordan las fracciones con significado de razon

A pesar de que la razén y la proporcién son tépicos adecuados para aplicar las
fracciones a la resolucion de problemas, en este trabajo vamos a respetar los disefios
curriculares en los que figura un estudio separado de las fracciones y de las razones y
proporciones. Esta realidad no responde al desarrollo histérico, ni estd justificada
diddcticamente; més bien responde a la idea de mantener la tradicién de quienes, a prin-
01p1os de siglo, decidieron tratar separadamente teorfa y practica y, en consecuencia, la
raz6n y la proporcidn se alejaron de las fracciones.

A continuacién aparece una secuencia de argumentaciones para construir una
propuesta de ensefianza sobre los nimeros racionales positivos; la ordenacién de las
argumentaciones no es caprichosa encierra una idea de secuenciacién en dos cursos
escolares, situando la separacién de dichos cursos en el punto 8, en la 1ntroducc1on de
[ fraccién con significado de cociente.

1. ASOCIAR LOS NUMEROS RACIONALES A LA MEDIDA DE MAGNITUDES

En nuestro sistema educativo la primera estructura numeérica que se presenta a los
escolares es la de los naturales; y es a través de las actividades de recuento como
los nifios forjan sus ideas abstractas sobre el ndmero. Pero esta idea sirve para dar
respuesta a la pregunta ¢cudntos hay? y, por tanto, las caracteristicas, propiedades y
usos de este conjunto numérico deben limitarse al contexto concreto en el que han
surgido. Si el escolar tiende a trasladar esta idea de niimero a otros contextos, se difi-
culta la comprensién de los niimeros racionales en aspectos esenciales:

— Las fracciones decimales tienen aspecto discreto al considerar numerador y
denominador como entes numéricos diferenciados, pero tienen aspecto continuo
al considerar la fraccién como un solo ente numérico, y es este aspecto
continuo de las fracciones el que resulta de dificil comprension para los escolares
(Wearne, Hiebert y Taber, 1991).

— Las notaciones fraccionaria y decimal son sistemas simbdlicos paralelos que
representan los mismos conceptos; para el alumno es una idea dificil de asimilar
el que cualquier concepto, especialmente un nimero, pueda tener mis de un
simbolo (Owens y Super, 1993).

— El orden de los nimeros naturales interfiere el orden de las fracciones decimales
(Resnick et al., 1989). Los errores en el orden de las expresiones decimales estin
asociados a la aparente simetria alrededor de la coma decimal y a las dificulta-
des de distincién de los nombres de los ndmeros naturales y decimales; estas
dificultades provocan la alta tendencia de los nifios a aplicar reglas de los
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nimeros naturales para comparar las fracciones decimales, dando lugar a téceni-
cas de comparacién como la regla del niimero entero, la regla de la fraccién o la
regla del cero (Owens y Super, 1993).

Parece que el origen de estos errores hay que situarlo en la inexistencia de una
ruptura en la idea de nlimero que tiene el escolar, pues traslada significados de los
ndmeros naturales a los nimeros racionales. Conviene, por tanto, presentar a los esco-
lares situaciones en las que los nimeros naturales se muestren ineficaces, situaciones
que sugieran la necesidad de construir un nuevo sistema de representacion; de este
modo, los escolares asociardn los nimeros naturales a los usos y caracteristicas propias
del contexto en el que aparecen y, en consecuencia, ampliarin su idea de nimero a
otros contextos diferentes.

Estas situaciones se producen en el contexto de la medida de cantidades de cual-
quier magnitud medible; en efecto, los nlimeros naturales se mostraran ineficaces para
expresar el resultado de la medida de cantidades de magnitud si la unidad de medida no
estd contenida un niimero entero de veces en la cantidad a medir. Para dar respuestas
a estas situaciones hay que definir un nuevo conjunto numérico, el de los nimeros
racionales positivos, que permiten expresar el resultado de la medida de cualquier
cantidad de magnitud.

Bien es cierto que los niimeros racionales positivos también se podrian presentar
como entes que permiten expresar la relacién entre cantidades de magnitud, como la
raz6n de medidas; pero nos parece recomendable no comenzar en este contexto porque
la idea de razon resulta conceptualmente mdas compleja que la de medida: la idea de
invarianza subyacente a la razén es un constructo mental, mientras que la idea de la
medida se construye desde percepcmnes visuales. ftem mds, mientras que el significado
de las operaciones y la construccion de algoritmos de cilculo se facilita en el contexto de
la medida, hay serias dificultades para hacerlo desde la idea de razén.

2. COMENZAR LA INSTRUCCION POR LAS FRACCIONES

Una idea esencial para la comprensién de los nimeros racionales es la del fraccio-
namiento o particién de la unidad en un nimero finito de partes iguales. Esta idea
aparece cuando la unidad de medida es mayor que la cantidad a medir, cuando se
necesita establecer una subunidad de medida que quepa un nimero entero de veces en
la cantidad a medir.

Ahora bien, en nuestras experiencias con escolares hemos constatado que la idea de
fraccionamiento no aparece de forma innata: los nifios tienden a realizar aproximaciones
de la medida con expresiones como «un poco menos», «un trozo mas pequefio»... Por
tanto, y de forma similar a como se adiestré a los nifios en las técnicas de contar, la
presentacién de los niimeros racionales debe venir precedida de un trabajo previo de
entrenamiento de los escolares en las técnicas de medir. De este modo, los escolares
admitirdn la necesidad de crear una subunidad de medida cuando la situacién lo
requiera, admitirin que dicha subunidad debe provenir del fraccionamiento de la
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unidad de medida en partes iguales, y admitirdn que el resultado de la medida tiene que
expresarse con la unidad de medida preestablecida.

Situados en el contexto de la medida, y ante la necesidad de fraccionar la unidad,
parece conveniente que el nimero racional se presente con la notacidn fraccionaria. En
efecto, la notacién fraccionaria exige una sola particion de la unidad, la creacién de una
tinica subunidad de medida. El tamafio de esta subunidad, que depende del ndimero de
partes en que sc ha fraccionado la unidad, viene reflejado en el denominador de la frac-
ci6n; mientras que el ndmero entero de subunidades que contiene la cantidad a medir
viene reflejado en el numerador de la fraccién.

Si se optase por presentar el nimero racional a partir de la notacién decimal, habria
que utilizar una técnica de medida mds compleja: el proceso de medida se realiza en
varias fases, en la primera de las cuales la unidad se fracciona en 10 partes iguales, pero
si con esta subunidad no se ha logrado realizar la medida hay que efectuar un nuevo
fraccionamiento, en 10 partes iguales, de la subunidad considerada en la primera fase; y
asi se prosiguen realizando sucesivas fases hasta efectuar la medida. Evidentemente
el proceso es mucho mds complejo y también es mis complejo el modo de expresar el
resultado de la medida, ‘puesto que hay que hacer intervenir aspectos esenciales
del sistema de numeracién como el principio del valor relativo de las cifras, o como
que tal simbolizacién considera implicita la suma de los valores relativos de las cifras.

3. INTRODUCIR LAS FRACCIONES CON EL SIGNIFICADO DE MEDIDA

Los nimeros racionales positivos, y en particular las fracciones positivas, admiten
distintos significados. Asi, Behr, Harel, Post y Lesh (1993, p. 14) citan los de parte-
todo, cociente, razén, operador y medida, mientras que Kieren (1993, p. 57) no consi-
dera el significado de relacién parte-todo puesto que lo incluye en los de cociente y de
medida.

En nuestro sistema escolar el significado de relacidn parte-todo es el que se usa de
manera prioritaria, es la idea con la que se inicia al escolar en la nocién de niimero
racional, aunque esta practica educativa tenga serios inconvenientes:

— Hay dificultades para definir el todo: cuando una unidad, objeto o figura, la
partimos en trozos iguales 'y nos referimos a uno o varios de esos trozos utiliza-
mos las fracciones (Lamadrid, 1987, p. 67).

— La propia indefinicién del todo provoca errores entre los estudiantes a quienes
se les presentan tareas de comparacién de areas utilizando rodos del mismo
tamafio. Esto produce que los alumnos desatiendan el tamafio de los todos de
los que provienen las partes (Armstrong- -Novillis, 1995, p. 16) y que, en conse-
cuencia, se limiten a la comparacién de partes que proceden de divisiones de
unidades de distinto tamafio.

— La ocultacién de la unidad de medida obstaculiza la identificacion de las
fracciones del tipo a/a con la unidad, pues los estudiantes tienden a sefialar que
ese tipo de fracciones representa el todo, o que han tomado a elementos, pero
no pueden indicar que vale la unidad puesto que no se les ha presentado como tal.
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— La propia instruccién provoca obsticulos de interpretacion de las llamadas
fracciones impropias, pues al ocultar la unidad en las tareas de medida se crea
en el alumno el significado exclusivo de la fraccién con el numerador menor
que el denominador.

En orden a superar estas deficiencias postulamos que la fraccién a/b debe presen-
tarse como el resultado de una medida, como la expresién del niimero a de subunidades
—de tamafio 1/b de unidad —, que corresponde a la cantidad de magnitud medida. Esta
decisién viene avalada por las siguientes razones:

— Porque permite presentar una ruptura entre los nimeros naturales y los racio-
nales a partir de sus diferentes usos. Contar y medir son acciones de diferente
naturaleza que demandan técnicas diferenciadas y, en consecuencia, sistemas de
representacion distintos.

— Porque el trabajo con este significado exige un aprendizaje activo, ya que es el
propio estudiante quien tiene que decidir la eleccién de la subunidad de medida
necesaria para efectuar la medida.

— Porque el hecho de que en la cantidad a medir no quepa la unidad de medida un
ndmero entero de veces posibilita introducir la idea del fraccionamiento de la
unidad en un nimero de partes iguales, facilita la idea de crear subunidades de
medida.

— Porque el uso de fracciones para expresar cantidades de magnitud introduce, de
forma natural, las fracciones con numeradores mayores, menores o iguales que
el denominador, sin mis que proponer la medida de cantidades mayores,
menores o iguales a la unidad.

— Porque la utilizacién de dos técnicas de medida distintas posibilita la introduccién
de las notaciones fraccionaria y decimal de los niimeros racionales positivos:
medir con una sola subunidad, medir en una sola fase; o medir con subunidades
de la unidad o de partes de la unidad, medir en varias fases.

— Porque este significado permite ]ustlflcar las relaciones de equivalencia y orden
entre fracciones mediante la comparacién de cantidades de magnitud.

— Porque posibilita la conceptualizacién de las operaciones entre fracciones desde
el trabajo con cantidades de magnitud; asimismo permite justificar los algo-
ritmos de célculo.

4, UTILIZAR MODELOS DE APRENDIZAJE

Una construccién del concepto de niimero racional positivo cognitivamente efectiva
exige de un proceso lento de dominio e integracién de nuevos significados, que deben
articularse con los ya existentes sobre los nimeros naturales; también supone la
incorporacién de nuevas especificidades simbdlicas, operatorias, estructurales, relacionales
y de representacion, que hay que acomodar a esta variedad de nuevos 51gn1f1cados,
igualmente supone fortalecer las conexiones entre los distintos sistemas de representacién
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considerados. Ademds, hay que asimilar los cambios estructurales —algebraicos y topo-
16gicos— del conjunto de los nimeros racionales respecto al de los naturales, partlendo
de dos ideas complejas: la existencia de inverso respecto a la multiplicacidn, y la nocidn de
densidad respecto del orden.

Para afrontar todas esas exigencias, y teniendo en cuenta que la construccion de las
ideas sobre los nimeros racionales comienza a edades tempranas (10-11 afios), el disefio
de la instruccién debe adaptarse a la naturaleza de la mente humana, en el sentido de
asociar los conceptos a situaciones del mundo que nos rodea, pues pensamos mejor con

lo familiar, perceptible y manipulable, gue con lo abstracto, no representable y desconocido
(Castro, 1994, p. 13).

Surge asi la idea de modelo de aprendizaje como entorno fisico con el que se esque-
matiza y recrea una parte del mundo real, con variables bien definidas, estable frente a
interacciones con el mundo exterior, y en el que pueden actuar los sujetos (Gairin,
1999, p. 15). Los modelos de aprendizaje asi caracterizados tienen una doble utilidad:
por una parte, sirven para representar las ideas matemadticas mediante objetos tridimen-
sionales y, por otra parte, facilitan la resolucién de situaciones problematicas cuando
éstas se formulan en términos del modelo.

En el proceso instructivo sobre los nimeros racionales positivos, y desde la 6ptica
de los escolares, la utilizacién de modelos de aprendizaje se hace necesaria por diversas
razones: porque permiten la aprehensién sensorial de los conceptos, de los hechos y de
las relaciones matemdticas mediante la manipulacién de objetos fisicos; porque facilitan la
construccion de sistemas simbdlicos mediante los cuales se expresan los resultados de
las actuaciones en el modelo; porque a través del modelo se delimitan las normas
sinticticas que caracterizan a los dos sistemas simbélicos habituales: la notacién frac-
cionaria y la notacién decimal; porque los modelos permiten que los nifios puedan
certificar, a través de los sentidos, la certeza o falsedad de resultados matemaiticos
expresados mediante expresiones simbdlicas; y porque posibilitan que los escolares
trasladen al modelo situaciones problemadticas, que las resuelvan en dicho modelo, y
que trasladen sus resultados al contexto en que se formulé el problema.

Desde la posicién del profesor el modelo constituye la herramienta que se propor-
ciona al escolar con una clara intencionalidad educativa: dotarle de un entorno fisico
sobre el que pueda actuar y reflexionar para que, mediante esta interaccion, avance en
la construccidén del conocimiento cuyo aprendlza]e se promueve. En el caso concreto
de los niimeros racionales positivos, la propia intencionalidad del recurso didéctico
obliga al profesor a utilizar aquel modelo de aprendizaje que haga explicitos los aspectos
relevantes de la estructura numérica que se quiere ensefiar.

Tanto desde la posicién del alumno como desde la del profesor, resulta evidente la
necesidad de promover el aprendizaje de los niimeros racionales positivos utilizando
los modelos adecuados; de este modo, las ideas matematicas estardn fuertemente vincu-
ladas al modelo en el que se construyeron —como asi se constata cuando los adultos
recurren a tartas o barras de helado para expresar sus ideas sobre las fracciones—, y los
conocimientos conceptuales y procedimentales se conectarin mediante las percepciones
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sensoriales. Pero si las ideas no se construyeron en un modelo de aprendizaje, como
hemos constatado en maestros en formacién con respecto a las expresiones decimales
(Gairin, 1999), resulta que los sujetos tienden a priorizar el conocimiento procedimen-
tal, mientras que desatienden el conocimiento conceptual, y no se preocupan de
establecer conexiones entre ambos.

Finalmente indiquemos que la utilizacién de modelos de aprendizaje es una deci-
si6n que corresponde exclusivamente al profesor. Por tanto, la eleccién de cualquier
modelo de aprendizaje exige de dicho profesor tomar, cuando menos, dos cautelas: de
una parte, delimitar cuéles son los aspectos del concepto que explicita el modelo y
cudles son los que oculta u obstaculiza; y, de otra parte, cémo transmitir al alumno una
caracterizacién del modelo que garantice su correcta utilizacién.

5. TRABA]AR CON LAS MAGNITUDES MAS ADECUADAS

Puesto que existe una relacion entre el modelo de aprendizaje utilizado y la nocién
de fraccidén que se promueve en quien lo utiliza, para dotar de significado a las fraccio-
nes como expresiones de cantidades de magnitud hay que utilizar modelos definidos
por tres variables (Gairin, 1999):

— una magnitud medible, pues un niimero racional positivo expresa la medida de
una cantidad de dicha magnitud,

— unos objetos, puesto que a través de ello el aprendiz puede percibir una cierta
cantidad de la magnitud considerada,

— unas acciones, puesto que la generacion de las ideas matematicas se produce al
observar las variaciones de las cantidades de magnitud que se producen con la
manipulacién de los objetos.

Ahora bien, si nos preguntamos ¢ qué magnitud resulta mas adecuada para la instruccién?,
la respuesta viene dada al considerar que la simbolizacién del resultado de la medida es
un aspecto esencial de la instruccidn sobre fracciones. En efecto, la respuesta serd la de
priorizar la longitud frente a otras magnitudes medibles, y ello porque la sencillez de la
técnica de medida —desplazar la unidad sobre la longitud a medir—, permite al escolar
dirigir sus esfuerzos a expresar el resultado de la medida; mientras que en el trabajo con
otras magnitudes, como la capacidad o la masa, las dificultades técnicas de la medida
acapararian toda la atencidn del escolar. Ademds, para que los nifios trabajen con la
longitud se pueden utilizar objetos, como listones de madera o pajas de plastico, que se
manipulan con facilidad, que no crean problemas de limpieza, y que tienen un tacto
agradable; mientras que el trabajo con otras magnitudes exige la manipulacién de
aparatos mas complejos (como la balanza de dos platillos), o provocan problemas
de limpieza (como en la medicién de liquidos).

Otra idea esencial en la instruccién sobre los niimeros racionales es la del fracciona-
miento; por tanto, al elegir una magnitud para iniciar la enseflanza de las fracciones
conviene aplicar el criterio de facilitar el fraccionamiento. En este sentido cabe decir
que resulta sencillo el fraccionamiento de cualquier segmento en partes de igual longitud,
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mientras que existen serias dificultades para fraccionar, utilizando una balanza de dos
brazos, una bola de plastilina en 3 0 mds partes de igual masa.

En el caso de la longitud conviene recurrir al teorema de Thales y colocar en el aula
un tablero con segmentos paralelos equidistantes entre si. El alumno que quiera frac-
cionar un segmento en un ndmero determinado de partes de igual longitud, tan sélo
tiene que colocar dicho segmento de forma que abarque tantas lineas como el nimero
de partes deseadas, tal y como se ejemplifica graficamente el fraccionamiento de una
unidad en 4 partes iguales:

A\
. A\
unidad \\

N\

Cierto es que el alumno debe trabajar con otras magnitudes medibles, pero nos
parece importante que los primeros contactos con las fracciones se hagan con la longi-
tud, pues asi le resulta al alumno mais sencillo el fraccionamiento de la unidad y la
comprobacién de que las partes son de igual tamano. Obsérvese que el uso de otras
magnitudes podria obstaculizar este proceso instructivo inicial en aspectos tan esencia-
les como el fraccionamiento en partes que contengan igual cantidad de la magnitud
considerada; asi por ejemplo, en el caso de la superficie la igualdad de las partes signi-
fica igualdad de superficie no igualdad de formas, y este hecho puede focalizar el
trabajo en garantizar la igualdad de las partes: supongamos que los escolares tienen la
tarea de fraccionar una unidad de superficie en 4 partes iguales, ¢qué ocurre si los nifios
dan estas respuestas?

pues ocurrird que ante una situacion como ésta, la atencion de los nifios se focalice en la
comprobacién de la igualdad de la superficie de estas figuras; en consecuencia, la activi-
dad ha perdido su valor para las ideas sobre fracciones (posiblemente las respuestas de
los escolares constituyan una buena actividad para el trabajo sobre ideas geométricas).

Hechas las precisiones precedentes, nuestra propuesta para la introduccién de las
fracciones es la de utilizar un modelo de aprendizaje con las caracteristicas siguientes:
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— una magnitud medible: la longitud
— unos objetos: listones de madera o pajas de refresco
— unas acciones: medir, comparar longitudes, unir objetos...

6. SIGNIFICAR LAS RELACIONES Y OPERACIONES ENTRE FRACCIONES. JUSTIFICAR LOS ALGORITMOS
DE CALCULO

Una vez presentadas las fracciones con significado de medida, conviene que los
escolares hagan transiciones entre el modelo y las expresiones simbdlicas: que expresen
la longitud de un segmento mediante una fraccién, y que dada una fraccién sepan cons-
truir el segmento que tiene como longitud dicha fraccién. Cuando ya estén familiariza-
dos con los nuevos entes numéricos se afrontard la instruccion sobre las relaciones y
operaciones entre fracciones de forma significativamente cognitiva; de este modo se
evitard que la mayoria de los estudiantes no establezcan conexiones entre el conoci-
miento conceptual que tienen de los nimeros racionales y los procedimientos que
utilizan en la manipulacién de simbolos (Hiebert y Wearne, 1986). Seguidamente hacemos
unas breves consideraciones sobre este modo de instruir a los escolares en las relaciones y
operaciones entre fracciones:

— Desde una correcta evaluacién semantica de los simbolos correspondlentes los
niflos estin en disposicién de comparar fracciones de igual denominador, bien
sea a través de comparaciones visuales de las longitudes de los segmentos que
representan dichas fracciones, bien sea mediante argumentaciones sustentadas
en el significado de las fracciones a comparar.

— La equivalencia de fracciones surge de la constatacién de la igualdad de longi-
tudes de dos segmentos expresados por fracciones con numeradores y
denominadores distintos. Es una idea de vital importancia para establecer rela-
clones y operaciones entre fracciones, aunque los escolares ofrecen cierta
resistencia a admitir que un nimero esté representado por mds de un simbolo;
ello obliga a que las ideas sobre equivalencia no se agoten en unas pocas sesio-
nes de clase, antes bien, hay que revisar este significado cada vez que vaya a
utilizarse: para la equivalencia de fracciones de distinto denominador, para la
suma de fracciones, etc.

En todo caso, interesa priorizar el objetivo instruccional en los aspectos
conceptuales, pues una instruccién que acentie los aspectos procedimentales
conseguird que los nifios sustituyan el significado de la equivalencia por alguna
técnica asociada: asumirdn que dos fracciones son equivalentes si «son iguales sus
productos en cruz», pero perderan el significado de la equivalencia.

— Las nociones de suma y resta de fracciones surgen en situaciones problemdticas
que impliquen la agregaciéon o disgregacion de cantidades de longitud. Serd a
través del modelo como los estudiantes den significado a estas operaciones y
como los nifios puedan interpretar los algoritmos de cilculo asociado; conviene
que estos aprendizajes comiencen por fracciones del mismo denominador y
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que, para el caso de fracciones de distinto denominador, se presente la necesi-
dad de realizar la medida con la misma subunidad, lo que implica la busqueda
de fracciones equivalentes con el mismo denominador.

— DPosteriormente, el escolar estard en condiciones de interpretar el producto de
un ndmero natural por una fraccién, n x ¢/d, como una suma reiterada, como la
longitud del segmento obtenido por agregacién de n segmentos de longitud
c/d. E igualmente estard en condiciones de justificar el correspondiente
algoritmo de célculo.

— Las ideas sobre el cociente entre una fraccién y un nimero natural, a/b + n,
surgen en el modelo con problemas que exijan el fraccionamiento del segmento
a/b en n partes iguales. La necesidad de fraccionar la subunidad 1/b en n partes
iguales conduciri al algoritmo de calculo usual.

— El producto de fracciones se tiene que presentar con sentido combinatorio,
como el producto de dos cantidades de longitud; el resultado vendra determi-
nado por la superficie, medida con respecto al cuadrado de la unidad de
longitud, del rectingulo que tiene por longitudes las de las fracciones que se
multiplican. Esta situacién requerird de una buena representacién gréfica y
de una secuencia de actuaciones que permitan la realizacién de la medida de

superficie correspondiente al resultado, tal y como se ejemplifica en el caso
del producto 4/5 x 2/3.

*  Definir un segmento como unidad de medida.

L 1
r 1

«  Construir los segmentos de longitudes 4/5 y 2/3 de unidad.

4/5deu 2/3deu

*  Definir la unidad de medida de superficie como la superficie del cuadrado que
tiene por lado la unidad de longitud preestablecida.
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«  Medir el drea del rectingulo con la unidad de superficie, para lo que habrd
que establecer una subunidad de medida que esté contenida un nimero entero

de veces en la superficie a medir; para ello basta elegir un rectingulo cuyos
lados midan 1/5 y 1/3 de unidad.

% unidad de
/ superficie
7.

_
Puesto que para construir la unidad hacen falta exactamente 5 x 3 = 15 de estos
rectingulos, la subunidad elegida es 1/15 de la unidad de superficie, y en el
rectiangulo a medir caben exactamente de 4 x 2 = 8 de dichas subunidades. Por
tanto, la medida de dicho rectingulo serd 8/15 de unidad de superficie; en

consecuencia, 4/5x2/3 = (4x2)/(5x3) =8/15.

Al generalizar este resultado se llega a que a/b x ¢/d = (a x ¢)/(b x d), haciendo
notar que el denominador del resultado (b x d), indica el nimero de subunida-
des que contiene la unidad de superficie, uZ; mientras que el numerador (a x c),
indica el nlimero de subunidades que hay en el rectingulo que se mide.

— El cociente de dos fracciones se tiene que presentar con sentido combinatorio,
como la longitud de uno de los lados de un rectingulo del que se conocen la super-
ficie y la longitud del otro lado. La justificacion del algoritmo de cilculo exige de
una buena representacion grafica en la que se plasmen las transformaciones necesa-
rias para lograr el objetivo propuesto. El siguiente desarrollo del cociente 2/3 + 5/7
sirve para ejemplificar el proceso de construccidn del correspondiente algoritmo:

+  Serepresenta un rectingulo cuya superficie sea la dada, 2/3 de u2.

7/

2/3 u?
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Sobre uno de los lados del rectingulo se toma la longitud 5/7 que constituird la
longitud de uno de los lados del rectingulo que se busca.

////

\
b

\\\\\\\

« Ahora hay que construir un rectingulo de la misma superficie, 2/3 de u?, pero
con la condicién de que su altura sea 5/7 de u. En consecuencia, hay dos partes,
situadas por encima de la linea mis gruesa, que hay que trasladar; se trata de
dos rectangulos de tamafios 1/3deuy 2/7 de u.

«  Estos rectingulos hay que fraccionarlos para obtener la forma rectangular deseada;
para ello, basta tener en cuenta que cada uno de estos rectingulos tiene de altura 2
subunidades de tamafio 1/7 de unidad y el rectingulo buscado tiene de altura 5 de
dichas subunidades, lo que obliga a subdividir cada uno de ellos en 5 partes iguales,
y asi se tendrdn 20 rectingulos de base 1/5 de 1/3 de unidad (1/15 de unidad) y de
altura 1/7 de unidad.

Vi i)
)

«  Con estos 20 rectingulos se construye el rectdngulo buscado apilindolos en 4
bloques de 5 alturas cada uno.

C

NN NN
W

N\

N
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«  Ahora ya se puede obtener la longitud de la base de este rectangulo, 14/15, con

lo que se alcanza el resultado del cociente de las fracciones dadas: 2.5 _ 14
3 7 15

En esta expresidn, el denominador, 15, viene dado por la necesidad de fraccionar la
subunidad 1/3 en tantas partes como subunidades tiene la altura del rectingulo
buscado, de fraccionar 1/3 en 5 partes iguales; es decir, 15 procede de multiplicar
3 x 5, producto que indica el fraccionamiento que hay que hacer para determinar el
tamafio de la subunidad con la que se mide la base del rectingulo buscado.

El numerador, 14, indica el ndmero de subunidades, de tamafio 1/15, que
contiene la base del rectingulo buscado. Al medir una parte de la base con la subu-
nidad 1/15 se observa que estd contenida 5 veces en 1/3 de la unidad; y, por tanto,
2 x 5 veces en 2/3 de subunidad. Falta por medir otra parte de la base que se hard
teniendo en cuenta el modo en que se ha construido:

+ Inicialmente hay que «recolocar» 2 rectingulos de tamafio 1/3 x 2/7.

« Cada uno de esos rectingulos se fracciona en 2 x 5 rectingulos de tamafio
1/15 x 1/7; en total habrd 2 x (2 x 5) rectidngulos de tamafio 1/15 x 1/7.

+  Estos rectingulos hay que agruparlos de 5 en 5, por lo que la base del
rectdngulo buscado tendrd 2 x (2 x5) / 5 = 2 x 2 de dichos rectingulos.

»  Por tanto, la parte de la base que falta por medir contendrd 2 x 2 subunidades
de tamafo 1/15.

«  El numerador del resultado, 14, procede de la suma

2x5+2x2=2x(5+2)=2x7

En resumen: en el denominador, b x ¢, del cociente a/b + ¢/d indica las subdivi-
siones que deben efectuarse en el lado que quiere medirse: cada subunidad inicial,
que mide 1/b de u, se subdivide en ¢ partes iguales, asi se obtienen subunidades que
miden 1/bc de la unidad. El numerador del resultado, a x d, expresa el nimero de
subunidades de tamafio 1/bc que mide la longitud del lado desconocido.

Es evidente que la ensefianza de la multiplicacidn y de la divisién de fracciones con
escolares de 10-11 afios resulta compleja por los contenidos geométricos que se ponen
en juego; por tanto, habria que posponer la instruccién sobre estas operaciones a
cursos posteriores.

7. INTRODUCIR LA FRACCION CON SIGNIFICADO DE OPERADOR

Situados en el modelo de la medida, y presentadas las operaciones producto de un
numero natural por una fraccién y de cociente entre una fraccién y un nimero natural,
conviene introducir la fraccién a/b como composicién de los operadores multiplicar
por a 'y dividir por b.

El introducir este nuevo significado de la fraccién viene justificado por razones
como las siguientes:

© Ediciones Universidad de Salamanca Aula, 10, 1998, pp. 41-64



JOSE MARIA GAIRIN 5 5
NUMEROS RACIONALES POSITIVOS: REFELEXIONES SOBRE LA INSTRUCCION

— Es necesario que los escolares fortalezcan sus conocimientos sobre los diferen-
tes significados de la fraccion y que establezcan conexiones entre los mismos,
puesto que si los nifios aprenden solamente una interpretacién de las fracciones

tienen serias limitaciones para una s6lida comprensién del nimero racional
(Kerslake, 1986).

— En este concepto de fraccién se parte de un niimero o figura dadas y mediante
tratamientos operativos se transforma en un segundo ndmero o figura; por
tanto, la fraccién aparece como una funcion de cambio (Behr et al., 1993, p. 13).

— El trabajo con operadores conecta las fracciones con propiedades algebraicas de
multiplicacién inversa y de identidad de elementos; y también con propiedades
del anilisis como es la composicién de funciones (Kieren, 1993).

— La fraccién con significado de operador introduce el producto de fracciones
como parte de parte, como el resultado de aplicar un operador a una cantidad
de magnitud o a un nimero. Este s1gn1f1cado es de gran importancia porque
exige de los escolares la comprensidn de la divisién partitiva y cuotitiva, y
porque permite dar soluciones a la enorme diversidad de situaciones problema-
ticas en las que este significado estd implicado. Este significado puede plantearse
a los escolares de 10-11 afios, siempre y cuando hayan recibido instruccién
previa sobre la multiplicacién de una fraccién por un nimero natural, y del
cociente entre una fraccién y un niimero natural.

— A través de la idea de operador es posible justificar la construccién formal del
cuerpo conmutativo de los niimeros racionales, puesto que asi se elude tener
que evidenciar la existencia del opuesto y del inverso de cada nimero desde la
manipulacién de magnitudes extensivas.

La presentacmn de las fracciones con significado de operador no implica que se
realice una revisién completa de las relaciones y operaciones entre estos entes numéri-
cos. Basta con utilizar aquellos aspectos conceptuales que son necesarios para incre-
mentar la comprensién de los escolares sobre las fracciones y, en consecuencia, no
somos partidarios de reelaborar el mapa conceptual de los nifios desde el significado de
operador (Dienes, 1972), puesto que los conocimientos de los escolares no presentan
diferencias significativas al potenciar el significado de parte-todo, aunque si que
encuentran mayores dificultades en el aprendizaje (Oliveras, 1976).

8. CONECTAR LAS NOTACIONES FRACCIONARIA Y DECIMAL

Las matemiticas son el estudio de las estructuras y, en particular, el estudio de
estructuras numéricas, entendiendo éstas como conjunto de entes numéricos expresa-
dos simbédlicamente, dotado de unas operaciones y de unas relaciones. Las ideas que
determinan estas estructuras numéricas surgen del trabajo con modelos, al dar
respuesta a situaciones problemadticas que el escolar resuelve manipulando los objetos,
observando el resultado de su accién y describiendo lo acontecido. De este modo, las
ideas que aparecen, y que ya no se refieren a los propios objetos, se conforman como
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entidades abstractas sostenidas por un sistema simbdlico, por un sistema de representa-
cién, con el que se formulan enunciados y demostraciones. Por tanto, y de acuerdo con
Lesh (1997), el aprendizaje de las estructuras matemdticas consiste en la manipulacién
de simbolos; en interpretar matematicamente situaciones problemiticas; en cuantificar,
visualizar o coordinar sistemas estructuralmente interesantes; y, por supuesto, en
utilizar sistemas de representacién para desarrollar descripciones.

Por tanto, los sistemas de representacién juegan un papel esencial en la compren-
si6n de las ideas matemdticas, hasta tal punto que es necesario el dominio coordinado
de dos 0 més sistemas de representacion para alcanzar la comprensién del concepto que
se considera (Kaput, 1992; Duval, 1993; Romero, 1995). Es mds, algunas dificultades de
comprensién se detectan en la falta de coordinacidn entre diferentes sistemas cuando
tratan de expresar los mismos conceptos (Castro, 1994; Duval, 1995).

En nuestro sistema educativo se potencia la utilizacién de dos sistemas de represen-
tacién de los nimeros racionales: la notacién fraccionaria y la notacién decimal. Por
tanto, conectar conceptual y estructuralmente dichos sistemas de representa01on debe
ser un objetivo prioritario en la formacién de los escolares. Pero esta conexién no se
alcanza desde cualquier significado de las fracciones puesto que:

— Desde el significado de relacién parte-todo son débiles las conexiones entre las
notaciones fraccionaria y decimal, pues el estudiante asocia la fraccién a una
parte de la unidad compuesta por la unién de partes de igual tamafo, mientras
que las expresiones decimales exigen interpretar la fraccién como agregacién de
partes de unidad de diferentes tamafios.

— Desde el significado de la fraccién como resultado de la medida de magnitudes
se puede abordar la conexién entre las notaciones fraccionaria y decimal, pero se
encuentran las dificultades técnicas inherentes a la continuidad de la medida; en
efecto, en magnitudes como la longitud o la masa resulta complicado hacer
mediciones mds alld de la milésima parte de la unidad, pues estas mediciones
dependen grandemente de las percepciones visuales.

— Sila conexidn entre notaciones fraccionaria y decimal se aborda desde el signi-
ficado de razén encontramos dificultades para utilizar un mismo modelo en el
que asentar el significado de la fraccién y el significado de las expresiones deci-
males. En efecto, hay dificultades conceptuales para justificar cémo la relacion
entre dos cantidades de magnitud se transforma en una sola relacién numérica
que expresa el tanto por uno.

— Tampoco resulta adecuado partir del significado de operador de la fraccién por
cuanto se presentan dificultades si se utiliza un modelo en el que hay objetos
discretos, porque las exigencias del operador demandan el fraccionamiento de
los objetos; si el modelo utiliza magnitudes continuas las dificultades aparece-
rian asociadas a la continuidad de la medida; y si se utiliza nimeros no medida
el operador exige el trabajo con expresiones decimales, situacién que no es
aconsejable por cuanto no se produce una conexién entre los significados de la
fraccidn y de la expresién decimal.
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Por todo ello, proponemos que la conexidén entre las notaciones fraccionaria y
decimal se establezca a partir de las fracciones significadas como cocientes partitivos;
y justificamos tal decisién con los siguientes argumentos:

— El utlizar el significado de cociente permite, mediante una accién de reparto en
varias fases, presentar la fracciéon como agregacién de cantidades de magnitud
de diferentes tamafios.

— Al utilizar el cociente con el sentido de reparto igualitario se puede construir
un tGnico modelo de aprendizaje para dotar de significado tanto a la fraccién
como a las expresiones decimales; es decir, se pueden presentar las fracciones y
las expresiones decimales como formas distintas de simbolizar el resultado de
un mismo reparto.

— Eluso de la fraccién con significado de cociente permite al escolar construir
sus conocimientos por medio de reflexiones mentales, ya que en este caso las
representaciones graficas no son imprescindibles.

9. LA FRACCION CON SIGNIFICADO DE COCIENTE

La fraccién a/b se interpreta como el resultado de un reparto, como la cantidad de
magnitud que recibe uno cualquiera los b participantes entre los que se han repartido a
unidad de dicha magnitud; o bien la cantidad de magnitud que resulta de distribuir a
unidades en b partes iguales. La fraccién, por tanto, tiene el significado de cociente
partitivo, y solamente tiene sentido en contextos continuos, en contextos que permiten
el fraccionamiento de la unidad en un nimero cualquiera de partes iguales.

Ciertamente se trata de medir una cantidad de magnitud, pero la fraccién como
cociente expresa el resultado de un acto que ha de realizar el sujeto; es el individuo el
que decide la técnica de reparto a seguir, el que debe llevar el control de la cantidad
repartida y la que queda por repartir, el que controla que cada participante recibe la
misma cantidad de magnitud, y el que tiene que dar el resultado del reparto contabili-
zando lo que ha recibido uno cualquiera de los participantes.

Notese que al expresar la fraccién a/b hay una doble evaluacién semdntica: de una
parte indica las condiciones del reparto (se reparten a unidades entre b individuos), y
de otra parte indica la cantidad de magnitud que resulta de efectuar dicho reparto, la
parte que corresponde a cada uno de los b participantes.

Este significado de fraccién exige del alumno un sélido conocimiento de la divisién
partitiva, del sentido que tienen los elementos intervinientes: la cantidad a repartir, el
nimero de participantes y el cociente o resultado del reparto. La idea de la divisién
partitiva es conocida por los nifios en el contexto de los nimeros naturales; hay que
extender dicha idea a contextos que permitan el fraccionamiento de Ja magnitud que se
trabaja. Por ello, el modelo de aprendizaje estard definido por los siguientes valores:

— una magnitud medible: la longitud

— unos objetos: barras de regaliz, pajas de refresco

— unas acciones: repartir, comparar resultados de repartos...
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Concretado el modelo, queda por determinar la técnica o técnicas de reparto que se
van a utilizar. Nuestra propuesta es la de presentar las dos técnicas que se detallan
puesto que con ello se facilita que los escolares fortalezcan las conexiones entre las
notaciones fraccionaria y decimal:

Técnica I: Reparto en una sola fase

Cada una de las a unidades se fracciona en b partes iguales y cada individuo recibe
una parte de cada una de las a unidades; es decir, cada participante recibe a partes de
tamafio 1/b de unidad; por tanto, cada participante recibe a/b de unidad. Asi, por
ejemplo, para repartir 23 barras de regaliz entre 4 nifios se procede del modo siguiente:

— Cada una de las barras de regaliz se fracciona en 4 partes iguales.
— Se tienen 23 x 4 = 102 partes de barra de tamafio 1/4 de barra de regaliz.

— De cada una de las barras se entrega una de las partes a cada uno de los nifios;
cada nifio habri recibido 23 partes de barra de tamafio 1/4 de barra.

— El resultado del reparto sera la cantidad de regaliz que ha recibido uno cual-
quiera de los 4 nifios; serd 23 trozos de tamafio 1/4 de barra, que se puede
simbolizar como 23/4 de barra.

Si el reparto se hace en una sola fase la fraccién aparece asociada a la nocién de
cociente del numerador entre el denominador, cuando dicho cociente no es entero. La
idea que prevalece es la de utilizar el concepto de divisién entera después de transfor-
mar el numerador en un nimero entero de partes alicuotas de unidad, siendo dicho
ndmero multiplo del denominador. Esta técnica no es sistematica puesto que el fraccio-
namiento no se hace siempre en el mismo nimero de partes, varia en cada reparto de
acuerdo con el nimero de participantes.

Técnica 11: Reparto en varias fases

Se describen cada una de estas fases con el apoyo de una situacién concreta, la de
repartir 23 barras de regaliz entre 4 nifios:

— Fase 1: a cada individuo se le entregan tantas unidades como sea posible, se
aplica el principio de la mayor parte (Gairin, 1999, p. 80). Si quedan unidades
para repartir se pasa a la fase siguiente. Como hay 23 barras se entregan 5 a cada
uno de los nifios y sobran 3 barras.

— Fase 2: ahora el nimero de unidades a repartir es menor que el nimero de
participantes, por lo que hay que fraccionar cada una de las barras en 10 partes
iguales, obteniéndose 30 trozos de tamafio 1/10 de barra. Se reparten estos
trozos de barra entre los 4 nifios aplicando el principio de la mayor parte; de
este modo cada uno de los 4 nifios recibird 7 trozos de tamafio 1/10 de barra, y
sobraran 2 trozos de barra de tamafio 1/10 de barra.
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Puesto que quedan partes sin repartir hay que pasar a la fase siguiente.

— Fase 3: como quedan 2 trozos (de tamafio 1/10 de barra), hay que fraccionar en
10 partes iguales cada uno de ellos; asi se obtienen 20 partes de tamafio 1/10 de
1/10 de barra, quedan 20 partes de tamafio 1/102? de barra. Aplicando el criterio
de la mayor parte, se entrega a cada uno de los 4 nifios, 5 partes de tamafio
1/102 y no queda ninguna parte. '

El reparto ha concluido.

— El resultado del reparto serd la cantidad recibida por cada nifio: 5 barras,
7 partes de barra de tamaiio 1/10 de barra, y 5 partes de barra de tamafio 1/102
de barra; este resultado se puede expresar de forma abreviada como 5 + 7 (1/10)
+5(1/102) de barra.

Por tanto, si el reparto se hace en varias fases surge la representacion de las cantida-
des correspondientes a cada individuo como una suma de unidades enteras y partes
alicuotas de la umidad cuyos tamafios son las sucesivas potencias de 1/10. Ademds,
resulta ficilmente justificable que cada uno de los nifios puede recibir, en cada una de
las fases, como maximo 9 partes de tamafio 1/10, y como minimo O partes.

10. DE LA NOTACION FRACCIONARIA A LA NOTACION DECIMAL

Una reflexién sobre las actividades de reparto realizadas en el modelo de aprendi-
zaje que se ha propuesto pone de manifiesto que una misma cantidad de magnitud
puede expresarse de dos formas distintas:

— como la fraccién a/b, siendo b # 0
— como la suma c +d; (1/10) + d, (1/102) + ... + d,, (1/10n), siendo 0 < d4, d,, ..., ;<9

Estos resultados indican dos formas de expresar una misma cantidad de magnitud,
por lo que resulta evidente la igualdad a/b =c+d; (1/10) +d, (1/102) + ... + d, (1/10n),
Esta igualdad muestra que las fracciones se pueden interpretar como la suma de
cantidades de magnitud del mismo tamafio (como la agregacion de a partes de tamaiio
1/b), y como la suma de cantidades de diferentes tamafios (como una expresién de tipo
polinémico de potencias de 1/10, y con coeficientes comprendidos entre 0y 9).

Puesto que la segunda de estas formas les resulta trabajosa de escribir a los nifios,
se puede introducir un criterio de economia en el sentido de poder simbolizar ese
resultado con menor esfuerzo; y con esta intencién resultan oportunas las observa-
ciones obtenidas por comparacién de dos de dichas expresiones, como pueden ser las
siguientes:

3 44 (1/10) + 0 (1/102) + 6 (1/10%)
0 +6 (1/10) + 8 (1/102) 1)
— En el resultado aparecen unidades enteras y partes de unidad.

— Entre las partes no enteras siempre hay un nimero entero y una potencia
de 1/10.
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— Las potencias de 1/10 que aparecen son potencias sucesivas, los exponentes se
corresponden con la sucesién de nimeros naturales.

— Los ntimeros que acompaiian a las potencias de 1/10 estin comprendidos entre

0y9.

Ademads, observando las partes no enteras de las dos representaciones anteriores,
resulta que los elementos comunes son las fracciones unitarias cuyos denominadores
son potencias naturales de 10, y los elementos diferenciadores son los nimeros enteros
que preceden a cada una de las fracciones. Podemos, por tanto, introducir una inter-
pretacion ordinal de esas potencias de modo que se pueda sustituir su presencia por el
lugar que ocupan; y podemos asumir que la colocacion de dos cantidades consecutivas
debe interpretarse como la suma de ambas; de esta manera podemos abreviar la escri-
tura en la forma siguiente:

4 (1/10) + 0 (1/102) + 6 (1/10%) =40 6
6 (1/10) + 8 (1/102) =6 8

E interpretamos la expresiéon 4 0 6 diciendo que indica 4 unidades decimales
de primer orden o partes de tamafio 1/10; 0 unidades de segundo orden o partes de
tamafo 1/102; y 6 unidades de tercer orden o partes de tamafio 1/103.

Ahora bien, si la expresién inicial contiene cantidades enteras y no enteras la nueva
simbolizacién induciria a errores por cuanto las partes entera y no entera se simbolizan
del mismo modo. Por tanto, se sugiere el uso de una coma (que tradicionalmente se
conoce como coma decimal), que separe las partes enteras y no enteras:

3+4(1/10)+0(1/102) + 6 (1/10%) = 3,406
0+6(1/10)+8(1/102)=0,6 8

Aparece asi un nuevo sistema de representacién en el que una expresién decimal
indica una cantidad de magnitud obtenida como suma de unidades y partes de unidades
de tamarios las sucesivas potencias de 1/10. Asi, 1,375 indica la cantidad de magnitud
formada por la suma de 1 unidad, 3 partes de tamafio 1/10 6 3 décimas de unidad, 7
partes de tamafio 1/102 6 7 centésimas de unidad, y 5 partes de tamafio 1/103 6 5 milé-
simas de unidad.

Se dispone, por tanto, de dos sistemas de representacién con los que se simboliza el
resultado de un reparto: mediante una expresion fraccionaria y mediante una expre-
sién decimal. Tales expresiones aparecen al utilizar determinadas técnicas de reparto,
pero expresan la misma cantidad de magmtud puesto que el resultado del reparto es
tnico. Por tanto, podemos pasar de la notacidn fraccionaria a la decimal sin méis que
aplicar la técnica de reparto apropiada; asi, por ejemplo, la fraccién 11/8 indica que se
reparten 11 unidades entre 8 personas y al hacer el reparto por fases se alcanza como
resultado 1,375.

El paso de la notacién fraccionaria a la notacidén decimal se puede algoritmizar
mediante una extension del algoritmo de la divisidn entera; la justificacién de cada
una de las tareas que comprende dicho algoritmo viene dada por las acciones que se
ejecutan en cada una de las fases del reparto.
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El paso de la notacién decimal a la notacién fraccionaria se alcanza mediante la
busqueda de repartos equivalentes, de repartos que den el mismo resultado; asi, por
ejemplo, el nimero 1,25 podemos considerarlo como el resultado de un reparto en el
que interviene una sola persona; para que en otro reparto reciban la misma cantidad
interviniendo 10 personas deben repartirse 12,5 unidades; y si se quiere obtener el

mismo resultando interviniendo 100 personas, habria que repartir 125 unidades; luego
1,25 = 125/100.

11. RELACIONES Y OPERACIONES ENTRE EXPRESIONES DECIMALES

El modo en que se ha llegado a la notacién decimal permite justificar las relaciones
entre expresiones decimales, asi como significar las operaciones y justificar los algorit-
mos de cilculo. Seguidamente sefialaremos aquellos aspectos que nos parecen de mayor
interés:

— Hay infinitas expresiones fraccionarias que indican la misma cantidad de

magnitud, y solamente hay una expresién decimal para simbolizar cada
cantidad de magnitud.

— Laaplicacién del criterio de la mayor parte demuestra que en cualquier expre-
sién decimal a,bed... son ciertas las desigualdades 1 > O,bed; 0,1 > 0,0cd;
0,01 > 0,00d; ...

Dichas desigualdades son ciertas porque a,bcd indica el resultado del
reparto realizado con el procedimiento de la mayor parte; en consecuencia, la
parte decimal 0,bcd tiene que ser menor que la unidad, pues si fuese mayor o
igual el procedimiento de reparto obligaria a que en la primera fase se hubiesen
entregado a+1 unidades a cada uno de los participantes.

Esta propiedad dice que cualquier unidad de una posicién de una expresién
decimal representa una cantidad mayor que la suma de todas las cifras situadas
a su derecha; por tanto, para comparar dos expresiones decimales basta con ir
comparando ordenadamente las cifras que ocupan la misma posicién, empe-
zando por las de mayor valor relativo; en el momento que una de las cifras sea
mayor, la expresién decimal a la que corresponde es la mayor.

Ademds, este resultado permite poner de manifiesto que entre dos expresio-
nes decimales hay otras infinitas y que, en consecuencia, dada una cantidad
indicada por una expresién decimal no tiene sentido buscar la siguiente o la
anterior. Las expresiones decimales tienen usos diferentes de los ntimeros natu-
rales: sirven para medir, pero no sirven para contar ni tienen valor ordinal.

— La cantidad de magnitud, referida a la unidad de medida, que recibe un indivi-
duo que participa en dos repartos diferentes puede ser ficilmente asociada a la
nocién de suma de expresiones decimales. El cilculo del resultado de la suma
no ofrece especiales dificultades puesto que cada posicién indica el tamafio de
las partes y, en consecuencia, basta con sumar las partes del mismo tamafio; en
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el supuesto de que dicha suma sea mayor de 10, hay que convertir 10 unidades
de un tamafo en 1 unidad de tamafio inmediatamente superior.

— En el caso de la resta de expresiones decimales, y si fuese necesario, una unidad
se puede transformar en 10 unidades de orden inmediatamente inferior.

— El modelo utilizado no admite dar significado al producto de expresiones
decimales que expresan cantidades de magnitud, pues no tendria sentido
«multiplicar barras de regaliz». Habria que considerar que una de las dos
expresiones actia como operador y que, en consecuencia, el producto nos
indica una parte de una cantidad de magnitud.

También se debe instruir sobre el significado combinatorio de la multiplicacién
(que ya se trabajé con las fracciones que representan longitudes), y analizar el
espacio de medida de cada uno de los factores y el del resultado de su producto.

Para justificar el algoritmo de la multiplicacién ademis de la propiedad
distributiva, hay que hacer notar a los escolares que el producto que se realiza
no es del tipo «décimas por décimas», sino que se realiza una parte de parte «la
décima parte de una décima».

— La divisién de dos expresiones decimales carece de sentido en el modelo pero,
de forma similar a lo expuesto en el producto, se puede afrontar su significado
con sentido combinatorio y como operador inverso.
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