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LA CoLUMNA DE MATEMATICA COMPUTACIONAL
Seccién a cargo de

Tomas Recio

El objetivo de esta columna es presentar de manera sucinta,
en cada uno de los nimeros de LA GACETA, alguna cuestién ma-
temdtica en la que los cdlculos, en un sentido muy amplio, tengan un
papel destacado. Para cumplir este objetivo el editor de la columna
(sin otros méritos que su interés y sin otros recursos que su mejor
voluntad) quisiera contar con la colaboracion de los lectores, a los que
anima a remitirle (a la direccion que se indica al pie de pa’ginal) los
trabajos y sugerencias que consideren oportunos.

EN ESTE NUMERO . ..

F. Aguilé y A. Miralles, profesores del departamento de Matemética Apli-
cada IV de la Universidad Politécnica de Cataluna, de formacién y trayectoria
diversa (doctorado en mateméticas y fisica; investigaciéon en matematica dis-
creta y en control/sistemas dindmicos, respectivamente), colaboran para mos-
trar varias propuestas para representar geométricamente el proceso de calculo
de las iteraciones del método de Newton para funciones suficientemente regu-
lares del tipo f : U C R?> - R?y g : U C C — C. Los macros incluidos,
en lenguaje propio de Mathematica, se pueden traducir al lenguaje de otros
manipuladores, adaptando adecuadamente los comandos gréficos.

Los autores han tenido la amabilidad de crear una pagina web

http://www-ma4.upc.es/ matfag/gacetaRSEM/gacetaRSEM.html

donde el lector puede obtener este mismo articulo, asi como el detalle de todos
los macros de Mathematica necesarios para generar los dibujos. Ademds se
comentan alli determinados aspectos computacionales relacionados con dichos
macros. A lo largo del articulo los autores se refieren a esta pagina web auxiliar
como HTMLNewton.

Como ellos mismos confiesan, el punto de partida que motivo este trabajo
es el articulo de Lily Yau y Adi Ben-Israel [8].

!Tomés Recio. Departamento de Mateméticas. Facultad de Ciencias.
Universidad de Cantabria. 39071 Santander. recio@matesco.unican.es
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Consideraciones geométricas acerca del Método de Newton

por

Francesc Aguilé y Alicia Miralles

1 INTRODUCCION

Es bien conocido el Método de Newton para aproximar raices reales de
ecuaciones f(x) = 0 en una variable real, con f suficientemente regular. Por
ejemplo, para f(z) = cosz, hay una raiz en [0.3,3] que se puede aproximar
usando las iteraciones de Newton

fxn) COS T,
f(zy) Tn senz, 045

Tnt1 = Ny(zpn) = 2y —

La Figura 1 muestra graficamente el proceso anterior. Asi pues, una raiz de la

ecuaciéon f(a) = 0 es un punto fijo de la funciéon N¢(z) = = — Jf,((“?). En el caso
que f pueda tener raices multiples, tomamos N¢(zy,) = x, — limg_.,, %

El lector puede encontrar resultados clasicos sobre ceros y puntos fijos de
funciones de variable compleja en [4].

Figura 1: Varias iteraciones de Newton para la funcién cos x

La figura anterior se ha generado mediante el macro NewtonR[ ], descrito
en HTMLNewton, con los siguientes valores

NewtonR [Cos[x], .45, 5, {x, 0., 3.}, PlotRange -> All]
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En esta representacién, la recta tangente a la grafica de f en el punto
(@, f(zy)) juega un papel importante para obtener el siguiente iterado a,41.
Veremos que esta idea de tangencia nos aparecerd también cuando apliquemos
el método a una aplicacién del tipo f : U € R?> — R? o una funcién de
una variable compleja g : U C C — C, en este tltimo caso la tangencia se
considerara en la grafica tridimensional de |g|.

Formalmente, el Método de Newton complejo es idéntico al real. Parece ser
que los primeros estudios detallados sobre Ny, siendo g una funcién de variable
compleja y analitica, aparecen en los trabajos de Ernst Schroder en 1870 ([5]) y
de Arthur Cayley en 1879 ([1]). Las dindmicas que se generan entre los iterados
241 = Ng(21), cuando trabajamos con una funcién de variable compleja g,
son mucho més ricas que en el caso real. Sobre este aspecto remitimos a [2],

3] v [6].

2 ITERACIONES EN R2

Dada una aplicacién f : U C R? — R?, suficientemente regular en el do-
minio U, vamos a utilizar la notacién f(z,y) = (u(z,y),v(z,y)) con u,v : U C
R? — R suficientemente regulares. Denotemos por D f(zg, yo) a la matriz jaco-

Uz (0, y0)  uy(Zo,Yo) >
vz (20,90)  vy(To,90) )
Supongamos que D f puede invertirse en U, entonces el método de Newton se
define mediante

< Thp1 > _ ( Tk ) (D F () ( u(zg, yr) ) , (zo,y0) €U, (1)

Yk+1 Yk v(Tk, Yr)

biana de f en el punto (zg, yo), esto es D f(xq, yo) = <

donde hemos supuesto que los iterados (xg, yx) se encuentran en U.

Figura 2: Curvas de nivel u(z,y) = 0, v(z,y) = 0 (punteada) y su interseccién
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Daremos varias interpretaciones geométricas de cémo se obtiene (Tx41, Yk+1)
a partir de (x, yx). Tomemos para ello, por ejemplo, la aplicacién

flzy) = (2° = 3zy® — 1,32%y —¢*) (%),

que tiene por ceros las raices terceras de 1. Gréaficamente, los ceros pueden
localizarse mediante la interseccién de las curvas de nivel u(z,y) = 2® —3xy? —
1=0yv(x,y) = 322y —y> = 0. La Figura 2 muestra estos detalles. Ver en
HTMLNewton los comandos utilizados. En estos comandos, las expresiones de
ZTk+1 Y Yk+1 Se han obtenido a partir de (1) o, equivalentemente, del sistema
lineal compatible determinado con las incognitas xx41 ¥ Yr+1:

Tyl — Tk \ [ w(Tk Yk)
Df(a:k,yk)< Ybi1 — Yk > a ( v(Tk, Yr) )

Si denotamos Ay = det Df(xg,yx) v px = (%, yx), entonces las expresiones
de xx+1 ¥ Yr+1 vienen dadas por:

teer = - Aikwy(pk)u(pk) — g (pr ) (o)),
Ykl = Yk — Aik(uz(m)“(l?k) — vz (pr)u(pr))- (2)

Figura 3: Varios iterados de Ny con f(z,y) = (2 — 3zy? — 1, 32%y — y?)

La Figura 3 muestra tres iterados de Ny con (xg, o) = (0.3,0.5). Podemos
apreciar que estos iterados se acercan a la rafz e*4™/3,

La Figura 4 muestra cinco iteraciones de Ny empezando en los puntos
(0.5,0.3), (—0.5,0.3) y (—0.5,—0.3). Nétese cémo las raices 1, e27/3 y ¢i47/3
atraen los iterados de (0.5,0.3), (—0.5,0.3) y (—0.5,—0.3), respectivamente.
Los macros necesarios para generar estas graficas se explican con detalle en
HTMLNewton.

2Esta aplicacién también se escribe z® — 1, con z = x + iy.
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Figura 4: Iteraciones de Ny para distintos puntos iniciales

2.1 INTERPRETACION GEOMETRICA DE [N f

Vamos a dar una interpretacién geométrica de (1) o, equivalentemente, de
(2). Los planos tangentes a las superficies z = u(z,y) y z = v(x,y), en los
puntos respectivos (zx, Yi, u(Pk)) ¥ (Tk; Yk, v(Pk)), son

u(pr) + ue (i) (@ — 1) + uy (Pr) (¥ — Yi),
= v(px) +ve(pr) (@ — ) + vy (Pr) (Y — Yi)- (3)

Notemos que si hacemos z = 0, el sistema (3) se transforma en

(8)= (56 ) roron (5250)

donde, suponiendo que D f(py) es invertible, tenemos

(o) -2 (ue )+ (570 )
(2)= (5 )-ormr (). @

Notemos que la solucién (z,y) de (4) es (xg41,Yr+1) segin (1).
Bien, ahora estamos preparados para interpretar este hecho:

que equivale a

0 Si suponemos que D f(pg) es invertible, el sistema (3) estd formado por
dos planos que no son paralelos.
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1 (Primera interpretacion). Supongamos que la recta interseccién de (3)
es r,. Cuando hacemos z = 0 y resolvemos el sistema, estamos buscando
el punto de corte de r; con el plano z = 0, obteniendo pjy; mediante

(4)-

2 (Segunda interpretacion). Haciendo z = 0 en (3), resultan dos rectas
no paralelas en el plano z = 0 (cada una es la interseccién del respec-
tivo plano tangente con el plano z = 0). La solucién pi41 de (4) es la
interseccién de estas dos rectas en el plano z = 0.

A continuacién vamos a comprobar cada una de estas interpretaciones, usando
los graficos que hagan falta. Utilizaremos el mismo ejemplo anterior f(x,y) =
(23 — 3zy? — 1, 32%y — 9?), con el mismo punto inicial (0.3,0.5).

Figura 5: Generacion de la “base” de los dibujos de la Figura 6

Primero pensemos los iterados de la Figura 3 en tres dimensiones. Esto
se aprecia en el dibujo derecho de la Figura 5. A continuacién, dibujemos los
planos tangentes a las superficies z = u(z,y) y 2 = v(x,y) en el punto inicial
(0.3,0.5). La Figura 6 muestra dos vistas distintas de estos planos tangentes
(nétese que el punto correspondiente a (0.3,0.5) no aparece en los dibujos).

Denotemos por m, y 7, los planos tangentes a las superficies z = u(x,y)
y z =v(x,y) en el punto (0.3,0.5). En la Figura 6 puede apreciarse que:

e Primera interpretacion: el primer iterado es la interseccién de la recta
Ty N 7, con el plano z = 0.

e Segunda interpretacién: el primer iterado es la interseccion de las rectas
T N{z=0}y mN{z =0}

La segunda interpretacién puede apreciarse con mas detalle en la Figura 7.
El dibujo izquierdo muestra las rectas m, N{z = 0} y m,N{z = 0} y el derecho,
contiene ademas los iterados. Se observa que el primer iterado es la interseccion
de estas rectas.
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Figura 6: Primera interpretacion: dos vistas de la misma grafica

1
1
0.5
0.5
0.5 1 0
_ -0

.5

-1

Figura 7: Segunda interpretacién

3 ITERACIONES EN C

En este apartado vamos a observar el Método de Newton desde el punto
de vista de una variable compleja. Asi, la aplicacién f(z,y) = (23 — 3zy? —
1,322y — y3) que hemos utilizado en R? como ejemplo en la seccién anterior,
también nos servird ahora para nuestros propésitos en la forma f(z) = 23 — 1.
Antes de trabajar con los iterados, vamos a elegir una manera cémoda de
representar graficamente las funciones que nos interesen. Las interpretaciones
geométricas que se presentan en las secciones 3.3 y 3.4, se pueden consultar
con detalle en [8]. Aqui se presentan dibujos para poder comprobar estas in-
terpretaciones de forma grafica. Los razonamientos que aparecen, se basan en
la gréfica de la superficie de | f].
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3.1 ELECCION DE LA REPRESENTACION GRAFICA DE | f |

Por razones que se veran mas adelante, nos interesa dibujar las graficas
de |f]. La Figura 8 nos muestra dos posibles representaciones de |f(z)| con
f(z) = 22 — 1. El dibujo de la izquierda, utiliza coordenadas cartesianas y el
de la derecha utiliza coordenadas polares.

\\
. \\\ N

\\s’,»’

4\\’

Figura 8: Posibles representaciones de |23 — 1]

Para obtener la expresion |f(z,y)| se ha utilizado el comando
ModFz[fz_] := Module[{}, Abs[ReplaceAll[fz, z -> x + Ixyl]]

En nuestro ejemplo, a partir de 23 — 1, se obtiene

[f(z.y)l = V/(2® = 3zy? —1)2 + (322y — )2,

En HTMLNewton puede verse como se ha generado la Figura 8. En el di-
bujo izquierdo puede apreciarse la falta de parte de la superficie de |f|. Solu-
cionamos este problema utilizando la parametrizaciéon en coordenadas polares
(r cos s, rsens, | f(re™)|). El efecto resultante es mejor para nuestros propésitos.
Las curvas de nivel de la superficie | f| pueden anadir informacién complemen-
taria al dibujo que hemos elegido. Asi obtenemos la Figura 9.

3.2 REPRESENTACION DE LOS ITERADOS

Supongamos que f es analitica en un dominio U C C. Entonces el Método
de Newton complejo se define por

f(zn)
f'(zn)’

Zn4l = Zn — zp € U.
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Figura 9: Superficie de |23 — 1| con sus curvas de nivel

Pongamonos en una situaciéon no complicada del método: todos los ite-
rados se mantienen en U y f’ no se anula en U excepto, posiblemente, en
las raices de f (donde la fraccién f/f’ presenta, posiblemente, singularidades

evitables). En esta situacién tenemos que la funcién Ny(z) = z — j{,((zz)) tiene

una extension analitica en U: si f(a) = f'(a) = 0, se define

Para generar una iteracién del método, proponemos el comando

Nf[fz_, z0_] := Module[{auxil, nf, dfdz},
dfdz = Simplify[D[fz, z]];
auxil = Simplify[z - fz/dfdz];
Limit[auxil, z -> z0]

]

que puede retornar una expresién numérica o simbdlica. Asi, Nf [z73-1,1+I]
y Nf[z"3-1,z] dan los resultados respectivos % +35y ﬁ + 23—Z Mediante el
macro Dibul [f,z0,N,a,b,c,d] se dibujan N iterados a partir de z0 incluidos
en la region del plano [a,blx[c,d] y algunas curvas de nivel de |£|. El dibujo
izquierdo de la Figura 10 se ha obtenido mediante

Dibul[z"3-1,0.3+.5%I,4,-1.5,1.5,-1.5,1.5]

Si queremos que incluya sélo las curvas de nivel que contengan los iterados,
utilizamos el macro Dibu2[ ]. Ver HTMLNewton para mas informacién. La
parte derecha de la Figura 10 se ha generado con
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N

: (&)
N

Figura 10: Algunos iterados de Ny, para f(z) =23 — 1

Dibu2[z~3-1,0.3+.5%I1,15,-1.5,1.5,-1.5,1.5,PlotPoints->50,Axes—>True]

3.3 PRIMERA VISION GEOMETRICA COMPLEJA

Llamemos, como antes, Ny a la funcién de Newton asociada a f analitica.
Asi, si {z, }n>0 es la sucesién de iterados del método, tenemos zi11 = Nyf(2y).
Para evitar confusiones, denotaremos a la tercera coordenada, Z, en lugar
de z, que denotard la variable compleja. Consideremos la funciéon compleja
F(z,y) = |f(z+1iy)|. Aunque F es una funcién de dos variables reales, algunas
veces escribiremos F'(z), z = x+1y, en lugar de F(z,y). Este abuso de notacién
nos permitird escribir expresiones mas compactas. Sea T} el plano tangente de
F en el punto (xg, yx, F(2x)), donde 2z = xp + iyx, y Ry la recta interseccién
de T} con el plano Z = 0, que llamaremos la traza de T}, cuando esté definida.

PRIMERA INTERPRETACION COMPLEJA (Teorema 1 en [g])
Supongamos que z es tal que f(z;) # 0 y f'(2k) # 0, entonces el siguiente

iterado de Newton, zr41, es tal que el vector zﬁkH estd en la direccion de
—V|fl(zk,yx) y, por lo tanto, zp+1 es el punto de Ry que estd a distancia
minima de zj.

Este hecho también nos dice que el segmento que une los iterados 2y y zx11
es perpendicular a la traza del plano tangente a F' en 2. La demostracién de
estos hechos se puede leer en [8]. Vamos a comprobarlos graficamente siguien-
do con nuestro ejemplo f(z) = 23 — 1. Para ello necesitaremos dibujar el plano
tangente a la funciéon F, su traza, y poder visualizar toda esta informacion
de forma conjunta (ver HTMLNewton para obtener estos comandos). En la
Figura 11, la traza del plano tangente a | f|, en el punto 0.3+ 0.54, viene repre-
sentada mediante un segmento a trazos, donde se aprecia la perpendicularidad
con el segmento que une zg = 0.3 + 0.5¢ y 27.
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0.5

Figura 11: Vision 2D de la primera interpretaciéon compleja

Esta informacién en el plano puede completarse con el proceso completo
en forma tridimensional, dibujando el plano tangente como se observa en la
Figura 12. En HTMLNewton se explican con detalle los macros necesarios para
generar estas figuras. La Figura 13 incluye la gréfica de Z = F(z,y) en cada
uno de los dibujos de la Figura 12.

VLN INTINTINTINTINTINT IS 777
L[/////////////77
IS N SIS ST SN

Figura 12: Traza y plano tangente

3.4 SEGUNDA VISION GEOMETRICA COMPLEJA

Esta segunda visiéon compleja, nos dice que el calculo del siguiente iterado
complejo equivale a una iteracion real del método. Para precisar algo mas esta
afirmacién, vamos a fijar nomenclatura (a partir del iterado zx = xp + iyg):
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PN

Figura 13: Visién 3D de la primera interpretacién compleja

e Sea v = V|f|(zk, yk)-

e Consideremos la recta rp que pasa por (zy,yx) y tiene direccién wvy.
Denotemos por 7 a la recta y = mpx + by.

e Llamemos g a la restriccién de | f| sobre . Podemos considerarla como
una funcién de una variable real con valores reales y expresarla mediante

ge(A) = [f(A +i(meA + bi))l-

e Apliquemos el Método de Newton real a la funcién gi en el punto zx
(esto es en A\ = xp). Obtenemos el punto g1 sobre la recta rg.

e Se cumple qx11 = 2x11. Este hecho se puede justificar de la siguiente
manera: la direccién definida por los puntos gi4+1 (en el plano Z = 0)
y (Tk, Yk, 9k (x)), al ser tangente a la curva que determina g en zy,
también estd contenida en T}j. Por construccién, el vector zﬁkﬂ tie-
ne la direccién del gradiente. Asi pues, segin la primera interpretacion
compleja, se cumple qi+1 = Zk+1.

En resumen, si m; denota el plano vertical que pasa por z; y contiene la recta
rg, el siguiente iterado zxy1 se obtiene mediante el método clasico real aplicado
a la restriccién de |f| a ri. Estos comentarios se formalizan a continuacion.

SEGUNDA INTERPRETACION COMPLEJA (Corolario 1 en [8])

Sea f analitica y z = xg + tyy tal que f(z) # 0, f'(zx) # 0. Con la misma
notacion anterior, supongamos que la recta vy viene parametrizada por T = X,
y = mpA + bg. Tenemos

g R — Tk — R
A — AmpA+br) — ge(A) = [f(N, mpA + b))
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Entonces el Método de Newton Ny en el punto z es equivalente al método
cldasico Ng, en xy, esto es

Zer1 = Nyp(zk) = (@pg1, Yrs1) = (Ng, (zr), meNg, (zx) + by).

Figura 14: Método clasico aplicado a la funcién g

En la parte izquierda de la Figura 14, representamos el plano vertical que
pasa por el punto inicial y su iterado, juntamente con la superficie de |f|. En
la parte derecha, podemos comprobar graficamente que el iterado del punto
inicial también se puede obtener aplicando el Método de Newton real a la
funcién g.
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