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EL DIABLO DE LOS NUMEROS
Seccién a cargo de

Javier Cilleruelo Mateo

El arte de contar

por

Marc Noy

El primer contacto de un estudiante con la combinatoria suele ser a través
de la probabilidad finita, donde debe responder a preguntas como ;Cual
es la probabilidad de que en una reunién de n personas haya dos que
celebren su cumpleanos el mismo dia? O bien: si una urna contiene b
bolas blancas y n negras, jcudl es la probabilidad de que al sacar r
bolas al azar sean todas del mismo color? La receta para resolver estos
problemas es bien conocida: “nimero de casos favorables dividido por
ntmero de casos posibles”. Nuestro estudiante se da cuenta rapidamente
de que para resolver tales problemas hay que saber contar, pero tiene la
impresién de que le falta técnica para dominar el arte de contar. Y lleva
razon, contar es un arte y requiere técnica.

INTRODUCCION

En combinatoria, quizd méas que en cualquier otra rama de las mate-
maticas, los problemas a resolver definen la disciplina. Consideremos, pues,
la siguiente lista de problemas de contar, ordenados més o menos en orden de
dificultad creciente; en todos los casos se trata de hallar el nimero de objetos
considerados.

1. Subconjuntos de un conjunto de n elementos.

2. Subconjuntos del conjunto {1,2,...,n} que no contienen dos enteros
consecutivos.
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. Caminos en el plano que van del punto (0,0) al punto (2n,0), formados

por pasos U = (1,1) y D = (1,—1), y tales que no pasan por debajo de
la recta z = 0.

. Particiones de un conjunto de n elementos.

. Permutaciones ajas---a, de {1,...,n} que no contienen m elementos

consecutivos a; < a;+1 < + -+ < @j+m—1 formando una sucesion creciente.

. Maneras de descomponer un rectangulo 2n X 2n en rectangulos 1 x 2 y

2 x 1.

. Caminos en el plano con origen en (0,0), formados por n pasos N =

(0,1),5 =(0,-1),E = (1,0),0 = (—1,0), sin autointersecciones.

A continuaciéon comentamos la anterior lista de problemas. Algunos de

ellos reapareceran més adelante para ilustrar aspectos basicos de las técnicas
enumerativas mas importantes.

1. Este es un problema elemental. Cada subconjunto corresponde a una

palabra binaria de longitud n, donde un 1 en la posicién ¢ indica que el
elemento i-ésimo esta en el subconjunto. El niimero de subconjuntos es,
pues, igual a 2".

. La solucién aqui requiere sélo un poco més de trabajo. Sea u,, el niimero

de tales subconjuntos. Si calculamos los primeros valores, obtenemos
ug = 1 (el conjunto vacio), u; = 2,us = 3,us = 5,uy = 8. Parece
como si los nimeros de Fibonacci entraran en escena y, en efecto, ésta
es la respuesta. Para probarlo, sea A un subconjunto que cumple la
condicién. Sin € A, entonces n —1 ¢ Ay vemos que A = B U {n},
donde B C {1,...,n — 2} cumple la condicién. Si n ¢ A, entonces
A\{n} C {1,...,n—1} cumple la condicién. De aqui se sigue la ecuacién

Up = Up—1 + Up—2

que, como es bien sabido, define a los nimeros de Fibonacci. Dejamos al
lector el problema de hallar una ecuacién para el ntimero de subconjuntos
que no contienen tres enteros consecutivos.

. Se trata de un problema clasico en combinatoria. Sea C), el niimero de

caminos en cuestién, y probemos que
Cni1 = CoCp + C1Cn—1 + -+ + CpCy,

donde, por convenio, suponemos Cy = 1. Sea o un camino de (0,0) a
(2n + 2,0) con la propiedad requerida y supongamos que la primera
interseccién con la recta z = 0 se produce en el punto (2i + 2,0), donde
0 < ¢ < n. Entonces obtenemos la descomposicion o« = USD~, donde
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[y «v son caminos con la misma propiedad de longitudes 2i y 2(n — i),
respectivamente. Esto prueba la igualdad anterior.

Mas adelante resolveremos la recurrencia utilizando series de potencias y
., 2 . ,
obtendremos la solucién C,, = n+r1 ( :) Estos son los conocidos nimeros

de Catalan; el ejercicio 6.19 de [17] muestra cémo aparecen en la solucién
de mas de 60 problemas combinatorios.

4. Sea B(n) la solucién al problema. Los valores iniciales son B(1) =
1,B(2) = 2,B(3) = 5,B(4) = 15,B(5) = 52. Por ejemplo, las 5 par-
ticiones de {1,2,3} son

{1yu{2}tu{3}, {1,2}u{3}, {1,3yu{2}, {2,3}u{1l}, {1,2,3}.

Estos son los llamados nimeros de Bell', que satisfacen la ecuacién

B(n+1) = zn: <7>B(i), B(0) = 1. (1)

1=0

La prueba consiste en clasificar las particiones de {1,2,...,n+1} segin el
numero de elementos en el bloque al que pertenece n+ 1. Si este niimero
esn+1—1i (nétese que 0 < i < n), tenemos (niz) = (?) elecciones para
los elementos que acompanan a n + 1 en su bloque, y B(i) elecciones
para partir los restantes ¢ elementos. Aunque existen férmulas explicitas
para los B(n), ninguna de ellas es sencilla. Sin embargo, consideramos
que la ecuacion de recurrencia anterior es una “soluciéon” del problema,
puesto que nos permite calcular eficientemente los nimeros B(n).

5. Sea p, el nimero de tales permutaciones. Puede probarse (véase [2]) que
pn = nlay,, donde a,, es el coeficiente de z" en el desarrollo de Taylor de
la funcién 1/w(z), siendo w(z) la inica solucién de la ecuacién diferencial

lineal

W™ 4 uMm=2) 4 4w =0,
con condiciones iniciales w(0) = 1, &’ (0) = —1, W@ (0) = - - - = w(M=2)(0)
= 0.

Nuevamente, aunque no disponemos de ninguna férmula ni ecuacién de
recurrencia sencilla para los nimeros p,, la ecuacién diferencial que de-
fine la serie w(z) se considera una solucién satisfactoria al problema. A
partir de aqui pueden calcularse facilmente tantos valores de p,, como se

'En honor de E. T. Bell (1883-1960), matemético norteamericano, autor de libros de
divulgacién tan conocidos como Men of Mathematics y Mathematics: Queen and Servant of
Science.
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quiera. Por ejemplo, si m = 3, entonces

1 3 #/2 5 17
—ij_——1+z+z2+—z3+—z4+---, (2)
w(z) 2 008(732 + 1) 6 24

de manera que p3 = 5 (las 6 permutaciones de {1,2,3} salvo 123) y py =
17 (las 24 permutaciones de {1, 2, 3,4} salvo 1234,1243, 1342, 2134, 2341,
3124, 4123).

. Este es el famoso problema de los dominds y se resolvié por primera vez

en relacién con el llamado problema de Ising, un médelo de la mecénica
estadistica que intenta dar cuenta de la magnetizaciéon de ciertos mate-
riales. La solucién no es sencilla y requiere el uso de determinantes y de
técnicas de teoria de grafos. El nimero buscado resulta ser igual a

D, = 22" cos? < m > + cos? <L>> ,
! 1<£,[<n < 2 +1 2n + 1

una férmula que puede sorprender si pensamos que D,, es un entero. Una
expresion alternativa que involucra tinicamente ntimeros enteros es

GG B B :

0@ e

0 - &) ()

D, =2"

0 ) %Y

donde el determinante anterior tiene n — 1 columnas y |[(n —1)/2] +
|n/2] filas. Los primeros valores son Dy = 2, Dy = 36, D3 = 6728, Dy =
12988816, D5 = 258584046368. Se puede probar que lim,, o, log(D,,)/n?

existe y es aproximadamente 1.17.

Sea S, el nimero de caminos solucién del ultimo problema de nuestra
lista. No se conoce ninguna féormula para S, y no se cree que pueda
obtenerse ninguna férmula, por compleja que sea, que permita evaluar
S, rapidamente. Los primeros valores en este caso son

4,12, 36,100, 284, 780, 2172, 5916, 16268, 44100, 120292, 324932.

El primer valor corresponde a los cuatro posibles pasos IV, S, E, O. Los
siguientes valores son 12 = 4-3 y 36 = 4- 32, donde cada factor 3 corres-
ponde a las tres direcciones que podemos tomar llegando de una direccién
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dada. El siguiente es 100 = 4 - 3% — 8, ya que de los 4 - 33 = 108 caminos
posibles, exactamente 8 definen un cuadrado, es decir, un camino con
autointerseccién. Utilizando potentes métodos de calculo paralelo se ha
podido calcular el valor S55 = 698501700277581954674604. Se sabe que
el limite ¢ = limn_,oo(Sn)l/" existe y que 2.61987 < ¢ < 2.69576. Obtener
mejores cotas para el valor de la constante c es un problema notablemente
dificil [12], en el que trabajan interesante matematicos y fisicos por igual.

RECURRENCIAS Y SERIES

Dada una sucesién numérica (an)n>0, la funcion generatriz asociada es la
serie formal de potencias
Az) = g anz".

n>0

El método de las funciones generatrices, introducido por Euler para la re-
solucién de problemas combinatorios, se basa en el siguiente principio genérico:

Las propiedades algebraicas de la serie A(z) permiten obtener in-
formacién combinatoria sobre los nimeros a,,, en particular férmu-
las explicitas y ecuaciones de recurrencia.

Ademds, si consideramos A(z) como una funcién de variable
compleja, la naturaleza y localizacién de las singularidades de A(z)
permiten obtener estimaciones asintdticas sobre el orden de creci-
miento de los numeros a,.

Tlustremos este principio con los nimeros de Fibonacci, definidos por
Up42 = Up+1 + Un, ug =0, up = 1.

Notese que la recurrencia anterior es valida para todo n > 0, lo cual técnica-
mente tiene sus ventajas. Afirmamos que la funcién generatriz U(z) = > uy,2"
de los nimeros de Fibonacci es igual a la funcién racional

z
Sl g

Para probarlo no hay mas que multiplicar U(z) por 1 — z — 22 y observar que
el coeficiente de 2" en la serie resultante es igual a Up42 — Upt1 — Uy, con lo
cual se anula para todo n > 0. Dado que el coeficiente constante y el lineal son,
respectivamente, iguales a 0 y 1, se obtiene el resultado. Ahora decomponemos
la funcién racional anterior en fracciones simples

z a b

1—2—22_1—)\2+1—uz’
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donde A = (14++/5)/2y . = (1—+/5)/2 son los inversos de las raices de 1—z—22,
y a = 1/v/5, b = —1//5. Teniendo en cuenta que 1/(1 — az) = . a"z",
llegamos a la expresién explicita

(=) (7))

Puesto que |(1 —v/5)/2| < 1, se obtiene de inmediato la estimacién asintética

n
1 [(1+V5
Up ~ —
VEAR: ’
donde a,, ~ by, significa que lim,_, a, /b, = 1. Como el término de error tien-
de a cero exponencialmente, la estimacién anterior es de una enorme precision;
veremos que esta situacién es tipica al tratar con funciones generatrices mero-
morfas (las funciones racionales son las més sencillas entre las meromorfas).

Exactamente la misma técnica permite tratar una clase bastante méds am-
plia de recurrencias y obtenemos el siguiente resultado bésico.

1
Up = —=

V5

TeOREMA 1. Para una sucesion de nimeros complejos (an)n>0, las siguientes
propiedades son equivalentes:

1. Los numeros ay satisfacen una recurrencia de la forma
Untk + Clanqp—1+ -+ cgan =0, (3)
donde los ¢; son nimeros complejos dados.

2. La funcion generatriz A(z) =, <o anz" es de la forma

Alz) = Plz)

Cl—ciz— 22—z

=z (4)

donde P(z) es un polinomio de grado menor que k.

3. Los numeros a, admiten una expresion de la forma
an = Pi(n)A] + -+ + Pp(n) AL, (5)
donde
l—cz—c2? =2 = (1= M2)® - (1= A\p2)%

y P;(n) es un polinomio de grado menor que la multiplicidad e;.
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Resumiendo, tenemos que las tres condiciones siguientes son equivalentes:

1. La sucesién satisface una recurrencia lineal homogénea con coeficientes
constantes.

2. La funcién generatriz es racional.

3. Los términos de la sucesién pueden expresarse como combinacion de
exponenciales con coeficientes polindémicos.

Mencionemos algunas aplicaciones directas de lo anterior. En primer lu-
gar, a partir de la ecuacién (5) se obtiene sin dificultad el comportamiento
asintético. Si )\fl es la tnica rafz de médulo minimo (necesariamente real,
como veremos mas adelante; el caso en que hay més de una raiz de médulo
minimo es s6lo un poco mas técnico), entonces

an, ~ CnéA\",

donde e es el grado de Pi(n) y C es una constante. Nétese que ){1 es la
singularidad, en este caso un polo, de médulo minimo, lo cual ilustra el papel
fundamental que juegan las singularidades en las estimaciones asintéticas.

En segundo lugar, se tiene que si (a,) y (b,) satisfacen recurrencias li-
neales del tipo (3), lo mismo es cierto para (a, + by,) y (anb,). Para la suma
observemos simplemente que la funcién generatriz de la sucesién (a,,+by,) es la
suma de las de (a,) y (by), y que la suma de funciones racionales es racional.
Para el producto utilizamos la tercera condicion: si a, y b, son combinacio-
nes polinémicas de exponenciales, claramente también lo es a,b,. Nétese la
siguiente consecuencia no trivial:

COROLARIO 2. Si Y. anz™ y > b,2" son funciones racionales de z, también lo
es su producto de Hadamard ) a,bpz".

El mismo argumento demuestra que si (a,) satisface una recurrencia del
tipo (3), lo mismo es cierto para p(n)a,, donde p(n) es un polinomio cualquiera.
Esto 1ltimo puede demostrarse de una forma alternativa si observamos que de
A(z) =D anz" se sigue

2A'(2) = Znanz”,

donde A'(2) = 3,0 @n+12" es la derivada. Si denotamos por © el operador
que a una serie A(z) le asocia la serie zA'(z), tenemos que la funcién generatriz
de (p(n)ay,) es igual a p(©)A(z). En consecuencia, si A(z) es racional, también
lo es p(O)A(z).

Hemos utilizado hasta el momento algunas “reglas de calculo” con fun-
ciones generatrices; vale la pena enunciarlas con precisién, junto con algunas
més. Si A(z) es la funcién generatriz de (a,), escribimos (ay) < A(z).
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1. Linealidad. Si (an) < A(z) y (by) < B(z), entonces (aa, + fb,) <
A(z) + BB(z), para todo «a, 5 € C.

2. Producto. Si (a,) < A(z) y (bn) < B(2), entonces (agb, +aiby,—1+---+
apby) < A(z)B(z).

3. Desplazamiento. Si (a,) <> A(z) y h es un entero positivo cualquiera,
entonces (antp) < ﬁ(A(z) —ag— a1z — - —ap_12"7h).

4. Polinomios. Si (a,) < A(z) y p(n) es un polinomio en n, entonces

(p(n)an) < p(©)A(2).

5. Sumas parciales. Si (a,) < A(z), entonces (ag+ai+---+a,) — 5 A(2).

Todas ellas se demuestran sin dificultad a partir de la definicién de suma y
producto de series formales. Aplicando estas reglas, la equivalencia de (1) y (2)
en el teorema es inmediata; la equivalencia con (3) se desprende directamente

del desarrollo ) .
m+n — n
eSS ( n ) ’

n>0

donde m es un entero positivo.
Tratemos ahora la ecuacién no lineal que surge del problema 3 de nuestra
lista introductoria. La recurrencia

Cnt1 = CoCp + C1Cy—1 + - - + C, (Y, Co=1

da lugar, aplicando las reglas 2 y 3, a la ecuacién (C(z) — 1)/z = C(2)?, es
decir
20(2)% - C(2) + 1. (6)
Si resolvemos la ecuacion cuadratica, se obtiene
1—-+v1—-4z

()= — =,

donde la raiz cuadrada se ha de tomar con signo negativo debido a que los
coeficientes de C'(z) son positivos. Ahora bien, si a € R, tenemos el desarrollo

(1+2)* =3 (%)z", donde (¢) = a(a — 1)+ (@ — n + 1)/n! Una sencilla
manipulacién nos da

o (1)2 Gn-2)!
(=422 = Sy () = 2 30 LA

de donde se obtiene la conocida férmula C,, = %( ) para los niimeros de
Catalan.
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La derivacién anterior, aunque efectiva, tiene un inconveniente. Si en lugar
de la ecuacion cuadratica queremos resolver la ecuacién

C(z) =1+ 20(2)F, (7)

que aparece de forma natural en combinatoria, nos enfrentamos a ecuaciones
algebraicas de grado superior. Fl siguiente resultado, conocido como férmula
de inversién de Lagrange, es justamente la herramienta adecuada en esta si-
tuacién. La notacién [z"]A(z) indica el coeficiente de z™ en A(z).

TEOREMA 3. Si la serie A(z) satisface la ecuacion A(z) = zp(A(z)), donde ¢(t)
es una serie tal que ¢p(0) # 0, entonces

2"AG) = [ ol
Clasicamente, la formula de Lagrange se considera un teorema de fun-
ciones de variable compleja y se demuestra utilizando integracion compleja.
Vale la pena mencionar que puede probarse fiacilmente en un contexto pu-
ramente algebraico utilizando series formales de Laurent y residuos definidos
formalmente; véase, por ejemplo, el apéndice 2 de [11].
Si hacemos D(z) = C'(z) — 1, la ecuacién (7) se transforma en

D(z) = 2(D(z) + 1)*.

Aplicamos el teorema de Lagrange con ¢(t) = (t + 1)" y obtenemos directa-
mente los llamados ntimeros de Catalan generalizados:

106 =1106) = e ().

Como puede verse, la formula de inversién es muy efectiva. A menudo la
aplicacion no es tan inmediata y requiere alguna manipulacién previa para que
la ecuacién a resolver tenga la forma lagrangiana A(z) = z¢(A(z)); en [5] se
pueden hallar varios ejemplos ilustrativos en el caso de ecuaciones algebraicas.
Las férmulas que se obtienen no son siempre sencillas y tipicamente aparecen
sumas de productos de niimeros binomiales afectados de exponenciales.

EL METODO SIMBOLICO

En el apartado anterior, las funciones generatrices han aparecido como
una herramienta auxiliar para resolver recurrencias. En lo que sigue, las recu-
rrencias practicamente desparecen y las funciones generatrices se convierten
en el objeto central de estudio.

Una clase combinatoria A es un conjunto finito o numerable equipado de
una funcién de talla tal que: 1) la talla de cualquier elemento es un entero
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no negativo; 2) el nimero de elementos de una talla dada es finito. Podemos
pensar en permutaciones o caminos (la talla en este caso es la longitud), arboles
o grafos (la talla es el nimero de vértices o de aristas), particiones de conjuntos
(la talla es el nimero de elementos), etc.

La talla de o € A se denota por |a|. El conjunto de elementos de talla n
se denota por A,, y su cardinal por A,. El problema bésico es investigar la
sucesion (A,). Definimos la funcién generatriz de la clase A como

A(z) = Z el = ZAnz”.

acA n>0

Decimos que la variable z marca la talla en la funcién generatriz.

El siguiente paso es definir operaciones entre clases y ver qué efecto tienen
sobre las funciones generatrices: esta es la esencia del método simbdolico. Como
ejemplo introductorio consideramos el producto cartesiano A x B de dos clases,
donde la talla de un par ordenado («,3) con « € Ay 8 € B se define como
|(a, B)] = |a]a + |B|B. ({Cudl es ahora la funcién generatriz de la clase C =
A x B? El cédlculo es elemental:

C(z) = Z @Bl — Z 2ol 181 — Z 2l Zz‘m = A(z)B(z2).

a€cA,BeB acA,BeB acA BeB

Desde luego, también podiamos haber establecido directamente la igual-
dad

Cn = Z AiBn—i;

y deducir que C(z) = A(z)B(z). Pero la manipulacién anterior es caracteristica
del método simbdlico, en el sentido de que las operaciones sobre clases se
identifican totalmente con las operaciones sobre las series.

La suma C = A+ B de dos clases es simplemente la unién disjunta, donde
la talla de un elemento de la unién es la que tenia en la clase correspondiente;
la regla en este caso es sencillamente

C(z) = Z |z|7 = Z zlol 4 Z 28 = A(2) + B(2).

yEA+B acA BeB

Hay otras operaciones naturales que pueden definirse entre clases, pero
para nuestros propdsitos serd suficiente con introducir la operacién de sucesion.
Dada una clase A, la clase B = S{A} consiste en todas las sucesiones de
elementos de A, donde la talla de una sucesién (aq,...,q;) es la suma |aq| +
-+ + |oy| de las tallas de sus componentes. Simbdlicamente, tenemos que

B={e¢}+A+AxA)+AxAXxA)+ -,
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donde € es un elemento de talla 0 que representa la sucesién vacia. Utilizando
las reglas de la suma y producto anteriores, tenemos

1
=1 24 = -
B(z) + A(z) + A(2)” + 1= A(2)
Resumimos las reglas anteriores en la tabla 1.

Construccion Operacion
Suma C=A+B|C(z) =A(z) + B(»)
Producto C=AxB|C(z) =A(2)B(2)
Sucesién B=S{A} | B(z) =1/(1 — A(z))

Tabla 1: Las construcciones combinatorias basicas y su traduccién en funciones
generatrices.

Para mostrar la potencia del método simbdlico, resolvamos de nuevo el
problema 3 de la introduccién. Sea C la clase de caminos en cuestién, en
la que la talla de un camino es el nimero de pasos. Tenemos entonces la
descomposicion

C={e}+({U} xCx{D} xC(),

donde € indica el camino vacio, y U y D son elementos de talla uno que
representan, respectivamente, a los pasos (1,1) y (1,—1). Si C(z) es la funcién
generatriz de la clase C, las reglas anteriores nos dicen directamente que

C(z) =14 2C(2)2C(z) = 1 + 2°C(2)%

Nétese que coincide con la ecuacién (6), salvo en el término z2. La explicacién
es simple: aqui C), es el nimero de caminos de longitud n (que es 0 si n
es impar), mientras que anteriormente C,, contaba caminos de longitud 2n.
Lo que interesa senalar es que las ecuaciones de recurrencia no aparecen, de
hecho estan implicitas en la descomposicién combinatoria y su traduccién en
funciones genetrices. Lo importante es dar con una descomposiciéon adecuada,
lo cual puede ser bastante mas dificil que en el caso anterior.

Pasemos a analizar otro ejemplo importante. Un drbol ordenado es un
arbol con raiz en el que el orden de los descendientes de un nodo es relevante.
La figura 1 muestra los posibles arboles ordenados con cuatro nodos. La talla
de un arbol se define como el nimero de nodos. Para obtener una descompo-
sicion combinatoria, observamos que un arbol consiste en una raiz de la que
emana una sucesion de arboles: precisamente por ser ordenado, se trata de
una sucesién y no de un conjunto. Si 7 es la familia de los arboles ordenados,
entonces

T =N x S{T}, (8)
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RV RN

Figura 1: Los cinco arboles ordenados con 4 nodos.

donde N es la clase formada per un solo nodo de talla 1, correspondiente a la
raiz.
La tabla anterior nos da directamente la traduccién en funciones genera-

trices:
1

T(z) = 21—717(2).

De aqui resulta
T(2)> —=T(2) 4+ 2z =0,

que se resuelve igual que la ecuacién (6); de hecho, es la misma ecuacién con
C(z) = zT'(z). Por lo tanto, el nimero T,, de arboles ordenados con n nodos
es también un ntimero de Catalan:

1 _
T —C - _<2n 2>‘

n\n-—1

La igualdad T;,, = C,,_1 es inesperada, ya que arboles y caminos parecen a
primera vista objetos muy distintos. Siempre que en combinatoria encontramos
objetos distintos contados por los mismos niimeros, es natural preguntarse si
puede establecerse una correspondencia biyectiva entre ellos que dé cuenta
directamente de la igualdad. En el caso que nos ocupa, la biyeccién es muy
sencilla. Dado un arbol 7, lo recorremos externamente a partir de la raiz: cada
vez que recorremos una arista en sentido ascendente, escribimos U, y si el
sentido es descente escribimos D. Por ejemplo, el camino asociado al segundo
arbol de la figura 1 es UUDUDD. Dejamos al lector la comprobacién de que
el camino obtenido no pasa por debajo de la recta x = 0, y de que, en efecto,
se trata de una biyeccion.

Con frecuencia interesa contar arboles con ciertas restricciones. Por ejem-
plo, exigimos que cada nodo tenga a lo sumo dos descendientes. Si llamamos
M a la clase de arboles con esta propiedad, la ecuacién correspondiente es

M(z) =z (1+ M(2) + M(2)?), 9)

donde el factor entre paréntesis indica que la raiz del arbol puede tener cero,
uno o dos descendientes. Esta es en parte la potencia del método simbdlico:
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una vez que hemos hallado una buena descomposicién, con frecuencia podemos
introducir variaciones en el problema con muy poco esfuerzo adicional. El
resultado general es el siguiente.

TrEOREMA 4. Sea ) un conjunto de enteros no negativos. Entonces la funcion
generatriz de la clase U de drboles ordenados tales que los grados de salida de
los modos pertencen a ) satisface la ecuacion

U(z) = z2w(U(2)), donde w(y) = Zyk
ke

Noétese que la ecuacién anterior tiene la forma adecuada para aplicar el teo-
rema 3. Dejamos al letor la resolucién de la ecuacién (9); se obtienen los llama-
dos nimeros de Motzkin M,,, que no admiten una férmula cerrada tan sencilla
como los numeros de Catalan. Los primeros valores son 1,1,2,4,9,21,51,127,
323.

OBJETOS ETIQUETADOS

En la discusién precendente, los dtomos que constituian los objetos com-
binatorios eran indistinguibles. Con frecuencia, resulta necesario que sean dis-
tinguibles o, dicho de otra manera, que estén etiquetados, de modo que el orden
en que los atomos se agrupan para formar objetos combinatorios es relevante.

Una clase etiquetada es una clase combinatoria A donde los elementes
estan formados por atomos y cada dtomo tiene asignada una etiqueta diferente.
La talla de un elemento es el niimero de atomos. Si « tiene talla n, el conjunto
de etiquetas asignadas a « debe ser necesariamente {1,2,...,n}. En este caso
decimos que « esta bien etiquetado.

La definicién de A4, = {a € A : |a| =n} y de A, = |A,]| es la misma que
en el caso no etiquetado. La funcion generatriz exponencial asociada a la clase

A es la serie
el

A(z) = Zw = Zan%.

n>0

Enseguida veremos por qué, a diferencia del caso no etiquetado, tenemos un
factorial dividiendo.

Nuestro primer ejemplo son las permutaciones. Una permutacion es una
lista ordenada o = 0109 . .. 0y, donde los o; estan etiquetados con {1,2,...,n}.
Es bien sabido que toda permutacion se descompone de forma tunica en pro-
ducto de ciclos disjuntos. Asi, por ejemplo,

463512 = (145) (26) (3), (10)

donde el orden de los factores es irrelevante. Podemos decir, informalmente,
que una permutacion es un conjunto de ciclos. La formalizacién de esta idea
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requiere el concepto de producto etiquetado; un ejemplo sera 1til para intro-
ducirlo. Si queremos construir una permutacién a partir de los ciclos (1) y
(132), necesitamos las etiquetas {1,2,3,4}. Hay cuatro permutaciones que
son “consistentes” con el orden de las etiquetas en cada ciclo:

(1)(243) (2) (143) (3)(142) (4)(132)

En general, si A y B son clases etiquetadas, el producto etiquetado Ax B es
la clase de pares ordenados («, 3), con a € Ay (8 € B, reetiquetados de todas
las maneras consistentes. Si |o| = k y |8| = n — k, entonces hay (}) maneras
de reetiquetar; no hay mas que elegir las etiquetas, ya que el reetiquetado, al
ser consistente, estd determinado. Resulta que el nimero de objetos de talla

nen Ax* B es igual a

" /n " A, B,k
—nl _
D (k:)AkB"_k ”];) K (n— k)

k=0

Lo cual implica que la FG de A% B es simplemente A(z)B(z) (nétese que el fac-
tor n! en la expresién anterior se cancela convenientemente con el denominador
de z"/n! en la FG exponencial).

La operacién de suma, o unién disjunta, A + B se define como en el caso
no etiquetado, y la FG vuelve a ser A(z)+ B(z). La de sucesién de define como

S{A} ={e} + A+ (Ax A+ (Ax Ax A) + -,

y la FG es, nuevamente, igual a 1+ A(z) + A(2)2 +--- = 1/(1 — A(2)).

Llegamos finalmente a la operaciéon de conjunto. La clase II{A,card =
k} de conjuntos de talla k de A se obtiene a partir de A x A *---x A (k
factores) “olvidando” el orden de las componentes (formalmente, se toma el
cociente por la relacién de equivalencia que identifica dos sucesiones si tienen
las mismas componentes, salvo el orden). La FG asociada es A(z2)*/k!, donde
el denominador da cuenta del paso al cociente. La clase de todos los conjuntos
de A es

II{A} = Z II{A, card = k},

k>0

y la FG asociada es > ;~o A(2)*/k! = exp(A(z)). Resumimos las operaciones
y su traduccién sobre las series en la tabla 2.

Retomamos el ejemplo de las permutaciones. Si P es la clase de las permu-
taciones y C la de los ciclos, entonces P = ITI{C}: esto formaliza con precision
la idea de que una permutacién es un conjunto de ciclos. Puesto que el nimero
de ciclos de longitud n es igual a (n — 1)!, tenemos que

Cz) =S (- 12 =

n! 1—2z
n>1




LA GACETA 229

Construccion Operacion

Suma C=A+B|C(z) =A(2)+ B(»)
Producto C=AxB | C(z) = A(2)B(2)
Sucesién B=S{A} | B(z) =1/(1 — A(»))
Conjunto B=1I{A} | B(z) = exp(A(z)

Tabla 2: Construcciones con clases etiquetadas.

Segun las reglas anteriores, la FG de las permutaciones es

P(z) =exp(C(z)) = i = Zn'i—:b

n>0

De aqui se obtiene que el niimero de permutaciones de talla (longitud) n es
igual a n! Llegados a este punto el lector pensard que para este viaje no hacian
falta estas alforjas; pretendemos convencerle, al contrario, de que estas alforjas
tan livianas permiten emprender ficilmente otros viajes més interesantes.

Sea D la clase de los desarreglos, es decir, permutaciones sin puntos fijos.
Puesto que un punto fijo corresponde a un ciclo de longitud uno, tenemos que
D =TI{C,card > 1}. En términos de FGs tenemos que

D(z) =exp(C(z) — 2z) = T

Si extraemos el coeficiente de 2™ en la serie anterior obtenemos la férmula
clasica
D :n'<1—1+l—l+---+(—1)"i> (11)
v 21 3l n!
para el niimero de desarreglos de longitud n.
Una involucidn es una permutacion o tal que o = id en el grupo simétrico
Syn. Ahora bien, esto equivale a que todos los ciclos en que descompone o

sean de longitud uno o dos. Si Z es la clase de las involuciones, entonces
T =TI{C, card < 2}. En términos de FGs tenemos que

n

I(z) = ZI"% = exp(z + 22/2).

n>0

Insistimos una vez maés en que la férmula anterior debe considerarse como
una soluciéon completa al problema de contar involuciones. Dejamos al lector
la deduccién de la recurrencia

Inyy = In+nlp
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y de la férmula explicita

=0
i par

Mas en general, tenemos el siguiente resultado.

TeOREMA 5. Sea ) un conjunto de enteros positivos. Entonces la funcion ge-
neratriz exponencial de la clase Q de permutaciones tales que las longitudes
de sus ciclos pertencen a ) es igual a

k

@(z)zexp<z ?>

ke

Si queremos restringir el nimero de ciclos, en lugar de sus longitudes,
hemos de actuar sobre los sumandos de la serie exp(C(2)) = )_,,~,C(2)"/n!.
Dejamos al lector el enunciado de un resultado andlogo al anterior en este caso.
Noétese, en particular, que In(1/(1—2))*/k! es la FG de las permutaciones que
descomponen en exactamente k ciclos; el coeficiente de 2" /n! es el nimero de
Stirling de primera clase s(n, k).

Nuestro segundo ejemplo son las particiones de conjuntos (el problema 4
de la introduccién). Sea B la clase etiquetada de las particiones de conjuntos y
C la clase etiquetada de los conjuntos no vacios. Una particién no es mas que
un conjunto de bloques, y un bloque es simplemente un conjunto no wvacio,
de modo que B = II{C}. Ahora bien, para cada n hay un tnico conjunto
de tamanio n bien etiquetado, a saber, el conjunto {1,2,...,n}. La funcién
generatriz exponencial de la clase C es, pues,

C’(z):ZL%:ez—l.

n>1
La FGE de la clase B de las particiones es, por lo tanto,
B(z) = exp(C(z)) = exp(e® — 1). (12)

Dejamos al lector la deduccién de la recurrencia (1) que hallamos ante-
riormente para los nimeros de Bell a partir de la férmula de B(z) (para ello
deberd hallar la regla correspondiente al desplazamiento de un indice en el
caso de FGEs y resolver una sencilla ecuacién diferencial).

En resumen, siempre que un objeto combinatorio admite una descomposi-
cién (directa o recursiva) en términos de objetos elementales, las técnicas que
hemos ilustrado en el caso de los arboles o de las permutaciones proporcionan
resultados muy generales y flexibles. Esta es una de las virtudes del método
simbodlico. Sin exagerar demasiado, podemos decir que el método simbdlico
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trivializa una buena parte de la combinatoria enumerativa cldsica. Los re-
sultados basicos sobre drboles, caminos, palabras, permutaciones, particiones,
etc. se obtienen todos a partir de unas pocas descomposiciones basicas y de
cierta destreza en la manipulacién de series de potencias. En este sentido, es
instructivo comparar el tratamiento de estos temas en un texto clasico como
[1], del tratamiento simboélico en los primeros capitulos de [8].

Sin embargo, algunos objetos combinatorios son demasiado complejos y
requieren técnicas més especificas: dos buenos ejemplos de esta situacién més
compleja son los arreglos de dominés y los caminos sin autointerseccién men-
cionados en la introducciéon. De hecho, contar objetos bidimensionales es mu-
cho mas dificil que contar objetos que en cierto modo son unidimensionales o
“lineales”; el motivo es que los objetos bidimensionales generalmente requieren
descomposiciones muy sutiles para ser tratados.

ANALISIS ASINTOTICO

Aunque a menudo la solucién a un problema enumerativo no puede ex-
presarse mediante una férmula cerrada sencilla, en muchos casos disponemos
de estimaciones asintdticas para valores grandes de la talla de los objetos a
contar. Vimos un primer ejemplo con los niimeros de Fibonacci, para los cuales
obtuvimos la estimacién u, ~ Cw™, con w = (1 4+ +/5)/2 y C una constante.
Las estimaciones asintéticas no proporcionan féormulas exactas, pero si una
descripcién cualitativa sencilla y 1til. Por ejemplo, es facil recordar que los
numeros de Fibonacci crecen como una progresién geométrica cuya razén es
la razoén atrea. Tal como observamos anteriormente, el andlisis es igualmente
sencillo siempre que Y u,2" sea un funcién racional de z. Lo interesante es
que un andlisis similar es posible para funciones generatrices bastante mas
complicadas.

La clave para obtener estimaciones asintéticas en situaciones maés compli-
cadas es considerar las funciones generatrices correspondientes como funciones
de variable compleja y aplicar técnicas de andlisis complejo para estimar los
coeficentes de sus desarrollos de Taylor. Resumimos a continuacién los con-
ceptos bésicos de analisis complejo que necesitamos en esta breve exposicién.

Una funcién de variable compleja f(z) es analitica en un punto a si admite
un desarrollo de Taylor convergente

f2) =) an(z—a)"

n>0

en un entorno de a. En lo que sigue nos limitaremos a desarrollos en un entorno
de 0. Si f(z) es analitica en 0, existe un disco (de radio posiblemente infinito)
tal que la serie que representa a f(z) es convergente en el interior del disco y
divergente en el exterior. El radio de dicho disco es el radio de convergencia
de f(z) en z = 0. Una funcién f(z) es meromorfa en a si admite un desarrollo
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de Laurent convergente

&)=Y anz—ay

n>—M

en un entorno de a, donde M es un entero no negativo. La parte singular del
desarrollo es S,(z) = 3271 an(z — a)"; nétese que la parte regular f(z) —
Sa(z) define una funcién analitica. Si la parte singular ,(z) es no nula, decimos
que f(z) tiene un polo en a. Si a_ps # 0, decimos que el polo tiene orden M
y que a_1 es el residuo de f en a.

Dada una curva cerrada orientada I' en el plano complejo y una funcién
f(z) analitica en T', la integral compleja [ f(z)dz estd bien definida y no
depende de la parametrizacion de I'. El resultado basico es la formula de
Cauchy para los coeficientes de una funcién analitica en 0: si [' es un camino
cerrado simple que encierra el punto 0 y f(z) es analitica en I', entonces

1 dz
Fu= [P10) = 5 [ £

La féormula anterior permite obtener informacién sobre los coeficientes de
f(2) a partir de los valores de la funcién, utilizando contornos de integracién
adecuados. Este es el hecho clave del método que describimos a continuacién.

Si el desarrollo de Taylor de una funcién analitica f(z) en 0 tiene radio de
convergencia finito, entonces necesariamente existe un punto zy en la frontera
del disco de convergencia en el que f(z) deja de ser analitica; decimos que
2o es una singularidad dominante de f. Por ejemplo, f(z) = 1/(1 — 2) y
g(z) = v/1 — z son ambas analiticas en el disco |z| < 1. En ambos casos el
punto 1 es una singularidad dominante, pero por razones distintas: para f
porque f(z) — oo cuando z — 1; para g, porque, como es bien sabido, g(z) no
puede prolongarse analiticamente en un entorno de 1, debido a la existencia de
dos ramas de la raiz cuadrada. Mientras que f(z) es una funcién meromorfa
(incluso racional), g(z) es una funcién algebraica; esta diferencia es esencial y se
traduce en distintos comportamientos asintoticos de los coeficientes. Enseguida
veremos que [2"]g(z) ~ Cn~3/2: la presencia de un exponente de n no entero
es caracteristico de las funciones algebraicas y no puede ocurrir en funciones
meromorfas.

Pasamos ahora al andlisis sistematico de funciones generatrices. Supon-
gamos que f(z) es analitica en 0 y que tiene radio de convergencia finito. El
primer paso es determinar la singularidad dominante de f(z) (para simplificar,
supondremos que sélo hay una)?. Si disponemos de una férmula explicita para

2En este contexto es importante el teorema de Pringsheim: si los coeficientes de Taylor
de f(z) son niimeros reales no negativos y R es el radio de convergencia de f(z), entonces el
punto real z = R es una singularidad dominante de f. Es evidente que la condicién anterior se
satisface siempre para funciones generatrices, puesto que en este caso los coeficientes cuentan
el numero de elementos en una clase combinatoria.
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f(2), la singularidad dominante puede hallarse directamente en la mayoria
de los casos. Por ejemplo, la FG de los nimeros de Catalan C(z) = %(1 -
V1 —4z) deja de ser analitica cuando el radicando se anula, de modo que la
singularidad dominante esté en 1/4.

Si R es la singularidad dominante de f(z) = >  fu2" y K = 1/R, en-
tonces lim sup |fn|1/" = K; decimos que f, es de orden exponencial K™, y lo
denotamos por f,, < K™. Es decir,

fox< K" si y sélo si limsup|fn|1/n:K.
Otra forma de expresar esta relacién es la siguiente:
[ful = o(n) K",
donde o(n) es un factor subexponencial, en el sentido de que
lim sup |o(n)|"/" = 1.

Vemos, pues, que la localizacion de la singularidad dominante de f(z)
determina el orden de crecimiento exponencial de sus coeficientes. Veremos a
continuacion que la naturaleza de la singularidad determina cémo el término
exponencial dominante queda afectado de un factor subexponencial. Los facto-
res subexponenciales tipicos son de la forma Cn®(logn)®, donde C,a y 3 son
constantes (pero no son los tinicos: por ejemplo, el niimero p(n) de particiones
del entero n crece, asintéticamente, como Cn~lebvn para ciertas constantes
CyD).

El caso mas sencillo es de las funciones meromorfas, cuyo comportamien-
to asintdtico queda completamente descrito en el siguiente resultado. En el
préximo apartado trataremos otras funciones que aparecen con frecuencia en
combinatoria.

TEOREMA 6. Sea f(z) =Y fnz"™ una funcidn meromorfa para |z| < R con polos
en ay,ag,...,am, y analitica en |z| = R y z = 0. Entonces existen polinomios
Pi(2), 1 <i<m, tales que?

fan=>_ Pi(n)a;" +O(R™).
i=1

Ademds, el grado de P; es igual al orden del polo de f en a menos uno.

3Como es habitual, O(h(n)) denota una funcién g(n) tal que g(n) < Ch(n) con C cons-
tante y n suficientemente grande.
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La demostracién del resultado anterior es sencilla: se descompone f(z)
en sus partes singular y regular y se aplica la férmula de Cauchy; la parte
singular es una funcién racional; la parte regular es analitica en |z| < Ry
las propiedades generales implican la cota de error O(R™"). Las estimaciones
que se obtiene son de gran calidad. Por ejemplo, la FGE de las aplicaciones
exhaustivas (que no son més que particiones de conjuntos en las que los bloques
estdn ordenados) es igual a

R(z) = Zrnﬁ L

n!l  2—e*
n>0

La funcién es meromorfa con polos en log 2 + 27ik, k € Z. El polo de médulo
minimo log 2 es la singularidad dominante; los siguientes polos estan en log 2+
274, con mdédulo menor que 6. Un sencillo cédlculo de residuos nos da la esti-
macion .

Tn _ = —n—1 -n

= 2(log 2) +0(6™").
Por ejemplo, la aproximacién al valor exacto r1g = 102247563 es %(log 2)~t10!
= 102247563.0052.

Otro ejemplo lo proporciona el problema 5 de la introduccién con m = 3.

La funcién generatriz definida por la ecuacién (2) es meromorfa con polos en

los ceros del denominador cos(@z + %), siendo el de menor médulo 2mv/3/9.

La estimacion asintética del nimero de permutaciones sin tres posiciones con-
secutivas en orden creciente resulta ser (el lector puede completar los detalles)

DPn ~ 63\/§7r <3\/§> nl.

2T

La estimacién anterior puede resumirse asi: la proporcién p,/n! de permuta-
ciones de longitud n que cumplen la condiciéon decrece exponencialmente con
razén 3v/3/(27) = .826993.

ANALISIS DE SINGULARIDADES

El método del analisis de singularidades, que tiene por origen el trabajo
de Flajolet y Odlyzko [7], permite extraer estimaciones asintéticas de funcio-
nes cuyas singularidades son mas complicadas que los polos de las funciones
meromorfas. La base del método es la correspondencia que existe entre 1) el
desarrollo asintético de una funcién cerca de sus singularidades dominantes y
2) el desarrollo asintético de los coeficientes de la funcién.

El método consta de dos partes. En primer lugar, se obtiene un catdlogo de
coeficientes de funciones estandar que aparecen en los desarrollos singulares; a
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continuacion, teoremas de transferencia que permiten obtener el crecimiento
de los coeficientes a partir de los desarrollos singulares.

El ejemplo bésico del catélogo es la funcién (1—2z)~%, donde k es un entero
positivo. El desarrollo (1 —z)™% = > >0 ("Zﬁ;l) 2" nos da inmediatamente la
estimacion

n+k—-1)---(n+2)(n+1) nk-1

Si ahora « es un nimero complejo cualquiera, se tiene

a—1

[Z")(1 - 2)~* = ﬁ(a)

donde I'(a) es la funcién Gamma de Euler, que es igual a (v — 1)! si « es
un entero positivo. De hecho, se tiene un desarrollo asintético completo en
potencias de n:

TEOREMA 7. Sea o un numero distinto de 0,—1,—2,... y sea

1) =1 =) (log = )ﬁ.

1—=2

(1+0(1/n)),

n! 1+§:6k(0¢)
I'(«) = nk

donde e (a) es un polinomio en « de grado 2k.
El teorema mas general es el siguiente.

[2"(1 = 2)"* =

Entonces

a—1

n
n
2" f(z) ~
15 ~ T
Pasamos ahora a enunciar los teoremas de transferencia; para evitar aspec-
tos demasiado técnicos, no definimos con precisién las condiciones analiticas
necesarias para la validez de los teoremas.

(| OB CBB-D
(logn) <1+ 1! logn+ 2! (logn)? * '

TEOREMA 8. Si f(2) satisface condiciones adecuadas de analiticidad en cierto
dominio del plano complejo vy, en un entorno de 1, satisface la condicion

f(x)=0 ((1 ) (1og 1%>6> ,

[2"]f(z) =0 (no‘*l(log n)ﬂ) .

entonces
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El segundo teorema trata las cotas de error del tipo o(g(z)), donde f(z) =
0(g(z)) significa que f(z) es un infinitésimo de g(z).

TeEOREMA 9. Si f(z) satisface condiciones adecuadas de analiticidad en cierto
dominio del plano complejo y, en un entorno de 1, satisface la condicion

ﬂa—o<u—zr“0%lizyv,

[2"]/(2) = 0 (n* ! (log n)? ) .

entonces

La demostracion de ambos teoremas se basa en la formula de Cauchy
(2" f(2) = o= Jp [(2) fo%, selecionando contornos de integracién cada vez més
cerca de la singularidad z = 1, que son capaces de “capturar” finamente el
comportamiento de la funcién cerca de la singularidad. Los detalles completos
son algo técnicos y pueden consultarse en [7] y [8]. El segundo teorema permite
trasladar equivalencias asintéticas entre funciones a equivalencias entre los
coeficientes, ya que f(z) ~ g(z) equivale a f(z) = g(z) + 0(g(z)). Por ejemplo,
tenemos que

na—l

—Q n

e~ =27 = IR ~

Después de esta larga introduccién técnica llega el momento, mas agradeci-
do, de aplicar los resultados anteriores a problemas concretos. En los teoremas
8 y 9 la singularidad dominante estd en z = 1; dada una funcién f(z) cuya
singularidad dominante esté en z = p, no hay mas que aplicar los teoremas de
transferencia a la funcién f(z/p). En todos los ejemplos que siguen, las con-
diciones de analicitidad que no hemos explicitado son faciles de comprobar.

Empezamos con la FG de los nimeros de Catalan C(z) = 1=1=1= 32_42. Ya
hemos visto anteriormente que la tnica singularidad dominante esta en z =

1/4. Puesto que [z"](1 — 2)'/2 ~ % y I'(-1/2) = —2y/m, obtenemos

—/1—4z 1
[Zn]C(Z) _ [Zn-i—l]i ~ n—3/24n.
2 NZ3
Desde luego, el resultado anterior puede obtenerse directamente a partir
de la férmula [2"]C(z) = %_H (27?) aplicando la estimacién de Stirling, pero la
potencia del método es que se aplica aunque no tengamos féormulas explicitas
de los coeficientes. Por ejemplo, la funcién generatriz definida por la ecuacién

(9), que tiene por coeficientes los niimeros de Motzkin, es igual a M(z) =

1—2z—+/(142)(1-3%)
2z

. Es singular en los ceros del radicando, que son —1 y 1/3;
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la singularidad dominante estd, pues, en z = 1/3. Alrededor del punto 1/3,
tenemos el desarrollo

M(z) =1—+3V1T =32+ 0((1 —32)%?),

y un cédlculo anédlogo al anterior nos da

[2"] M (2) ~ \/gn_?’/z?)".

Como iltimo ejemplo, consideramos la FG exponencial de los grafos 2-regulares
(cada vértice es incidente con exactamente 2 aristas), que es igual a

672/27,22/4
Vv1—=z

La tnica singularidad estd en z = 1. El desarrollo alrededor de 1 se obtiene
multiplicando los desarrollos de Taylor del numerador y del denominador, y
obtenemos

D(z) = ZDH';—:L =

—3/4
D(Z) = ei,m—i‘eis/él\/l—z—i-"'.

Aplicando los teoremas de transferencia término a término se obtiene

D, —3/4 3 —3/4
2 om),
n! VT &8V 1mn3

Concluimos este apartado con varias observaciones. En primer lugar, en los
ejemplos anteriores hemos llevado a cabo el andlisis asintético de FGs para las
que disponiamos de una férmula explicita. ; Qué ocurre cuando s6lo conocemos
la FG implicitamente? Si f(z) estd definida como la raiz de una ecuacién

el teorema de la funcién implicita asegura que las tinicas singularidades pueden
ocurrir en los ceros comunes de las ecuaciones

Pley) =0, 2-P(sy)=0. (13)
Y

En la mayoria de los casos, un anélisis simple permite localizar la singulari-

dad dominante sin ambigiiedades. Notese, en particular, que si P es un polino-
mio y, por lo tanto, f(z) es una funcién algebraica, los ceros comunes de (13) se
obtienen simplemente como los ceros de la resultante Res, (P(z,y), (%P(z, v)).
En varias situaciones de interés es posible llevar a cabo un anélisis de
singularidades y obtener desarrollos asintéticos completos. Esto es posible,
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en particular, en el caso de funciones algebraicas: en [5] se lleva a cabo un
estudio sistemético y se presentan algoritmos efectivos (basados en el desarrollo
de funciones algebraicas en series fraccionarias de Puiseux) para obtener los
desarrollos explicitamente.

La segunda observacion es que los teoremas de transferencia se aplican a
FGs que tienen singularidades finitas. La FGE de los nimeros de Bell es, segiin
la ecuacién (12), igual a exp(e® — 1); es una funcién analitica en todo el plano
complejo y, por lo tanto, no tiene singularidades. Las técnicas para analizar
esta situacion son distintas y se basan en el llamado método del punto de silla
(véase el capitulo 6 de [8]). Por ejemplo, puede probarse que los nimeros de
Bell B(n) son, asintéticamente,

B(n) ~ (log w)Y/ 2w ve®,

donde w es la tnica raiz positiva de n = wlog(w+ 1). El orden de crecimiento
estd por encima de cualquier exponencial a™, pero por debajo de n!

La ultima consideracién se refiere a series divergentes, aquellas que tienen
radio de convergencia 0, como ano nlz™. Uno podria pensar que estas series,
al no definir una funcién, no son abordables mediante métodos analiticos. Un
ejemplo de que no siempre es asi y de que en algunos casos es posible incluso
establecer la existencia de leyes limite de probabilidad, se haya en [6].

PARAMETROS Y LEYES LIMITES

Con frecuencia, interesa refinar la enumeracién de una clase combinatoria
teniendo en cuenta uno o varios parametros. Un parametro natural es, por
ejemplo, el nimero de hojas (nodos terminales) en un arbol ordenado. En
este caso nos interesamos por el nimero de arboles con n nodos y exactamen-
te k hojas. Siguiendo con el ejemplo, sea 7 nuevamente la clase de arboles
ordenados y

&T —- N

la funcién que asigna a cada érbol 7 el nimero de hojas £(7). Para estudiar £
introducimos la funciéon generatriz bivariada

T(u,z) = Z us( 7 = ZTn,kukz”,
n,k

T€T

donde T, j es el nimero de drboles con n nodos y exactamente £ hojas. Notese
que el rango de k para el cual T}, ; no es cero es igual a [1,n — 1], ya que un
arbol de n nodos siempre tiene al menos una hoja y a lo sumo tiene n — 1.
Otros parametros tendran un rango cuadratico en n, en lugar de lineal: un
ejemplo es la longitud total de encaminamientos en un arbol, es decir, la suma
de las distancias de la raiz a cada uno de los nodos. Toda la informacién
relativa a £ estd contenida en la serie T'(u, z). Sefialamos en primer lugar que



LA GACETA 239

T(1,2) =>,50 ITnz" es simplemente la FG de la clase de drboles; es decir, al
hacer u = 1 “olvidamos” el pardmetro €.

Para calcular T'(u, z) hay que modificar la ecuacién bésica (8), distinguien-
do el caso en que el subarbol que emana de la raiz es vacio, ya que da lugar
en la descomposicién recursiva a una hoja. Asi, tenemos que

T=NXL+T+(TxT)+---),

donde L es la clase con un unico elemento de talla 0 y & = 1. La ecuacién
correspondiente es

T(u,z):z(u+T(u,z)+T(u,z)2+---) :z<u+%>- (14)

Podemos obtener el coeficiente de u¥2z™ por inversién de Lagrange, sin més
que considerar T' como funcién de z y la variable v como una “constante”. Kl
resultado, que el lector puede comprobar aplicando el Teorema 3 con ¢(t) =
u+t/(1—t), son los llamados nimeros de Narayana:

n= (") () ()

Asi, por ejemplo, T5 2 = 6 indica que hay exactamente 6 arboles con 5 nodos
y 2 hojas, tal como muestra la figura 2.

TSyt

Figura 2: Los 6 arboles ordenados con 5 nodos y 2 hojas.

Pasamos ahora a considerar un parametro & como una familia de variables
aleatorias discretas (X,,), donde X, es la variable definida sobre el conjunto
de arboles de n nodos tal que X,,(7) es el nimero de hojas de 7. La primera
pregunta que nos formulamos es cémo hallar la media y la varianza de X,, a
partir de T'(u, z). La respuesta es sencilla:

[Z"]Tu (1, 2)
ZkT”’“ T(1 2T, 2)

donde [z"] extrae el coeficiente de 2" en una serie y T,(1,z) se obtiene de-
rivando T'(u, z) respecto de u y haciendo u = 1. Para obtener la varianza
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basta calcular los momentos de segundo orden y aplicar la féormula o?(X) =
E(X?) — E(X)2. Un calculo rutinario premite comprobar que

[2"|Tyu(1, 2) + [2" ] Tuu (1, z)

BX) = =TT, 2)

En el ejemplo que nos ocupa, los célculos son sencillos a partir de (14) (ya
sea resolviendo la ecuacién cuadratica o derivando implicitamente) y obtene-
mos
n(n — 2)
4(2n —3)°

Las féormulas para la media y la varianza de distribuciones discretas son
clasicas y eran conocidas ya por Laplace, el primero en introducir series de
potencias en la teoria de la probabilidad. Pero podemos ir mas lejos. Con
frecuencia, un pardmetro combinatorio admite una ley limite, en el sentido
de que las variables X, tienden en probabilidad hacia una distribucién limite.
Cuando esto ocurre, tenemos una vision cualitativa muy precisa del parametro.

Una ley limite puede ser discreta o continua. Una sucesién X,, de variables
aleatorias discretas admite una ley limite discreta si existen ntmeros pg > 0

tales que >, pr =1y

E(X,) =n/2, o*X,) = (16)

pr = lim Pr{X, = k}.

Recordemos que una sucesién de variables aleatorias Y,, converge en dis-
tribucién a una variable Y si las funciones de distribucién Gy, (x) conver-
gen hacia la funcién de distribucién Gy (z), puntualmente para cada z. Una
sucesion X,, admite una ley limite continua si las variables normalizadas
X} = (Xn — pn)/on (donde p, y o, son, respectivamente, la media y des-
viacién de X,,) convergen en distribucién a una variable aleatoria continua Y.
Las leyes limite més frecuentes en combinatoria son la distribucién de Poisson,
como ley discreta, y la normal, como ley continua. A continuacién damos un
ejemplo de cada una de ellas.

Sea X, el nimero de puntos fijos en una permutaciéon de longitud n.
La distribucion en este caso es facil de calcular. Recordemos que D, es el
nimero de n-permutaciones sin puntos fijos. El nimero de n-permutaciones
con exactamente k puntos fijos es, pues, igual a

mn
Fn = an )

donde el factor binomial corresponde a la eleccion de los k puntos fijos. La
formula (11) implica la estimacién D,, ~ e~!/n!; de aqui se sigue que la dis-
tribucién asintética es, para k fijo,



LA GACETA 241

Esta es precisamente la distribuciéon de Poisson con pardmetro 1. Asi,
aunque la férmula exacta para los F), j sea relativamente compleja, la vision
cualitativa es muy simple: para n grande, el nimero de puntos fijos en una
permutacion se comporta como una distribucién Poisson(1).

Nuestro siguiente ejemplo es el nimero de hojas en arboles ordenados.
La férmula (15), junto con la férmula T, = %(27:‘:12), nos da una férmula
explicita para la distibucién T;, /T, La figura 3 muestra la distribucién para
n = 15 y sugiere claramente una distribucién normal. La demostracién de
que la ley limite es normal N (0,1) puede hacerse directamente a partir de la

férmula explicita para T, j/T),, utilizando la aproximacién de Stirling n! ~
n"e "/2mn. Asi es como se demuestra clasicamente el teorema de De Moivre-
Laplace, segin el cual la distribucién binomial 27" (Z) tiende a la distribucién
normal.

800000
600000 \

/ \
400000 / \

200000 / \

Figura 3: La distribucién del nimero de hojas para arboles ordenados con 15
nodos.

Sin embargo, la demostracién de la existencia de una ley limite normal
cuando no disponemos de férmulas simples requiere el uso de las funciones
generatrices de probabilidad (FGP) y de los teoremas de continuidad y sus
variantes. Si X es una variable discreta y py = Pr{X = k}, la FGP de X es
la serie

plu) = Zpkuk.

k>0
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El teorema de continuidad en el caso discreto afirma lo siguiente: Si X, y X
son variables discretas con FGPs p, (u) y p(u), respectivamente, y lim,, 0 pp (1)
= p(u) para todo? u, entonces las X,, admiten X como ley limite.

El analogo de la FGP para una variable arbitraria Y es la funcién carac-
teristica

+oo |
Dy (t) —/ " dG (z),
—0o0

donde G(z) es la funcién de distribucién de Y y la integral es la de Stieljes.
Nétese que si Y es una variable discreta con FGP igual a py(u), entonces
oy (t) = py (e'). El teorema de continuidad general es el siguiente.

TeEOREMA 10. 5% Y,, Y son wvariables aleatorias con funciones caracteristicas
On(t), &(t) y limy oo dn(t) = ¢(t) para todo t, entonces las Y, convergen en
distribucion a 'Y .

Como primer ejemplo, veamos la demostracién del teorema de De Moivre-
Laplace usando funciones caracteristicas. La distribucién binomial tiene media
tn = n/2, desviacién /n/2 y FGP igual a p,(u) = 27"(1 4+ u)". Un célculo
sencillo nos da como funcién caracteristica de la variable normalizada

on(t) = e~ it/Vn (1 + e

n
5 > = cos(t/v/n)".
La forma asintética se halla tomando logaritmos. Para t fijo, cuando n — oo,
tenemos

t2 tt t2
log ¢7 (t) = nlog <1 ~ 5 + iz > =-3 +O0(1/n).
Puesto que la funcién caracteristica de la normal N (0, 1) es et/ 2 el teorema
queda demostrado.

A continuacién, recordamos el contenido del teorema central del limite:
si X, son variables independientes, tienen una distribucién comin con me-
dia p y desviacion o, y S, = X1 + -+ X,,, entonces las medias normalizadas
S¥ = (Sp — un)/(oy/n) convergen en distribucién a la normal N(0,1). La
demostracién sigue el razonamiento anterior: puesto que las X,, son indepen-
dientes, la funcién caracteristica de S} es ¢(t/(on))"™, donde ¢ es la funcién
caracteristica comin de las X;; tomamos logaritmos y desarrollos locales y
obtenemos, nuevamente, que el limite es e=t/2,

La propiedad clave en las demostraciones anteriores es que la funcién ca-
racteristica de las variables normalizadas es una potencia de n. Esta condicion

“De hecho, es suficiente que la convergencia sea en un conjunto € con al menos un punto
de acumulacién en el interior del disco unidad.
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raramente se satisface en problemas enumerativos, pero a menudo es posible
demostrar que la funcién caracteristica es una cuasi-potencia, un concepto que
el siguiente teorema de Hwang [10] hace preciso.

TEOREMA 11. Sean X,, variables aleatorias no negativas con FGP p,(u) y sean
A(u) y B(u) funciones analiticas en 1 con A(1) = B(1) = 1. Si se cumple que

pu(u) = A(w)B(w)” (1+ O(1/kn)),

uniformemente en un entorno complejo de 1, entonces las X, tienen una ley
limite normal.

La forma de aplicar el teorema anterior es, en lineas generales, la siguien-
te (por simplicidad, nos limitamos al caso de FGs ordinarias). Partimos de
la funcién generatriz bivariada F(u,z) = > fmkukz" correspondiente a un
pardmetro £ (piénsese, por ejemplo, en la serie T'(u,z) definida mediante la
ecuacién (14)) y queremos deducir la existencia de una ley limite a partir del
andlisis de F'(u, z). Si es posible aplicar el andlisis de singularidades a la FG
F(1, z), obtenemos una aproximacién

[2"|F(1,2) = C - p~"n®,

donde p es la singularidad dominante de F(1,z) y « es, habitualmente, un
numero racional. Si las condiciones son favorables, es posible un anélisis similar
en un entorno de u = 1 y se obtiene una aproximacion de la forma

(2" F(u,2) = C(u) - p(u) "n®™.

En esta situacién, la funcion generatriz de probabilidad serfa

u) & G (pu) _nna(u)fa(l)
Pl = &) <p<1>> |

Si s6lo se perturba la singularidad p y el exponente critico a no cambia,
obtenemos la aproximacion

oy = 2 (29
c) \p1))

de la cual es posible, en general, deducir la existencia de una ley limite normal
con media y varianza proporcionales a n. Para una implementacién detallada
de este bosquejo de programa a funciones algebraicas, el lector puede consultar
[5], donde se analizan varios pardmetros relacionados con el nimero de hojas
en arboles ordenados. En todos los casos se obtiene una ley limite normal con
media i, ~ kn y varianza o2 ~ An, donde x y A son constantes que dependen
del parametro ¢ en cuestion. Por ejemplo, si € es el nimero de hojas en arboles
ordenados, se tiene kK = 1/2 y A = 1/8, en consonancia con las ecuaciones (16).

Para completar las explicaciones anteriores, necesariamente breves, remi-
timos al lector al dltimo capitulo de [8].
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COMENTARIOS BIBLIOGRAFICOS

Lo que hemos llamado método simbdlico es la culminacion de ideas debidas
a varios matematicos durante la segunda mitad del siglo XX, entre ellos M.-P.
Schutzenberger, D. Foata, G.-C. Rota, I. Goulden, D. Jackson, R. Stanley,
H. Wilf y otros. Buena parte de nuestra exposicién estd basada en los libros
[15] v [8] de P. Flajolet y R. Sedgewick. El primero de ellos es una excelente
introducciéon al tema, que muestra ademas el papel central de la combinatoria
enumerativa en el andlisis de algoritmos. El segundo (en avanzado estado de
preparacién) es un texto muy notable, con un énfasis en los aspectos analiticos
y probabilisticos, y esta destinado a ser la referencia bésica en el tema durante
mucho tiempo. Para una réapida introduccién a la Combinatoria Analitica, re-
comendamos la lectura de la ponencia [4] de Flajolet en el ICM 2002. También
es recomendable el articulo de Odlyzko [13] sobre métodos asintéticos.

Otros textos importantes son: Goulden y Jackson [9], que contiene gran
cantidad de resultados enumerativos no tratados en otros textos; Stanley
[16, 17], que cubren, entre otros temas, la teoria enumerativa de conjuntos
parcialmente ordenados, matrices de transferencia y funciones simétricas; y
Comtet [1], Feller [3] y Riordan [14], m&s antiguos, pero todavia vigentes.

FINE

Supongamos que el estudiante que presentamos al iniciar esta discusion
decide, una vez acabada la secundaria, estudiar matematicas en la univer-
sidad. En m&as de una materia volverd a encontrar problemas de naturaleza
combinatoria, que probablemente seran soslayados como “simples problemas
de combinatoria”, o como “problemas de combinatoria demasiado arduos para
deternernos en ellos”. En cualquier caso, es muy posible que acabe sus estudios
sin saber de la combinatoria mas que contar bolas en urnas, si es el caso. ;Es
esta una situacion deseable, teniendo en cuenta el gran desarrollo de la combi-
natoria en las ultimas décadas, sus importantes aplicaciones a la informatica,
la ingenieria, la biologia y otras disciplinas, y su definitivo entroncamiento en
las matematicas contemporaneas a través de sus mutliples conexiones con el
algebra, la teoria de nimeros, la geometria, la topologia, la probabilidad, el
andlisis, la fisica estadistica, la teoria de la computacién y la optimizacién? El
autor cree, sinceramente, que no.
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