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En diferentes ocasiones los medios de comunicacién se refieren al escaso
rendimiento de los estudiantes espanoles en Matematicas a partir de estudios
de evaluacién del sistema educativo. A este respecto, el Instituto Nacional
de Evaluacién y Calidad (INCE, 2000) ha avanzado datos bésicos de un es-
tudio realizado a alumnos de sexto de primaria que reforzaria la aseveracion
anterior. Sin entrar en el andlisis de los criterios de evaluacién utilizados y
que pudieran llevar a criticar los resultados de los estudios realizados, mu-
chos profesionales de la ensenanza consideran criticamente la situacién ac-
tual, denuncian un panorama desolador, y observan cierta degradacién de la
ensenanza de las Matematicas en primaria, como se concluia en el Congreso
Internacional organizado en 1999 en Madrid, por la Real Academia de Cien-
cias Exactas, Fisicas y Naturales con el titulo The training and performance
of primary teachers in mathematics education, y participacién de diferentes
paises europeos [GUZMAN, 1999].

En el andlisis de las causas de la situacion, los asistentes a este Congreso
senialaban a la formacion inicial del profesorado y concluian que una de las
causas principales es la escasa y deficiente preparacion del profesorado de
Primaria en el drea de Matemadticas [R1co, 2000].

El contexto actual tiene su origen a partir de la promulgacién de la Ley
de Ordenacién General del Sistema Educativo (LOGSE) aprobada en 1990
que provocd cambios importantes en la formacién inicial del profesorado de
primaria. En esta fecha se publica el Real Decreto por el que se estable-
cen las directrices generales del Titulo de Maestro donde se especifican siete
titulos (Educacién Infantil, Educacién Primaria, Educacién Fisica, Lengua
Extranjera, Educacién Musical, Educacién Especial y Audicién y Lenguaje).
Se disenan nuevos Planes de Estudio, y se produce la transformacion de las
Escuelas de Magisterio en Facultades de Educacion, en las que se integra con
otras titulaciones afines como Psicopedagogia o Pedagogia.
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En el II Simposio sobre el curriculum en la formacion inicial de los pro-
fesores de Primaria y Secundaria en el drea de Diddctica de las Matemdticas
[ABRAIRA Y DE FRANCISCO, 1998], celebrado en Ledn, se presenté un trabajo
donde se analizaban los planes de estudio de sesenta y nueve Centros de For-
macién Inicial de Maestros [ABRAIRA y colaboradores, 1998]. En los Planes de
la especialidad de Educacién Primaria calcularon una media de 13,5 créditos
troncales y obligatorios en asignaturas relacionadas con las Matematicas, lo
que resulta un 6,4% de los créditos totales. En las demds especialidades habia
apenas un 3% de créditos dedicados a la Diddctica de la Matemdtica. Y como
caso inaudito, en algunos Planes de Estudio de la especialidad de Educacién
Especial no existia asignatura relacionada con la Educacion Matemaética. Es
decir, el nimero de créditos de Didéctica de la Matematica, como materia
troncal u obligatoria, que debian cursar los futuros maestros de Educacion
Especial en algunos Centros era cero.

Lo anterior trasluce, entre otras cuestiones, una discriminacién hacia los
alumnos con necesidades educativas especiales (sordos, ciegos, limites, ... ).
Y una mentalidad de que los alumnos con necesidades educativas especiales
no debieran tener una preparacién matemaética en relacién con las operaciones
aritméticas o geometria que constituyen el nicleo del contenido matematico en
primaria, lo que contradice todas las orientaciones que sobre la integracion es-
colar emanan de la LOGSE. La comparacién con planes de estudios anteriores
provoco la critica de los asistentes que observaban que, en alguna especialidad,
la carga lectiva se habia reducido en més del 50% en relacién con los del 1971.

Una revisién posterior de los nuevos Planes de estudio [R1cO Y CARRI-
LLO, 1999], presentada en el Congreso Internacional, senalaba que “en la espe-
cialidad de Maestro de Primaria, la formacién en Matematica y su didactica
apenas alcanza el 8% de la carga lectiva total; en el resto de las especialidades
s6lo es del 2%” [R1co, 2000], lo que mostraba la progresiva desaparicién de
la Educacion Matemética en los planes de estudio en la formacion inicial del
profesorado de Primaria, con la repercusién que esta situacién tendrd en la
educacién primaria en un futuro inmediato. En los tres ciclos de Primaria se
marcan el 16% de horas para Matematicas, lo que resulta paraddjico con la
escasa importancia dada a la educacion matematica en los diferentes especia-
lidades durante el proceso de formacién inicial de Maestros. Mdas alarmante
resulta que la dindmica de implantacién de la LOGSE y el actual sistema
de oposiciones no contemplen plazas para los maestros de la especialidad de
Primaria. Lo que esta potenciando que los maestros especialistas, es decir, los
que menos han estudiado Didéctica de la Matematica (en algin caso, nada), se
conviertan en maestros generalistas y por tanto, encargados de la Educacion
Matematica en los colegios de Primaria. Esta situacién ha sido denunciada
reiteradamente en diferentes foros sin que se haya tomado ninguna medida
al respecto, y es una de las causas del deterioro progresivo de la educacién
matematica en Primaria. Una vez mds los Planes de estudios y el sistema
de acceso a la profesién evidencian el distanciamiento entre la formacién ini-
cial de los profesores y la realidad educativa desarrollada en los centros de
ensefianza infantil y primaria. Y muestra que “la formacién del profesorado
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para una educacién de calidad y con problemas nuevos no ha sido considerada
seriamente” como se indica en el documento elaborado, y publicado en el 2000,
por la Fundacion Alternativas a raiz de un seminario sobre los problemas de
la educacién actual [CAMPS y colaboradores, 2000].

Esta situacién resulta mas paraddjica si tenemos en cuenta que los in-
vestigadores espanoles en Educacién Matematica, en general, y en formacién
de profesores de Matematicas, en particular, tienen un reconocido prestigio
nacional e internacional, y estan realizando interesantes aportaciones que de-
bieran tenerse en cuenta. Por todo ello, los profesionales de la formacion del
profesorado vienen haciendo una serie de sugerencias que pudieran corregir
la situacion actual, en la idea de conseguir una formaciéon matematica de los
futuros maestros que pudiera garantizar mejores resultados en primaria en
el drea de Matematicas. Asi, se considera necesario un nuevo disefio curricu-
lar con un tronco comun que permita, en primer lugar, formar maestros y
posteriormente especialistas segiin las diferentes especialidades de la LOGSE.
La mayor duracién de la titulacién como consecuencia del paso al nivel de
licenciatura permitiria conjugar una formacién sélida comin para todos los
profesores de primaria con un inicio de especializaciéon, que contemplase de
manera diferenciada todas las dreas del curriculo.

Y como paso necesario para corregir errores tradicionales en la formacién
de los profesores consideramos conveniente establecer un marco institucional
estable, riguroso y coherente, entre las instituciones universitarias y no univer-
sitarias implicadas en la formacion inicial y permanente que permita abordar
con seriedad y rigor los problemas sobre los que hemos reflexionado.

Finalmente, quisiera sefialar que no basta con denunciar la situacién si no
se toman medidas correctoras, basadas en las aportaciones de los especialistas,
por los responsables de las diferentes administraciones. Y, por ello, una de
las conclusiones de la Jornada Matemaética celebrada en el Congreso de los
Diputados en Enero de 2000, con motivo del Anio Mundial de las Matemdticas
nos recuerda “la necesidad de efectuar importantes transformaciones en la
preparacion del profesorado de primaria en lo que respecta a la formacién
relacionada con la Matemadtica y su Didéctica a fin de que nuestro sistema
educativo pueda hacer frente con competencia a los cambios necesarios” [DiAZ,
J. 1., FERNANDEZ, J. L., MARTINON, A. Y RIERA, T., 2000, p. 127].
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La ensenanza de los niimeros negativos: formalismo y
significado

por
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INTRODUCCION

La ensenanza de los nimeros negativos presenta dificultades para muchos es-
tudiantes de secundaria. Esta afirmaciéon no deberfa sorprender, pues, a fin
de cuentas, muchos matematicos a lo largo de la historia se resistieron a uti-
lizarlos. Los negativos han sufrido un largo y complejo proceso de aceptacion
hasta ser considerados como nimeros en la misma forma que lo eran los natu-
rales y los racionales no negativos. De hecho, su incorporacién a los sistemas
numéricos se retrasé hasta el siglo XIX, cuando Hankel los introdujo de ma-
nera formal. Una de las principales razones de estos hechos se encuentra en la
necesidad que tenfan los matemadticos de asignar significados concretos a los
numeros y a las operaciones con ellos: jpuede existir algo menor que la nada?,
jpor qué “menos por menos es mas”? ...

Desde un punto de vista didactico, también importantes matematicos han
manifestado las dificultades que encontraron al ensefiar estos nuimeros. La cita
de Felix Klein de 1925 (en Thomaidis, 1993) es una buena muestra de ello:

Comprendamos, sin embargo, de una vez y categéricamente, lo extremada-
mente dificil que es, en principio, el paso que se realiza en la escuela cuan-
do se introducen los niimeros negativos. Los ntimeros, y posteriormente
las letras, con los que operaba el alumno, asi como los resultados que
obtenia de estas operaciones, los representaba visualmente con objetos
concretos, pero esto ahora le resulta bastante diferente. Tiene que tratar
con algo nuevo, los “ntimeros negativos”, que, en primera instancia, nada
tienen en comun con su imagen de nimero de cosas, pero debe operar con
ellos como si lo tuvieran, aunque las operaciones tengan graficamente un
significado mucho menos claro que las anteriores. Aqui, por primera vez,
nos encontramos con el paso de las matemadticas concretas a las formales.
El dominio total de esta transicidon requiere un alto nivel de capacidad
de abstraccion.

El inicio de la ensenanza de los niimeros negativos con alumnos de 12 o 13 anos
(edad en la que suele realizarse) supone la modificacién de ideas fuertemente
arraigadas y construidas a lo largo de toda la ensenianza primaria e, incluso,
antes. Por ejemplo, los significados més familiares de los niimeros positivos y
de las operaciones con ellos conducen a que los alumnos tengan la idea de que
no existen nimeros menores que cero, y la de que la suma y el producto de dos
ndmeros es un numero mayor. También, al introducir los nimeros negativos
se produce la identificacion de las operaciones suma y resta; esto es, sumar
(restar) un ndmero es lo mismo que restar (sumar) su opuesto. Ademds, surgen
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nuevas reglas operatorias, como la de los signos para el producto. Anadamos a
todo ello los cambios que se producen en la simbologia (+a = a) o las reglas de
los paréntesis. Estas novedades con relacién al conocimiento sobre los ntimeros
positivos que ya tienen los alumnos son la causa de las dificultades y obstaculos
que surgen en el aprendizaje de los nimeros negativos.

Kiichemann (1981) senala, en una investigacion realizada en Inglaterra so-
bre el conocimiento de los estudiantes de secundaria (en el marco del proyecto
Concepts in Secondary Mathematics and Science), que menos de la mitad
de los estudiantes encuestados de 14 anos dieron una respuesta correcta a
operaciones como —2 — (=5) 6 —6 — (+3). También observé que obtienen
mejores resultados en la multiplicacién y divisiéon de los negativos que en la
resta, quizads porque la regla operatoria del producto es mas sencilla. En este
articulo se presentan algunas consideraciones sobre la ensenanza-aprendizaje
de los niimeros negativos. Las ideas que se exponen se sitdan en una concepcion
de la ensenanza-aprendizaje de los niimeros y se apoyan en las investigaciones
realizadas, tanto por otros autores como propias. La amplitud del tema y lo
parcial de nuestro trabajo hacen que sélo nos refiramos a parte de los proble-
mas didacticos que podrian abordarse.

L0S NUMEROS NEGATIVOS COMO PARTE DEL CONOCIMIENTO NUMERICO

Buena parte de los alumnos terminan su aprendizaje escolar obligatorio con
ideas confusas sobre los niimeros. Se trata de un hecho bien conocido por los
profesores de los 1ltimos cursos de la educacion secundaria y de los primeros
anos de la universidad. También Robinet (1986) y Fischbein (1994) han puesto
de manifiesto esta situacion en sus investigaciones didédcticas. Concretamente,
los alumnos manifiestan, entre otros aspectos, poca claridad en las relaciones de
los diferentes sistemas numéricos (naturales, enteros, racionales, irracionales,
reales), en las distintas formas de escribir un racional (1/2 = 0.5), en la es-
critura decimal de los reales, en la identificaciéon de los reales con la recta o
en la densidad de los racionales en los reales. A pesar de ello, la experiencia
docente en los cursos preuniversitarios nos indica que los alumnos utilizan con
un cierto grado de precisién la operatoria en cada uno de esos sistemas.
Como queda dicho, no suele establecerse correctamente la relaciéon entre
los diferentes sistemas numéricos. Habrd mucho que investigar y discutir, pero
pensamos que una visién unitaria de su ensenanza contribuiria a establecer las
correctas relaciones entre ellos, de manera que el nuevo conocimiento suponga
una ampliacién del antiguo y que el antiguo se integre en el nuevo. A tal fin,
en el proceso de ensenianza-aprendizaje deben utilizarse elementos que con-
tribuyan a esa integracién. Tener esa vision unitaria es especialmente impor-
tante en los momentos en que se introducen nuevos tipos de niumeros, es decir,
al realizar las extensiones numéricas. Concretamos estas ideas a continuacion.
Alrededor del concepto de nimero hay una amplia constelaciéon de ideas
que agrupamos en tres dimensiones. Por un lado tenemos las ideas mas abstrac-
tas: propiedades, simbolos, reglas operatorias ... . Por otro, nos encontramos
con las representaciones de cardcter grafico, muy especialmente la recta. Por
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ultimo, estan las situaciones reales y problemas contextualizados que se mo-
delizan mediante nimeros y operaciones con ellos.

Los sistemas numéricos tienen diferencias y semejanzas en cada una de las
tres dimensiones anteriores: con respecto a las ideas abstractas, a los graficos
y a los contextos. Cuando se realiza una extensién numérica hay aspectos que
permanecen comunes en cada una de estas dimensiones. Por ejemplo, en la
dimension abstracta, al realizar una extensién aparecen reglas operatorias que
conservan las mismas propiedades (conmutativa, asociativa, distributiva ... )
que las del sistema inicial. En cuanto a los grificos, la recta es la representacion
comun a todos los sistemas numéricos y sirve de hilo conductor entre ellos.
En el plano contextual cabe hacer la siguiente observacion: cualquier nimero
natural puede ser usado para expresar un cardinal y una temperatura, pero
hay niimeros reales que no son adecuados para expresar un cardinal, aunque
si una temperatura; asi pues, al ampliar un conjunto numérico se reduce la
clase de situaciones en las que se aplican todos los niimeros del nuevo sistema.
Si en la ensenanza de los nimeros se pusiera mas énfasis que ahora en los
aspectos abstractos, graficos y contextuales comunes a los distintos sistemas
de numeros, los alumnos construirian una vision mas integrada de los mismos.

Secuencia de extensiones

Los alumnos inician el aprendizaje numérico en el sistema de los nimeros
enteros no negativos Z y concluyen con el de los nimeros reales R. Hay varios
caminos o secuencias de extensiones que pueden seguirse:

Zy — Qp — Ry

! l l
Z — Q — R

La secuencia influird en el conocimiento que adquieran los estudiantes. La que
se ha seguido en Espana es la siguiente:

Z, — Q

2 3

z 2 0 AL R

donde 1, 2, 3 y 4 indica el orden en que se realiza cada extensién numérica.
Es decir, primero se realiza la extensién Z, — Q. , la segunda extension es
Z, — 7y, méas tarde, la Q. — Q o bien la Z — Q. De este modo se pro-
duce una discontinuidad en el momento de introducir los niimeros negativos.
Pese a que los alumnos conocen el conjunto Q4 de los racionales no negativos,
la segunda ampliaciéon que se estudia no es Q4 — @Q, sino Z; — Z, lo que
obliga a los alumnos al abandono de sus conocimientos sobre los racionales.
Realmente pensamos que seguir secuencias que avancen hacia R, sin retro-
cesos como este que acabamos de comentar, facilitaria el establecimiento de
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las conexiones entre los sistemas numéricos. Hacerlo asi implica seguir alguna
de las siguientes secuencias:

1 2o, — 2 — Q — R
2 2z, — Q. — Q@ — R
@ 2z — Q4 — Ry — R

Obsérvese que estas secuencias llevan a modificar la extensién usual a los
negativos (secuencias 2 y 3) o el momento escolar en que se produce (secuencia
1).

Seguir la secuencia (1) supondria el estudio en la educacién primaria de
los nimeros negativos y de los racionales, ya que no estudiar estos ltimos
ntmeros en ese nivel supondria ignorar sus utilidades, tan necesarias para la
mayoria de los ciudadanos. Asi pues, seria necesario adelantar la edad en la
que se ensenan los nimeros negativos. Hay investigaciones que han analizado
la capacidad de los alumnos para comprender determinados aspectos de estos
numeros desde los primeros afios de la educacion primaria y han concluido que
el concepto de nimero negativo es fiacilmente asimilable, asi como el de algunas
adiciones simples, pero es complejo introducir la resta y la multiplicacién,
hasta el punto de que es necesario retrasar el estudio de estas dos operaciones
a etapas posteriores [Galbraith, 1974; Murray, 1985]. Por tanto, resulta poco
factible la secuencia (1).

En nuestra investigaciéon [Bruno y Martinén, 1996a] planteamos si era posi-
ble realizar la extensién (3), manteniendo el momento actual de introducir los
ntumeros negativos. Esto supone introducir los nimeros irracionales con 12-13
anos. Evidentemente es complejo que alumnos de estas edades adquieran el
concepto de numero irracional. Planteamos entonces que los alumnos cono-
cieran de manera intuitiva los nimeros irracionales, apoyandonos en la idea
de que llenan la recta y que posteriormente trabajaran los negativos. Con-
cluimos que, en general, es posible realizar la ampliacién numérica con aque-
llos niimeros negativos que son los opuestos de los positivos que conocen los
alumnos en el momento de realizar la extensién (que son los de Q4 y puede
que algunos irracionales, como 7 0 v/2), con lo cual, si parece viable seguir la
secuencia (2).

Formas de realizar la extension a los negativos

También influye en el conocimiento numérico la forma en que se introducen
o se presentan por primera vez a los estudiantes los nuevos nimeros. Veamos
a continuacién distintas formas de introducir los niimeros negativos.

Muchos podemos recordar, bien porque nos tocé vivirlo como alumnos o
bien ensenarlo como profesores, como en la etapa de las ‘matemadticas mo-
dernas’ los nimeros negativos se introducian utilizando pares ordenados de
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numeros naturales y considerando la relacién de equivalencia
(a,b) = (¢,d) > a+d=b+c.

De esta forma, el conjunto de los enteros Z se define como el conjunto cociente
N x N\ ~. Sobra comentar que este procedimiento, debido a su elevado grado
de abstraccion, poco calé en el conocimiento de los alumnos de 12-13 anos.

En la actualidad, casi siempre se pasa de Z, a Z definiendo Z como los
numeros naturales con signo (positivo y negativo), es decir,

Z=A...,-3,-2,—1,0,+1,+42,+3,... };

mas tarde se indica que el sistema de los enteros positivos es isomorfo a los
naturales.

Las dos formas anteriores de introducir los negativos implican la creacion
de entes nuevos. Desde nuestro punto de vista, la presentacién a los alumnos
de los niimeros enteros positivos con una escritura y una denominacion dife-
rentes a las que ya conocian (antes: 1,2,3. .., naturales; ahora: +1,+2,4+3...,
enteros positivos) conduce a que sea muy dificil la consideracién del antiguo
sistema numérico como parte del nuevo y, lo que es mas grave, la integracion
del anterior conocimiento numérico con el que ahora se le presenta, de manera
que se construyen imagenes inconexas de los diferentes sistemas de nimeros.
La figura 1 representa las dos primeras extensiones que realizan los alumnos
y es habitual, como ya se ha dicho, que no establezcan el isomorfismo entre N
y Z, o no relacionen los enteros con los racionales.

Qy Z

FIGURA 1

La siguiente anécdota ilustra hasta qué punto a los alumnos les cuesta rela-
cionar los sistemas numéricos. Una profesora de educaciéon secundaria, tal como
hacia el libro de texto, presenté la extensiéon a los negativos definiendo Z =
{-..,=3,-2,—-1,0,+1,+2,43,... }; ante un ejercicio en el que se pedia dibu-
jar unos ejes coordenados y representar los puntos (+4, +3), (—4, —2), (—1,+38),
(1,3), un alumno dijo “el (1,3) no lo puedo representar porque no lo hemos
estudiado”.

Desde nuestro punto de vista, seria mas acertado presentar los nimeros
negativos por adjuncion; es decir, a los niimeros positivos que ya se conocen se
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anaden sus opuestos, a través de la correspondiente notacién (—1,—2,—-3...) y
usando su representacién en la recta a la izquierda (o por debajo) de cero.

MODELOS DE ENSENANZA DE LOS NUMEROS NEGATIVOS

La preocupacion por mejorar la ensenanza-aprendizaje de los nimeros nega-
tivos se ha manifestado en la publicacién de numerosos trabajos en los que
se presentan modelos (manipulativos y/o graficos), asi como aproximaciones
didacticas con las que dar sentido a estos nimeros y sus operaciones.

Siguiendo la terminologia presentada por Janvier (1983), la mayoria de
los modelos que podemos encontrar responden al modelo del equilibrio o al
modelo de la recta.

El trasfondo del modelo del equilibrio es la construccién de los ntimeros en-
teros como pares ordenados de numeros positivos, aunque, en realidad, su uso
no implica escribir los nimeros negativos como pares ordenados. Los niimeros
enteros (positivos y negativos) se representan con fichas de dos colores diferen-
tes, por ejemplo blancas y negras. Si las fichas negras representan lo negativo
y las blancas lo positivo, el nimero —1 puede representarse como cualquier
combinacién de fichas en las que las negras superen a las blancas en una, como
por ejemplo

[ ) obien@ @ O obien@ @ @ O O

La idea basica del modelo es que una ficha blanca y una negra se anulan y

representan el cero ( @ () representa el 0). A partir de esto se definen las
distintas operaciones: la suma se define como “combinar” o “unir” las fichas,
la resta como “quitar” y la multiplicacién como una suma repetida.

Cuando se usa el modelo de la recta los nimeros son, al mismo tiempo,
posiciones sobre la recta y desplazamientos sobre ella. La adicién en este mo-
delo puede ser la combinacién de dos desplazamientos o el desplazamiento
de una posicién a otra. En la resta “sumar el opuesto” puede ser “hacer el
desplazamiento en sentido opuesto” o bien la diferencia entre dos posiciones.
La multiplicacién se define como suma repetida de movimientos.

Se pueden encontrar investigaciones que han contrastado estos modelos,
mostrando las ventajas e inconvenientes de ellos, sin que se haya llegado a un
consenso sobre el més adecuado para la ensenianza, aunque todas las investiga-
ciones coinciden en que, en los dos tipos de modelos, las mayores dificultades
se encuentran en la resta, para los casos a — (—b), y en la justificacién de
“menos por menos es mas”.

Importantes investigadores en diddctica de las matemadticas, como Fis-
chbein (1987), piensan que la ensenanza de los nimeros negativos deberia ser
abordada desde el principio de una manera formal, dado que no existe un mo-
delo adecuado. Fischbein opina que no existe ningiin modelo que sea intuitivo y
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que al mismo tiempo satisfaga todas las propiedades de los nimeros negativos.
Sin embargo, pensamos nosotros, la ensenanza formal de los nimeros nega-
tivos evita que muchos estudiantes comprendan la operatoria, con lo cual se
hace necesario seguir indagando sobre los modelos o los métodos de ensenanza
diferentes al puramente formal.

En ese sentido, coincidimos con Bell (1986) al defender que la ensefianza
de los nimeros negativos debe llevar a los estudiantes a establecer lazos con
la realidad, lo mismo que los ntimeros positivos que ya conocian. Desde esta
perspectiva, nos parece que el modelo de la recta es mds adecuado, ya que
puede ser utilizado en situaciones cotidianas en las que se usan los nimeros
negativos (ascensor, temperatura, nivel del mar ... ) y resulta adecuado para
la ensenanza de los racionales y los reales, y no sélo de los enteros. Adem4s, la
recta integra el conocimiento previo de los estudiantes y facilita el aprendizaje
de las posteriores extensiones numéricas. Es por eso que nuestras principales
investigaciones han estado centradas en trabajos de aula con alumnos de 12-13
anos de edad a los que hemos presentado los nimeros negativos a través de
situaciones reales que eran visualizadas sobre la recta.

En nuestras investigaciones, antes de introducir a los alumnos en el tra-
bajo con nimeros negativos, indagamos sobre su conocimiento acerca de las
representaciones de los positivos en la recta. En una prueba escrita pasada a
estudiantes de tres colegios diferentes en las que se les pedia representar en
la recta operaciones con nimeros positivos, pudimos comprobar que el uso de
la recta era casi desconocido. Muchos alumnos manifestaron dificultad para
representar los nimeros en forma decimal y fraccionaria, y al pedirles que
representaran en la recta operaciones sencillas como 44+ 7 =11 08 — 3 = 5,
encontramos respuestas en las que se representaban los nimeros con tres pun-
tos sin relacién entre ellos, lo que demostraba que no tenian comprension del
modelo de la recta [Bruno y Martinén, 1994].

Esta poca familiaridad con las representaciones de los nimeros positivos
en la recta influye, evidentemente, en las representaciones de los negativos.
Nuestras conclusiones indican que la recta necesita un trabajo directo en el
aula y que no es un modelo sencillo que los alumnos usen de forma espontdnea.
Por otro lado, hemos constatado que se consigue mayor comprension en las
representaciones en la recta si se asocian a situaciones reales.

LA RESOLUCION DE PROBLEMAS Y LA OPERATORIA DE LOS NUMEROS

La ensenianza de los nimeros negativos a través de la resolucién de problemas
es un enfoque que tiene varios puntos en comin con el modelo de la recta, con-
cretamente la justificacion de las reglas operatorias. Obsérvense los siguientes
problemas aditivos, similares a los que suelen figurar en los textos escolares:

a) Si una persona tiene 8 pesetas y debe 11 pesetas. ;Cudl es su situacion
economica?
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b) Una persona nacid en el ano 123 antes de Cristo y vivié 65 anos. sEn
qué ano murio?

c) La temperatura en Madrid es de 5 grados sobre cero, en Paris hay 9
grados menos que en Madrid. ;Cudl es la temperatura en Paris?

d) Un avién descendid 600 metros para huir de una tormenta y posterior-
mente subid 350 metros. s Como cambio la posicion del avion con respecto
a la que tenia antes de estos dos movimientos?

Lo primero que cabe pensar es que los cuatro problemas anteriores pueden
resolverse usando nimeros positivos. Es cierto, pero también podemos plantear
en todos ellos una suma o resta en la que estén implicados niimeros negativos.
Este hecho nos lleva a defender una ensefianza donde se utilicen este tipo de
problemas. Por un lado, los estudiantes pueden resolverlos con lo que ya cono-
cen y son problemas andlogos (en cuanto a su estructura) a los que realizaron
durante la ensenanza primaria, salvo que ahora los contextos suelen ser nove-
dosos, con lo cual no se produce una ruptura con el conocimiento numérico
anterior. Ademds, son problemas que admiten una representacion en la recta.

Por dltimo, aunque no ha sido objeto de nuestra investigacién, utilizan-
do los mismos contextos podemos plantear situaciones de multiplicacién, de
manera que no se produce una ruptura entre los dos tipos de operaciones.
Asi, la multiplicacién y la divisién pueden ser contextualizadas en situaciones
concretas a través de problemas con la estructura

variacion por unidad de tiempo X tiempo = variacion total

El tiempo futuro es denotado por un valor positivo y el tiempo pasado por un
valor negativo. La variacion por unidad de tiempo es lo que se gana o pierde
en una dia. Veamos un ejemplo en el contexto deber-tener.

e Si una persona gana 4 pesetas diarias, dentro de 8 dias tendrd 12 pesetas
mds que hoy: 4 x 3 =12

e Siuna persona gana 4 pesetas diarias, hace 3 dias tenia 12 pesetas menos
que hoy: 4 x (—=3) = —12

e Si una persona pierde 4 pesetas diarias, dentro de 8 dias tendrd 12 pe-
setas menos que hoy: —4 x 3 = —12

e Si una persona pierde 4 pesetas diarias, hace 8 dias tenia 12 pesetas mds
que hoy: —4 x (=3) =12

;,Cémo llevar a cabo una ensefianza que utilice estos problemas de forma
que se utilicen para comprender las reglas operatorias con los nimeros ne-
gativos? En nuestras investigaciones hemos utilizado problemas de esta clase
para que los estudiantes lleguen a deducir las reglas operatorias y encuentren la
justificacion y den sentido a los resultados. Queremos insistir que no se trata de
presentar los problemas como aplicaciones después de estudiar las reglas, como
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suele hacerse en la mayoria de las propuestas curriculares, sino utilizarlos para
la bisqueda de significados para las operaciones y para deducir las reglas, de tal
forma que contribuyan a la adquisicién de una mayor comprensién numérica.

TIPOS Y CARACTERISTICAS DE LOS PROBLEMAS ADITIVOS

Aunque los cuatro problemas aditivos presentados anteriormente puedan pare-
cer similares (todos responden a un esquema = + y = z), la realidad es que
existen diferencias entre ellos. Analizamos a continuacién las principales ca-
racteristicas de los problemas aditivos.

(1) Estructura. Una lectura atenta de los enunciados de los problemas
permite distinguir varios tipos de sentencias que figuran en él. Podemos en-
contrar estados (tiene 8 pesetas), variaciones (vivié 65 anos) y comparaciones
(en Paris hay 9 grados menos que en Madrid).

Atendiendo a esos tipos de sentencias, vamos a distinguir (en este articulo)
cuatro estructuras diferentes. Siguiendo la nomenclatura que hemos usado en
Bruno y Martinén (1997a), el problema a) se denomina de combinacion de
estados, porque hay dos estados parciales y un estado total; el problema b)
es de variacion de un estado, porque tenemos un estado inicial, se produce
un cambio o variacién y se alcanza un estado final; el problema c) es de com-
paracion de estados, porque hay dos estados y la comparacién de ambos; y,
por el dltimo, el problema d) es un problema de combinacion de variaciones
sucesivas, porque hay dos variaciones o cambios sucesivos y la variacién total.

(2) Posicion de la incégnita. Hemos de tener en cuenta que una cierta
situacién aditiva da lugar a varios problemas, segin cudl sea la incégnita. Por
ejemplo, a partir de la situacion

e La temperatura en Madrid por la manana era de 5 grados sobre cero, a
lo largo del dia bajé 7 grados, hasta llegar a los 2 grados bajo cero por
la noche

obtenemos los tres problemas siguientes:

e La temperatura en Madrid por la manana era de 5 grados sobre cero, a
lo largo del dia bajé 7 grados. ;Cudl era la temperatura en Madrid por
la noche?

e La temperatura en Madrid por la manana era de 5 grados sobre cero, y
por la noche era de 2 grados bajo cero ;Qué ocurrié con la temperatura
a lo largo del dia?

e La temperatura en Madrid bajé 7 grados a lo largo del dfa, por la noche
habia 2 grados bajo cero. ;Qué temperatura habia en Madrid por la
manana?



424 EDUCACION

(3) Tipos de nimeros. También resulta relevante en un problema el tipo
de nidmeros que se utilice (enteros, decimales...) y el signo que tengan (positivo
+ negativo = negativo, positivo - negativo = positivo, negativo + negativo =
negativo ... ).

(4) Contexto. Otra caracteristica de los problemas que resulta ser in-
fluyente es el contexto, los méas usuales en la ensenanza de los negativos son:
deber-tener (dinero), cronologia, temperatura, nivel del mar o ascensor.

LA INVESTIGACION SOBRE LOS PROBLEMAS ADITIVOS

En este apartado resumimos algunas de las investigaciones realizadas sobre los
problemas aditivos que pueden resolverse usando nimeros negativos.

Las investigaciones sobre estos problemas son muy fragmentarias, habién-
dose centrado sélo en algunas de las variables posibles (estructura, posicién
de la incdgnita, contexto, tipos de nimeros ... ) y no existe un cuerpo de
conocimiento sobre el que elaborar y justificar las propuestas curriculares que
tengan como base estos problemas.

Exponemos algunos resultados de las investigaciones que muestran cémo
problemas aparentemente similares son completamente distintos para los alum-
nos, en cuanto a la dificultad y al procedimiento de resolucién que emplean.
La dificultad depende de las variables ya comentadas: estructura, posicién de
la incognita, tipos de niimeros o contexto.

Vergnaud y Durand (1976), en un trabajo realizado con alumnos de pri-
maria, observaron que los problemas de combinacién de variaciones sucesivas
son mas complejos que los de variacion de un estado en todos los casos, cuando
los problemas se enuncian en un contexto de deber-tener.

En Bruno y Martinén (1997b) concluimos que, en general, aunque la es-
tructura del problema condiciona la dificultad, es mds importante la influencia
de la incégnita.

Marthe (1979) realizé un estudio sobre los signos de los nimeros, obser-
vando que en los problemas de combinacién de variaciones, cuando las dos
variaciones tienen signos opuestos son mas complejos que cuando tiene el mis-
mo signo.

Aunque el contexto del enunciado es un factor menos determinante en la
dificultad que la estructura [Bell, 1986], también puede producir, en algunos
casos, diferencias en el éxito. Por ejemplo, el contexto cronologia produce
mayor fracaso que otros. Por otro lado, el contexto deber-tener lleva a mds
éxito en la resolucién por ser de mas facil comprensién, lo que indica que
es un contexto adecuado para iniciar el estudio de estos nimeros [Bruno y
Martinén, 1997b].

Hemos analizado los procedimientos de resolucién, encontrando que los
alumnos resuelven estos problemas con una operacién (con nimeros positivos
o negativos) y/o mediante una representacién en la recta. Hay dos hechos
que parecen claros en cuanto a los procedimientos: por un lado, dependen del
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contexto y de la dificultad del problema, y por otro dependen del alumno que
lo resuelva.

Para la mayoria de los alumnos los contextos deber-tener y cronologia
inducen a un menor uso de la recta que los otros contextos.

También hemos comprobado que hay alumnos que tienen tendencia hacia
el uso de la recta como apoyo para encontrar la solucién y la operaciéon adecua-
da con numeros negativos, mientras que otros no manifiestan esa tendencia.
En general, los alumnos tienen méas seguridad en los resultados que obtienen
en la recta que en los que obtienen a través de una operacion.

Para muchos alumnos hay problemas aditivos especialmente dificiles, y no
consiguen encontrar una operacién adecuada con numeros negativos que re-
suelva el problema. Se hace necesario, por lo tanto, buscar métodos de ensenian-
za que ayuden a establecer relaciones entre el conocimiento abstracto y las
situaciones contextualizadas.

CONCLUSIONES

En estas lineas hemos pretendido situar al lector en la ensenanza de los
numeros negativos. Las ideas que aqui hemos presentado, como ya se comento
al principio, forman parte de la vision que tenemos de la ensenianza de los
ntmeros en general y estan relacionadas con los aspectos que hemos investi-
gado.

Queda mucho por averiguar sobre la ensenanza de los nimeros negativos.
Desde nuestro punto de vista, son necesarias nuevas investigaciones para de-
terminar formas mas eficaces de ensenanza que permitan a los alumnos mode-
lizar situaciones simples mediante el uso de nimeros negativos; es decir, que
los alumnos trasladen situaciones contextualizadas y graficas a la dimension
abstracta y operen correctamente en ella.

En la seccién anterior ha quedado patente que las investigaciones sobre
la resolucién de problemas aditivos con nimeros negativos han dejado sin
responder algunos interrogantes. Se necesitan estudios que establezcan con
claridad las diferencias de dificultad, asi como los distintos procedimientos de
resolucién de los problemas teniendo en cuenta las variables mas relevantes de
los mismos. Ello daria mucha luz sobre el disenio de material curricular para
llevar a cabo una ensenanza que utilice estos problemas. Necesitamos profun-
dizar en los procedimientos de resolucién, especialmente con los problemas de
comparacion, que han sido obviados en muchas investigaciones.

Por dltimo, pocas investigaciones se han referido a los nimeros nega-
tivos en la etapa posterior a la introduccién, es decir, una vez que las ope-
raciones simples estan asimiladas o cuando aparecen en otros campos de las
matematicas. En ese caso, los problemas de investigacion deberian centrarse en
operaciones multiples, en cuestiones de sintaxis, simbologfa y notacién (signos,
uso de paréntesis, reglas, etc.) y en el papel de los negativos en el dlgebra.
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