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Resumen

La presente tesis doctoral se encuadra dentro del marco de la teoria de la fiabilidad y
de la teoria de procesos estocasticos. En este trabajo se presenta un nuevo proceso es-
tocdstico, denominado proceso potencial, que permite modelar tiempos de operatividad
y/o de reparacién en un sistema en deterioro. Para este proceso estocdstico se estudi-
an sus principales propiedades sobre todo las que se refieren a convergencia, érdenes
estocasticos y clases de envejecimiento. La segunda parte de esta tesis se dedica al es-
tudio de una nueva politica de mantenimiento de sistemas reparables que estd basada
en el concepto de reparacion pospuesta. La idea principal de esta politica es que la
reparacion de los fallos que sufre el sistema se pospone hasta un momento en que la
reparacion sea menos costosa. Esta politica de mantenimiento se desarrolla bajo dos
modelos. Para ambos modelos, se analiza el beneficio esperado por periodo laborable
con el fin de determinar cudl es la politica de reparacién 6ptima. Asimismo, se ilustran
los resultados tedricos con ejemplos numéricos.

Abstract

The hallmark of this doctoral thesis is reliability theory and stochastic processes. In
this work, it is presented a new stochastic process called power process, which models
operating and/or repair times of a system with damage. Its main properties are studied,
specially the ones related to convergence, stochastic orders and ageing classes. The
second part of this thesis is dedicated to study a new maintenance policy for repairable
systems, based on the concept of delayed repair. The main idea of it is delaying the
repair of the failures suffered by the system until it is less expensive. This maintenance
policy is developed under two models. For both of them, the expected profit per working
period is analyzed to determine the optimum delayed policy. Also, theoric results are
illustrated with numerical examples.
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Introduccion General

La fiabilidad es una disciplina de la Ingenieria que tiene como propdésito desarrollar métodos
y herramientas para predecir, evaluar y demostrar propiedades relacionadas con los sistemas. En
fiabilidad, un sistema se entiende como una coleccion de dispositivos disenados para realizar una
serie de funciones. Un sistema reparable es un sistema tal que, tras fallar, puede ser restaurado

a un estado de operatividad de algiin modo en lugar de tener que ser reemplazado totalmente.

La fiabilidad comprende diversas areas como son el mantenimiento de sistemas, los proble-
mas de reemplazo de los dispositivos, la modelacién de tiempos de vida de las componentes de

un sistema, el control de calidad de dichos sistemas, ...

El anélisis de sistemas reparables ha sido tema de estudio de ingenieros industriales, prob-
abilistas y estadisticos, dando lugar a numerosas lineas de investigacion sobre esta materia.
Mientras que los estadisticos se dedican a la estimacién de las caracteristicas de los tiempos de
operatividad, los ingenieros industriales se preocupan més por los métodos y medios de mejora
del diseno del sistema bajo unos costes prefijados. Por su parte, los probabilistas dirigen su es-

tudio a las caracteristicas operativas de estos sistemas usando modelos estocésticos apropiados.

En este trabajo, el estudio de la fiabilidad de un sistema se desarrolla bajo un prisma

probabilistico.

XI
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Antecedentes de la teoria matematica de la fiabilidad

Una de las primeras areas de la fiabilidad que fue estudiada de forma mateméticamente
rigurosa fue la de mantenimiento de sistemas, estudios que fueron realizados por Khintchine

(1932).

Las aplicaciones de la teoria de renovacién a problemas de reemplazo fueron discutidas por
primera vez por Lotka (1939), el cual resumié todas las investigaciones previas realizadas en
este drea. Campbell (1941) también se aproximé a los problemas de reemplazo usando técnicas
de teorfa de la renovacién, pero es a Feller (1941, 1949), a quien se le atribuye el desarrollo de

esta teoria como una disciplina matematica.

Los primeros intentos de justificar la distribucién de Poisson como la distribucién de llegada
de llamadas a una centralita sentaron las bases del uso de la distribuciéon exponencial como
la ley de fallos de un sistema complejo. Fueron Ososkov (1956) y Khintchine (1962) quienes

proporcionaron pruebas matematicas rigurosas.

Los trabajos de Davis (1952) y Epstein & Sobel (1953) marcaron el inicio de la hipétesis
ampliamente difundida de considerar la exponencial como distribucién de tiempos de vida.
Davis (1952) presenta datos de fallos y los resultados de varios test de bondad de ajuste para
distribuciones de fallo, que muestran una clara preferencia por la distribucién exponencial. Una
razon fundamental para la popularidad de la distribuciéon exponencial y su amplia explotacion

en fiabilidad es que se obtienen expresiones sencillas para la suma de razones de fallo.

Sin embargo, otros estudios defienden diferentes distribuciones de tiempos de vida. Weibull
(1939) propuso la distribucién que lleva su nombre para describir la duracién de la vida
de los materiales. Posteriormente, Daniels (1945) y Birnbaum (1955) propusieron modelos
matematicos que justificaban el uso de la normal y de la familia de las distribuciones gam-

ma, respectivamente, como distribuciones de tiempos de vida en ciertas situaciones.

Los trabajos de Kao (1956, 1958) fueron los que atrajeron la atencién de nuevo sobre la
distribucién Weibull, interés que se intensificé con la publicacién del trabajo de Zelen & Danne-
miller (1961), que demostraba que muchos tests de tiempos de vida basados en la exponencial

no eran robustos.
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La sofisticacion matematica de la fiabilidad se fue incrementando en paralelo con el crec-
imiento en la complejidad de los sistemas y con el importante papel asumido por los procesos

estocasticos y la teoria relacionada con los mismos.

A partir de los anos 60, una de las principales lineas de investigacion desarrollada fue la
dedicada al mantenimiento de los equipos y sistemas. El monografico de Barlow & Proschan

(1965) marc6 un punto de partida en el estudio de estas politicas de mantenimiento.

Motivacion de la tesis

La idea de deterioro de un sistema es un concepto muy intuitivo. Si consideramos cualquier
dispositivo doméstico (lavadora, television, ....), es razonable pensar que, a medida que la edad
y el uso de dichos dispositivos electrénicos domésticos aumenta, es probable que la propension
a que fallen sea mucho mayor que cuando los adquirimos nuevos. En una gran empresa, el
deterioro de sus equipos a menudo se refleja en unos costes de produccion mas altos y un

descenso en la calidad del producto final.

Este concepto de deterioro, sin embargo, no tiene una definicién matematica universalmente

aceptada y depende de las caracteristicas de cada sistema en particular.

Una de las maneras de modelar estocdsticamente el deterioro de un sistema es utilizar
un proceso estocasticamente monotono, siendo el proceso geométrico uno de los mas utiliza-
dos en fiabilidad. Este proceso geométrico fue introducido por Lam (1988) y presenta diversas
propiedades de convergencia que lo hacen apropiado para la modelacién estocastica de un sis-
tema en deterioro. Sin embargo, presenta el inconveniente de que las variables aleatorias que lo
forman no tienen por qué conservar el mismo soporte. Este hecho puede provocar serios inconve-
nientes sobre todo cuando utilizamos distribuciones de probabilidad de naturaleza discreta. Por
esta razon nos planteamos la posibilidad de construir un proceso estocastico que fuese apropiado
para modelar el deterioro de un sistema reparable pero con la caracteristica de que todas las
variables que lo formaran conservaran el mismo soporte. Como veremos posteriormente, bajo

ciertas condiciones, este proceso incluye al proceso geométrico como caso particular.

Tradicionalmente, en la mayor parte de los trabajos relativos al estudio de sistemas repara-
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bles, los autores consideran que los mecanismos que llevan a cabo la reparacion de los sistemas se
encuentran siempre disponibles. Esta situacién no es realista porque este equipo de reparacion

no estd siempre disponible como observaremos en los siguientes ejemplos.

La hipétesis de disponibilidad inmediata del canal de reparacién llevada a la practica equi-
valdria a que cada vez que alguno de nuestros dispositivos electrénicos domésticos (lavadora,
televisor, ...) o equipos que utilizamos diariamente (coche, ordenador personal, ...) sufren un
fallo, dispondriamos de un equipo de especialistas que estaria siempre disponible para llevar a
cabo la reparacion del mismo. Si alguno de nuestros dispositivos sufre un fallo fuera del horario
laboral (un fin de semana o durante la noche), el canal de reparacién no estarfa disponible para
llevar a cabo la reparaciéon de nuestro utensilio. En determinadas situaciones, si que podria
haber un equipo de reparacién preparado para reparar el dispositivo pero en este caso las horas
extras a pagar serfan muy elevadas debido a que esta reparacion se realiza fuera del horario

laboral (como en cualquier servicio 24 horas).

Pensemos en una méaquina refrigeradora de las que encontramos normalmente en un hiper-
mercado. Al inicio de cada dia, la maquina esta activada y en funcionamiento con numerosos
productos en sus expositores. Si esta méquina sufre un fallo y es reparada, hay que vaciar todos
sus productos y llevarlos a una camara frigorifica para no detener el ciclo de frio de los mismos.
Ademas, en todo el periodo que dura la reparacién, se origina una pérdida debido a que los
clientes no pueden acceder a los productos que exponia. Ahora bien, si el fallo de la maquina no
provoca su parada, parece razonable posponer la reparacién de la misma hasta un periodo en
que no haya clientes y que siga en funcionamiento hasta ese momento. Esta solucién también
provoca un riesgo y es que, al no haber reparado el fallo, se produzca la parada definitiva de la

maquina.

La situacion de no disponibilidad del canal de reparacién es atin més acentuada si consider-
amos alguno de los sistemas que funcionan en un avién (por ejemplo, el hilo musical, el sistema
de video, ...). Si estos sistemas sufren un fallo en pleno vuelo forzosamente la reparacién de los

mismos no se realizara hasta la revisién técnica llevada a cabo en el aeropuerto de destino.

Por estos motivos nos planteamos la posibilidad de introducir una nueva politica de manteni-
miento de sistemas en los que el canal de reparacion no esta siempre disponible y a la que hemos

denominado politica de reparacion pospuesta. Bajo esta politica de mantenimiento la reparacion
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del dispositivo o equipo se retrasa o pospone hasta un periodo en el que el coste debido a la
reparacion del mismo no sea tan elevado. Esta politica de mantenimiento se desarrolla bajo dos
modelos denominados modelo Iy modelo II. En este trabajo se analizan estos dos modelos bajo

el criterio de maximizar el beneficio esperado obtenido suponiendo ciertas condiciones.

Objetivos propuestos

Los objetivos de investigacién perseguidos con esta tesis se pueden agrupar en dos grandes

bloques.

1. Introducir un nuevo proceso estocastico, denominado proceso potencial, apropiado para
modelar tiempos de operatividad y/o de reparacién en un sistema en deterioro como
consecuencia de las reparaciones sucesivas de los fallos, asi como analizar las principales
propiedades de dicho proceso. Las aportaciones realizadas se sitiian tanto en el campo de

la fiabilidad como en el de la teoria sobre procesos estocéasticos.

2. Plantear y analizar un modelo de reparacién de sistemas original y novedoso, al cual
hemos denominado modelo de reparacion pospuesta, que se ajuste a situaciones reales en
las que otros modelos de reparaciéon no son adecuados. Las aportaciones realizadas se

sitian en el campo de la fiabilidad.

Exponemos a continuacion, de forma detallada, los objetivos de investigacién propuestos.
= Con respecto al proceso potencial.

1°) Definir el proceso potencial.

2°) Estudiar diversas propiedades asociadas al mismo: propiedades relacionadas con el
orden, propiedades de convergencia de dicho proceso estocastico y propiedades de

envejecimiento.

3°) Mostrar su aplicacién para modelar tiempos de operatividad y de reparacién de un

sistema en deterioro.
= Con respecto al modelo de reparaciéon pospuesta.

1°) Introducir el concepto de reparacién pospuesta.
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2°) Plantear modelos basados en este concepto y que sean aplicables a situaciones reales.

3°) Analizar el beneficio esperado de dicho modelo.

Organizacion de la tesis

La tesis esta estructurada en cuatro capitulos que detallamos a continuacién.

En el Capitulo 1, de carédcter introductorio, expondremos la teoria fundamental y necesaria
para la comprension de los capitulos posteriores. En este capitulo introductorio se tratardn con-
ceptos relacionados con los sistemas reparables, detallando algunos de los procesos estocasticos
mds usuales a la hora de modelar el funcionamiento de un sistema reparable. Se expondran
también diferentes clases de envejecimiento asociados a estos procesos estocasticos. Por tltimo
se presentaran diversas politicas de mantenimiento que rigen el comportamiento de un sistema

reparable.

El Capitulo 2 se dedica al estudio del proceso potencial. Se obtendrdan resultados acerca
del orden estocastico, la convergencia de dicho proceso y propiedades de envejecimiento del
mismo. Finalmente, aplicamos estos procesos a la modelacién de tiempos de operatividad y de
reparacion de tipo discreto en un sistema que se deteriora debido a las reparaciones sucesivas

de fallos.

En los Capitulos 3 y 4 desarrollamos los objetivos propuestos en torno al modelo de
reparacion pospuesta. En el Capitulo 3 introducimos un modelo, denominado modelo I de
reparacion pospuesta, y en el Capitulo 4 introducimos el modelo II de reparacion pospuesta. En
ambos casos, analizamos el beneficio esperado del sistema y confirmamos la validez del modelo.

Asimismo, en cada caso, mostramos aplicaciones numéricas del mismo.

Una vez realizada la exposicién de todos los capitulos analizaremos las conclusiones finales
de los mismos. Finalmente dedicaremos un apartado a presentar futuras lineas de investigacién

a las que consideramos que puede dar lugar este trabajo.



Capitulo 1

Politicas de Mantenimiento en Sistemas

Reparables

Este capitulo tiene por objeto situar al lector en el marco conceptual adecuado y sentar
las bases tedricas necesarias para la comprension de los capitulos posteriores. En la primera
seccion introducimos los sistemas reparables y presentamos diferentes modelos estocasticos de
los mismos. A continuacién, en la siguiente seccién, mostramos la teoria esencial sobre érdenes
estocasticos y clases de envejecimiento de variables aleatorias. Finalmente realizamos un breve
repaso de politicas de mantenimiento de sistemas reparables para pasar a introducir la politica

de reparacién pospuesta que desarrollaremos posteriormente en los Capitulos 3 y 4.

1.1. Modelado estocastico de sistemas reparables

Segun la Real Academia Espanola, un sistema “es un conjunto de cosas que relacionadas
entre si ordenadamente contribuyen a determinado objeto”. En fiabilidad, como ya comentamos
en la Introduccién General, un sistema se entiende como una coleccién de dispositivos (que
pueden ser mecdnicos, eléctricos, ...) disenados para realizar una serie de funciones. Un sistema
reparable es un sistema tal que, después de fallar por realizar sus funciones, puede ser restaurado

a un estado de operatividad por algin método determinado en lugar de tener que producirse
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el reemplazo total del sistema. La mayoria de los sistemas que nos encontramos en la préctica
son reparables: un coche, un ordenador, un electrodoméstico, ... Por el contrario, un sistema
no reparable es aquel en el cual sélo puede ocurrir un fallo y tras el mismo el sistema queda
completamente inutilizado. Ejemplos de sistemas no reparables pueden ser una bombilla. En
caso de que el sistema sea reparable, el equipo que lleva a cabo la reparacion se suele denominar

canal de reparacion.

Consideremos un sistema formado por una serie de dispositivos y sometido a fallos los
cuales son reparados en el canal de reparacién. Denotemos por X;, ¢ > 1, la variable aleatoria
que representa el tiempo de operatividad del sistema después de su (i — 1)-ésima reparacion.
Anélogamente, denotamos por Y;, ¢ > 1, la variable aleatoria que representa el tiempo de

reparacion del sistema al sufrir el i-ésimo fallo.

Tradicionalmente, los procesos estocéasticos que se han usado para modelar la sucesion de
los tiempos de operatividad y de reparacién son los procesos de Poisson, los procesos de Poisson
no homogéneos, los procesos de renovacion y los procesos de renovacion alternados. Antes de
recordar las caracteristicas de cada uno de ellos, definimos los procesos de conteo que se utilizan
para contar el nimero de sucesos de algiun tipo que han ocurrido durante un determinado
periodo de tiempo, por ejemplo, el nimero de fallos ocurridos en un sistema durante un espacio
de tiempo. Una informacién méds amplia sobre este tipo de procesos se puede encontrar, por

ejemplo, en Ross (1996).
Definicién 1.1.1 Un proceso de conteo se define como un proceso estocdstico {N(t),t > 0},
donde N(t) representa el nimero de sucesos ocurridos hasta el instante t, tal que

1. N(t) toma valores en Z*.

2. Sis<t, N(s) < N(t).

3. Sis<t, N(t) — N(s) es el nimero de sucesos ocurridos en el intervalo (s,t].

Todo proceso de conteo lleva asociadas dos sucesiones: la sucesién de tiempos entre llegadas

{Wy,n > 1} y la sucesién de tiempos de llegada {S,,n > 0}.

W, es el tiempo entre la ocurrencia del (n — 1)-ésimo y el n-ésimo suceso.
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S, es el instante de ocurrencia del n-ésimo suceso que se define como sigue

Sp=Y Wi, ¥n>1, Sy =0,

=1

o bien utilizando el proceso de conteo asociado

Sy =nf{t: N(t) =n}.

Observacién A partir de la sucesién {S,,n > 0} podemos definir
N(t) =sup{n e N: S, <t}.

De entre todos los procesos de conteo toma una especial importancia el denominado proceso de
Poisson pues es una herramienta de modelado natural en numerosos problemas de probabilidad
aplicada. El monografico de Tijms (2003) cuenta con numerosos ejemplos practicos de procesos

de Poisson.
Definicién 1.1.2 Un proceso de conteo {N(t),t > 0} se dice que es un proceso de Poisson de
tasa X\, donde A > 0, si

1. N(0)=0.

2. Posee incrementos independientes: fijado s, N(t) es independiente de N(t +s) — N(t).

3. N(t) ~ P(\t), Vt > 0.

Observaciones

1. De la definicién se deduce que {N(t),t > 0} posee incrementos estacionarios: dado s, la

distribucién de N(t + s) — N(t) es la misma V¢ > 0.

2. Para un proceso de Poisson de tasa A, los tiempos entre llegadas W,,, n > 1 son vv.
aa. i.i.d. segin una exponencial de pardametro A. Los tiempos de llegada se distribuyen

mediante una gamma: S, ~ G(n, A).
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3. La hipdtesis de tiempos entre llegadas exponencialmente distribuidos puede parecer a
priori muy restrictiva. Sin embargo, el proceso de Poisson es un excelente modelo para
numerosos fenémenos que nos encontramos de forma cotidiana (consultar Khintchine

(1932)).

0

Veamos un ejemplo de proceso de Poisson. Supongamos que un sistema en el instante inicial
se encuentra operativo. El sistema falla transcurrida una cantidad aleatoria de tiempo expo-
nencialmente distribuida y un nuevo sistema es puesto en su lugar mediante un reemplazo
instantdaneo. Del mismo modo, transcurrido un tiempo aleatorio distribuido exponencialmente,
el nuevo sistema falla y es reemplazado instantdneamente por uno nuevo e idéntico. Si los
tiempos de fallo X, Xo,... de los sucesivos sistemas son independientes e idénticamente dis-
tribuidos, el proceso {N(¢),t > 0} que cuenta el nimero de fallos hasta el instante ¢, es un

proceso de Poisson.

Otro proceso estocastico de conteo es el proceso de Poisson mo homogéneo, que generaliza
al proceso de Poisson ya que permite definir una tasa de llegadas no necesariamente constante
a lo largo del tiempo. Se utiliza para modelar situaciones en las que la tasa de llegadas fluctia

de manera significativa en el tiempo.

Definicién 1.1.3 Un proceso de Poisson no homogéneo con funcion de intensidad A(t), t > 0,
es un proceso de conteo {N(t),t > 0} tal que:

1. N(0)=0.

2. Posee incrementos independientes.

3. P[N(t+h)— N(t) > 2] =o(h).

4. PIN(t+h)—N() =1] = Xt)h + o(h).
El proceso de renovacion es una herramienta muy 1til en el andlisis de modelos de fiabilidad.
El motivo es que numerosos procesos estocdsticos son regenerativos, i.e., el comportamiento del

proceso a partir de ciertos instantes es una réplica probabilistica exacta del proceso desde el

instante inicial.
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La teoria de la renovacion tuvo su origen en la ciencia actuarial y no sélo tiene aplicacion en
el campo de la fiabilidad sino que también es muy utilizada en teoria de colas. Gran parte de la
teorfa de los procesos de renovacién puede encontrarse en el trabajo de Smith (1958). Debido a
su amplio uso en el analisis de modelos de probabilidad aplicados, la bibliografia sobre procesos
de renovacién es extraordinariamente amplia. En el monografico de Tijms (2003) se dedica un
capitulo a la teoria de renovaciéon con numerosos ejemplos practicos de teoria de colas, teoria de
inventarios y teorfa de la fiabilidad. En los libros de Kulkarni (1995, 1999) se detallan numerosos

ejemplos del empleo de procesos de renovacion en modelado estocastico.

Definicién 1.1.4 Un proceso de renovacién es un proceso de conteo {N(t),t > 0} donde los

tiempos entre llegadas Wy, son i.i.d.

Observaciones

1. El proceso de renovacion generaliza al proceso de Poisson, pues para este tdltimo los

tiempos entre llegadas son i.i.d. segin una distribucién exponencial.

2. Para un proceso de renovacién, la distribucién del proceso de conteo N (t) puede obtenerse
teniendo en cuenta que

N({t)>n & S, <t.

Asi,
P[N(t) = n] = FP(t) = F"*D(t),

siendo F™ la convolucién n-ésima de la funcién F', que denota la funcién de distribucién

de W,, n > 1.

0

Asociadas al proceso {N(t),t > 0} existen dos funciones muy importantes y que juegan un
papel fundamental en el desarrollo de la teoria de renovacion. Estas dos funciones son la funcion
de renovacion y la densidad de renovacion. La funcién de renovacién es el nimero esperado de
renovaciones que se producen en (0,t] y la densidad de renovacién es la derivada de la funcién
de renovacion.

d

V(t) = EIN@)], o(t) = ZV(0):



6 Capitulo 1

= En el caso de un proceso de Poisson de tasa A, es inmediato que

Definicién 1.1.5 Un proceso de renovacion alternante es un proceso estocdstico {( X, Yn),n >

1}, tal que {X,,,n > 1} e {Y,,n > 1} son procesos de renovacion.

Los procesos de renovacién alternante modelan sistemas que pueden estar en dos estados: op-
erativo o en reparacién. Inicialmente, el sistema estd operativo y permanece en este estado
durante una cantidad de tiempo aleatoria X7 tras lo cual sufre un fallo y es reparado con una
duracién de tiempo aleatoria Y;. Finalizada la reparacién vuelve a estar operativo con una du-
racion de tiempo aleatoria X5 y transcurrido ese tiempo es reparado transcurrido una duraciéon
de tiempo aleatoria Ys y asi sucesivamente. Las vv. aa. {X,,,n > 1} corresponden a los tiempos
de operatividad del sistema y dan lugar a un proceso de renovacién. Analogamente, las vv.
aa. {Y,,,n > 1} corresponden a los tiempos de reparacién y llevan asociadas otro proceso de

renovacién. También el proceso {Z,,,n > 1} donde Z, = X,, +Y,, es un proceso de renovacién.

1.2. Tiempos de vida

En fiabilidad, cuando se habla de tiempo de vida de un dispositivo nos estamos refiriendo
al tiempo transcurrido desde su puesta en funcionamiento hasta que dicho dispositivo falle.
Sin embargo, estos tiempos de vida son también estudiados en multiples dreas de la Ciencia.
Por ejemplo, en Medicina, la duracién del tiempo de vida de un paciente se entiende como
la supervivencia de un paciente que sufre una determinada enfermedad y es sometido a un
tratamiento médico. En Demografia aparecen estos tiempos de vida, por ejemplo, cuando se

estudia el tiempo que un individuo permanece en un determinado pafis.
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En un modelo de fiabilidad, la eleccién de las distribuciones de probabilidad de los tiempos
de vida no es una cuestion sencilla. Una de las distribuciones de probabilidad mas utilizadas es la
distribucién exponencial cuyas propiedades analizaremos posteriormente. Otras distribuciones
que modelan tiempos de vida son la gamma, la distribucién tipo fase continua, la Weibull, la

normal truncada, la lognormal y la distribucion de valores extremos modificados.

Las distribuciones de probabilidad tipo fase son un tipo de distribuciones de probabilidad
muy versatil. Como ejemplos de su uso en fiabilidad como distribuciones de tiempo de vida
podemos citar los trabajos de Neuts & Meier (1981), Bhattacharjee & Neuts (1981) y, méds
recientemente, Aalen (1995), Neuts et al. (2000), ?) y Pérez-Océn & Ruiz-Castro (2004) en-
tre otros. Un anélisis pormenorizado de sus propiedades y su uso en numerosas ramas de la

probabilidad aplicada viene detallado en el monogréfico de Neuts (1995).

Consideremos una CMTC {X(¢),t > 0} con espacio de estados {1,...,m + 1}, de modo
que los estados 1,...,m sean transitorios y m + 1 sea un estado absorbente. Supongamos que

la matriz de intensidades de transicién de la cadena es de la forma

T 7°
0 0

de modo que T es una matriz cuadrada de orden m que verifica

Ty <0, Vi=1,...,m Ty>0,Vi#j (1.2)

T1+7° =0, (1.3)
donde 1 es un vector columna de dimensiones apropiadas formado por unos.

Ademéds, sea (a, a,11) el vector de probabilidades iniciales de la CMTC, con
a=(a,...,an), a; = P[X(0)=1], al + apms1 = 1. (1.4)

Definicién 1.2.1 Una v.a. continua con soporte [0,00) se dice que sigue una distribucion tipo

fase si su funcion de distribucion corresponde a la de la v.a.

T=1nf{t: X(t) =m+1},
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que representa el tiempo hasta la absorcion en una CMTC {X (t),t > 0} que verifica las hipdtesis
(1.1-1.83) y cuyo wvector de probabilidades iniciales verifica (1.4). El par (a,T) se denomina

representacion de la distribucion tipo fase.

Se prueba (ver Neuts (1995)) que la funcién de distribucién tipo fase con representacion (o, T')
viene dada por

F(t)=1—aexp(Tz)e, t >0
y su funcién de densidad por

f(t) = aexp(Tz)T°, t > 0.

Aunque la mayoria de las ocasiones los tiempos de vida de un sistema se modelan utilizando
distribuciones de probabilidad de tipo continuo, en determinadas ocasiones se necesita utilizar
distribuciones de probabilidad discretas. Por ejemplo, podemos pensar en el caso de un dispos-
itivo que es controlado cada cierta unidad de tiempo de modo que los posibles fallos del mismo
se van a encontrar cuando sea controlado, esto es, en tiempo discreto. Otro ejemplo puede ser
una pieza de un equipo que opere por ciclos, con lo que su tiempo de vida es el niimero de ciclos
completados con éxito antes del fallo. Un caso claro es el de una fotocopiadora, cuya duracién
de su tiempo de vida se mide por el nimero de copias que ha producido hasta el fallo, o el
de un interruptor, para el cual se mide el nimero de ciclos de encendido/apagado que se han
completado antes del fallo. Distribuciones de probabilidad de naturaleza discreta que suelen
emplearse como distribuciones de tiempos de vida son la geométrica, la binomial, la binomial
negativa, la Poisson, la distribuciéon tipo fase discreta y la Weibull discreta.

En tiempo discreto, la definicién de distribucién tipo fase es andloga al caso continuo.

Sea {X,,,n > 0} una cadena de Markov en tiempo discreto (CMTD) con espacio de estados
{1,...,m+ 1} y con matriz de transicién

o TO . (1.5)
0 1
Definicién 1.2.2 Una v.a. discreta con soporte {0,1,...} sigue una distribucion tipo fase disc-

reta si su distribucion de probabilidad viene dada por

Po = Qm41, Pk = oTH 170 k=1,2,...
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donde T es una matriz cuyos vectores columna suman 1, tal que I, — T es no singular, (siendo
I, la matriz identidad de orden m), verifica (1.5) para cierta CMTD y (o, tm1) es el vector de
probabilidades iniciales, que cumple (1.4). El par (o, T) es la representacion de esta distribucion

tipo fase.

Se puede comprobar (ver Neuts (1995)) que la funcién generatriz de probabilidad de un dis-

tribucidn tipo fase discreta con representacién («,T) es de la forma

P(2) = a1 + za(l, — 2T) 71710,

Generalmente, el estudio del modelo de un sistema reparable utilizando distribuciones de
tiempo de vida de naturaleza discreta presenta mads inconvenientes que cuando se consider-
an distribuciones de tiempo de vida de naturaleza continua. Sin embargo, este anélisis puede
simplificarse si consideramos el siguiente procedimiento introducido por Alfa (2004) y aplicado
en problemas de fiabilidad en los trabajos de Alfa & Castro (2002) y Castro & Alfa (2004).
Este procedimiento relaciona la distribuciéon de probabilidad de una variable aleatoria discreta
general con la distribuciéon de probabilidad de una variable aleatoria tipo fase discreta y viene

detallado a continuacién.

Si X es una v.a. discreta con soporte Sx = {1,2,..., M} y probabilidades asociadas

M
i=1

entonces X puede representarse como una distribucién tipo fase discreta con representacién
(o, T) donde
0 0
Ip—1 O

a:(p17p27"'7p1\/[)7 T=

siendo Ip;_1 la matriz identidad de orden M-1.

Este modelo tipo fase de una v.a. discreta incluye numerosas ventajas en teoria de la fia-
bilidad ya que permite el estudio del comportamiento del sistema como una cadena de Markov

simplificando el calculo de las medidas de operatividad asociadas al mismo.

Dos funciones muy utilizadas para comparar entre diferentes distribuciones de tiempos de

vida son la funcidn de supervivencia 'y la funcion razén de fallos que definimos a continuacién.
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En lo sucesivo, denotaremos por X la variable aleatoria que representa el tiempo de vida de un

dispositivo .

Definicién 1.2.3 Sea F' la funcion de distribucion de una variable aleatoria X. Llamamos

funcidn de supervivencia o de fiabilidad de X a la funcion

Obviamente, F(t) = P[X > t] representa la probabilidad de que el tiempo de vida de un

dispositivo sobrepase el instante t.

Definicién 1.2.4 Si X es una v.a. continua con funcion de densidad f, se define la funcion

razon de fallos, o funcion tasa de fallos, como

"= fa t=0

siempre que F(t) # 0.

La interpretacion probabilistica de esta funcién es la siguiente: r(t)dt representa la probabilidad

de que un dispositivo de edad ¢ sufra un fallo en el intervalo (¢,t + dt).

Observacién La funcién razén de fallos de una v.a. determina de manera univoca la dis-

tribucién de la misma, pues

siendo K cierta constante, luego

F(t) = Cexp [— /Otr(x)dx} .

Tomando ¢ = 0, se obtiene C' = 1. Por tanto,

Ft) = exp {— /0 t r(a?)dx} .

También podemos definir la funcién razén de fallos para vv.aa. discretas.
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Definicién 1.2.5 Dada una v.a. discreta X, con soporte {xg,x1,...} y probabilidades dadas
por

P[X = ;] = p;, donde p; >0,¥i=0,1,..., Zpi =1, (1.6)
i>0
se define la funcion razon de fallos como
Pk
r(k) = =——, k=0,1,...
2>k Pi
Nétese que r(k) es la probabilidad de que se produzca un fallo en el dispositivo en el instante

x, condicionado a que no se haya producido ningin fallo hasta ese momento.

Observaciéon Como en el caso continuo existe una expresion de la funcién razén de fallos r

para una variable aleatoria discreta en funcién de su funcién de supervivencia F.

F(.’I,‘kfl) — F(l’k) .

r(k) = Flon )

1.2.1. Ordenes estocasticos

Un problema que se presenta frecuentemente es la comparacién de tiempos de vida. Diversos
ordenes, denominados 6rdenes estocasticos de manera genérica, han sido establecidos segin el
contexto de aplicacién y en funcién de los elementos comparativos. Por ejemplo, puede interesar
en unos casos distinguir entre dos distribuciones cudl tiene mayor razén de fallos. En otros casos,
sin embargo, podemos estar interesados en determinar cual de las dos distribuciones tiene mayor

funcién de supervivencia.

Definicién 1.2.6 Dadas dos vv.aa. X eY, con funciones de supervivencia Fx y Fy respecti-

vamente, se dice que X es estocdsticamente mayor que Y, y se denota X >4 Y, si

Fx(t) > Fy(t), Vt>0. (1.7)
Un concepto de dominacion estadistica méas estricto es el orden de la razon de fallos.

Definicién 1.2.7 Dadas dos vv.aa. X e Y con funciones de supervivencia Fx y Fy respec-
tivamente, se dice que X es mayor que Y segun el orden de la razon de fallos, y se denota

X >p, Y, sila funcién Fx(t)/Fy (t) es creciente Vt > 0.
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En el caso continuo, si rx y ry son las razones de fallo de X e Y respectivamente,
X>nY < Tx(t) < ’I’y(t), Vvt > 0.

Definicién 1.2.8 Dadas dos vv.aa. continuas X e Y con funciones de densidad fx y fy
respectivamente, se dice que X es mayor que Y segun el orden de la razon de verosimilitud, y

se denota X >, Y, si la funcidn fx(t)/fy(t) es creciente ¥t > 0.

Cuando los soportes de X e Y poseen el mismo limite inferior, la relacién existente entre

estos Ordenes es la siguiente:
XZ[TY:>X2th:>XZStY

Para mas detalles sobre 6rdenes estocasticos, consultar el monografico de Shaked & Shanthiku-

mar (1994).

1.2.2. Clases de envejecimiento

Las distribuciones de los tiempos de fallo pueden clasificarse dependiendo de que la funcién
tasa de fallos r sea creciente, decreciente o constante, lo cual tiene el significado fisico de que, a
medida que aumenta la edad cronolégica del equipo o dispositivo, la probabilidad de que sufra

un fallo aumenta, disminuye o permanece constante.

La clase de las distribuciones de probabilidad con razén de fallos creciente ha recibido una
gran atencién en la literatura de fiabilidad debido a la tendencia natural de algunos sistemas a
fallar con mayor frecuencia como consecuencia del uso, la edad o el desgaste sufrido a lo largo

del tiempo. Por ejemplo, como ocurre con un coche, un ordenador, ...

En cambio, existen distribuciones de probabilidad con razén de fallos decreciente, es decir,
una mejora de la fiabilidad del sistema con el tiempo. Este puede ser el caso de estudios clinicos
de supervivencia de pacientes que se recuperan de una intervenciéon quirirgica, debido a que el

riesgo de muerte o de recaida disminuye a medida que transcurre el postoperatorio.

La razén de fallos constante aparece a menudo en situaciones en las que se cuenta el niimero
de determinados sucesos ocurridos por unidad de tiempo. Por ejemplo, cuando se mide el tiempo

transcurrido entre dos llamadas telefénicas independientes a una centralita.
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Veremos posteriormente que la razon de fallos constante caracteriza a la distribucién ex-
ponencial y, aunque pueda parecer que esta distribucion tiene una aplicacién limitada, en la
préactica no ocurre asi. Consideremos un sistema formado por numerosos componentes donde
cada uno de estos componentes funciona de manera individual pero de modo que todos el-
los pueden considerarse como una tnica unidad. Bajo ciertas condiciones, Barlow & Proschan
(1965) probaron que la distribucién de los tiempos entre fallos de este equipo tiende a una dis-
tribucién exponencial cuando la complejidad del equipo y el tiempo de operatividad del mismo

aumentan.

El caso de la exponencial es paraddjico pues la mixtura de distribuciones exponenciales
posee razén de fallos decreciente. Barlow & Proschan (1975) mostraron que dicha mixtura
era la distribucién apropiada para modelar los fallos que se producian en los sistemas de aire

acondicionado de los aviones.

Veamos estos conceptos de manera formal. Para un amplio andlisis consultar los trabajos

de Barlow & Proschan (1981) y Deshpande et al. (1986).

Definicién 1.2.9 Sea una v.a. X con funcion razon de fallos r. Se dice que X tiene razon de

fallos creciente, o que X es IFR (increasing failure rate), si la funcidn r es creciente.

Andlogamente se dice que X tiene razdn de fallos decreciente, o es DFR (decreasing failure

rate), si r es decreciente.

Distribuciéon exponencial

Es la més conocida y estudiada de las distribuciones de tiempos de fallo. Esta distribucién

de probabilidad se define como sigue

Definicién 1.2.10 Una v.a. X sigue una distribucion exponencial de pardmetro A, donde A > 0

y lo denotamos mediante X ~ exp (N), si su funcion de densidad es de la forma
ft) =xe™M, t>0.
La funcién de supervivencia para dicha variable aleatoria viene dada por

F(t)y=e, t>0.



14 Capitulo 1

Observaciones

1. Nétese que si X ~ exp (A),
f(t) = AF(t), t >0,

debido a lo cual la razén de fallos de X es constante e igual a A
r(t)=X\ t>0.

Esta caracteristica determina de manera univoca la distribucién exponencial, esto es, si

una v.a. X posee razén de fallos constante igual a A, entonces X ~ exp ().

2. La propiedad fundamental de la distribucién exponencial es la llamada propiedad de

pérdida de memoria. Si X es exponencial,
PX >t+s|X >s]=P[X >t], Vt,s > 0. (1.8)

Supongamos que X representa el tiempo de vida de un objeto. Entonces (1.8) establece
que la probabilidad de que el objeto viva al menos ¢t 4+ s unidades de tiempo (u.t.),
supuesto que ha sobrevivido s u.t., es la misma que la probabilidad de que viva al menos
t u.t. En otras palabras, si el objeto sobrevive un tiempo ¢, la distribucién del tiempo
de vida restante es la distribucién del tiempo de vida original. Utilizando la funcién de

supervivencia, la propiedad de pérdida de memoria puede formularse como

F(t+s)=F(t)F(s), Vt,s > 0.

3. Lapropiedad de pérdida de memoria determina univocamente la distribucién exponencial.

Si X es una v.a. cuya funcién de supervivencia verifica la ecuacién funcional

gt +s) = g(t)g(s),

las unicas soluciones de tal ecuacién que poseen propiedades de monotonia y continuidad
a la izquierda o a la derecha son aquellas de la forma g(t) = e~*, donde A > 0 (para més

detalles, consultar Ross (1996)).
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4. Si X es una v.a. con funcién de distribucion Fx e Y es una v.a. exponencial de parametro

A, entonces se verifica que
1
Fxiv(t) = Fx(t) — XfXJrY(t)’ vt >0, (1.9)

donde Fxyty v fx+v son las funciones de distribucion y de densidad respectivamente de

lava. X +Y.

0

La distribuciéon exponencial es analiticamente sencilla de manejar pero sus propiedades
también la hacen inadecuada para describir los tiempos de vida de aquellos dispositivos cuya

probabilidad de sufrir un fallo aumenta o disminuye de algiin modo con la edad.

Otra de las curvas tipicas que adopta la razén de fallos es la forma de banera y la de banera

invertida.

A grandes rasgos, decimos que la funcién razén de fallos tiene forma de banera si es una
funcién decreciente en un primer tramo de valores, constante en un segundo tramo y creciente
en el dltimo tramo. De ahi su nombre, porque adopta la forma de una banera. La vida de un
ser humano sigue este patréon. La primera zona, que se suele denominar zona de mortalidad
infantil, se caracteriza porque la probabilidad de morir decrece con la edad. La segunda zona
es una zona estable, en la que la que la probabilidad de muerte es constante y, a partir de una

edad, esta probabilidad va aumentando.

La razon de fallos tiene forma de banera invertida si es creciente en un primer tramo
de valores, constante en un segundo tramo y decreciente en el tltimo tramo. Por ejemplo,
supongamos el caso de una persona dispuesta a dejar de fumar. Al principio, existe una fase en
que la determinacion de no fumar es alta, pero la probabilidad de fallar en su intento y fumar un
cigarro ird aumentando con el tiempo hasta llegar a una fase critica (aproximadamente entre el
tercer y el décimo dia desde que dej6 de fumar), en la cual la probabilidad de recaer es méxima.

Superada esa fase critica, la probabilidad de volver a fumar va decreciendo con el tiempo.

Formalmente definimos una funcién con forma de banera y de banera invertida como sigue.

Definicién 1.2.11 Dada una funcién g(t) definida en (0,00) se dice que tiene forma de banera,

o0 es tipo B (bathtub), si existen t; <ty € (0,00) tales que
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= ¢'(t) <0, tel0,t1),
L] g/(t) =0, te [tl,tg],
w g'(t) >0, t >t

Andglogamente g(t) tiene forma de banera invertida, o es tipo U (upside down bathtub), si existen

t1 <ty € (0,00) tales que
= g'(t) >0, t€0,t1),
L] g/(t) =0, te [tl,tQ],

w g'(t) <0, t >t

Los puntos t1 y t2 se denominan puntos de cambio.

Funcién tipo B Funcién tipo U

En los mismos términos, se tiene la definicién anterior para funciones de naturaleza discreta.

Definicién 1.2.12 Dada una funcion g(k) definida en k = 0,1,..., se dice que tiene forma de

bariera o es tipo B (de baniera invertida o es tipo U), si existen ny < ng € {0,1,...} tales que
w glk)—glk—1)<(>)0, k=1,...,nq,
w glk)—glk—1)=0, k=n1+1,...,n2,
v glk)—glk—1)>(<)0, k=na+1,...

A los puntos n; y na se les denominan puntos de cambio.

Asociados a la funcién razén de fallos, también se definen las clases IFRA y DFRA.
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Definicién 1.2.13 Sea X una v.a. continua con funcion de supervivencia F y funcion razon

de fallos r. Se dice que X tiene razén de fallos creciente en media, o que es IFRA (increasing

% /Ot r(u)du

es creciente ent > 0 o equivalentemente si la funcion F(t)

failure rate average), si la funcion

1t es decreciente en t > 0.

X tiene razon de fallos decreciente en media, o es DFRA (decreasing failure rate average),

% /Ot r(u)du

es decreciente en t > 0 o equivalentemente si la funcién F(t)Y/ es creciente en t > 0.

St

Definicién 1.2.14 Si X es una v.a. discreta con funcion de supervivencia F, se dice que X

es IFRA (DFRA) si F(k)Y* es decreciente en k =1,2,...

Observacién Si X es IFR (DFR) entonces es IFRA (DFRA). 0

Existen también resultados que nos muestran la relacién existente entre el comportamiento
de F‘(t)l/t y el hecho de que la funcién razén de fallos sea tipo B o tipo U. Estos resultados
pueden encontrarse en los trabajos de Mi (1993) y Mi (1995) pero contiene un error (véase San-
judn & Castro (2004)) que detallamos en el Apéndice de esta tesis doctoral. Bajo las aclaraciones

expuestas en el citado Apéndice se tienen los siguientes resultados.

Teorema 1.2.1 Sea X una v.a. continua con funcion razdn de fallos tipo B (tipo U) y puntos
de cambio t1 y to. Entonces, la funcion F(t)Y/! o bien es tipo U (tipo B) con un tinico punto

de cambio o bien es estrictamente creciente (decreciente).

Teorema 1.2.2 Sea X una v.a. discreta con soporte {1,2,...,} y funcién razén de fallos tipo
B (tipo U) y puntos de cambio ny y no. Entonces, la funcion F(k)'/* o bien es tipo U (tipo B)
(con un dnico punto de cambio mg o dos puntos de cambio mg y mo—+1) o bien es estrictamente

creciente (decreciente).

Otro concepto de envejecimiento es el denominado nuevo mejor que usado.
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Definicién 1.2.15 Dada una v.a. X continua con funcion de supervivencia F', se dice que X

es nueva mejor que usada, o que es NBU (new better than used), si

S]]

Ft+2z)<F@t)F(z), t>0, x>0. (1.10)

Se dice que X es nueva peor que usada, o que es NWU (new worse than used), si

ST

F(t+z)> F(t)F(z), t>0, 2>0. (1.11)

Si X representa el tiempo de vida de un dispositivo o equipo, que X pertenezca a la clase
NBU (NWU) significa que la probabilidad de que dicho dispositivo sobreviva un tiempo x, dado
que ha sobrevivido un tiempo ¢, es menor (mayor) que la probabilidad de que el dispositivo

sobreviva un tiempo .

La distribucién exponencial es la inica que satisface la igualdad en (1.10) y (1.11) lo cual

es equivalente a la propiedad de la pérdida de memoria (1.8).
En el caso discreto, la definicién es andloga:

Definicién 1.2.16 Dada una v.a. X discreta con funcion de supervivencia F, se dice que X
es NBU (NWU) si
F(k+j) < (2)F(k)F(j), k,j=0,1,...

Vida media residual

Una funcién fundamental para estudiar el comportamiento de las distribuciones de tiempos
de fallo es la llamada vida media residual a partir de cuyas propiedades se definen las clases DM-
RL, IMRL, IDMRL y DIMRL. El articulo de revisién de Guess & Proschan (1988) proporciona
un buen resumen de la teoria sobre la vida media residual asi como una extensa bibliografia.

Asimismo, Bradley & Gupta (2003) estudian el comportamiento limite de esta funcién.

Definicién 1.2.17 Sea X wuna v.a. que representa el tiempo de vida de un dispositivo con
funcion de supervivencia F. Se define la vida residual en el instante t como la v.a. X; =

[X — t|X > t] que posee funcion de supervivencia
_ F(t+z)
Fi(z) = ——2 2>0,

t(z) F@) T >

siempre que F(t) > 0.
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Definicién 1.2.18 Dada una v.a. continua X, se define su funcion de vida media residual

como

Observaciones

1. La funcién vida media residual puede expresarse como

* F(u)
()

siempre que F(t) > 0.
2. Si pu = E[X], entonces m(0) = p.

3. Como la funcién razén de fallos, la vida media residual es un concepto condicional. Sin
embargo, mientras que r(t) proporciona informacién acerca del instante justo después de
t, m(t) considera la informacién de todo el intervalo de tiempo después de ¢, puesto que

representa la vida media de un objeto de edad ¢ a partir del instante .

4. Al igual que ocurre con la funcién razén de fallos, la vida media residual de una v.a.

determina de manera univoca su distribucién de probabilidad mediante la igualdad

Ft) = [ /m dx],te[O,F‘l(l)),
F(t) = 0, t>F

donde F~1(1) =sup{t > 0: F(t) < 1}.
La demostracién de esta igualdad se puede consultar en Hall & Wellner (1981).

5. Anteriormente se comenté que, si X es una v.a. con razén de fallos constante, entonces X
sigue una distribucién exponencial. De manera andloga, si la funcién vida media residual

de una v.a. X es constante, X sigue una distribuciéon exponencial.

6. Las funciones razén de fallos y vida media residual estan estrechamente relacionadas. En

el caso continuo, cuando m y r existen, se verifica la siguiente relacién entre ambas

m/(t) = m(t)r(t) — 1, Vt > 0.
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Esta igualdad se prueba en Calabria & Pulcini (1987).

Mas propiedades acerca de la relacién entre las funciones 7 y m se pueden encontrar en

Gupta & Bradley (2003).

En el caso discreto, la funcién vida media residual se define como sigue.

Definicién 1.2.19 Sea X una v.a. discreta con soporte {xg,x1,...} y funcidn de supervivencia

F. Se define la funcién vida media residual de dicha variable como

Zizk F(a;) .
m(k):w, k=0,1,...

Definicién 1.2.20 Dada una v.a. X con funcion vida media residual m decimos que dicha
variable tiene vida media residual decreciente, o que es DMRL (decreasing mean residual life),

st m(t) es una funcién decreciente en t.

Asimismo X tiene vida media residual creciente, o es IMRL (increasing mean residual life),

st m(t) es creciente en t.

La clase de distribuciones DMRL modela tiempos de fallo en los que el envejecimiento es
adverso y deteriora el objeto. Cuanto mayor es la edad del mismo, el tiempo de vida esperado
es menor. Barlow et al. (1963) muestran que ésta es una clase natural en fiabilidad. Otros
trabajos relacionados con esta clase de distribuciones son Barlow & Proschan (1965) y Chen

et al. (1983). Este tiltimo contiene una excelente discusién acerca de los usos de la clase de las

distribuciones DMRL.

En cuanto a la utilizacién de las distribuciones IMRL, podemos citar los trabajos de Morri-
son (1978) y Brown & Proschan (1983), que analizan la aproximacién de distribuciones IMRL

mediante exponenciales.
Definicién 1.2.21 X es nueva mejor que usada en esperanza, o es NBUE (new better than
used in expectation), si su funcidn vida media residual verifica

m(t) <m(0), t > 0.



Politicas de Mantenimiento en Sistemas Reparables 21

Asimismo, X es nueva peor que usada en esperanza o NWUE (new worse than used in expec-
tation), si se verifica

m(t) > m(0), t > 0.
Observacién Noétese que, si una distribucién es DMRL (IMRL) en particular es NBUE
(NWUE). Asimismo, si X es NBU (NWU) entonces es NBUE (NWUE). 0

Para consultar las relaciones entre los tipos DMRL (IMRL), NBUE (NWUE) y otras clases
de envejecimiento utilizadas en fiabilidad véase el articulo de revisién de Hollander & Proschan

(1984).

Para finalizar esta seccion introducimos la clase de distribuciones con funcién vida media

residual creciente - decreciente (decreciente - creciente)

Definicién 1.2.22 Dada una v.a. X decimos que X posee vida media residual creciente decre-
ciente, 0o es IDMRL (increasing decreasing mean residual life), si su funcién vida media residual
es una funcion de tipo U. Asimismo X posee vida media residual decreciente creciente, o es

DIMRL (decreasing increasing mean residual life), si su vida media residual es tipo B.

1.3. Politicas de mantenimiento

El control o mantenimiento de un dispositivo puede afectar al funcionamiento y al
rendimiento econémico del mismo. Las denominadas politicas de mantenimiento, definidas co-
mo un conjunto de reglas de actuacién tales como inspecciones, reparaciones y reemplazos del
sistema, estan disefiadas para regular el mantenimiento de dicho sistema con el fin de optimizar

el funcionamiento y el rendimiento econémico del mismo.

El estudio de las politicas de mantenimiento constituye un tema fundamental en teoria de
fiabilidad. Existen excelentes monograficos sobre el tema, entre los que podemos citar los libros
de Barlow & Proschan (1965), Barlow & Proschan (1975), Ascher & Feingold (1984), Osaki
(1985) y Osaki (1992). También existen articulos muy utiles acerca del desarrollo histérico de
las politicas de mantenimiento como son los trabajos de Osaki & Nakagawa (1976) y Valdez-

Flores & Feldman (1989).
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Podemos distinguir entre politicas de mantenimiento preventivo y politicas de mantenimien-

to correctivo.

Una politica de mantenimiento preventivo incluye cualquier accién programada previamente

para conservar el sistema en unas condiciones determinadas.

Una politica de mantenimiento correctivo comprende todas las acciones de mantenimiento
puestas en funcionamiento como consecuencia de un fallo en el sistema, con el propdsito de

devolverlo a una condicién especifica.

Generalmente, para escoger la politica de mantenimiento 6ptima, se utiliza el criterio de
optimizar el beneficio medio estacionario esperado del sistema por unidad de tiempo. Otros
criterios (aunque menos utilizados) tratan de optimizar el beneficio total esperado o el coste

total descontado.

Una politica de mantenimiento considerada comunmente es la politica de reemplazo por
edad introducida por Barlow & Hunter (1960). Bajo esta politica, el sistema se reemplaza por
uno nuevo en el instante del fallo correctivamente y, si la unidad no falla antes de un instante
especifico T (T > 0), entonces se reemplaza por uno nuevo preventivamente. Esta politica
contempla la posibilidad de que T" no sea constante sino que sea una variable aleatoria y en este

caso se denomina reemplazo por edad aleatoria.

En una politica de reemplazo por bloques, el reemplazo preventivo se lleva a cabo periddica-
mente en instantes de tiempo especificados con anterioridad k7', k =1,2,..., con T > 0. Si la
unidad falla durante el intervalo ((k — 1)T, kT entonces el mantenimiento correctivo se lleva a
cabo en el instante del fallo. Esta politica de reemplazo debe su nombre a la practica comun
de sustituir o reemplazar un bloque o grupo de unidades de un sistema en instantes de tiempo

fijados kT, (k =1,2,...) independientemente del estado del sistema.

Posteriormente, Makabe & Morimura (1963) introdujeron dos nuevas politicas de reemplazo.
Bajo la primera, el sistema se reemplaza una vez que ocurre un nimero preestablecido de fallos.
La segunda es una combinacion de la primera y la politica basada en la edad: se reemplaza el

sistema cuando sufre un nimero determinado de fallos, o cuando alcanza una cierta edad.

Tradicionalmente la mayoria de las politicas de mantenimiento asumen la disponibilidad

total del canal de reparacién. Es decir, después de producirse un fallo en alguna de las piezas
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que conforman el sistema, las unidades se trasladan inmediatamente al canal de reparacién. Si el
canal de reparacién estd libre, la unidad es atendida al instante y, si estd ocupado, debe esperar
en cola hasta ser reparada. Sin embargo, en la practica, puede ocurrir que el canal no siempre
esté disponible principalmente por cuestiones fisicas (porque el fallo del sistema se produzca
fuera del horario laboral). Aunque no imposibilita la reparacién, un fallo del sistema fuera del
horario laboral provocaria un encarecimiento del coste de la reparacién debido al elevado precio

a pagar por horas extras.

Por ello se introduce el concepto de reparacion pospuesta, que se aplica a sistemas en los
que los fallos no provocan la parada total del mismo. La idea fundamental de esta politica es
posponer o retrasar la reparacién hasta un momento mas favorable, por ejemplo, cuando el

coste de la reparacién sea menor o cuando fisicamente sea posible.

La reparacion pospuesta ha sido estudiada previamente en la literatura en diferentes senti-

dos.

El concepto de retardo en la reparacion fue introducido por Nakagawa & Osaki (1974).
En este trabajo, el retardo en la reparacién se define como el tiempo necesario para preparar
el reemplazo del sistema. Este periodo puede ser el tiempo que tarda en llegar una pieza de
repuesto o el que se tarda en preparar la instalacion de la nueva pieza. El tiempo de retraso en
la reparacion se modela mediante una v.a. y se mide desde el instante en que el sistema entra
en funcionamiento. Si se produce un fallo en el sistema antes de que finalice este tiempo de

preparacion, el reemplazo no se realiza de manera inmediata.

Posteriormente, Kapur & Kapoor (1975) utilizaron este mismo concepto de tiempo de retar-
do pero aplicandolo a la reparacion del sistema en lugar de al reemplazo. Para ello, consideraron
un sistema formado por dos unidades idénticas, de modo que una esté activa mientras que otra
permanece standby o en espera, esto es, preparada para ser utilizada si la primera falla. El
tiempo de retraso en la reparacién de cualquiera de las unidades se mide desde el instante en
que el sistema se activa de modo que, si se produce un fallo antes de que el tiempo de retraso

finalice, la reparacién no es inmediata.

Khalil & Bougas (1975) consideran un sistema formado por n + 1 unidades en paralelo,

de modo que una esta activa mientras que el resto estan en espera. Con el fin de mejorar la
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eficiencia del sistema, el canal de reparacién sélo presta servicio cuando una cola de K unidades
esta esperando a ser reparada. De ese modo, se introduce un retraso en la reparacién hasta que

se produce esta cola de K unidades.

Skakala & Rohal-Tlkiv (1977) introdujeron un modelo para un sistema con tres unidades de
las cuales una estd en activo, otra en espera y otra en situacién de cold standby'. La unidad en
standby reemplaza a una unidad tras el fallo pero transcurrida una cierta cantidad aleatoria de
tiempo la cual representa el retraso en el reemplazo. Posteriormente, Agarwal & Kumar (1981)

completaron el estudio anterior.

Por otra parte, Kumar et al. (1978) definieron el retraso en la reparacién como el tiempo
transcurrido desde que una unidad completa la reparacién hasta que es puesta en funcionamien-
to. Este tiempo de retardo se debe a la realizacién de ciertos tests a la unidad tras ser reparada

para comprobar la calidad de la reparacion.

Miés recientemente, De Almeida & De Souza (1993) analizaron el problema de elegir una
politica de mantenimiento para un sistema con dos unidades en standby. Cuando la unidad
activa falla, la reparacién de ésta es retrasada un tiempo porque la accesibilidad instantanea
de la reparacién resulta demasiado cara. Estos autores analizan el problema via teoria de la
decisién, maximizando una funcién de utilidad que tiene en cuenta las variables disponibilidad
y coste. En De Almeida & Bohoris (1996), se estudia una aplicacién del modelo planteado

anteriormente en el que el tiempo de reparacion se distribuye segin una gamma.

De entre todos las referencias citadas, sélo el concepto de reparaciéon pospuesta dado por
De Almeida & De Souza (1993) se asemeja al concepto de reparacién pospuesta que presentamos
en este trabajo. Sin embargo, el anélisis y los métodos de resolucién presentados en los trabajos
De Almeida & De Souza (1993) y De Almeida & Bohoris (1996) son completamente distintos a

los que se presentan en esta tesis.

'Una unidad se dice que estd en cold standby si es una unidad redundante para el funcionamiento

del sistema y ademds no puede fallar en el tiempo de espera.
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Procesos Potenciales

En el estudio de sistemas reparables es interesante observar el patréon de comportamiento
de los tiempos entre fallos sucesivos del sistema. En numerosos problemas de mantenimiento se
supone que el sistema después de la reparacion es tan bueno como nuevo. Este es el modelo de
reparacion perfecta. En este caso, los tiempos de operatividad del sistema se renuevan después
de cada reparacién y la idea matematica subyacente a esta reparacion perfecta es un proceso de
renovacién. En otras ocasiones, se considera que un sistema puede sufrir un fallo con un dafio
tal que requiere el reemplazo total del sistema. Como en el caso de la reparacién perfecta, el

modelo matematico subyacente también es un proceso de renovacién.

En la practica, la reparacion perfecta no siempre se ajusta a la realidad. En numerosas
ocasiones, las reparaciones sufridas por el sistema y el efecto de la edad provocan un deterioro
en su funcionamiento que origina una disminucién aleatoria de su tiempo de operatividad. El
concepto de deterioro de un sistema, a pesar de ser una idea bastante intuitiva, no tiene una
definicién matematica universalmente aceptada y se ajusta maés bien a las caracteristicas de

cada sistema en particular.

En este capitulo se presenta y analiza un nuevo proceso estocastico que hemos denominado
proceso potencial y que se presenta como una alternativa para modelar el deterioro de un sistema
reparable. La razén principal para introducir este proceso estocastico es la de definir un proceso

mondtono en el que las diferentes variables que forman el proceso tengan el mismo espacio de

25
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estados. Estos procesos potenciales solventan algunos inconvenientes presentados por uno de los

procesos més utilizados en fiabilidad para modelar el deterioro como es el proceso geométrico.

La primera seccién de este capitulo realiza un breve repaso a la teoria relativa a procesos
geométricos detallando sus principales propiedades. En la segunda seccién se definen los procesos
potenciales y se analiza su monotonia. En la tercera y cuarta secciéon se presentan distintas
propiedades de convergencia y de desgaste de dichos procesos potenciales. Para finalizar este

capitulo se presentan diferentes ejemplos del uso de estos procesos potenciales.

2.1. Proceso geométrico

Como hemos comentado en la introduccién de este capitulo, no existe una definicién
matematica de deterioro de un sistema habiéndose presentado numerosas alternativas para

ella en la literatura en fiabilidad.

Algunos autores, como Barlow & Hunter (1960), sefialan la idea de reparacién minimal como
un concepto adecuado para modelar el deterioro de las piezas que conforman un sistema como
consecuencia de la edad. En el monogréfico de Ascher & Feingold (1984) puede encontrarse
otra definicién de deterioro (o mejora) de un sistema reparable modelado como un proceso de

Poisson no homogéneo.

Un enfoque més general a la hora de definir el deterioro de un sistema es utilizar un proceso

estocastico mondtono.

Definicién 2.1.1 Sea {X,,,n > 0} el proceso estocdstico que representa los sucesivos tiempos
de operatividad del sistema después de la n-ésima reparacion. Se dice que dicho proceso estd en

deterioro (en mejora) si
Fi(t) > (<)F;(t), VYi>0, Vj>i, t>0, (2.1)
donde F; y Fj denotan las funciones de supervivencia de las vv. aa. X; y X; respectivamente.

Supongamos un sistema reparable sometido a fallos y sea X,,, n > 0, la variable aleatoria que
representa el tiempo de operatividad del sistema después de la n-ésima reparacién e Y, n > 1,

la variable aleatoria que representa el tiempo de reparacion del sistema después del n-ésimo fallo.
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Si el sistema se deteriora por la ocurrencia de estos fallos y las variables son independientes,
una manera de modelar estocdsticamente este deterioro es escoger el proceso {X,,,n > 0} de
manera que sea estocdsticamente decreciente mientras que {Y,,n > 1} sea estocdsticamente
creciente en el sentido dado en (2.1). Apoydndose en este modelo de deterioro, Lam (1988)
definié los denominados procesos geométricos que han sido empleados en numerosas ocasiones
en la literatura de fiabilidad. Los trabajos de Lam (1992), Lam & Zhang (1996), Lam et al.
(2002), Pérez-Océn & Torres-Castro (2002) son algunos de estos ejemplos.

Definicién 2.1.2 Una sucesidn de vv.aa. independientes no negativas {X,,n > 0} se denomi-
na proceso geométrico si la funcion de distribucion de la variable aleatoria X, viene dada por
la expresion

F,(t)=F(a"t), n=0,1,...,t>0

para cierta constante a > 0, que se denomina tasa del proceso geométrico. La funcion F es la
funcion de distribucion de la variable aleatoria Xo que se denomina variable aleatoria subyacente

del proceso geométrico.

Los resultados que enunciamos en esta seccion, asi como las demostraciones de los mismos, se

pueden encontrar en Lam (1988).

Proposicién 2.1.1 Dado un proceso geométrico {X,,n > 0} de tasa a.

1. Si a > 1, entonces {X,,n > 0} es estocdsticamente decreciente y converge a cero en
probabilidad y en media cuadrdtica. Decimos entonces que es un proceso geométrico de-

creciente.

2. 510 < a <1, entonces {X,,n > 0} es estocdsticamente creciente y converge a infinito

con probabilidad 1. Decimos entonces que es un proceso geométrico creciente.

3. Sia=1, {X,,n >0} es un proceso de renovacion.

Observacién Noétese que, si {X,,,n > 0} es un proceso geométrico de tasa a, entonces
{a"Xp,n >0} (2.2)

es un proceso de renovacion. 0
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Como consecuencia de la observacién anterior, podemos obtener los momentos de cualquier
variable X, que conforme el proceso geométrico a partir de los momentos de la v.a. X,. Este

resultado viene reflejado en la siguiente proposicién.

Proposicién 2.1.2 Sea E[Xo] = A\, Var[X,] = 02. Entonces,

A
Otro resultado muy importante del proceso geométrico es el que se refiere al comportamiento

de la suma de las variables aleatorias que lo componen. Como antes, sea {X,,,n > 0} un proceso

geométrico de tasa a y definimos las variables aleatorias suma
n
Sn = Z Xi, n>0,
i=0

as{ como la v.a. limite
o0
S = E X;.
i=0

Proposicién 2.1.3 Sia > 1, entonces {Sp,n > 0} converge a S casi sequramente y en media

cuadrdtica. Ademds P(S < o0) = 1.

Debido a estas propiedades de convergencia, un proceso geométrico decreciente puede resultar
adecuado para modelar los tiempos de operatividad de un sistema en deterioro. Asimismo, un
proceso geométrico creciente puede representar los tiempos de reparacién en un sistema en el
que la duracién de las reparaciones crece a medida que el nimero de reparaciones completadas

por el sistema aumenta.

Los procesos geométricos poseen ciertas limitaciones a la hora de modelar algunos tiempos

de operatividad o de reparacion. Veamos por qué.

» Si {X,,,n > 0} es un proceso geométrico con tasa a y Xy es una variable aleatoria
absolutamente continua con funcién de densidad f, entonces X,, es una v.a. continua con

funcién de densidad dada por
fat) = f(a"t)a™, n>0,t>0.

Si el soporte de X es (¢, d), entonces el soporte de X, es (¢/a™, d/a™).
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= Si Xj es una v.a. discreta con soporte Sx, = {zo,Z1,...,Zn} y probabilidades
M
P[onxi]:ph i:O,17"'7M, piZO; Zplzla
=0
entonces X,, toma valores en el conjunto

SXn = {xo/an7x1/a’n7 o 7xM/an}7

con probabilidades

PX,=z;/a"|=p;, i=0,1,..., M.

Es decir, se mantienen las probabilidades asociadas a cada v.a. que forma el proceso pero

se modifica el espacio de estados de cada una de las variables.

Por lo tanto el proceso geométrico no seria adecuado si pretendemos que todas las variables
que formen el proceso tengan el mismo espacio de estados. Tampoco seria adecuado su uso si
precisamos que el espacio de estados de las variables que forman el proceso estén formados por

numeros naturales.

Por este motivo, queremos introducir un proceso estocastico para el cual los soportes de
todas las variables que lo forman coincidan pero que, al mismo tiempo, posea las propiedades
adecuadas y necesarias para modelar tiempos de operatividad y de reparacién en cuanto a su

comportamiento asintético.

2.2. Definicién de proceso potencial

En esta seccién definimos el proceso potencial y estudiaremos sus principales propiedades.

Definicién 2.2.1 Una sucesion de variables aleatorias no negativas e independientes {X,,n >
0} se denomina proceso potencial asociado a la sucesion {y,,n > 0}, donde v, € (0,00) para

todon >0 y vy =1 si la funcion de supervivencia de X, tiene la forma
F.(t)=F@#), Vn>0,

donde F es la funcién de supervivencia de Xy a la cual llamaremos variable subyacente del

proceso.
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Observaciones

1. Es claro que, si a € (0,00) y F' es una funcién de supervivencia, entonces F'“ es también
una funcién de supervivencia, debido a que la funcién t* es continua y creciente si a €

(0,00), t > 0.
2. Si 7y, = 1,Vn, el proceso potencial se reduce a un proceso de renovacién.

3. Si vy, € N,Vn, entonces F7 es la funcién de supervivencia del minimo de -y, variables

aleatorias i.i.d. segin la distribucién dada por F.

Siguiendo la notacién anterior, supongamos que {X,,n > 0} es un proceso potencial con

sucesién asociada {7y, }.

1. Si Xy es una variable discreta que toma valores en Sx, = {zo, 1, ...} con probabilidades
P[Xo =] =p\”, donde p\” >0, i=0,1,..., Y p®¥ =1, (2.3)

i>0
entonces X,,, Vn > 1, es una v.a. discreta que toma valores en Sx, con probabilidades

dadas por

In Tn

PlX,=az]=p" =3 p") —{ D "] Li=01,...

j>i j>i+l

2. Si Xg es una variable aleatoria continua con funcién de densidad f, entonces X,, es una

v.a. continua cuya funcién de densidad viene dada por

falt) =W FE@)™ (), t>0, Vn>1.

Observacion

1. En algunos casos, todas las variables aleatorias que forman el proceso potencial conservan
la distribucién de probabilidad de la v.a. subyacente Xy aunque con distintos parametros.

Por ejemplo, si {X,,,n > 0} es un proceso potencial con sucesién asociada 7y,
Xo~ exp (A) = X, ~ exp (Ayn).

Siempre que la v.a. subyacente siga una distribucién exponencial, el proceso geométrico
es un caso particular del proceso potencial tomando ~,, = a”, siendo a la tasa del proceso

geométrico.
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2. La misma situacién ocurre para otro tipo de distribuciones de probabilidad de la v.a.

subyacente, por ejemplo, Bernouilli, geométrica o Weibull.

Xo~ Be(p) = X,~ Be(p™),
Xo ~ Ge (p) = Xn ~ Ge (1 - (1 7p)’yn)7
Xo ~ W (A,O&) = Xn ~ W (A’Ynaa)'

0

Teniendo en cuenta el orden estocdstico presentado en (1.7), se definen los procesos poten-

ciales crecientes y decrecientes.
Definicién 2.2.2 Un proceso potencial {X,,n > 0} se dice que es creciente (decreciente) si
Xn+1 zst Xn (Xn+1 Sst Xn)a Vn

Esta monotonia de los procesos potenciales depende de la monotonia de su sucesién asociada,

tal y como se refleja en la siguiente proposicién.

Proposicién 2.2.1 Un proceso potencial es creciente (decreciente) si y sdlo si {yn,n > 0} es

decreciente (creciente).
De hecho, un proceso potencial creciente (decreciente) estocdsticamente lo es también segin
otros drdenes.
Proposicién 2.2.2 Sea {X,,,n > 0} un proceso potencial con variable aleatoria subyacente X
continua con funcion de densidad f. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. {X,,n >0} es un proceso potencial creciente (decreciente).

2. {X,,n >0} es un proceso creciente (decreciente) segin el orden de la razén de fallos.

3. {Xn,n >0} es creciente (decreciente) segin el orden de la razdn de verosimilitud.

Demostracién
Puesto que la relacién entre los érdenes estocastico, de razén de fallos y de verosimilitud es la
siguiente

XerYz>X2thz>XZstK
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(ver Seccién 1.2.1), basta demostrar que si {X,,n > 0} es un proceso potencial creciente

(decreciente) lo es también segun el orden de la razén de verosimilitud.

Supongamos que {X,,,n > 0} es un proceso potencial creciente. Segun la proposicién ante-

rior, su sucesién asociada {7v,,n > 0} es decreciente. Por tanto, la funcién

fn+1(t) — ’Yn+1F(t)’ynr+l_1f(t)
fn(t) YL ()L f(2)
— %F(t)'%ﬁ»l*"/n

es creciente en t > 0, puesto que v,+1 — v, < 0y F(¢) es decreciente en t.

Si {X,,n > 0} es decreciente, el razonamiento es andlogo. |

El orden de la razén de verosimilitud se define sélo para vv. aa. continuas. En el caso de

que la v.a. subyacente del proceso sea de tipo discreto, tenemos la siguiente proposicion.

Proposicién 2.2.3 Sea {X,,n > 0} un proceso potencial formado por vv. aa. discretas. Las

siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. {X,,n >0} es un proceso potencial creciente (decreciente).

2. {X,,n >0} es un proceso creciente (decreciente) segin el orden de la razén de fallos.

Demostracion
Sea {X,,n > 0} un proceso potencial creciente formado por vv. aa. discretas con soporte Sx,.

Entonces, {v,,n > 0} es una sucesién decreciente. Por tanto, la funcién

Fn+1 (t) - n (t)%ﬂ
F.(t)  F(t)m
— F(t 'Yn+1_7n,
es creciente en ¢t € S, . |

A pesar de que no podemos expresar la media de las variables del proceso potencial en
funcién de la media de la v.a. subyacente, como ocurria con el proceso geométrico, si podemos

deducir algunas propiedades de monotonia como las que se detallan en el siguiente resultado.
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Proposicién 2.2.4 Dado un proceso potencial {X,,,n > 0} con sucesidn asociada {y,,n > 0},
1. Siv, > 1, entonces E[X,] < E[Xo].

2. Siy, <1, entonces E[X,] > E[Xy].

2.3. Propiedades de convergencia del proceso potencial

Es evidente que el comportamiento del proceso potencial depende en gran medida del com-

portamiento de la sucesién {7, }.

Sea {X,,,n > 0} un proceso potencial de sucesién asociada {y,,n > 0}. Sea
m=mf{Xy}, M =sup{Xo}.
De la definicién de proceso potencial se deduce que
mnf{Xo} = nf{X,}, sup{Xo} =sup{X,}, Vn>1,
pues todas las vv. aa. que forman el proceso tienen el mismo soporte.

Teorema 2.3.1 Sea {X,,,n > 0} un proceso potencial con sucesion asociada {y,,n > 0} cre-

ciente, {yn} 1 0. Entonces, {X,,n > 0} es estocdsticamente decreciente y X, Eom. Ademds,
. LP
1. Si M < o0, X,, = m.

2. Si{vn,n > 0} es estrictamente creciente, entonces X, <% m.

Demostracién

La convergencia en probabilidad es evidente, pues

_ 1, t<m
F(t)" —
0, t>m

y la convergencia en distribucion a una v.a. degenerada implica la convergencia en probabilidad.

1. La convergencia en probabilidad a m sumado a la acotacion de las variables aleatorias

X, implican la convergencia en LP.
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2. Una condicién que garantiza la convergencia casi segura es la convergencia completa

(Laha & Rohatgi (1979)). X,, converge completamente a m si
> P[X, —m| > €] < oo, Ve >0 (2.4)

Ahora bien,
Pl|X,—m|>¢]=P[|X, —m|=¢]+ F(m+e)™r

Puesto que {7,,n > 0} es estrictamente creciente, teniendo en cuenta que F(m + ¢) €
[0,1) y aplicando el criterio del cociente de D’Alembert (véase Apostol (1998)), la serie

oo

Z [|Xn —m|>6=i F(m+e)™,

n=0

es convergente ya que
F (m + )t

Por lo tanto, si la v.a. X,, es continua, la serie (2.4) es convergente.

lim sup

En el caso de que X, sea discreta y se verifique P[X,, = ¢ + m] # 0, existe un indice

7 > 1 tal que
Yn Yn

Pl X,=e+m| = sz - Z Pi

(2] i>j4+1
Razonando de manera andloga al caso continuo, como {v,} T 00, la serie (2.4) es conver-

gente.

Proposicién 2.3.2 Sea {X,,,n > 0} un proceso potencial cuya sucesion asociada {y,,n > 0}

es decreciente y tal que {vn} | 0. Entonces {X,,,n > 0} es estocdsticamente creciente.

1. St M < o0, X, Zm y Xn L . Ademds, si {yn,n > 0} es estrictamente decreciente,
X, < M.

2. Si M = oo, {X,,n > 0} converge a infinito con probabilidad 1, esto es,

P[|X,| > K] — 1 cuando n — oo, YK > 0.
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Demostracién

1. La convergencia en probabilidad es clara, pues

_ 1, t<M
Ft) —
0, t>M

Ademés, para probar la convergencia casi segura, de nuevo usaremos el criterio de

D’Alembert, ya que

Y PIX,—M|>e]=) (1-F(M-¢)") < o0, Ve >0,
n=0 n=0

debido a que se verifica -
1—F(M —¢g)m+

lim sup =P &)

2. P[|X,|> K] = F(K)"™ — 1 cuando n — oo, YK > 0.

Observacién Si {X,,,n > 0} es un proceso potencial tal que {v,} — K, con K € (0,00),
es trivial comprobar que X, converge en distribucién a una v.a. con funcién de supervivencia

FE_ Pero en tal caso, no estdn asegurados otro tipo de convergencias. 0

Teniendo en cuenta estas propiedades asintéticas concluimos que, en un sistema reparable
que sufre deterioro por las sucesivas reparaciones, un proceso potencial decreciente puede ser
adecuado para modelar los tiempos de operatividad, asi como un proceso potencial creciente

puede modelar los tiempos de reparacién.

2.4. Propiedades de desgaste

En este apartado, veremos como se comporta el proceso potencial respecto a las clases de

envejecimiento definidas en el Capitulo 1.

Supondremos a partir de ahora en este capitulo que X es una v.a. positiva que representa

el tiempo de vida de un dispositivo y denotaremos por F' a su funcién de supervivencia.
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La siguiente proposicién expresa la funcion razén de fallos de las vv.aa. X,, de un proceso

potencial en funcién de la razén de fallos de la v.a. subyacente del proceso.

Proposicién 2.4.1 Sea {X,,n > 0} un proceso potencial con sucesion asociada {y,,n > 0}.

Sean v y v, la funcion razon de fallos de Xo y X, respectivamente.

1. Si Xy es una v.a. continua, entonces

Tn(t) = Ynr(t), t > 0. (2.5)

2. Si Xy es una v.a. discreta, entonces

(k) =1— 1 —r(k)", k=1,2,... (2.6)

Demostracién

L ra(t) = 5 D O Yur (L)
_ Fu(k—1) = Fu(k) F (k) Y
2. (k) Fh=D) T Fh—np (1 —r(k))

Sabemos que la funcién razén de fallos clasifica las vv.aa. segiin su comportamiento (véase
Seccién 1.2.2). Recordemos que una v.a. X con funcién razén de fallos r es IFR (DFR) si r
es creciente (decreciente). De la proposicién anterior se deduce que, en un proceso potencial, o

bien todas las variables son IFR (DFR) o ninguna lo es como muestra el siguiente resultado.

Proposicién 2.4.2 Sea {X,,,n > 0} un proceso potencial.
1. Si Xy es IFR (DFR), entonces X,, es IFR (DFR), ¥n > 1.
2. Si X; es IFR (DFR) para algin indice j, entonces X, es IFR (DFR), ¥Yn > 0.
Otras formas que definimos para las funciones razén de fallos correspondientes a vv.aa. que

representan tiempos de vida de un dispositivo fueron la de bafiera (tipo B) y la de bafera

invertida (tipo U).
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Proposicién 2.4.3 Sea {X,,,n > 0} un proceso potencial.
1. Sir es tipo B (tipo U), entonces r,, es tipo B (tipo U), Vn > 1.
2. Sir; es tipo B (tipo U) para algin indice j, entonces r,, es tipo B (tipo U), ¥n > 0.

El proceso potencial conserva asimismo la propiedad de que todas las variables aleatorias que
lo forman pertenecen a la clase IFRA (DFRA) si alguna de ellas pertenece a la mencionada

clase. Recordemos que X es IFRA (DFRA) si la funcién
F(t)l/t,
es decreciente (creciente) en ¢.

Proposicién 2.4.4 Sea {X,,,n > 0} un proceso potencial.
1. Si Xy es IFRA (DFRA), entonces X,, es IFRA (DFRA), ¥n > 1.

2. 81t X es IFRA (DFRA) para algin indice j, entonces X,, es tipo IFRA (DFRA), ¥n > 0.

Otra propiedad de desgaste asociada a tiempos de vida que conserva el proceso potencial es el

tipo NBU (NWU). Recordemos que X es NBU (NWU) si
Ft+z)<(>)F@t)F(z), t >0,z > 0.

Proposicién 2.4.5 Sea {X,,,n > 0} un proceso potencial.
1. Si Xo es NBU (NWU), entonces X,, es NBU (NWU), Vn > 1.

2. Si X; es NBU (NWU) para algin indice j, entonces X,, es tipo NBU (NWU), ¥n > 0.

Demostracién

Basta tener en cuenta que la funcién ¢® es creciente en ¢ si « € (0, 00), luego si se cumple que

F(t+z) < (2)Ft)F(x),

entonces

F(t+x)™ < (>)F(@t)"™ F(x)".

Obviamente, este razonamiento se aplica también al caso discreto. [ |
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Otra funcion asociada a distribuciones de tiempos de vida es la vida media residual, a
partir de cuyas propiedades se definen las clases DMRL e IMRL, es decir, vida media residual

decreciente y creciente.

Al contrario de lo que ocurria con las propiedades IFR, IFRA y NBU, el que la variable
aleatoria subyacente del proceso sea DMRL (IMRL) no implica que todas las variables del

proceso lo sean. Sin embargo esta implicacion si es cierta imponiendo una serie de condiciones.

Teorema 2.4.6 Sea {X,,,n > 0} un proceso potencial con sucesion asociada {yn,n > 0} tal
que Xg es una v.a. continua DMRL con funcion razon de fallo r y funcion vida media residual
m. Ademds, supongamos que se verifican las siguientes hipdtesis:

1. limy_,o 7(t) existe y es no nulo.

2. r(t)m(t) < o, para cierto o € (0,1).

3. Y < ml’n{l, 1_7"}, Vn > 1.

FEntonces X,, es DMRL.

Demostracién
Consideremos la funcién

z(t) = 'Ynmn(t) - m(t)a

donde my,(t) es la funcién vida media residual de X,,. Teniendo en cuenta que
m'(t) = m(t)r(t) — 1, ¥Vt >0,
Z(t) = (1 =) +yar®)ma(t) — r(H)m(?).
Como 7, <1, se tiene que m,,(t) > m(t), luego

() = (=) + (= Dm)r(t) > 1 =7 + (3, — Do

a’yi—%—i—l—a.

La funcién ay2 — v, + 1 — a es positiva siempre que se verifiquen las hipdtesis del teorema.

Esto se debe a que las funciones del tipo az? —z + 1 — a son parabolas convexas que cortan

el eje X en los puntos v =1y x = =%,
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= Si 122 > 1 esto es o < 1/2, la pardbola es positiva en [0, 1].

m Si =2 <1, esto es a > 1/2, la pardbola es positiva en el intervalo [O, 1?70‘}

De este modo, z(t) es creciente en t y por lo tanto

z(0) < z(t) < z(c0) = 0.

Que z(00) = 0 se deduce de la hipéStesis 1 del teorema teniendo en cuenta que (ver Calabria &

Pulcini (1987))

1
lim m(t) = lim —,
t—o00 t—o00 ’r‘(t)
siempre que el ultimo limite exista y sea finito. Luego
1i (t) i I L 0
im z(t) = im —— — lim — =
t—o00 Tn t—o00 ’ynr(t) t—o00 ’r’(t) ’

siempre que el limite de r(t) exista y sea distinto de cero.

Por ser z(t) creciente y z(o0) = 0, se tiene que
z2(t) = ymn(t) —m(t) <0, Vt >0, Vn > 1.

Luego

mh(t) = yr(E)mp(t) — 1 < r(t)m(t) — 1 <0,

n

como queriamos demostrar. [ |

Teorema 2.4.7 Sea {X,,,n > 0} un proceso potencial con sucesion asociada {vy,,n > 0} tal
que Xg es una v.a. continua y DMRL con funcion razén de fallo r y funcion vida media residual
m. Ademds, supongamos que se verifican las siguientes hipdtesis:

1. r(t)m(t) < infp>q i,

’YTL

2. Ypn>1, Vn>1.

Entonces X,, es DMRL.
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Demostracion
Como v, > 1,
mp(t) = uma(t)rt) -1
< ym(t)r(t) -1
= Y (m(t)r(t) —1/7m)
< 0,
por las condiciones del teorema. ]

El teorema equivalente para distribuciones IMRL es el siguiente.

Teorema 2.4.8 Sea {X,,,n > 0} un proceso potencial con sucesion asociada {yn,n > 0} tal
que Xo es una v.a. continua e IMRL con funcién razon de fallo v y funcion vida media residual

m. Ademds, supongamos que se verifican las siguientes hipdtesis:

1
1. T(t)m(t) Z SUPp>1 >
-

n

2. v <1, Vn>1.

FEntonces, X,, es IMRL.

Demostracion

m{n(t) = 'Ynmn(t)r(t) -1

> m(t)r(t) —1

= (miore - )

Tn
> 0.

El siguiente resultado, introducido por Gupta & Akman (1995), relaciona también las fun-

ciones 7'y m.
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Teorema 2.4.9 Dada una v.a. continua X con funcion razén de fallos v y funcion vida media

residual m,
1. Sir es tipo B, entonces
a) m es decreciente si r(0) < E[X].
b) m es tipo U si r(0) > E[X].
2. Sir es tipo U, entonces
a) m es creciente si r(0) > E[X].
b) m es tipo B sir(0) < E[X].

Aplicando estas propiedades al proceso potencial, se obtiene como consecuencia el siguiente

teorema.
Teorema 2.4.10 Sea {X,,,n > 0} un proceso potencial con sucesidn asociada {vy,,n > 0}.
1. Sir es tipo B, y ademds
a) Xo es DMRL, y v, <1, Vn > 1, entonces X,, es DMRL, ¥n > 1.
b) m es tipo Uy v, > 1, ¥n > 1, entonces m,, es tipo U, Vn > 1.
2. Sir es tipo U, y ademds

a) Xo es IMRL, y v, > 1, Vn > 1, entonces X,, es IMRL, Vn > 1.

b) Sim es tipo By v, <1, Vn > 1, entonces m,, es tipo B.

Demostracién

1. Si r es tipo B, r, también es tipo B.
a) Aplicando el Teorema 2.4.9, X,, es DMRL si r,(0) = v,7(0) < E[X,]. Puesto que
T < 1, E[Xo] < E[X,], luego r(0) < E[Xy] < E[X,], asi que 7,7(0) < E[X,,].
b) Por el contrario, si m es tipo U, r(0) > E[Xy]. Por el Teorema 2.4.9, m,, es tipo U
si r,(0) = v,7(0) > E[X,]. Por ser v, > 1, E[Xo] > E[X,], luego r(0) > E[X,] >
E[X,] y por tanto, r,(0) > v, F[X,] > E[X,].

2. Utilizamos razonamientos analogos si r es tipo U.
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2.5. Un modelo de sistema reparable

Veremos en esta secciéon un ejemplo del uso del proceso potencial para modelar el fun-
cionamiento de un sistema reparable en deterioro con tiempos de operatividad y de reparacion
modelados mediante distribuciones de probabilidad de naturaleza discreta. Consideremos un
sistema compuesto por una unidad y un canal de reparacién. La unidad sufre fallos durante el
tiempo en que estd operando los cuales supondremos que son reparables y debidos al desgaste
de la unidad. También asumiremos que, tras la reparacién, la unidad no es tan buena como
nueva, esto es, el tiempo de operatividad de la unidad decrece a medida que el nimero de
reparaciones que ha soportado crece. Asimismo, también aumenta estocasticamente el tiempo

de reparacién de los fallos. Formalmente, establecemos las siguientes hipétesis:

1. Sea X,, n > 0, la variable aleatoria que representa el tiempo de operatividad del sistema
tras el n-ésimo fallo. Supondremos que {X,,,n > 0} es un proceso potencial decreciente

con sucesion asociada {~v,,n > 0} tal que 7, T co. Ademds, Xy es una v.a. discreta que

toma valores en el conjunto Sx, = {0,1,..., M} con probabilidades
M
PXg =1 =a”, donde o{” >0, i=0,1,....M, Y of” =1. (2.7)
i=0
Denotaremos por a(™) = (a(()"), agn), ... 7a5\2)) al vector de probabilidades asociado a X,.

2. Sea Y,, n > 1 la variable aleatoria que representa el tiempo de reparacién del sistema
tras el n-ésimo fallo. Suponemos que {Y,,n > 1} es un proceso potencial creciente con

sucesién asociada {&,,n > 1}, tal que &, | 0. La variable subyacente Y7 es discreta y

toma valores en el conjunto Sy, = {0,1,..., N} con probabilidades
N
Py =i =p", donde gV >0, i=0,1,....N, > gV = 1. (2.8)
i=0
Denotaremos por (") = (ﬁén), ﬁin), et ,61(\7)) al vector de probabilidades asociadas a la

variable aleatoria Y,.
3. {Xn,n >0} e {Y,,n > 1} son independientes, Vn.
4. Cuando la unidad completa la i-ésima reparaciéon comienza a operar de acuerdo al vec-

tor de probabilidades a(?. Asimismo, cuando se produce el i-ésimo fallo, la reparacién

comienza de acuerdo a 8(9).
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Por ser {X,,,n > 0} e {Y,,,n > 1} procesos potenciales, las probabilidades asociadas vienen

dadas por

M 'Y’Vl
aj” > ol
Jj=t
Tn
o) = ()"
N &n
1
o=
j=i
n n\én
N

M
> o
J

j=it+1

In

én

L i=0,1,2,...,M—1,

N
S| i=012.. N-1,

j=i+1

Para ilustrar cémo evolucionan los tiempos de operatividad y de reparacién con el uso de

procesos potenciales consideraremos el siguiente ejemplo numérico.

100

Tiempos esperados de operatividad/reparacion

Fig. 1: Evolucién de los tiempos esperados de operatividad y de reparacion
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[o2] ~ o]
o o o
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N
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‘ 1
. &,(n)=(1+log(1+(n-1)/b)) ™"
v (n)=(1+n/a)? £_(n)=(1+(n-1)b)2 | |

5 5

Tiempos esperados de operatividad

i

120
Numero de reparaciones completadas

140 160 180

200
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Suponemos que Xy e Y; siguen una distribucién uniforme discreta en {0,1,...,100}, de
modo que

© _qm_ L
o =" = 157, i=0,1,...,100.

En la Figura 1 se muestran los diferentes valores de F[X,] y de E[Y,], esto es, los tiempos
esperados de operatividad y de reparaciéon. Se consideran ademés cinco sucesiones diferentes
crecientes para {v,,n > 0} y cinco decrecientes para {,,n > 0} especificadas en la leyenda
interior de la figura. Se fijaron, para todos los casos, E[Xag] = 20, y E[Y20] = 80, esto es, el
tiempo medio de operatividad de la unidad cuando ha sufrido 20 fallos es de 20 unidades de
tiempo (u.t.), mientras que el tiempo medio que lleva reparar el fallo vigésimo es 80 u.t. Se
pueden observar en la figura las evoluciones de los tiempos de operatividad y de reparacién
esperados, con las distintas sucesiones definidas. Se aprecia ademdas una ligera simetria entre

las sucesiones crecientes y las decrecientes.

0.025
=50
0.02 J
N
0.015F Tp=n+T .
.
x
3
[
n=
001 ——
0.005|-
0 | | |
0 10 20 30 ]
I
Fig. 2: Probabilidades «,, = (aén), a(ln), el a?go) para diferentes valores de n

En la Figura 2 se muestra el vector de probabilidades (™ para los distintos valores de

n y para v, = n + 1. Se puede comprobar como, a medida que n aumenta, la probabilidad
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se va concentrando en los valores més bajos, lo cual concuerda con el deterioro del tiempo de

operatividad de la unidad.

2.6. Sistema sometido a distintos tipos de fallo

En esta seccién se analiza el comportamiento de un sistema reparable sometido a tres tipos
de fallos. Este ejemplo ha sido tratado en la literatura en diferentes sentidos. Fue introducido
por Neuts et al. (2000) suponiendo que los tiempos de operatividad y reparacién seguian dis-
tribuciones de probabilidad tipo fase continuas. Posteriormente, Pérez-Océn & Torres-Castro
(2002) generalizaron el trabajo anterior suponiendo que los tiempos de operatividad y reparacién
segufan distribuciones de probabilidad de tipo general. Alfa & Castro (2002) consideraron el
mismo ejemplo con distribuciones de tiempo y de reparacién de tipo discreto. Pérez-Ocon &
Ruiz-Castro (2004) estudiaron este problema considerando una configuracién en paralelo de los

dispositivos que formaban el sistema.

En esta seccion se analiza este sistema reparable pero en este caso los tiempos de operativi-

dad y de reparacién se modelan como procesos potenciales bajo las siguientes hipotesis.

1. El sistema se compone de una unidad y un canal de reparacién. Esta unidad estd sometida
a fallos accidentales y fallos de desgaste. Los fallos accidentales ocurren de acuerdo a un
Proceso de Poisson de parametro A. Con probabilidad p son reparables y con probabilidad
q no reparables y p + ¢ = 1. Bajo un fallo reparable, la unidad se traslada al canal de
reparacion y comienza la reparacién. Bajo un fallo no reparable se sustituye por una

nueva e idéntica. Los fallos de desgaste son reparables.

2. Denotamos por X,, el tiempo de operatividad de la unidad después del n-ésimo fallo,
n > 0. Supongamos que {X,,,n > 0} es un proceso potencial con sucesién asociada {v,}
con {y,} T 00y 70 = 1. Xp es una variable aleatoria discreta que toma valores en el

conjunto Sx, = {1,...,m} con probabilidades,m
of” = P[Xo = i] = pi, ZO‘EO) =1
i=1

Denotaremos por

o = (@ a7, ... afD),
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al vector de probabilidades asociado a X,,.

3. Denotamos por Y,, el tiempo de reparacién de la unidad en la n-ésima reparacién n > 1.
Suponemos que {Y,,n > 1} es un proceso potencial con sucesién asociada {&,} con
{&} 1 0y & = 1. Y] es una variable aleatoria discreta que toma valores en el conjunto

Sy, ={1,...,1} con probabilidades

Denotaremos por

al vector de probabilidades asociado a Y,,.
4. {X,,n=0,1,...} e {Y,,n=1,2,...} son independientes, Vn.

5. Cuando el sistema complete N reparaciones, se sustituye por uno nuevo e idéntico cuando

ocurra el proximo fallo.

6. Cuando el sistema completa la i-ésima reparacién comienza a operar de acuerdo al vec-
tor de probabilidades a(?). Asimismo, cuando se produce el i-ésimo fallo, la reparacién

comienza de acuerdo a ().

Como en Alfa & Castro (2002) y Castro & Alfa (2004), los sucesivos tiempos de operatividad
de este sistema pueden modelarse como una distribucién tipo fase discreta con representacién

('™, T) siendo T una matriz cuadrada de orden m dada por

T = , (2.9)

a™ = (agn), aé"), e a;’f)).

En lo sucesivo, denotamos por t al vector columna dado por ¢t = 1 — T'1 siendo 1 un vector
columna formado por unos de dimensiones apropiadas.
Anédlogamente, los sucesivos tiempos de reparacion Y,, de la pieza pueden modelarse como

una distribucién tipo fase discreta con representacién (5™, S) siendo S una matriz cuadrada
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de orden [ dada por

0 0
S = : (2.10)
L1 0

B = (5™ g e,

Denotamos por s al vector columna dado por s =1 — S1.

2.6.1. Distribucién estacionaria

Sea Z(n) el estado del sistema en el instante n. Debido a la modelizacién tipo fase de los
tiempos de operatividad y de reparacién, el proceso {Z(n),n = 0,1,2,...} se comporta como

una cadena de Markov con espacio de estados
S={0,1,2,...,N,1,,2,,...,N,.}.

Decimos que la cadena se encuentra en el estado i si el sistema ha completado ¢ reparaciones
anteriormente. Andlogamente, decimos que la cadena se encuentra en el estado i, si el sistema se
encuentra en su i-ésima reparacién. La matriz de probabilidades de transicién de dicha cadena

de Markov viene dada por

By Cy
A, By O
Ay 0 By Oy
P= , (2.11)
A; 0 0 By O
Ay 0 --- --- 0 By
donde
0 S sa(® ]
By = A\T10% + (1 - \)T, B;= ,1<i<N,
0 (1-MNT
0 0 1+1 1+1
Co = [c0,0], C;= ;e =t £ \pT1p0HY),
C; O
0 0

A = 1<i<N-1, An=

9

AgT100 A1) + a0
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Denotando por 7 = (7(0),w(1),...,7(N),n(1,.),7(2.),...,m(N,)) al vector de distribucién

estacionaria tal que:

se tiene que

m(0) = Ko -(1-NT)7", (2.12)
i—1

n(i) = K [[EPaD(T-0-0T)" 1<i<N, (2.13)
z=0
1—1

n(iy) = Ki[[ES9U1 -8 1<i<N, (2.14)
2=0

donde
N-1
Ky = (Z m(i)AqT1 + m(N)AT1 + W(N)t>
i=0
y Kéi) viene dada por
K9 =a® (I —(1-NT)"! (t+ \pT1). (2.15)

La constante K representa la razén de reemplazo del sistema y se obtiene utilizando la condicién

de normalizacién,

N N
m(@)1+ Y 7(i)1=1. (2.16)

=0

i=1

K3

La probabilidad de que el sistema se encuentre en alguno de los estados de la cadena de Markov

se obtiene utilizando (2.12)-(2.14) y viene dada por:

1—Py(1— X
(01 = K1$, (2.17)
o 1=P(1= )\
n(i)l = K [[EY—5— 1<i<N, (2.18)
A
z=0
i—1
wi)1 = Ki[[ K m 1<i<N, (2.19)
z2=0
siendo P;(+), i = 0,1,..., la funcién generatriz de probabilidad de una distribucién tipo fase

discreta con representacién (o, T'),

Pi(z) = Zaﬁf)z” =200 (I —2T)" '
n=0
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v i, 1 <i < N, la media de la v.a. Y;

&i
-1 z
pi=EY;)=14+> [1-> 8| , 1<i<N. (2:20)
z=1 7j=1
Denotando por
1—PFPy(l—A
PREYIIET)
i—1 1 P(1- 1) i—1
DiZHKéz)lf’ EiZHKéz)Mi 1<i<N,
z=0 z=0
las ecuaciones (2.17)-(2.19) pueden expresarse como:
m(0)1 = KDy, (2.21)
(i)l = K;D;; 1<i<N, (2.22)
i)l = K E, 1<i<N. (2.23)
Debido a que
1 0 0 ... 0
(1-A) 1 0 .0
I-1-MD)"t=] (1-))2 (1-2X) 1 o 0,
(1 _ )\)m—l (1 _ )\)m—2 (1 _ )\)m—S 1

la constante Kéz) puede expresarse utilizando el vector de probabilidad a(?) y la sucesién 7,

COomao: 5
m—1 J z
EY =1-x) (1 - ZaE”) (1=M7"1, z>0. (2.24)
j=1 i=1

Como v, T oo, Kz(z) 7 1. Andlogamente, la funcién generatriz de probabilidad P;(-) puede

expresarse utilizando el vector de probabilidad &(® como
m—1 J Vi
P(z)=2z—(1-2) sz (1 - Za,(co)> , 1>0. (2.25)
j=1 k=1

Utilizando las probabilidades estacionarias de esta cadena de Markov, pueden obtenerse diversas

medidas de funcionamiento asociadas a este sistema.
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Por ejemplo, denotamos por P;, 1 < ¢ < N, la fraccién de sistemas que sufren ¢ reparaciones

durante su ciclo de vida. Usando la interpretacién de K, se tiene que,

Agr(D)T1 o
po= S o N[ KPP0 (1 -NT) T, 0<i<N -1,
K1 z=0
(i)l )
P = = ADy, i=N.
K, Ny

Sea (Y el tiempo esperado desde que una unidad es puesta en funcionamiento hasta que
sufre el primer fallo y sea C;, 1 < i < N, el tiempo esperado desde que una unidad entra por
i-ésima vez en el canal de reparacién hasta que vuelve a sufrir un fallo. Denotamos por 7 (i) la
probabilidad de que el sistema se encuentre operativo en C; y por 7 (i) la probabilidad de que
el sistema se encuentre bajo reparacién en dicho ciclo. Utilizando (2.17)-(2.19), se tiene que:

D; E;
‘ d 1<i<N

=55 mO=p5op 1Si<h, (2.26)

75(0) = 1. (2.27)

En el siguiente apartado, analizamos el valor 6ptimo de N de manera que el beneficio

esperado estacionario por unidad de tiempo se maximice.

2.6.2. Beneficio esperado del sistema

Supongamos que cuando el sistema esta operativo se obtiene una ganancia de Ay unidades
monetarias (u.m.) por u.t. Cuando el sistema estd bajo reparacién, se produce un coste de A,
u.m. por u.t. e incurrimos en un coste de A* u.m. cuando reemplazamos la unidad por una
nueva e idéntica. En esta seccién analizaremos el valor de N que maximice el beneficio esperado

estacionario por unidad de tiempo.

Es bien conocido (ver Ross (1996)) que el beneficio medio estacionario por unidad de tiempo
viene dado por,
E(R)

E(L)’
donde E(R) es el beneficio esperado entre reemplazos consecutivos del sistema y E(L) es el
tiempo esperado de un ciclo de reemplazo. Denotamos por R(N) el beneficio esperado esta-

cionario por unidad de tiempo cuando el nimero de reparaciones limite es igual a V. Aplicando
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(2.21)-(2.23), se tiene que

—A* + AyD
R(0) — ]—;0 0 07
N N
—A* 4 AOZDi — ATZEi
R(N) = =0 =l 1<i<N. (2.28)

N N
> Di+> E
i=0 i=1
Definimos
AR(N)=R(N+1)—R(N), N>0

y utilizando (2.28) se tiene que
A*(D1+ Ev) — (Ao + A) Do Ey

AR(0) = 2.29
0) Do(D0+D1+E1) ( )
yVN >1
N N
A*(Dny1+ Eng1) + (Ao + Ay) (DNJrlZEi - EN+1ZD1'>
AR(N) = N+1 N+1 N z_lN = (2:30)
(ZDi +> Ei> <ZDZ< + ZE)
=0 i=1 i=0 i=1
Ademas, utilizando (2.29) y (2.30), se obtiene que VN > 0,
< A* <
AR(N) 0= —— B(N), (2.31)
(>) Ao+ A (>)
donde
DoEy
B(0) = 71 2.32
0) = - (2.32)
N N
Enta (ZQ) —Dnya <ZEZ>
B(N) = =0 =t /7 N>1. 2.33
() Dni1+ Enta - (2:33)

Lema 2.1 La funcion B(N) dada en (2.32) y (2.33) es positiva y creciente.

Demostracién

La demostracién de este hecho es trivial si consideramos que B(N) puede expresarse como:
N
Eni1Do+ Y (Ent1D; — DniE))

B(N) = =1 ., N>1.
() Eny1+Dny -
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Para 1 <1i < N, consideramos la diferencia

Eni1D; — Dy Ej

N 1—1
= II K I K l:,uN+1(1 - Fi(1-X) ;/iz(l — Pnii(1-X)

z=0 z=0

Por ser {Y;,,n > 1} un proceso potencial creciente, py+1 > i, ¢ > 1y porser {X,,n > 1}
un proceso potencial decreciente 1 — P;(1 — ) es decreciente en ¢ y por lo tanto las funciones
B(N) son positivas.

La monotonia de las funciones B(N) se obtiene de manera similar debido a que:

N+1 N+1
(En+2Dni1 — Dny2En+1) <ZD1 + ZE)
i=0 i=1

(En+2+ Dny2)(Ent1 + D)

B(N+1)—B(N) =
y por el mismo razonamiento anterior:

Eny2Dni1 — DyioEny1 2 0.

Aplicando el Lema 2.1 y la desigualdad (2.31), es posible encontrar el valor éptimo de N,

denotado por Nyp¢, que maximice la ganancia media esperada estacionaria.

» Si
A*
—F < B(0), 2.34
o < BO) (2:34)
entonces Nop: = 0y por lo tanto el dispositivo tendria que ser reemplazado por uno nuevo
independientemente de la naturaleza del fallo.
» Si
A > B(N), VN (2.35)
AO+%AT ) b M
entonces N, = 0o y por lo tanto bajo un fallo, el dispositivo tendria que ser reparado

independientemente del nimero de reparaciones previas completadas.

. Si
< lfm B(N), (2.36)
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entonces N,y viene dado por

. A

= En los casos particulares en los que

A* §
Aot 4, - PN

Nopt = N* y Nopr = N* + 1.

2.6.3. Ejemplos numéricos

En este apartado presentamos un ejemplo numérico del sistema expuesto en esta seccion

usando una distribucién particular de los tiempos de operatividad y de reparacion.

Sea X el tiempo de operatividad del sistema cuando no ha sufrido ninguna reparacién.
Suponemos que X es una variable aleatoria discreta que toma valores en el conjunto Sx, =

{1,2,...,100} con probabilidades,
1 <4 <100.

Denotamos por X,, el tiempo de operatividad del sistema después de la n-ésima reparacion.
Suponemos que {X,,n > 0} es un proceso potencial con sucesién asociada {v,} donde v, =
1.1™", Vn > 0. Andlogamente denotamos por Y,, el tiempo de reparacién del sistema en su
n-ésima reparacién. Suponemos que {Y,,,n > 1} es un proceso potencial con sucesién asociada
{¢,} donde &, = 0.9""! V¥n > 1y tal que Yy es una v.a. discreta que toma valores en
el conjunto Sy, = {1,2,...,20}. Los fallos externos a este sistema ocurren de acuerdo a un
proceso de Poisson de pardmetro A =0.0010 fallos/u.t. Con probabilidad p=0.9 dichos fallos

son reparables y con probabilidad ¢ = 1 — p=0.1 los fallos no son reparables.

Suponemos que el sistema, cuando estd operativo, produce una ganancia de Ay=1000
u.m/u.t mientras que cuando estd bajo reparacién incurre en un coste de A,=1000 uw.m/u.t. El

coste de reemplazar el sistema por uno nuevo e idéntico es igual a 120000 u.m.

El objetivo principal de este ejemplo es calcular el valor 6ptimo de N que maximice el

beneficio medio estacionario por unidad de tiempo al que hemos denotado por R(N).
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Los valores de la funcién B(N) dada en (2.32) y (2.33) vienen detallados en la siguiente
tabla para 0 < N < 10.

N 0 1 2 4 5
B(N) | 9.3463 | 10.9608 | 13.5464 | 17.556 | 21.8329 | 27.6135
N 6 7 8 9 10
B(N) | 34.5227 | 42.5751 | 51.7742 | 62.1118 | 73.5678

La Figura 3 nos muestra los distintos valores de la funcién B(V) en funcién del pardmetro

N.
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Fig. 3: Funcién B(N) para diferentes valores de N.

En la tabla y en la figura anterior se observa que
*

+A’,‘

B(8) = 51.7742
(8) = 517742 < -

= 60 < B(9) = 62.1118,

con lo que, aplicando (2.37) se obtiene que Nyp, = 9, porque es el primer valor de N para el

que la funcién B(N) es mayor que 60.
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El beneficio medio estacionario por unidad de tiempo para cada valor de N viene represen-
tado en la Figura 4, donde podemos apreciar que efectivamente N, = 9, que corresponde al
beneficio maximo del sistema. El beneficio méximo esperado estacionario por unidad de tiempo

para este sistema se obtiene para N,,: = 9 con un valor de 299.3276 u.m.
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Fig. 4: Beneficio medio estacionario por unidad de tiempo para

diferentes valores de N.
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Capitulo 3

Modelo I de Reparacion Pospuesta

Como comentamos en la Introduccién General, los Capitulos 3 y 4 se dedican al estudio de
un tipo de politica de mantenimiento de sistemas reparables a la que hemos denominado politica
de reparacion pospuesta. La principal caracteristica de la misma es que el canal de reparacién no
siempre se encuentra disponible y por tanto se pospone la reparacién de los fallos. Esta politica
de mantenimiento se desarrolla bajo dos modelos. En el Capitulo 3 se estudia el denominado
modelo I de reparacion pospuesta mientras que en el Capitulo 4 se estudia el denominado modelo
II de reparacion pospuesta. La diferencia fundamental entre estos dos modelos es el instante
a partir del cual el canal de reparaciéon no esta disponible; en el Modelo I este instante es
determinista en contraposicion con el Modelo IT en el que el instante de no disponibilidad es

aleatorio.

En la primera seccién de este capitulo se realiza una descripcion del modelo. Tal y como se
expondra en este apartado, bajo las hipétesis del modelo I de reparacion pospuesta, el canal de
reparacion no esta disponible a partir de un instante de tiempo al que denominaremos 7. Si se
producen uno o varios fallos en el sistema a partir del instante 7™, la reparacién de los mismos
se pospondré hasta el final del dia, momento en que el sistema es sometido a una inspeccién

técnica.

Como ejemplo de esta situacién, podriamos pensar en una empresa que tiene subcontratados

los servicios de reparacién de sus equipos. A partir de cierto momento del dia, la subcontrata

o7
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encarece sus servicios (por motivos razonables, como encontrarse fuera del horario laboral), por
lo que a la empresa le resulta més rentable posponer la reparacion de los fallos a horas en las

que la reparacién de sus equipos sea mas econémica.

Una vez expuestas las caracteristicas de este modelo, en la segunda seccién de este capitulo
se obtiene la distribucién transitoria de la cadena de Markov en tiempo continuo que modela el
sistema descrito. Una vez obtenida esta distribucién estacionaria se analiza el beneficio esperado
utilizando esta politica de mantenimiento. Para finalizar este capitulo se introducen una serie

de ejemplos numéricos.

3.1. Descripcién del modelo

Supongamos un sistema, que serd considerado como una tnica unidad, y un canal de
reparacion. El sistema estd en funcionamiento durante un periodo laborable representado me-
diante el intervalo [0,7] y durante el cual puede sufrir fallos reparables. Al final del perfodo
laborable, el sistema es sometido a una inspeccion técnica cuya labor es que el sistema esté en
una condicién tan buena como nuewva al principio del siguiente periodo laboral. Es decir, las

condiciones de operatividad al inicio de cada periodo laboral son idénticas.
Ademads, establecemos las siguientes hipétesis.

1. Sea X; la v.a. que representa el tiempo de operatividad del sistema cuando ninguna
reparacion ha sido pospuesta. Suponemos que X sigue una distribucién exponencial de
pardmetro A;. Sea X, la v.a. que representa el tiempo de reparaciéon de un fallo del

sistema. Suponemos que X, sigue una distribucién exponencial de parametro p.

2. El canal de reparacion estd disponible inmediatamente sélo hasta el instante T™, para
cierto T* € [0, T, salvo si se estd realizando una reparacién en el instante 7*. En tal caso,
el canal de reparacién dejard de estar disponible cuando ésta se complete. En [0, T*], si
un fallo ocurre, su reparaciéon comienza de forma instantanea y es perfecta. A partir del
cierre del canal de reparacién, si ocurre un fallo, se pospone su reparacion y el sistema

continda operando.

3. Denotamos por X;,i = 2,3,..., N, la v.a. que representa el tiempo de operatividad del

sistema después de la posposicién de la ¢ — 1-ésima reparacién. La v.a. X; ~ exp (\;),
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1=2,...,N y se verifica que

A< A <. < Ap,

lo que implica

Xl Zst X2 Zst Zst XN-

Esto es, las tasas de fallos crecen a medida que el nimero de reparaciones pospuestas
aumenta. O lo que es lo mismo, los tiempos de operatividad decrecen estocasticamente a

medida que el niimero de fallos no reparados aumenta.

4. Como consecuencia de la posposicién de las reparaciones, el sistema sufre un deterioro
de modo que, si N — 1 reparaciones se posponen a lo largo de un periodo laborable, el
N-ésimo fallo provoca que el sistema deje de operar durante el resto del periodo y tenga
que ser reemplazado por uno nuevo e idéntico por la inspeccién técnica, lo cual supone

un coste adicional.

5. Cuando el sistema estd operativo se obtiene un beneficio de Ay unidades monetarias (u.m.)
por unidad de tiempo (u.t.) mientras que, cuando esté siendo reparado, se produce un
coste de A,. u.m. por u.t. Si el sistema acumula un total de IV fallos no reparados, el coste

de reemplazo o de sustitucion del sistema es de Cs u.m.

3.2. Distribuciéon transitoria del proceso

Denotamos por X (t) el estado del sistema en el instante ¢. Debido al cardcter exponencial
de los tiempos de operatividad y de reparacién, el proceso {X (¢),0 < ¢ < T} es una cadena de

Markov en tiempo continuo con espacio de estados S = {1,2,..., N,r, D} de modo que

» X(t)=14,i=1,2,...,N si el sistema estd operativo en el instante ¢ e ¢ — 1 reparaciones

han sido pospuestas hasta ese momento.
» X (t) =r si el sistema estd siendo reparado en el instante ¢.

» X (t) = D si el sistema no se encuentra operativo ni en reparacién en el instante t.

La distribucién transitoria del proceso {X(¢),0 < t < T*} es un resultado bien conocido

de la teorfa de CMTC (véase Kulkarni (1995)). Denotamos por P;(t) = P[X(t) = 1] y por
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P.(t) = P[X(t) = r] para 0 < ¢t < T*. Bajo la condicién inicial X(0) = 1, las probabilidades

Py (t) y P-(t) pueden obtenerse resolviendo las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov,

Fi(t) = —MP(t) +u(l - Po(t)

—(A )P (t) + p,

ecuacion diferencial que tiene como solucién

% A .
Pi(t) = —(A t <t<T 1
1 (1) /\1+M+/\1+ueXp{ (M +pt}, 0<t<T, (3.1)
A A
P(t) = L2 exp{—(M 4t} 0<t<T* (3.2)

AM+p Aitp

Sean W1(T*) y W,.(T™*) el tiempo esperado que el sistema permanece en el estado 1 y en el

estado r respectivamente durante el intervalo [0, T*]. Integrando (3.1) y (3.2), se tiene que

W(T) = [ P = S 5 = e+ 0T,
WT(T*) = /(; P’r‘(u)du = ()\);1—1;11) - (Al >_\|_1'u)2 []- - exp{_(/\l + M)T*}] :

Introducimos la siguiente notacién:

= F; y f; denotan las funciones de distribucién y de densidad, respectivamente, de la v.a.

X;, 1<i<N.

s I,y f. denotan las funciones de distribucién y de densidad, respectivamente, de la v.a.

X,.

w Fi 4y fitr..+i denotan la funcién de distribucién y de densidad, respectivamente, de

la v.a. X1++XZ,1§Z§N

» Fri14. 44V fr+i4..+i denotan la funcion de distribucion y de densidad, respectivamente,

Para calcular la distribucién transitoria del proceso en el intervalo (T*,T], debemos tener

en cuenta si en T* el sistema estd operativo o esta siendo reparado.

Calculemos en primer lugar la probabilidad de que el proceso de Markov se encuentre en

el estado i en el instante ¢t € (T*,T| condicionado a que el proceso de Markov se encuentra en
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el estado 1 en el instante T™. Este hecho es equivalente a que el sistema falle i — 1 veces en el
intervalo (7%, u), con u < T, y no se produzca ningin fallo en el intervalo [u,T], suceso que

tiene como probabilidad

PX(t)=iX(T*)=1] = /T* f1+_”+(i,1)(u — T*)Fi(t —u)du
= / fl+...+(i—1)(u —-T17) fi(t): v du
T* )
¢
= )\l Jigoo(imyy (u = T7) fi(t — u)du
1 T*
= %f1+2+...+i(t =T7). (3.3)

Observacion Para obtener las probabilidades anteriores no hemos tenido en cuenta el com-
portamiento de X; antes de T™, es decir, hemos considerado que la probabilidad de que el
sistema falle en un instante v (T* < u < T) es independiente del tiempo que estuvo operativo
antes de T*. Esta propiedad se deduce de manera intuitiva sin mas que considerar que la vari-
able X; sigue una distribuciéon exponencial. Una demostracién matematica de este hecho es la
siguiente.
P[X1+...+XN <t+4+u,X; >u]
P[X1 > u]
t+u
| A e et u o)
v=Uu
P[Xl > U]

t
/_0f1(z +u)Foqsq 1N (t — 2)dz
) PIX; > 4]
Fl(“)/ J1(2)Foqzq. 4n(t — 2)dz
2=0

P[Xl > U}
= Frioq. 4+n(1)

P[X1+...+XN§t+u|X1>u]

= PX;i+Xo+...+Xn <t

0

Consideramos que en el instante T el sistema estd bajo reparacién. Como en el punto

anterior, que el proceso de Markov se encuentre en el instante ¢t (T* < t < T) en el estado r
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equivale a que el sistema no complete la reparacién en [T*,¢). Dicho suceso tiene la siguiente

probabilidad

P..(t) = PX@t)=rX{T")=r]=F.0t-T") = %fr(t —=T"). (3.4)

Observacién Si en T* el sistema estd operativo, en el intervalo [T, T el sistema no puede
estar en reparaciéon ya que a partir de 7™ el canal de reparacion no estéd disponible. Sin embargo,
si en el instante 7™ el sistema estd bajo reparacién, tal y como exponiamos en la hipotesis 3 del
modelo, el canal de reparaciéon completa la reparacién que estaba llevando a cabo en T™. 0

De manera andloga, podemos calcular la probabilidad de que el proceso se encuentre en el
estado ¢ en el instante ¢t € (T*,T], condicionando ahora a que el proceso se encuentre en el
estado 7 en el instante T*. El razonamiento es andlogo al que hemos utilizado para calcular

(3.3).

PX(t) =i|X(T") =] / frore -1 (u— T*)E;(t — u)du

=T~

¢ o\ Ji t—u
= /_ . f7-+1+4..+(i—1)(u =T )%du
1

= )Tifr+1+...+i(t—T*)- (3.5)

Sea

» W;o(T*),i=1,...,N el tiempo esperado que la CMTC permanece en el estado ¢ durante

el intervalo (T, T] si estaba en el estado 1 en el instante T*.

s W,..(T*) el tiempo esperado que la CMTC permanece en el estado r durante el intervalo

(T*,T] si estaba en el estado r en el instante T*.

» Wi (T*),i=1,...,N el tiempo esperado que la CMTC permanece en el estado ¢ durante

el intervalo (T*,T)] si estaba en el estado r en el instante T*.
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Integrando (3.3)-(3.5), obtenemos

Fiy (T -T7)

Wio(T*) = © , i=1,2...,N, (3.6)
F (T —T*

Wrr(T*) = (/.L)7 (37)
Fr 7 T-T" .

Wi (T*) = +1+"'*/\F ), i=1,2,...,N. (3.8)

Observaciones

1. Las expresiones (3.6)-(3.8) tienen una interpretacién muy intuitiva. Por ejemplo, analice-
mos (3.6): Wi, (T*) es igual al tiempo medio de operatividad del sistema cuando se han
pospuesto i — 1 reparaciones, E[X;] = 1/);, multiplicado por la probabilidad de que el

sistema sufra al menos 4 fallos en el intervalo (T*,T], Fyy. . (T —T%).

2. Si T = oo, notar que Fyy (T —T*) =1y por tanto W;,(T*) = F[X;]. Pueden darse

interpretaciones similares para (3.7) y (3.8).

3.3. Beneficio esperado del sistema

El proceso estocastico que hemos construido en la secciéon anterior es un modelo matematico
del sistema que permite una descripcién del mismo. De acuerdo a las hipdtesis del modelo, el
sistema genera costes o produce ganancias dependiendo de los estados que visita y del tiempo
medio que permanece en los mismos. El andlisis de estos costes y ganancias es crucial para

evaluar diferentes politicas de mantenimiento.

Fijado T* € [0,7], denotamos por R;(T™*) el beneficio esperado del sistema por periodo

laborable si el canal de reparacién esta disponible hasta el instante 7.

Por Kulkarni (1995), si la CMTC asociada a un sistema produce una ganancia o un coste
constante A; cuando la cadena permanece en el estado 7, i € S siendo S el espacio de estados

del sistema, y E[W;] es el tiempo esperado de permanencia de la CMTC en el estado ¢ entonces
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el beneficio medio del sistema viene dado por

R=> " AE[W. (3.9)
€S

Aplicando (3.9) en nuestro caso,

Ri(T") = AWy (T*) — A, W, (T)

N
+P(T) AOZWZ‘,O(T*) —CsFiy 4n(T—T7)
i=1
N
AP(T*) | =AWy (T*) + Ao Y Wi (T*) = CuFrpry 4n(T = T7)| .
=1
Teniendo en cuenta (3.6)-(3.8),
Ri(T*) = AgWy(T*) — AW, (T*)
N
" Fio (T =T "
+P(T™) A(); s *L ) _ CoFyry o N(T —T%)
N
" F(T-T7) Frjrg4i(T = T7)
+P.(T*) |—-A,———— 2 ¢ AO; N

- CsFr+1+...+N(T - T*)] .

Para simplificar el manejo de R;(T*) expresamos dicha funcién como

R(T*) = AW (T*) — A W,.(T*)+ P(T")B(T*) + P.(T*)D(T™), (3.10)
donde
" F (T —T%)
B(T*) — AOZ 1+2+‘..+Az4 _ CsFl+2+..,+N<T _ T*)7
i=1 v
N
F (T —T%) Fryrios. (T —T%)
D(T*) = —-A———2 1A
( ) T 1 =+ 0; \;

*CsFr+1+2+...+N (T - T*)

Uno de los aspectos méas importantes en el estudio de sistemas reparables es la determinacion

de las politicas de mantenimiento éptimas, es decir, aquellas politicas que minimicen el coste
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total, maximicen la disponibilidad o, en general, alcancen el valor éptimo para alguna funcién

objetivo determinada con anterioridad.

Centremos este apartado en el estudio del valor de T, al que denotaremos por T} ,, tal que

opt>

R1(T™*) se maximice. Para ello, calcularemos la derivada de la expresién (3.10) respecto de T*.

El siguiente lema serd 1til para simplificar los célculos de dicha derivada.

Lema 3.3.1 Si X,, X1, Xo,..., Xn son variables aleatorias tales que X, ~ exp (pn) y X; ~ exp
(M), i=1,..., N, entonces

o frei(t)
ZH% = Fi(t)—=Fip4n(), 120 (3.11)
i=2 v
N
ZM = Fr(t) - Fr+1+~~+N(t)’ t=0. (312)
i=1 ¢

Demostracién

La propiedad (1.9) de la distribucién exponencial, expuesta en el Capitulo 1, implica que

H)\iJf =Fiy o)) = Fip o 4i(),
con lo cual
o~ frri(t)
2 H/\iﬂ = (B() = Friz2(®) + -+ (Fry v (1) = Fri. 48 (1))
=2 v
= ()~ Fiy. on(t).
Analogamente,
fr ot t
Ht\if() = Frjiq +6-0)(t) = Fryrq. (1),
con lo que
-/ (1)
r+1+...4+1%
Z ﬂiﬂ = (F@t)—Fa@)+. o+ (Fg yv—1)(t) = Frp 4N (1))
i=1 4

= F.(t) = Fry14. +n (D).
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En adelante, denotaremos a la derivada de una funcién f(7*) respecto de T* por f/'(T%), y

a la derivada segunda, f”(T*). Derivando la expresién (3.10), tenemos
RY(T*) = AW(T") — AWi(T") + P{(T")B(T")

L P(T*)B/(T*) + P.(T*)D(T*) + P.(T*)D'(T*).

Notar que
Wi(T*) = P(T), WJ(T") = P(T").

Ademds, debido al caracter exponencial de X7 y X,., se tiene que

P(T") = —P(T"),

P{(T") = P (T") = \Py(T").

Ry(T7)

AOPI(T*) - AT‘PT(T*) + (MPT(T*) - /\IPI(T*))B(T*)
+P(T™)B'(T") = (P (T") = MPL(T"))D(T™) + P.(T*)D'(T™)
= Py(T")[Ao— M B(T") + B'(T*) + \D(T")]

FP(T*) [ A, + uB(T*) — pD(T*) + D'(T7)].
Analizaremos cada sumando por separado.
En primer lugar, veamos que —A, + puB(T*) — uD(T*) + D'(T*) = 0.

Teniendo en cuenta que todas las funciones que aparecen en B(T*) y D(T*) estdn evaluadas
en T'—T* en adelante, para facilitar la lectura, omitiremos frecuentemente T'— T™ salvo en los

casos que puedan originar confusion.

Primeramente, calcularemos B(T*) — D(T™).

B(T*) — D(T*)
N N

F i Ar Fr ot
A Z 1&‘:‘* —CsFip 4N+ FFT — Ao Z % FOoFriiran
P i i=1 ’

N

F i FT e Ar
= Ay Iy et g 7Fr + Cs [Frprvon — Fip4n],

i=1
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donde todas las funciones que aparecen estdn evaluadas en T'— T*. Aplicando (1.9) y (3.12),

obtenemos

A A, Cs
B(T*) - D(T*) = 70 [Fr — Fry1q. 4n]+ fFr - 7fr+1+...+N~

Con lo cual
—A, + pu(B(T*) — D(T*)) + D'(T*)

= A+ A [Fr — Frj14. 4N+ ArFr + Cs fri14. 4N
N
+%fr — Ay ; fr%tﬁ = Csfry14..+N
= A [-1+F +F]+AF — Fq1q..4N] — Ao [Fr — Frg1q. 4N
= 0.
Por lo tanto, la derivada de R; se reduce a la siguiente expresién
RY(T*) = Py(T")[Ag + B'(T") = \B(T") + A\ D(T")]
Se tiene que

Ao+ B'(T") = M (B(T") - D(T")) =

fi gy S
Ag— Ag =AY 14;\"_'4” + Csfitot. 4N — p
i=2 !

At

N
AMAo frogooi

AT‘ I
MR+ /\1CSM-
I I
Y por lo tanto, aplicando el Lema 3.3.1,
Ao+ B'(T*) = M(B(T*) — D(T*)) = Ag — AgFy — Ag[Fy — Fiq. 4N] +
AMA A, A
Cyfigopon — 20 [Fr — Fry 4N — M —F, + Alef +o kN
M ,u M
Simplificando,
Ao+ B'(T*) — M (B(T*) — D(T*)) =

AMA -
Ll >\1CSM~

A
AoFiy. 4N+ Csfig. 4N — zl(Ao + Ap)Fr +
De manera que,

Ao+ B'(T™) = M(B(T™) — D(T")) =

Ay | Ag it N frvwn (Aot A Ao

fro. 4N
20 C. AN
N TN m r m r4..4+N T Cs
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Notar que,

fito+. 4N freo 4N
+ =Fy N —Fii4 4N

Por otra parte,

AO AO 0
= TIF1+2+.H+(N71) - E[F2+W+N — Fry 4N+ IFT+,..+(N71)-

Por tanto, podemos expresar la derivada de R; como,

RY(T") = KC - fjg) GIN(T*) + gan (T*) | PL(T*)A1, (3.13)
donde
anN(T*) = For o N(T—-T") = Fry14. 48T =T7), (3.14)
gon (T7) = %F1+.A.+(N—1)(T -T") + %Fr-ﬁ-l-&-“.-ﬁ-(N—l)(T -T7)
—(AOMWFT(T—T*), (3.15)

siempre que N > 2.

Observacion El caso N = 1 equivaldria a que el sistema tenga que ser reemplazado por uno
nuevo e idéntico si sufre un fallo después de T*. En realidad, no se pospondria la reparacién de

ningin fallo. En tal caso,

* * A Ar Cs
B(T )7D(T ): jo[FrfFr—H]‘i’?Fr*?fr-&-l;
con lo que
Ao — M B(T*) + B'(T*) + My D(T™)
A A . O, f
= Ao—M (: [y — Fra] + jFr - qur-i-l) - Ao/\% +Csf
Ag A1 _ _
= Ay-— 7]07“—&-1 - ATIFT + CsM[F1 — Frp1] — AoF1 + Cs M Fy
_ A
= Al-Fi+Fp—Fi]+ AriFr + CoM[1 = Fropal.
Luego

Ry(T*) = [(Csg11(T*) 4 g21 (T™)] PL(T*) A1,
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siendo
g1(T*) = F(T-T%),
A A, .
go1(T™) = )\70 1 (T =T — —F.(T-T%).
1 1

3.3.1. Politica de reparacién pospuesta para N = 2

69

(3.16)
(3.17)

Este caso equivale a que el sistema soporta un fallo no reparado, o lo que es lo mismo, la

posposicion de dos reparaciones implica la sustituciéon del sistema por uno nuevo e idéntico.

Entonces,

R(1%) = | (€= 52 ) 4 )| AT

donde las funciones g12(T*) y ga2(T™*) tienen la forma:

912(T7") = F(T-T7) = Fr12(T = T7),
A A

922(T%) = TfFl(T_T*)‘F?OFH-I(T—T*)
Aot A) gy,

1

La expresién (3.20) puede simplificarse, puesto que

F1+FT+1 5

Mon

_ Bt /e n Fryi B+ fre/M
A1 I %

— FT+1

A
con lo cual

A Ar *

g22(T*) = TO (T =T — ZZF (T —T*).

1 H

El siguiente lema nos servird para estudiar el comportamiento de la funcién R (7%).

Lema 3.3.2 La funcion h(T*) definida como

Fo(T - T%)

W) = 5 ey

0<T"<T

es creciente en T™*.

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)
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Demostracién

R (T*)
_fr(T — T*)FrJrl(T — T*) + F’I"(T — T*)frJrl(T — T*)
Fri (T —T7)2
— (T = T*)F(T — T*)Fy(T — T*) + Fo(T — T*)Fy(T — T*) f,(T — T*)
Fra(T—T°)

aplicando las desigualdades

IN

Fr+1 (t)

fr+1 (t)

F()F.(t), t>0

Y

Fl(t)fr(t)v t20-

En consecuencia, obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.3.3 Supongamos que Cs < Ag/\a.

1. Si se verifica

1 F1(T)<p(Ar_ 1 ) (3.22)

donde p = A1 /p # 1, entonces Ty, = 0.

2. Si A = u y se verifica
Ao
il Gl Sl
A~
entonces Tg,, = 0.

3. En otro caso, existe To € (0,T) que verifica goo(T2) = 0 y por tanto Ty

opt <T.

En cualquier caso, Ty, < T, luego el uso de la reparacion pospuesta es aconsejable.

Demostracién
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1. Supongamos que se verifica (3.22).
La funcién g12(T*) es positiva para todo T* € [0,T] y ademéds
912(T) = g22(T) = 0.
Obviamente,

F(T—-T")  Ag/M
Fr(T = T7) Ar/p

g22 (T*) =0&
Por el Lema 3.3.2, la funcién

F.(T —T%)

W) = 5y

T €[0,T),
es creciente en T, luego la ecuacion

922(T") =0
posee a lo sumo dos soluciones, una de las cuales es T* =T

Ademas,
A()/)\l

A/p’

g22(T7) <0 h(T") >

luego, debido a que h(T™) es creciente, la condicién

Ao/ M
h(0) > 3.23
0= 5 (3:29
garantiza que
QQQ(T*) S O, vT* S [O,T)
Y (3.23) es equivalente a (3.22), ya que (3.23) se cumple si y sélo si
F.1(T A,

FT(T) o AO/)\I.

Por ser X1 y X, vv. aa. exponenciales,
FT-’rl(T) = OqFl(T) + OéTFT(T),

donde
I 7)\1
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Por lo tanto

si y sélo si

si y sélo si se verifica (3.22).

. Si la condicién (3.22) no se cumple, tampoco se cumple (3.23) y como

lim h(T*) = oo,
T*—=T

debe existir Ty € (0,T') tal que

o Ao/A
¢ D7) < LT € 0.T3),
Ao/ M
. WTH) =
(T2) Ajp”
o - Ao/M .
[] h(T )> AT/,[L7 vT E(TQ,T)

0, equivalentemente,

L] ggg(T*) >0, VI* e [O,Tg),
= goa(Ts) =0,

L] ggg(T*) <0, VI* e (TQ,T]

Luego R} (T*) <0, VT™* € (Ty,T]. Por tanto, T

opt S T2‘

Corolario 3.3.4 5i Cs < Ag/A2 y

* —
entonces Ty, = 0.

Capitulo 3

(3.25)
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Demostracién

Basta tener en cuenta que la condicién (3.22) es equivalente a (3.23). Como

_ _F(T) BT 1
" L@ F EOAT) T RO
la condicién (3.25) asegura (3.23). |

Corolario 3.3.5 5i Cs < Ag/A2 y

IA
==

x|e

*
entonces T, = 0.

Demostracién

El resultado se deduce de manera inmediata utilizando el Corolario 3.3.4 dado que Fy(T) < 1.1

Teorema 3.3.6 Si Cs > Ao/Xa, p < Ay y ademds

A, Ay Ag
— <0y —— < —,
] A2\

entonces Ty, = T. En tal caso, la reparacion pospuesta no es aconsejable.

Demostracién

Basta tener en cuenta que

A
R(T") = KCS - )\2> g12(T™) +922(T*)} Py (T )\
Ao . *
= CS—A*2 (Fo(T =T7) = Fry142(T = T7))
A Ar x
+ 2R (T —T) — Z2F.(T — T*)] Py (T,
A1 %
las condiciones del teorema implican R} (T*) >0, VI™ € [0,T). |

Teorema 3.3.7 Si Cs > Ag/A\s y existe Ty € [0,T) tal que goa(To) =0, entonces T

opt > Ts.
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Demostracién
Como vimos en la demostracién del Teorema 3.3.3, si existe un valor de T3 tal que go22(T2) = 0,

entonces
" goo(T*) >0, VT*e]0,Tz),
= go2(T2) =0,
g (T*) <0, VT* € (T, T),

y por lo tanto R} (T*) >0, VT* € (0,T%]. |

Observacién Un caso trivial es el caso en que Cy = Ap/ A, puesto que
RY(T*) = Pi(T*)A1g2a(T™),

luego la condicién (3.22) implica 77, = 0.

En caso de no cumplirse (3.22), existe Ty € (0,T') tal que g22(T2) = 0 y entonces Ty, = T>.

3.3.2. Politica de reparacién pospuesta para N > 2

Estudiemos el caso en que N > 2.

Proposicién 3.3.8 Si Cs < Aog/An, Ao/M1 < A,./u y se verifica que
Xr <t X1+...+Xn-1, (3.26)

*
entonces T, = 0.

Demostracién

La funcién g1 n(T*), definida mediante (3.14), es no negativa VI'™* € [0,T]. Como

A A
gn(T") = TfFH...HNfl)(T -T")+ IOFT+1+...+(N71)(T -T7)
A g,

I
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si imponemos Cs < Ag/Ay y ademds se verifica

A A, i .
ifﬂ+ﬁmqﬂTij§;%ﬂTfTLVTeﬂ&ﬂ, (3.27)

entonces Ry (T*) <0, VI™ € [0,T], y por tanto T, = 0.
Las condiciones
= Ao/ M < A/,
s X, <ag X1+ + XN

garantizan (3.27). 1

Un resultado mas facil de probar que las condiciones de la proposicién anterior viene dado

en el siguiente teorema.
Teorema 3.3.9 Si se verifican
= Oy < Ao/,
» A < p,
v Ag/M < A/,

* —
entonces T, = 0.

Demostracion
Como se expuso en la Proposicién 3.3.8, bajo las hipdtesis Cs < Ag/An v Ao/M < A,/p si se

verifica (3.26) entonces T, = 0.

Por otra parte, si A\; < u, entonces por ser X; y X, variables aleatorias exponenciales

Fi(t) > F.(t), vt>0.

Por lo tanto, X; >4 X, lo que implica (3.26). ]

Consideremos la funcién gon (T*) dada en (3.15) y definimos para 0 < T* < T,
g2n (T7)
F (T —1T%)
Ao Fiy 4(n-y(T—=T7) Ao Frojiq 4v—1y(T=T7) Ao+ A
N FB(T—T%) 0 F(T —T%) T

hon (T™)
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y por lo tanto

signo hon (T™) = signo gan (T™), 0<T* < T.

Sea ¢(+) la funcién definida como

Fiy vy (T —=T%)
(T —T7)

g(T*) = 0<T*<T. (3.28)

Vamos a probar que g(T™) es decreciente en T* si A\; < . Calculando su derivada se tiene que
g (T*) <0 siy solo si
—fipo Ny (T =T)F (T =T") + Fip o (n—1)(T =T") (T =T") <0,

o lo que es lo mismo

Srooqw-)(T=T7) (T -T%)
Fiy yony(T=T*) F(T-T%)

J(T") <0<

Consideremos la funcién
prexp(—put)
t =
) == exp(—pt)’

La funcién z,(t) es decreciente en p para t > 0. Entonces, bajo la condicién A\ < p, se tiene

t>0.

que
fr(T-T%)
F.(T —T%)

Consideramos ahora las diferencias

f1+...+(N—1)(T_T*) fl(T_T*)

H(T -T7)
(T -1%)

< . VT €[0,7).

— , 0T <T. 3.29
Fip (T —T%)  F(T-T%) (3.29)
Expresando las funciones de densidad como
f1+...+(N—1)(T*T*) = >\1F2+“.+(N_1)(T7T*) *)\1F1+__4+(N_1)(T*T*),

(T —T%) MEU(T —T*) = M\ — M Fy (T — T%),

la diferencia (3.29) se reduce a

F. (T —T* 1
A1< et T T ) T €[0.77),
F1+.4.+(N—1)(T*T*) FI(T*T*)

y por lo tanto la diferencia (3.29) es positiva ya que

Fry oowvy(T=T") < BT -T") oy (n-0y(T=T7), VI"€[0,T].
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De este modo,

0< frocaw—T=T7) AT -T7) < froaw-T=T7)  f.(T -T7)
TRy yy(T-TY) BT -T%) " Py on-y(T-T%)  F(T-1T%)

Por lo tanto la funcién g dada en (3.28) es decreciente en T™*.

Consideremos ahora
F’r+1+..‘+(N71) (T - T*)

h(T*) - FT(T_T*)

La funcién h(-) es decreciente si y sélo si

fr+1+4..+(N—1)(T - T*) . fr(T — T*)

> 0. 3.30
Fropip ovy(T'=T%) F(T-T*) ~ (3:30)
Expresando las funciones de densidad como
frern—)(T =T%) = pFiy o v—)(T=T") = pFrg y(n—y(T = T7),

fo(T =T7) pF (T = T*) = p— pFo (T = T7),

la diferencia (3.30) se reduce a

F; _n(T-=T* 1
( 14+24...+(N 1)( *) o . ), T* ¢ [O,T*),
Foip wv-y(T=T%) F(T—-T*)

y por lo tanto (3.30) es positiva ya que
Foiipqin-y(T=T") < F(T =T*)Fiy. 1 (n—0y(T=T%), VT*€0,T].

En resumen, la funcién hon (7T*) es una funcién decreciente en T™ si A\ < p y toma valores

comprendidos entre los siguientes limites,

Ao+ A,
hon (T*) > _L,
W
Ay F N (T Ay F, N (T Ag+ A,
th(T*)g—O 124 +(N—1)( )+70 1424 v—1)( )_ 0 _
A1 F.(T) I F.(T) I

Por lo tanto, si

Ao iy 4 (v—)(T) n Ao Frvrgvv-1)(T) _ Ao+ A,
A1 F.(T) 2 F.(T) w 7

existe T5 € (0,7T) tal que hoy(T2) = 0 y en consecuencia,

L] ggN(T*) > 0, VT* € [O,TQ),
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» gon(T2) =0,
» gon(T%) <0, VT* € (T, T).
Considerando las apreciaciones anteriores, se tienen los siguientes resultados.

Proposicién 3.3.10 Si Cs < Ag/An, M1 <p y

@F1+..‘+(N71)(T) @Fr+1+...+(N71)(T) < Ao + Ay
A1 F(T) H F.(T) o

* —
entonces Topt =0.

Demostracion
Por las condiciones expuestas anteriormente, la funciéon hon es negativa y por lo tanto gon

también es negativa. De este modo R} (7*) <0y por lo tanto 75, = 0.

Proposicién 3.3.11 Si Cs < Ag/An, M1 <p y

Ao Frvav—)(T) | Ao Frgagoov—1)(T) - Ao+ A,
A1 F.(T) I F.(T) wo

< Ty, <T, donde Ty es la raiz de la funcion gon(T*) definida en (3.15).

%
entonces T,
Demostracion

La condicion
Ao Fry 4 v—1)(T) n Ao Friryvv-1)(T) S Ag+ A,
)\1 F’I‘(T) H F’I‘(T) 2

garantiza la existencia de la raiz de la funcién gsy a la que denominaremos T5.

L] ggN(T*) > O, V1™ € [O,Tg),
» gan(T2) =0,
L] ggN<T*) <0, VI*e (TQ,T)

Por lo tanto Ry (T*) <0, VT™* € (T3,T] y por lo tanto T, < Tb.

Proposicién 3.3.12 Si Cs > Ag/An, M1 < p y

Ao Froav—(T) | Ao Fryrgqoov-1)(T) S Ag+ A,
A1 F.(T) K F.(T) o

entonces T*

opt > 12 >0 donde Ty es la raiz de la funcidn gan definida en (3.15).
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Demostracién

La condicion
Ao Fryqv—)(T) | Ao Frprgpov-n(T) _ Ao+ A,
)\1 FT‘(T) 2 F’I‘(T) H

asegura la existencia de la raiz T5 de la funcién gon. Ademds, por ser Cs > Ag/An,

R,(T*) >0, VT* € [0,Ty).

Los resultados anteriores concuerdan con los resultados obtenidos en la seccién anterior en

el caso en que considerabamos N = 2.

3.4. Ejemplos numéricos

En esta seccién presentamos algunos ejemplos para dar cobertura numérica a la politica de

mantenimiento presentada en este capitulo.

3.4.1. Ejemplo 1

Consideremos una compania que posee dos redes que utiliza para el flujo de informacién
entre dos puntos. Una de ellas, la denominada red primarta, se emplea para la circulacién de
informacién ordinaria, la cual representa la mayor parte de la informacién que la empresa posee.
La red de sequridad se utiliza para enviar y recibir datos importantes o secretos. Debido a el-
lo, esta red es completamente necesaria para la compania y debe estar siempre operativa. La
compania opera durante un periodo laborable [0, 7], intervalo durante el cual la red primaria
sufre fallos debido a la gran cantidad de informacién que soporta. Para encargarse de su man-
tenimiento, una empresa externa es contratada durante el periodo laborable. Cuando la red
estd siendo reparada, al no estar en funcionamiento, la compaifiia sufre pérdidas por cesar la
produccién provisionalmente.

Supondremos que, cuando la red primaria funciona, la compania percibe unos beneficios de
Ap u.m. por u.t., mientras que, si estd siendo reparada, incurre en unas pérdidas de A, u.m.

por u.t.
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Por el contrario, la red de seguridad opera durante todo el periodo laborable sin fallos pues
el flujo de datos importantes no es excesivo. El funcionamiento de esta red no produce beneficios

ni costes, pues es meramente una red de seguridad.

Una inspeccion técnica revisa las redes al final del periodo laborable para dejarlas en perfecto

estado al inicio del siguiente periodo laborable.

Para minimizar costes, la compania estudia la posibilidad de reducir el contrato con la
empresa de mantenimiento limitandolo a una parte del periodo laborable. Se decide contratarla
hasta un instante T* con T™* € [0,7]. De este modo, si ocurre un fallo en la red primaria en
el periodo [T*,T), la compaiifa usard la red de seguridad provisionalmente para hacer circular
todos los datos por ella. La idea parece buena porque la compania se ahorra los costes derivados
de detener la produccién. Sin embargo, existe el riesgo de que, al circular toda la informacién por
la red de seguridad, ésta sufra un fallo y no pueda ser reparada. En ese caso, la compania deberia
buscar otra empresa que le proporcionase el servicio de flujo de la informacién importante. Esto

produciria un coste adicional.

Este problema se puede adaptar al modelo I de reparacién pospuesta para el caso N = 2.

La cuestion seria elegir T éptimo que maximice los beneficios de la compania.

Supondremos que la red primaria falla segiin una distribucién exponencial, con tasa A\; = 1
fallos por unidad de tiempo. La empresa de mantenimiento también emplea una cantidad de
tiempo exponencial en la reparacién de cada fallo con una tasa u=1.5 reparaciones por unidad
de tiempo. Cuando la red de seguridad opera como red primaria provisional, la tasa de fallos

aumenta a Ao = 2 fallos por unidad de tiempo.

El periodo laborable se fija con una duracién de 7' = 10 u.t. Cuando el sistema estd operativo
se obtienen beneficios de Ag = 1 u.m. por unidad de tiempo, mientras que cuando estéd siendo
reparado, el coste es de A, u.m. por unidad de tiempo. Asimismo, si la red de seguridad sufre
un fallo y la compania debe buscar otra empresa para hacer circular los datos importantes, la

empresa tiene un coste adicional de Cs u.m.
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A, | Cs | Signode Oy — Ag/A2 | Signo de Ag/Ai — Ay /i | Ty
0.5 | 0.25 - + 8.7524
0.5 | 0.50 0 + 9.2756
0.5 | 0.75 + + 9.9989
0.5 1 + + 10

1| 0.25 - + 7.8028
1 | 050 0 + 8.2723
1 |075 + + 8.9893
1 1 + + 9.9987
1 1125 + + 10
1.5 | 0.25 - 0 0
1.5 | 0.50 0 0 0
1.5 | 0.75 + 0 0

5 1025 - ] 0

5 | 0.50 0 - 0

5 | 0.75 + - 0

Tabla 1. Valor de T:pt para diferentes valores de A,, Cs en el caso N = 2.
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La Tabla 1 muestra los valores de T, cuando los pardmetros A, y Cs varfan. Dichos valores

han sido calculados usando una variante del método de la secante para obtener las raices de

R,(T*) = 0.

Podemos también generalizar este ejemplo al caso N > 2 considerando una red primaria

y N — 1 redes secundarias. En el periodo [T*,T], si un fallo ocurre en la red primaria, la

compania emplea una red secundaria como red primaria provisional. Esto hace que la tasa de

fallo aumente, o lo que es lo mismo Ay > Aj. Si esta red sufre un fallo, se utiliza otra red

secundaria aumentando de nuevo la tasa de fallos siendo A3 su tasa de fallos por unidad de

tiempo. Asi sucesivamente hasta utilizar la (N — 1)-ésima red secundaria de modo que

A< A<...<Ay.
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A, | Cs | Signode Cs — Ag/Aa | Signo de Ag/A1 — A,/ Ty
0.5 | 0.25 - + 8.7524
0.5 | 0,33 0 + 0
0.5 | 0.40 + + 8.4043
0.5 | 0.50 + + 8.7446
0.5 | 1.50 + + 9.5737
0.5 | 250 + + 9.9980
0.5 | 2500 + - 9.9998
1| 025 - + 0
110,33 0 + 0

1 | 0.40 + - 8.0845
1 | 0.50 + + 8.45092
1 | 1.50 + + 9.3904
1 | 250 + + 9.9973
1 | 2500 + - 9.9997
15| 0.25 - 0 0
1.5 | 0,33 0 - 0
1.5 | 0.40 + 0 7.9144
1.5 | 0.50 + 0 8.2748
1.5 | 1.50 + 0 9.2082
1.5 | 250 + 0 9.9967
1.5 | 2500 + 0 9.9996
5 | 025 - - 0

5 1033 0 - 0

5 | 0.40 + - 7.4719
5 | 0.50 + - 7.8056
5 | 1.50 + - 8.5673
5 | 250 + - 9.9919
5 | 2500 + - 9.9992

Tabla 2. Valor de T}, para diferentes valores de A, Cs en el caso N = 3.

Capitulo 3
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Finalmente, el N-ésimo fallo produce que la compania tenga que recurrir a otra empresa para

que envie y reciba datos de seguridad con un coste adicional de Cs unidades monetarias.

En la Tabla 2 se muestran, para el caso N = 3, con los valores anteriores de A1, Ao, u, T’y
Ao, y para A3 = 3 fallos por unidad de tiempo, los valores calculados para T, a medida que

A, y Cs varian.

3.4.2. Ejemplo 2

La siguiente seccién muestra un sistema con las caracteristicas dadas en la siguiente tabla

T Periodo laborable 10 u.t.
1/M Tiempo medio operativo 20 u.t.
1/X2  Tiempo medio operativo tras una posposicién 8.5 u.t.

1/ Tiempo medio de reparacion 1 u.t.
A Beneficio por unidad de tiempo 20000 u.m./u.t.
A, Coste de reparacion por unidad de tiempo 400000 u.m./u.t.

donde se variard el pardmetro Cs (coste de sustitucién del sistema) para apreciar o no la validez
de la reparaciéon pospuesta.

Para Cs = 500000 u.m., la ganancia esperada es una funcién decreciente en T* y por lo
tanto Ty, = 0y R1(0)=100269 u.m.. El comportamiento del beneficio esperado viene reflejado
en la Figura 5. La razén por la que la ganancia 6ptima se alcanza para T, = 0 se debe al bajo

coste de sustitucién del sistema y a la baja probabilidad de sustitucién del mismo si 7% =0
P(X;+ X2, <T)=0,1731.

Para Cy = 1000000 u.m., la ganancia esperada es una funcién que presenta un maximo en
el punto 7,,,, =5.207 con una ganancia esperada de 42060 u.m. El comportamiento del beneficio
esperado viene reflejado en la Figura 6. El minimo para dicha funcién se alcanzaria en el instante
T* = 0 caso que es equivalente a no utilizar el canal de reparacién y posponer todos los fallos
hasta la actuacién de los equipos de mantenimiento al siguiente periodo laborable. La razén
de que esta actuacién sea tan poco rentable (en términos de ganancia) estriba en el alto coste

de sustitucién de la pieza (1000000 unidades monetarias). Para T* = 0, la probabilidad de
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sustitucion de la pieza es igual a
P(X1 + X5 < T) =0,1731,

es decir, en un 17.31 % de los casos el sistema debe de ser reemplazado con un coste adicional
de 1000000 de unidades monetarias cantidad que difiere notablemente del maximo de ganancia
que puede esperarse por periodo laborable que es igual a Ag-T = 200000 unidades monetarias.
Sin embargo, para 7" =5.207 unidades de tiempo, la probabilidad de que el sistema tenga que

ser sustituido pasa a ser de
P(X; + X5 <4,793) = 0.000657,

o lo que es lo mismo, en un 0.0657 % el sistema tiene que ser sustituido lo que implica que,
aunque el coste de sustitucién es muy elevado, la probabilidad de que realmente ocurra la

sustitucion es muy baja.

110 T T T T T T T T T

100

90
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40

30

20

T (i)

Fig. 5: Beneficio esperado del sistema del ejemplo 2 sobre el instante de no disponibilidad del

canal de reparacién considerando Cs = 500000 u.m.
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Fig. 6: Beneficio esperado del sistema del ejemplo 2 sobre el instante de no disponibilidad del

canal de reparacién considerando Cs = 1000000 u.m.

Para Cs = 4000000 u.m., la ganancia esperada es una funcién creciente en 7™ y por lo tanto
Ty, =10y R;(10) = 19047.1 w.m.. El comportamiento del beneficio esperado viene reflejado
en la Figura 7. En este caso no compensa un modelo de reparacién pospuesta debido al alto
coste de sustitucién del sistema en contraposicién con los beneficios maximos que se obtendrian

por periodo laborable (Ag-T" = 200000 unidades monetarias).
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100 T T T T T T T T T
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Fig. 7: Beneficio esperado del sistema del ejemplo 2 sobre el instante de no disponibilidad del

canal de reparacién considerando Cy = 4000000 u.m.

Para comparar esta variabilidad segun el valor del parametro C§, se representa el valor del

Toot v Rl(To*pt) en la Figura 8. Se observa que para valores pequenos de C, la politica 6ptima
se obtiene para T, = 0. Por el contrario, para valores elevados de Cj, la politica éptima se
alcanza para T,, = T. En los valores intermedios de C; se obtiene, tal y como se muestra en
la Figura 8, un valor de T, comprendido entre 0 y 7. El valor representado de Ri(T},,) se
encuentra delimitado por las rectas correspondientes a R;(0) (ganancia esperada mediante la
accién que supone no reparar nunca el sistema) y Ry (T) (ganancia esperada mediante la accién

que supone no posponer nunca la reparacién). Estas dos rectas, cuyo expresién viene dada por

2

R (0) = AOZWi,o(T)—CsF1+2(T)7
i—1

RUT) = AgWi(T)— AW, (T),

marcan claramente los limites inferiores del valor de R (7).
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Fig. 8: Beneficio maximo esperado e instante éptimo de cierre del canal de reparacién para el

ejemplo 2 segun el valor de Cj.
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Capitulo 4

Modelo II de Reparacion Pospuesta

En este capitulo presentamos y analizamos un segundo modelo de la politica de reparacion
pospuesta, al que hemos denominado modelo II de reparacion pospuesta. Como en el modelo
I de reparacion pospuesta, la idea principal es que el canal de reparacién no esta disponible
durante todo el periodo laborable. Se diferencia del modelo anterior en el instante de cierre del
canal de reparacién. En este modelo II, el instante de cierre es justamente el momento en que se
han completado un total de K ciclos operatividad-reparacién. Es decir, el canal de reparacién
estd disponible hasta que se hayan producido K fallos y completado las K reparaciones corres-

pondientes.

A partir del momento en que el canal de reparacién no esté disponible, como en el modelo
I, si ocurre algin fallo, su reparacién se pospone hasta el final del periodo laborable cuando
el sistema es sometido a una inspeccién técnica. Esta inspeccion mantiene el sistema en una

condicion de operatividad tan buena como nueva al inicio de cada periodo laborable.

Este modelo se ajusta a situaciones en las que el niimero de reparaciones que se pueden

realizar durante un periodo laborable ha de ser limitado.

Por ejemplo, supongamos que una empresa subcontrata los servicios de otra empresa que
se encarga del mantenimiento y la reparaciéon de sus equipos. Debido a que la reparacion de
los dispositivos es perfecta, la subcontrata necesita disponer de un gran nimero de piezas en

stock para realizar estas reparaciones por cada periodo laborable. El disponer de un ntimero

89
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ilimitado de piezas seria practicamente imposible por lo que se supone que la subcontrata tiene
un total de piezas en almacén necesarias para realizar K reparaciones por periodo laborable a

la empresa.

La estructura de este capitulo es analoga a la presentada en el Capitulo 3. En una primera
seccién se describe el modelo. Posteriormente se obtienen los tiempos esperados que la cadena
de Markov que describe el modelo permanece en cada uno de los estados. Finalmente se analiza

el beneficio esperado para este sistema y se muestran ejemplos numéricos del mismo.

4.1. Descripcion del modelo

Supongamos un sistema, que serd considerado como una tunica unidad, y un canal de
reparacion. El sistema estd en funcionamiento durante un periodo laborable representado me-
diante el intervalo [0,7] y durante el cual puede sufrir fallos reparables. Al final del perfodo
laborable, el sistema es sometido a una inspeccion técnica cuya labor es que el sistema esté en
una condicién tan buena como nuewva al principio del siguiente periodo laboral. Es decir, las

condiciones de operatividad de cada uno de los periodos laborables son idénticas.
Ademis, establecemos las siguientes hipdtesis.

1. Sea X; la v.a. que representa el tiempo de operatividad del sistema cuando ninguna
reparacion ha sido pospuesta. Suponemos que X; sigue una distribucién exponencial de
pardmetro A;. Sea X, la v.a. que representa el tiempo de reparacién de un fallo del

sistema. Suponemos que X, sigue una distribucién exponencial de parametro u.

2. Sea Sk la v.a. que representa el instante en que se han producido K ciclos operatividad-
reparacién. En [0, Sk], si un fallo ocurre, su reparaciéon comienza de forma instantdnea y
es perfecta. A partir del instante Sk, el canal de reparacién deja de estar disponible y, si

ocurre un fallo, se pospone su reparacién y el sistema continiia operando.

3. Denotamos por X;,i = 2,3,..., N, la v.a. que representa el tiempo de operatividad del
sistema después de la i — 1-ésima reparacién pospuesta. Suponemos que X; ~ exp (\;),

1=2,..., N,y que se verifica

A< A <...< AN,



Modelo II de Reparacion Pospuesta 91

lo que implica

Xl Zst X2 Zst Zst XN-

Esto es, las tasas de fallos crecen a medida que el nimero de reparaciones pospuestas
aumenta. Equivalentemente, los tiempos de operatividad decrecen estocasticamente a

medida que el ntimero de fallos no reparados aumenta.

4. Como consecuencia de la posposicién de las reparaciones, el sistema sufre un deterioro
de modo que, si N — 1 reparaciones se posponen a lo largo de un periodo laborable, el
N-ésimo fallo provoca que el sistema deje de operar durante el resto del periodo y tenga
que ser reemplazado por uno nuevo e idéntico por la inspeccién técnica, lo cual supone

un coste adicional.

5. Cuando el sistema estd operativo, se obtiene un beneficio de Ay unidades monetarias
(u.m.) por unidad de tiempo (u.t.), mientras que, cuando est4 siendo reparado, se produce
un coste de A, u.m. por u.t. Si el sistema acumula un total de N fallos no reparados, el

coste de reemplazo o de sustitucién del sistema es de C; u.m.

4.2. Tiempos esperados

Denotamos por X (t) el estado del sistema en el instante ¢. Como en el capitulo anterior
y como consecuencia de que los tiempos de operatividad y reparacién son exponenciales, el
proceso {X (¢),0 < ¢ < T} es una cadena de Markov en tiempo continuo con espacio de estados

S={1,2,...,N,r,D}, donde

» X(t)=14,i=1,2,...,N si el sistema estd operativo en el instante ¢ e i — 1 reparaciones

han sido pospuestas hasta ese momento.
» X(t) =r si el sistema esta siendo reparado en el instante ¢.

» X(t) = D si el sistema no se encuentra operativo ni en reparacién en el instante ¢.

El modelo IT de reparacion pospuesta establece que el canal de reparacién no esta disponible

después del instante Sk . Sean X1; y X,; las vv. aa. que representan el tiempo de permanencia
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en el estado 1 y en el estado 7, respectivamente, cuando i — 1 reparaciones han sido completadas

parai=1,...,N. Sk puede expresarse como

K K
Sk = ZXU + ZXM, K=1.2.. S =0. (4.1)

i=1 =1

Observacion En el modelo I de reparacién pospuesta, el instante a partir del cual el canal de
reparacion no esta disponible, 7%, es determinista. Sin embargo, para el modelo II, el momento
en que el canal de reparacién no esta disponible es aleatorio con una distribucién de probabilidad
que vendra determinada por las distribuciones de probabilidad de las variables Xy; v X,

i=1,...,N.

La funcién de distribucién de la v.a. Sk, Fs, , puede obtenerse de manera recursiva, medi-

ante
Fs,(t) = 1,t>0,
Fs (t) = /t Fay (t—u)fs, ()du, t>0, K =1,2,...
0
donde fg, es la funcién de densidad de la v.a.
S1= X1+ X1
Puesto que X711 ~ exp(A1) y X1 ~ exp (u), se verifica que

fs (t) = alfl(t) + arfr(t)a

donde
w— )\17 T )\1 — ‘ua

aq

v f1, fr son las funciones de densidad de las vv. aa. X717 y X,1 respectivamente. 0

Proposicién 4.2.1 La funcion de distribucion de la v.a. Sk puede expresarse como,

K

K\ ;i qs
Fs (t) = ( . )agaff Firy—i+(t), K=12,..., t>0. (4.2)
=0

donde Fy.11 (k—q).r €s la funcidn de distribucion de la v.a.

X1 +Xi+ o+ X+ X+ X4+ X

i K—1i
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Demostracién
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La proposicién anterior puede obtenerse utilizando el método inductivo sobre K. Para K =1,

Fgs, (t) = an Fi(t) + o, Fr. (1)

Fo(t) = / Fs, (t - u) fo(u)du

= /0 (a1 F1(t — u) + . Fr(t — w)) (o f1(u) + ap fr(u))du

= a%FlJrl(t) + 20[1QTF1+T(ZL) + afFTH, (t)

Para K =1y K = 2, la ecuacién (4.2) es cierta. Suponemos que (4.2) se verifica para K — 1y

veamos que se cumple para K.

FSK (t)

— (KO_ 1) a?affFKAr(t)

K-1
K-1\ (K-1\1 ; x
+ Z {( i1 ) + ( ; )} Ao T Fa g (k—iy ()

s
I
-

=0

K-1
K-1\ , x_ K-1\ , x_;
= Z <z 1 >o/1aff Fi~1+(K—i)~r(t) + Z < i )041045 Fi~1+(K—i)'r(t)

Antes de deducir los tiempos de permanencia en cada uno de los estados de la cadena de

Markov, introducimos la definicién de v.a. truncada y la notacién empleada en este apartado.
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Definicién 4.2.1 Dada una variable aleatoria positiva continua X con funcion de distribucion

F, se define la v.a. X truncada en T, con T > 0, y se denota Xr, como la v.a. dada por:

X, siX<T
T, s X>T

Xr =

La esperanza de Xr, a la cual denotamos mediante F[X]|r, viene dada por
T T ~
EX]r = / F(u)du = / udF(u) + TF(T).
0 0

De este modo, se verifica que

BlX] = / Flu)du = E[X]r + / Flu)du,

0

para cualquier T > 0.

Observacién En el caso de que X ~ exp(}),

E[X]T:/O F(u)duz/o @duz%F(T).

La notacién que emplearemos a continuacion serd la siguiente.

s I}y f; son las funciones de distribucién y de densidad, respectivamente, de la v.a. X,

1 <3< N.

s Iy f son las funciones de distribucién y de densidad, respectivamente, de la v.a. X..

w Fio 4y fir. 4 son la funcién de distribucién y de densidad, respectivamente, de la

va. X1 +...+X;, 1<t < N.

» Fsot14. . +iV fsx+1+..+: son la funcién de distribucién y de densidad, respectivamente,

Sea W1 (K) el tiempo esperado de operatividad cuando el canal de reparacién estd disponible,

i.e., antes del instante Sk.

E

Wi(K)

i=1 i=1

K T
Z E[Xl]T—udFSifl(u’)'
= u=0

K K
ZXMI{Si—l-FXMST} + Z(T - Sifl)j{si—1<T<Si—1+X17‘,}
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La expresion (4.3) se deduce aplicando propiedades de la esperanza condicionada como veremos

a continuacion.

En primer lugar, para ¢ =1,..., K, se tiene que

E [X”I{Si,f1+X1iST}] =E [E [XliI{Si—1+X111§T}|Si*1H

T
/ E [XliI{Si—l-i-XuST}'Si*l = u] dFSi—l(u)
u=0

T
/ E [ Xyilyyx,,<1}] dFs,_, (u)

/uo/J vdFy (v)dFs,  (u).

Y, por otra parte,

(T = Si—1)Igs,_ <T<s;_ 1+X11}]

E(
E[E[(T - Si—1)I{s, 1<T<8:i 1+xu:}] |Si-1]
T

[(T Sl_l)I{Si—1<T<Si—1+X1i} Si—1 = u] dFSi71(u)

E
0
:O(T —w)Fy (T — w)dFs, | (u).

/
T

/

De este modo,

K T

Wi(K) = Z/u
T

K
Y| EXilr-udFs, ., (u).
i=1 v u=0

—0 /_ vdFy(v) + (T — u)Fy (T — u) | dFs,_, (u)

De manera angloga, sea W,.(K) el tiempo esperado que el sistema estd en reparacion si el canal

de reparacién deja de estar disponible en el instante Sy .

K

K
ZXM'I{S <1} + Z T—Si1— Xui)l{s,_ 1 +x,,<T<S,}
i=1

Z /u i / Xyl uvdFy (v)dFs,_, (u) (4.4)

W:.(K)
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Basta tener en cuenta que
E[Xnilis<ny] = B[E[Xnilis_ix4x,<ry S]]

/ E AXVMI{Xl1 X i <T— u}] dF31 1( )

/ / E [XriI{vagT—u—v}] dFl (U)dFSi—l (U)
u=0 Jv

/u:o/v /:ou W, ()R (0)dFs, ()

T Sz 11— Xli)I{Si—1+X1i<T<Si}}
T

y, por otra parte,

Si—1— Xll)I{SL 1+ X1 <T<Si 1+ X1i+Xri }

E|(
E[( Si-1]]
T
/ 0 / = )l cutor o) AE (0)dEs, (1)

/=0 /:0 (T —u—v)F (T —u — v)dF;(v)dFs,_, (u).

Denotamos por Ws(K) el tiempo esperado que el sistema estd operativo una vez que el canal

de reparacién no estd disponible. En este caso,

WQ(K) = E[(Xl+X2+~'~+XN)I{SK+X1+...+XN§T}]

+E [(T — Sk ) {84 <T<Sk+X14+Xa+tXn})

T
/u:O

/T E[Xl +X2++XN]T7udFSK<u) (45)

T—u
/ vdF14. on@)+ (T —uw)Fiy +n(T —u)| dFs, (u)
v=0

4.3. Beneficio esperado del sistema

De acuerdo a las hipétesis del modelo, el sistema genera costes o produce ganancias de-
pendiendo de los estados que visita y del tiempo medio que permanece en los mismos. Como
en el modelo I de reparacion pospuesta, debemos analizar los costes y ganancias para evaluar

diferentes politicas de mantenimiento.

Fijado K € {0,1,...}, denotamos por Rs(K) el beneficio esperado del sistema por periodo

laborable si el canal de reparacién esta disponible hasta el instante Sk. Teniendo en cuenta
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(3.9), tenemos que
Ry(K) = AgW1(K) + AgWo(K) — A, W,.(K) — Cs Py, (4.6)

donde Py, es la probabilidad de que se pospongan NN reparaciones y el sistema tenga que ser

finalmente sustituido.

Utilizando las expresiones (4.3)-(4.5) halladas en la seccién anterior, se tiene que

T
- E[Xl]T—udFSifl (U)‘|

K T T—u
,AT; [ /u . / . E[XT}T_u_vdFl(v)dFsi_l(u)]

+A(] E[Xl +X2++XN]T7udFSK(U)

u=0

—CsFsit142+..4+N(T). (4.7)

K
Ry(K) = Aoy

Hasta este punto, no hemos utilizado la hipétesis de que las variables que intervienen en el
proceso son exponenciales. Es decir, la expresién (4.7) es vdlida para un sistema que verifique las
hipétesis del modelo sea cual sea la distribucién de probabilidad de las vv. aa. X;,1=1,...,N

v X,

Utilizando la exponencialidad de dichas variables, podemos simplificar la expresién de

Ry (K). Para ello, introducimos el siguiente resultado.

Proposicién 4.3.1 Supongamos que X; ~ exp (N\;), Vi=1,..., N. Entonces,

N
EXi+...+ Xylr =) Fii (T)E[X], N=1,2,... VT > 0. (4.8)

i=1

Demostracién

Podemos demostrar este resultado por induccién sobre N.

s Para N = 1, vimos como consecuencia de la definicién de v.a. truncada en T' que, si X ~
exp(A),
E[X]r = F(T)E[X].
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= Supongamos que el resultado es cierto para N — 1. Basta notar que, debido a la propiedad

(1.9) de la distribucién exponencial,

1
Fiy yn(t) = Fip pv—1p(t) — Hfl—&-...-&-N(t)a vt > 0.
Por tanto,
_ _ 1
Fiy on(t) = Fipo ow—pt)+ Ef1+..‘+1v(t)- vt > 0.

De este modo,

!

E[X1++XN]T == 1+___+N(U)du

T

o— >

1 T
L p(N—1) (w)du + o / Jit..4n(u)du
N Jo

N-1
_ Fiy . i(T) + Fiy 4n(T)
; Ai AN
=1
N
_ ZFHWH(T)
; Ai .
i=1
|
Aplicando (4.8), tenemos que
Aps (T
Ry(K) = sz Fy(T — u)dFs,_,(u)
=0

A K T T—u
_fz/ 0/ 0 F (T —u—v)dFy(v)dFs,_, (u)
i=1 v u=0Jv=

N T
A
+Z /\(,) / Fiy 4i(T —u)dFs, (u) — CsFsye 1+ +n(T),
i=1 7t Ju=0

y, considerando la expresién de la funcién de distribucion de la suma de variables aleatorias se

tiene que
Ag & Are
RQ(K) = fZFSi—l*‘rl(T) - IZF&(T)
i=1 i=1

N
Ao
+ZT¢F5K+1+~A.+i(T> —CsFsyt14..4n(T)
i=1
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Como en el capitulo anterior, intentamos analizar la politica de mantenimiento 6ptima, es
decir, aquella politica que maximice el beneficio esperado por periodo laborable. Denotaremos
por K,y al valor de K que maximice Ry(K). En este caso, R2(K) es una funcién que toma

valores en {0, 1,...}, asi que el procedimiento a seguir seréd calcular los incrementos
ARy(K)=Ry(K+1)— Re(K), K=0,1,...

A A,
ARy(K) = stKH(T)—FFsKH(T)

N
Fsiit1+..+i(T) = Fsep14..44(T)
+A0; ™

+Cs [Fsgtit..+n(T) = Fsepy 14,48 (T)] -

0 equivalentemente,

AR2(K) = TlFSK"Fl(T) - FTFSKH(T)
N-—-1
FSK+1+1+~~-+i(T) - FSK+1+...+i(T)
+Ao; X
Ag
& Av [Fsit1+.4n(T) = Fsepip14.4n(T)] - (4.9)

4.3.1. Politica de reparacién pospuesta para N = 2

Estudiemos la politica de reparacion pospuesta éptima en el caso particular N = 2, i.e.,
cuando sélo se permite la posposicién de una reparacién pues el segundo fallo es catastrofico
para el sistema. La expresién (4.9) de la funcién incremental ARy (K) en este caso viene dada
por

A Ay
ARy(K) = TloFSK+1+1(T) - IFSKH(T)

+(Cs = Ao/X2) [Fsyv142(T) = Fspepy142(T)] -

Analizando su comportamiento, obtenemos los siguientes resultados.

Proposicién 4.3.2 Si Cs < Ag/Aa y

L A/A

(4.10)

entonces K,p = 0.
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Demostracién

Las diferencias
Fsip142(T) = Fsye oy 1142(T)
son siempre positivas. Luego, si se verifica

FSK+1(T) > Ao/Al
FSK+1+1(T) N AT//J‘ ’

VK =0,1,..., (4.11)

entonces

ARy(K) <0, VK =0,1,...

Aplicando la desigualdad
FSK+1+1(T) < FSK+1 (T)Fl (T)v

la condicién (4.10) es suficiente para que se verifique (4.11). |

A partir de este resultado, podemos deducir el siguiente corolario:

Corolario 4.3.3 Si Cs < Ap/A2 ¥y

‘ S

0 <
1

)

Ay
I

>

entonces K,p = 0.

Observacion Las conclusiones obtenidas con la Proposicién 4.3.2 y el Corolario 4.3.3 son
analogas a las que se obtuvieron con los Corolarios 3.3.4 y 3.3.5 cuando analizamos el modelo
de reparacién pospuesta tipo I. Esto es, si se verifican ciertas hipétesis, tanto el modelo I como
el modelo II de reparacién pospuesta proponen como politica de mantenimiento 6ptima no tener
el canal de reparacién disponible en ningtin momento del periodo laboral y posponer siempre

la reparacion de los fallos al momento de la inspeccién técnica del equipo.
La interpretacién fisica de las hipdtesis anteriores es sencilla.

» O < Ag/Aa: el coste de sustituir o reemplazar el equipo es menor que el beneficio medio
cuando el equipo estd operando una vez que se ha pospuesto la reparacién del primer

fallo.
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» Ao/ < A,./p: el beneficio medio de operatividad del equipo es menor que el coste medio

de repararlo, i.e., el coste medio de un ciclo operatividad-reparacién es negativo.

El caso opuesto al Corolario 4.3.3 viene dado en el siguiente resultado.

Proposicién 4.3.4 Si Cs > Ag/Xa, p <o y

A, Ay A
<l - =< =,
12 )\2 )\1

entonces K,p = 00 y por lo tanto la politica de reparacion pospuesta no merece la pena.

Demostracién

Por ser p < X3, tenemos que

FsalT) = P (T) = [ [PoT =) = Po(T = )l fsia () > 0.

Ademaés, Fs,.,,+1(T) > Fs, ., +142(T) y, por lo tanto, si
A A,
Cs -2 > —,
A2 Hw

entonces ARy(K) >0, VK =0,1,... |

Si comparamos estos resultados con los obtenidos en el capitulo anterior utilizando el modelo
I, observamos que son exactamente los mismos. De hecho, el siguiente resultado relaciona la

funcién derivada de Ry (T*) y la funcién incremental de Ry (K).
Proposicién 4.3.5 Si R1(T*) es creciente (decreciente) en T* € [0,T], entonces ARy (K) >

(<)0, VK =0,1,...

Demostracion

Por una parte,

Fsye142(T) = Fsyey+142(T)

T T
= | B@-wfse@d- [ Pl - s
0 0

T
/0 [Fo(T — ) — Fioran(T — )] fsye4n (u)du

T
- / g12(u) fsp 2 (u)ds,
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donde la expresién de gi2(u) viene dada por (3.19).

Por otra parte,

A A,
%, Pt (1) =~ Fsiey (T)
A A,
= [ [ Rr -0 - 2R - 0] fsenti
0 1 14
T
— [ gt
0
donde goo(u) estd definida mediante (3.21).
Por tanto,
ARy(K) = K > gr2(u) + 922(16)] fsw+1(u)du
Ry (u)

T
= /0 Pr(u)h fsx+1(u)du.

4.3.2. Politica de reparacién pospuesta para N > 2

Este caso es mas dificil de analizar aunque podemos obtener algunos resultados. Recordemos
la expresion de ARy (K) para N genérico.

A A,
ARQ(K) = /\0 FSK+1(T) - IFSK-H (T)

Fsyeriitoti(T) = Fsyrns . 4i(T)
A K+1 K
+ OZ N

i=1

A
+ (Cs - )\13) [Fst14.+n8(T) = Fsieyr14..4n8(T)] -

La siguiente proposicion es el resultado andlogo en el caso discreto al Corolario 4.3.3 para el

caso N > 2.

Proposicién 4.3.6 Supongamos que Cs < Ag/AN ¥y
Ao AT

>\1 1%
Entonces, K,p = 0.
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Demostracién

Basta tener en cuenta que

Fsypit14..4+i(T) < Fsyeyr4..+i(T), Vi=1,..., N,

y que la condicién

FSK+1 (T) > AO/)‘l
Foent(T) = Ap/p”
se cumple si Ag/A\1 < A, /p. |

K=0,1,... (4.12)

Como en el caso N = 2, también existe una cierta relacién entre la funcién derivada R} (T*)
del modelo I de reparacién pospuesta y la funcién incremental ARy (K) del modelo IT que viene

reflejada en el siguiente resultado.

Proposicién 4.3.7 Si Ry (T*) < (>)0, entonces ARy(K) < (>)0, VK.

Demostracién

Consideramos la expresién de ARy (K).

Ay
ARQ(K) = TIFSK-&-l(T) - 7F5K+1(T)
N-1
F (T)—F (T
—|—AQZ SK+1+1+~~-+/( ) Sr+1+4...+ ( )

g

=1

A
+ <Cs - )\]3) [Fsx+1+...+N(T) = Fsye 4144+~ (T)] -

Por un lado, se tiene que

T
Fsyq14.4n(T) = Fspyr14..4n(T) = / Jsx+1(u)gin (u)du.
0

Ademas,
N—
21F5K+1+1+,..+¢(T) — Fsirair. +i(T) _
; Ai
1=1
N-—1 T
F, (T —u)— Foy (T —
> /0 Fopen (u) == ( ul\ il W) g (4.13)
i=1 ¢

Ademsds, para 1 <i < N — 1,

1
Fiy 4i(t) = Fay. 1i(t) — /\Tf1+2+...+i(t)a t>0.
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De donde
1
Foy 4i(t) = Fiy. 4i(t) + /\Tf1+2+...+i(t), t>0.
Y por lo tanto, para 1 <i< N —1,

1
Foyip i) = For 4i(t) = Fryap () — Frg4a(t) — )\Tf1+2+,..+z'(f)» t>0.

Por otra parte, utilizando el Lema 3.3.1

N-1

F i(t) — F; ; 1
Z r+1+..~+z(t))\l 1+...4i(1) = _E[Fr(t) — Fryip 4+v—1)(®)], t=>0.
i=1 '
Y,
N-1
1 fiyor.4a(t) 1 1
; NN —/\TFl(t) - )\T[Fl(t) —Fip yov-p@®), t=0.

De manera que (4.13) es igual a

Foy oowvy(T—uw)—F(T-u)  Fy (vl —u)—1
fSK-‘rl ,LL + )\1

Por otra parte,

A A, A
AfFSKJrl(T) FSK+1 / fSK+1 ( [ Fr(T_'LL)> du.

Uniendo todas las condiciones, se tiene que

ARy(K / Fsres1 () (Co = AofA2)grn (1) + gan (u)) du,

donde las funciones g1y v gan vienen dadas por las expresiones (3.14) y (3.16), respectivamente.
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4.4. Ejemplos numéricos

La siguiente seccién muestra un sistema con las caracteristicas dadas en la siguiente tabla!

T Periodo laborable 10 u.t.
1/M Tiempo medio operativo 20 u.t.
1/A2  Tiempo medio operativo tras una posposicién 8.5 u.t.

1/ Tiempo medio de reparacién 1 wt.

Ag Beneficio por unidad de tiempo 20000 u.m./u.t.

A, Coste de reparacion por unidad de tiempo 400000 u.m. /u.t.

donde se variard el pardmetro Cs (coste de sustitucién del sistema) para apreciar o no la validez

de la reparaciéon pospuesta.

Para Cs = 500000 u.m., la ganancia esperada es una funcién decreciente en K y por lo
tanto Koy = 0y R2(0) =100269 u.m. Este hecho concuerda con la Proposicién 4.3.5 que
ligaba la funcién derivada del beneficio esperado bajo el modelo I de reparacién pospuesta y el
beneficio esperado bajo el modelo I de reparacion pospuesta. El comportamiento del beneficio
esperado viene reflejado en la Figura 9. Como explicamos en el Capitulo 3, la razén por la que

la ganancia éptima se alcanza para K = 0 se debe al bajo coste de sustitucién del sistema y a

la baja probabilidad de sustitucién del mismo

P(X1+ X, <T)=0.1731.

IEjemplo que coincide con el ejemplo 2 del Capitulo 3.
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120000 T T T T T

T
©
I

100000

80000

T

£
=]
60000

T

Y
o

T

40000

T

20000

0 1 2
K

w
N

Fig. 9: Beneficio esperado del sistema sobre el nimero de ciclos de reparaciéon completados por

el mismo. Cy = 500000 u.m.

Para C; = 1000000 u.m., la ganancia esperada es una funcién que presenta un maximo en
el punto K = 1 con una ganancia esperada de 24313.3 u.m. El comportamiento del beneficio
esperado viene reflejado en la Figura 10. El minimo para dicha funcién se alcanzaria en K = 0,
caso que es equivalente a no utilizar el canal de reparacién y posponer todos los fallos hasta la
actuacién de los equipos de mantenimiento al siguiente periodo laborable. La razén de que esta
actuacion sea tan poco rentable (en términos de ganancia) estriba en el alto coste de sustitucién
de la pieza (1000000 unidades monetarias). Para K = 0, la probabilidad de sustitucién de la
pieza es igual a

P(X,+ X, <T)=0.1731,
es decir, en un 17.31 % de los casos el sistema debe de ser reemplazado con un coste adicional
de 1000000 de unidades monetarias cantidad que difiere notablemente del médximo de ganancia

que puede esperarse por dia laborable que es igual a Ay-T = 200000 unidades monetarias.
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25000 T T T T T
0]
20000 | o .
® ®
£
35
%3
o
o
15000 .
10000
0 1 2 3 4
K

Fig. 10: Beneficio esperado del sistema sobre el nimero de ciclos de reparacién completados

por el mismo. Cy = 1000000 u.m.

Para Cs; = 4000000 u.m., la ganancia esperada es una funcién creciente en K y por lo
tanto K, = ooy Ra(oo) = 19047.1 u.m. Este hecho concuerda con el resultado obtenido en la
Proposicién 4.3.5. El comportamiento del beneficio esperado viene reflejado en la Figura 11. En
este caso no compensa un modelo de reparacién pospuesta debido al alto coste de sustitucion

del sistema en contraposiciéon con el beneficio maximo que se obtendria por periodo laborable

(Ao-T = 200000 unidades monetarias).
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100000 T T T T T

T

-100000 b

T

-200000 b

T

-300000 b

T

-400000 b

-500000 B

T
G

-600000 X ! X X

Fig. 11: Beneficio esperado del sistema sobre el niimero de ciclos de reparacién completados

por el mismo. Cy = 4000000 u.m.

Como resumen de estos casos los resultados numéricos obtenidos para este ejemplo parti-

cular son los siguientes.

Rs(K) medido en unidades monetarias

K | Cs =500000 um. | Cs = 1000000 um. | Cs = 4000000 u.m.
0 100269 13726.2 -505532

1 35653 24313.3 -43724.8

2 20838.6 19912.8 14357.8

3 19166.5 19115.5 18810

4 19053.6 19053.3 19051.5

00 19047.1 19047.1 19047.1
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Para la realizacién de estos ejemplos s6lo ha sido posible obtener los valores de beneficio
esperado hasta K = 4 dado que se necesitan efectuar un niimero proporcional a K de integrales
recursivas. El software Mathematica, a partir de K = 5, devuelve resultados imprecisos.

Notar también que,

Ry (T:pt) Ry (Kopt)
Cs=500000 100269 100269
Cs=1000000 42060 24313. 3
Cs=4000000 | 19047.1 19047.1

o lo que es lo mismo, el beneficio 6ptimo conseguido con el modelo II es inferior al beneficio
6ptimo obtenido con el modelo I. Senalar que este hecho no es especifico de este ejemplo en

particular sino que se ha obtenido en todos los ejemplos numéricos realizados.
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Conclusiones finales y algunas
cuestiones para futura

investigacion

En estas conclusiones finales resumimos las principales aportaciones realizadas en esta tesis

doctoral.
Conclusiones finales

= Con respecto al proceso potencial.

12) Hemos introducido el proceso potencial y hemos descrito las propiedades bésicas

asociadas al mismo.

22) Posteriormente, hemos estudiado las propiedades de convergencia del proceso poten-
cial, propiedades relativas al orden estocéstico y a las clases de envejecimiento. Para ello
nos hemos servido, fundamentalmente, de la funcién razén de fallos y la funcién vida me-
dia residual. Para una gran parte de clases de envejecimiento hemos probado que, si una
v.a. del proceso pertenece a esa clase de envejecimiento, todas las variables que forman

el proceso también pertenecen a dicha clase.

32) Finalmente, hemos utilizado sendos procesos potenciales para modelar los tiempos
de operatividad y de reparacién de ejemplos de sistemas reparables introduciendo apli-

caciones numéricas de dichos ejemplos.

111
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Conclusiones finales y algunas cuestiones para futura investigacion

Como comentamos en el capitulo dedicado a los procesos potenciales, estos procesos sol-
ventan inconvenientes que presentan los procesos geométricos. Sin embargo, los procesos
potenciales presentan un tratamiento analitico méds complicado que los procesos geométri-
cos. Por ejemplo, si {X,,,n > 0} es un proceso potencial con sucesién asociada {v,} y

X es una v.a. continua con funcién de distribucién F', entonces

B(X,) = / " (F(a) e,

mientras que si {Y,,,n > 0} es un proceso geométrico de razén a, entonces

B(v,) = 250,

a'ﬂ
La complejidad en el tratamiento analitico de los procesos potenciales se debe a la gen-

eralidad de la sucesién {v, }. Sin embargo, debido a la no restriccién de la sucesién {v,},

este proceso es muy versatil y permite cubrir un gran nimero de problemas reales.

Con respecto al modelo de reparacién pospuesta.

12) Hemos introducido el concepto de reparacién pospuesta. Este modelo se ajusta a
situaciones reales en las que otros modelos de reparaciéon no son adecuados, como aque-
llos para los cuales la disponibilidad inmediata del equipo de reparacién puede resultar

demasiado cara o incluso imposible fisicamente de realizar.

22) Hemos planteado dos modelos diferentes de reparacién pospuesta. Para el modelo I
de reparacién pospuesta, desarrollado en el Capitulo 3, hemos obtenido la distribucién
transitoria del proceso asociado asi como los tiempos esperados de operatividad y de
reparacion. Una vez calculado el beneficio esperado del sistema por periodo laborable y
una expresién sencilla de su funcién derivada, hemos analizado la misma en dos situa-
ciones diferentes. En ambos casos, hemos obtenido condiciones que garantizan que el uso
de la reparaciéon pospuesta es aconsejable. Para el modelo II de reparaciéon pospuesta,
desarrollado en el Capitulo 4, hemos estudiado los tiempos esperados de operatividad y
reparacion, calculado el beneficio esperado del sistema por periodo laborable y analizado
los incrementos de esta funcién. Asimismo, hemos relacionado la funcién derivada del

beneficio empleada en el modelo I con la funcién incremental del modelo II.
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32) Para ambos modelos de reparacién pospuesta, hemos desarrollado aplicaciones
numéricas de los mismos a ejemplos reales, y hemos comprobado cémo las conclusiones

tedricas obtenidas concuerdan con los resultados experimentales.

El estudio de modelos de reparacién pospuesta también presenta limitaciones. La primera
de ellas es la relacionada con las distribuciones de los tiempos de operatividad y de
reparacion. En este trabajo hemos supuesto que dichas distribuciones son exponenciales.
El estudio de estas politicas de reparacién utilizando distribuciones de probabilidad gen-
erales es bastante complicada. La segunda de estas limitaciones la encontramos en la
obtencion analitica de la politica éptima. En la politica de reparaciéon pospuesta tipo I
la obtencién de la politica éptima se traduce en la bisqueda de la raiz de una funcién
especifica. En el caso de utilizar una politica de reparacion pospuesta tipo II la obtencién
de la politica éptima se traduce en la bisqueda de un cambio de signo de una funcién
incremental. En cualquiera de los dos modelos la obtencién analitica de la politica éptima
es practicamente imposible y por lo tanto se realiza de manera numérica. Cabe senalar
que, en la literatura concerniente a politicas de reemplazo, la obtencién analitica de la
politica 6ptima raramente se alcanza presentandose métodos numéricos como alternativas
al estudio analitico. En nuestro caso, hemos proporcionado cotas de la politica éptima de

reparacion pospuesta.

De los resultados obtenidos en la investigacion realizada en esta memoria se ha derivado,

hasta el presente momento, la siguiente produccién cientifica:

Publicaciones

Castro, I. T. and Sanjuan, E. L. (2004). “Power processes and their application to reliabili-
ty”.Operations Research Letters, 32, 415-421.

Comunicaciones presentadas en reuniones cientificas

= Castro, I. T., Sanjuén, E. L. “Un modelo de reparacién pospuesta”. 27 Congreso Nacional

de Estadistica e Investigacién Operativa. Lleida. Abril de 2003.
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= Castro, I. T., Sanjudn, E. L. “A delayed repair model”. 54th ISI Session. Berlin (Alema-
nia). Agosto de 2003.

s Castro, I. T., Sanjuan, E. L. “A model of delayed repair for N failures”. International

Network Optimization Conference. Evry-Par{s (Francia). Octubre de 2003.

s Castro, I. T., Sanjuan, E. L. “Power processes: definition and some properties”. 6th World
Congress of the Bernouilli Society for Mathematical Statistics and Probability. Barcelona.

Julio de 2004.

= Castro, I. T., Sanjuan, E. L. “Procesos potenciales”. 28 Congreso Nacional de Estadistica

e Investigacion Operativa. Cadiz. Octubre de 2004.

Algunas cuestiones para futura investigacion

En todo trabajo de investigacién y, en particular en el realizado en esta tesis doctoral,
siempre surgen una serie de cuestiones abiertas para una futura investigaciéon. En este sentido,
finalizaremos esta memoria comentando, brevemente, algunas de las cuestiones surgidas como

consecuencia de la investigacion realizada y cuyo estudio consideraremos a corto y medio plazo.

1#) Cuestiones derivadas del estudio realizado sobre los procesos potenciales.

= Obtener propiedades tipo-renovacién para un proceso potencial. Asi, si {X,,n > 0} es
un proceso potencial con sucesién asociada {7, }, analizar la distribucién de probabilidad

de la variable aleatoria suma Sy
k
Sk = Xn.
n=0

En términos de fiabilidad, si X,, representa el tiempo de operatividad de un sistema
después de su n-ésima reparacion, entonces S,, representa el tiempo de espera hasta la

ocurrencia del n-ésimo fallo.

La funcién de distribucién de S, Fs, , se obtiene via convolucién como

Fg, (t) = ~/O Fs, , (u)fk(t - u)du,
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donde f representa la funcién de densidad de la variable aleatoria Xj. Asociada a Sk,
otro proceso estocastico de interés para su estudio es el proceso de recuento asociado al

proceso potencial {X,,,n > 0}
N(t) = max{k, S < t}.

Como antes, si X,, representa el tiempo de operatividad de un sistema después de su
n-ésima reparacién, entonces N (t) representa el nimero de reparaciones completadas por

el sistema hasta el instante de tiempo t. Ademds, se tiene que
P(N(t) = k) = Fg, (t) = Fs,_,(t), t=>0.

Otras funciones de interés en el futuro es el estudio de la funcién E[N(t)] y de su deriva-
da. Si X,, representa el tiempo de operatividad de un sistema después de su n-ésima
reparacién, la funcién E[N(t)] representa el nimero esperado de fallos hasta el instante
t. La derivada de E[N(t)], denominada en fiabilidad como razén de ocurrencia de fallos,
tiene un significado especial en esta materia. Asi, dE[N (t)]/dt representa la probabilidad

de que ocurra un fallo en el sistema en el intervalo (¢,t 4+ dt).

= Otra cuestion pendiente de estudio es la manera de utilizar procesos potenciales para
modelar tiempos de operatividad y de reparaciéon en un sistema que se ajuste a uno de
los dos modelos de reparacién pospuesta estudiados. Pretendemos obtener, en un futuro,

resultados méas concretos o mas sencillos analiticamente que los obtenidos hasta ahora.
22) Cuestiones derivadas del estudio realizado sobre la reparacién pospuesta.

e Hemos definido y estudiado dos modelos diferentes de reparacion pospuesta para
un sistema reparable. Nos planteamos buscar modelos mas complejos que abarquen

un mayor numero de situaciones. En particular, sistemas con mas de unidad.

e La extensién de los modelos T y II de reparaciéon pospuesta al caso en que las
distribuciones de probabilidad de las variables aleatorias presentes en los modelos

sigan distribuciones tipo fase las cuales generalizan la distribuciéon exponencial.
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Apéndice

En este Apéndice exponemos el Lema 1 y el Teorema 1 detallados en el articulo de Mi
(1993) titulado “Discrete Bathtub Failure Rate and Upside-Down Bathtub Mean Residual Life”
aparecido en la revista Naval Research Logistics y mostramos cudl es el error cometido en
la demostracion de los mismos. Posteriormente, enunciamos y demostramos correctamente los
mismos. En este trabajo se relacionan los conceptos de razén de fallos con forma de bafiera (o

de bafiera invertida) con el de vida media residual con forma de bafiera (o de bafiera invertida).

Lema 1. Mi (1993): Sea {a(n),n > 1} una sucesidn de tipo U de nimeros reales con puntos
de cambio 1 < ny < ngy. Entonces, la sucesion {a(n),n > 1}, donde

n

> ali),

i=1

S|

a(n) =

es tipo U con un unico punto de cambio mg, siendo mg > no, o dos puntos de cambio, mg y

m0+1

Teorema 1. Mi (1993): Sea X una v.a. discreta con soporte {1,2,...} y con funcion de
distribucion F cuya funcion razén de fallos es tipo B (tipo U) con puntos de cambio nqy > 1

1/n

y ny > ny. Entonces, la sucesion {F(n)Y/",n > 1} es tipo B (tipo U) con un tinico punto de

cambio mg, o dos puntos de cambio mqg y mg + 1.

En la demostracién del Lema 1 de Mi (1993), el punto de cambio mg de la sucesién {a(n),n >
1} se define como

mo = inf{n >1:a(n+1) —a(n) < 0},
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A continuacién, se prueba que mgy > no y se establece la existencia de mg basdndose en que la

sucesion {a(n),n > 1} es tipo U.

Sin embargo, el error consiste en que la existencia de mg no estd garantizada. Por ejemplo,

consideremos la siguiente sucesién:
al)y=1 < a2)=2<a8)=3<ad)=4=a(5)=4=a(6)=35+1/2
> a(7)=35+1/22>a(8) =35+1/2>a(9) =35+1/2* > ...
donde a(k) = 3,5+ 1/2875, Vk > 6.
Obviamente, la sucesién {a(n),n > 1} es tipo U con puntos de cambio ny =4 y ny = 6.
La sucesién correspondiente {a(n)} es

a(l)=1 < a2)=15<aB)=2<ad)=25<a(5)=28<

(6) =3 < a(7) = 3,1071 < a(8) = 3,1719 < ...

l

<

Esta sucesién {a@(n)} es estrictamente creciente y verifica
aln+1)—a(n) >0, Yn € N. (A1)
Por tanto, mg no existe en este caso. En consecuencia, la hipétesis de que la sucesién {a(n)}
sea tipo U no implica necesariamente que exista mg.

La demostracién de (A.1) es sencilla.

= Paran=1,2,...,6 claramente
a(n+1) —a(n) > 0.

s Paran>7,

n—>5

142+3+4+4+35n—5)+> (1/2)
i=1

14+ 3,5(n — 5) + ((1/2) — (1/2)"4)2

< 35

< a(n+1).
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De hecho, si se verifica
aln+1)—a(n) >0, VneN,
entonces {a(n)} es creciente, pues

a(n+1) —a(n)

0.
n+1 >

a(n+1)—a(n) =

0

Considerando estas correcciones, podemos reescribir el Lema 1 y el Teorema 1 de Mi (1993)

como sigue:

Lema A.1: Sea {a(n),n > 1} una sucesidn tipo U de nidmeros reales con puntos de cambio

1 < ny < ng. Entonces, la sucesion {a(n),n > 1}, donde

n

) = >~ a(i),

i=1
o0 bien es tipo U (con un inico punto de cambio my, siendo mg > na, o dos puntos de cambio,

mo y mo + 1), o bien es creciente.

Demostracién

Es evidente que
a(n) <a(n+1) < a(n) < aln+1). (A.2)

Por tanto, para 1 <n < ny — 1; o lo que es lo mismo n + 1 < no, se tiene que
1 n
a = — 1) < < 1 s
a(n) n;a(l) a(n) < a(n+1)
puesto que ny > 1. Por lo tanto a(n + 1) — a(n) > 0 y consecuentemente
a(l) <a(2) <...<a(ng —1) < a(ng).
1. Supongamos que existe mg = inf{n >1:a(n+1) —a(n) < 0}.

La sucesién {a(n),n =1,2,...,mg — 1} es creciente y, por tanto,

mo Z nao.
= Sia(mg+ 1) =a(mg), entonces

a(mo + 1) = a(mo) = a(mo + 1) > a(mo + 2),
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luego

a(mo + 1) > a(mo + 2),
y, segin el razonamiento seguido en Mi (1993),
a(n) >a(n+1), Vn > mg + 1.
En consecuencia, {a(n),n > 1} es tipo U con puntos de cambio mg y mo + 1.
= Si a(mp + 1) < a(mg), siguiendo un razonamiento andlogo, concluimos que
{a(n),n > 1} es tipo U con un unico punto de cambio my.
2. Si my no existe, entonces se verifica

a(n+1) > a(n), Vn > 1,

luego, por (A.2), {a(n),n > 1} es estrictamente creciente.

Teorema A.2: Sea X una v.a. discreta con soporte {1,2,...} y funcion razén de fallos tipo
B (tipo U) con puntos de cambio ny > 1 y ny > ny. Entonces, la sucesion {F(n)'/",n > 1},
o bien es tipo U (tipo B) (con un dnico punto de cambio mg, o dos puntos de cambio mgy y

mo + 1) o bien es estrictamente creciente (decreciente).

Demostracion
Dada X una v.a. discreta con funcién razon de fallo r y funcién de supervivencia F' podemos

expresar

De este modo, se tiene que
nIn(F(n)/" = "In(1 —r(i).
i=1

Debido a que la sucesién {r(n),n > 1} es tipo B con puntos de cambio n; y ng implica que la
sucesion {In(1—r(n)),n > 1} es de tipo U con los mismos puntos de cambio ny y ng. Aplicando

el lema anterior se tiene el resultado anterior.
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