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Introduccion

Los ntimeros complejos C pueden verse como un espacio vectorial real de
dimensién 2 donde se ha definido un producto con unidad para el cual la
norma euclidea es multiplicativa (i.e. |2125] = |z1||22] V21,22 € C). A me-
diados del siglo pasado, Hamilton se planteé la posibilidad de extender esta
construccién a dimensiones mayores que 2. Tras una infructuosa bisqueda
para R?, a finales de 1843 encuentra un producto adecuado para R* estable-
ciendo, asf, su conocida 4lgebra de cuaternios. Poco después Graves, en 1844,
e independientemente Cayley en 1845, da el producto en R® de la que hoy

conocemos como &lgebra de octoniones de Cayley.

La existencia de un 4lgebra de dimensién m sobre R con unidad para la
cual la norma euclidea sea multiplicativa equivale a una respuesta afirmativa

al problema de Hurwitz: jExiste una férmula
(@34 +ah)i+ ) = (A +20)

donde los z!s sean formas bilineales en (z;)7-; e (1;)7L; con coeficientes en
el cuerpo F = R de los ntimeros reales?. En 1898 Hurwitz [Hur 98] prueba
sobre F = C (y en particular sobre 7 = R) que tales férmulas sélo se dan
sim = 1,2,4 u 8. Asi, los intentos de Hamilton de encontrar productos

adecuados en R? estaban condenados al “fracaso”.

La definicién de los cuaternios dada por Hamilton y la de los octoniones
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dada por Cayley se generalizan de un modo inmediato a cuerpos algebrai-
camente cerrados de caracteristica # 2. Asi, en 1914, Cartan [C 14] mues-
tra que, sobre un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica cero, el
dlgebra de derivaciones del dlgebra de octoniones es el dlgebra de Lie simple

de dimensién 14 que aparece en la clasificacién de Killing-Cartan [C].

Las formas de las dlgebras de cuaternios y de los octoniones vienen de la
mano de Dickson. Este autor idea un proceso (proceso de Cayley-Dickson)
por el cual, a partir de un cuerpo arbitrario, se obtienen ciertas dlgebras de
dimensiones 1, 2, 4 y 8 de tal modo que al pasar a la clausura algebraica, las
de dimensién 4 (también llamadas cuaternios generalizados) se convierten en
el dlgebra de cuaternios, y las de dimensién 8 (dlgebras de Cayley-Dickson)

se transforman en los octoniones.

Las nuevas algebras creadas por Dickson se incorporan rédpidamente a la
investigacién matematica. Asf, en 1939, Jacobson [J 39] muestra que sobre
cuerpos de caracteristica cero toda 4lgebra de Lie simple central de tipo Ga
es isomorfa al dlgebra de derivaciones de un algebra de Cayley-Dickson y que
dos de estas 4lgebras de Lie son isomorfas si y sélo si lo son sus respecti-
vas élgebras de Cayley-Dickson. Por otro lado, en 1930 Zorn [Z 30] prueba
que sobre cuerpos algebraicamente cerrados las unicas 4lgebras simples al-
ternativas de dimensién finita son las dlgebras de matrices y las dlgebras de

octoniones.

Volviendo a la idea original de Hamilton, para cualquier dlgebra obtenida
por el proceso de Cayley-Dickson existe, no ya una norma euclidea, pero sf
una forma cuadrética n(-) que es multiplicativa respecto del producto (i.e
n(zy) = n(z)n(y) Vz,y). Esto origina una generalizacién del problema de
Hurwitz. Dada una forma cuadrética n : A — F y f(z,y) = n(z +y) -

n(z) — n(y) su forma bilineal asociada, se dice que n(:) es no degenerada si
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n(x) = 0 = f(z,y) Vy implica x = 0; se dice que n(-) es estrictamente no
degenerada si f(z,y) = 0 Vy implica z = 0. Ambos conceptos equivalen sobre
cuerpos de caracteristica # 2. La forma cuadrética n(-) permite composicién
si existe un producto zy en A de tal modo que n(zy) = n(z)n(y) Vz,y € A. El
nuevo problema consiste en encontrar las formas cuadréticas (no degeneradas

o estrictamente no degeneradas) que permiten composicién.

Las forma cuadréticas no degeneradas sobre espacios de dimensién finita
que permiten composicién fueron estudiadas por Albert [A 42]. Esencialmen-
te resultan ser las del tipo n(z) = zZ donde zy denota el producto de un
4lgebra alternativa de dimensién finita que posee unidad y también una in-
volucién z +— Z de tal modo que para todo z, los elementos z + Z y zZ
pertenecen al cuerpo base. Ademés, estas formas cuadréticas sélo se pueden
dar o bien sobre espacios vectoriales de dimensién 1, 2, 4 u 8 o bien, si el
cuerpo base es de caracteristica 2 y la forma cuadrética es diagonal, sobre
extensiones puramente inseparables de grado potencia de 2 y exponente 1.
Para la forma cuadrética n((z1,...,2n)) = 23 + - -+ + 22 y el cuerpo base C

se recupera el resultado de Hurwitz.

El desarrollo de la teorfa de 4lgebras modifica el punto de vista desde el
que se estudian las formas cuadréticas no degeneradas que permiten composi-
cién. Kaplansky [K 53] prueba que cualquier dlgebra con unidad que admita
una forma cuadrética n(-) no degenerada multiplicativa respecto del produc-
to es necesariamente un 4lgebra alternativa y, excepto que se trate de una
extensién puramente inseparable de un cuerpo de caracteristica 2, su dimen-
sién es 1, 2, 4 u 8. Ademds, el dlgebra posee una involucién z +— T para la

cual n(z) = z2.

Para evitar el caso patolégico en el resultado de Kaplansky, se define

un 4lgebra de composicién como aquélla para la cual existe una forma cua-
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dréatica estrictamente no degenerada que es multiplicativa para el producto. Si
ademis el dlgebra tiene elemento unidad entonces se llama 4lgebra Hurwitz.
En virtud del resultado de Kaplansky, las dlgebras Hurwitz son alternativas,
poseen una cierta involucién (involucién estandar) y sus dimensiones son 1,
2, 4 u 8. En el mismo trabajo, Kaplansky prueba que si en un élgebra de
composicién existe un elemento cuyos operadores de multiplicacién son bi-
yectivos entonces el dlgebra es isétopa a una Hurwitz y, en consecuencia, su
dimensién es 1, 2, 4 u 8. Tales elementos existen, por ejemplo, en cualquier

algebra de composicién de dimensién finita.

Finalmente es Jacobson [J2 58] quien, basdndose en los resultados de Ka-
plansky y Albert, demuestra, sobre cuerpos de caracteristica # 2, el conocido
teorema generalizado de Hurwitz, el cual asegura que las dlgebras Hurwitz
sobre un cuerpo F son: F,F & F, extensiones cuadrdticas separables de F,

dlgebras generalizadas de cuaternios o dlgebras de Cayley-Dickson.

La clasificacién de las algebras de composicién no unitales resulta, como
es légico, mucho més complicada. Los casos de dimensién 2 y 4 han sido
tratados por Petersson [Pet 71] y Stampfli-Rollier [St 83] respectivamente.
Para 4lgebras de dimensién 8, Petersson probé que, incluso sobre cuerpos

algebraicamente cerrados, hay infinitas clases de isomorfia.

Ciertas clases de dlgebras de composicién no unitales surgieron en un
estudio de Petersson acerca de las dlgebras involutivas [Pet 69]; sin embargo,
no habrd de nuevo un verdadero interés por las 4lgebras de composicién no
unitales hasta la aparicién en 1978 de una nueva 4lgebra en fisica relacionada,
con la teorfa de particulas elementales. Esta 4lgebra, Ps(R), introducida por

Okubo [O1 78] se construye a partir del conjunto de matrices 3x3 complejas
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de traza cero hermitianas definiendo un nuevo producto
1
xxy= pxy + (1 — pyxr - §t7‘aza(my)]

donde pu = $(3 + V/30), zy es el producto usual de matrices e I la matriz

identidad. Esta 4lgebra es un 4lgebra de composicién con la forma cuadratica
1 2
n(z) = gtmza(:r ).

La misma construccién se puede plantear sobre un cuerpo F algebraicamente
cerrado de caracterfstica # 2 y 3. El resultado es un dlgebra de composicién,
Pg(F), sin elemento unidad a la que se conoce como algebra de pseudoocto-
niones sobre . Las formas de Pg(F) se dicen 4lgebras de Okubo. El dlgebra
Pg(R) suscité un interés inmediato debido también a que es un algebra real
flexible (i.e. z(yz) = (zy)z) Lie-admisible de divisién, y a que se puede uti-

lizar para construir nuevas algebras de divisién [0-M 80].

La forma cuadratica en un 4lgebra de composicién es dnica [Pet 71]. En

el caso de un 4lgebra de Okubo su forma bilineal cumple

flx*xy,z) = f(z,y*2),

es decir, es asociativa. Okubo y Osborn [0-O1 81] prueban que, sobre cuer-
pos de caracteristica # 2 y 3, las unicas 4lgebras de composicién con forma
bilineal asociativa e idempotentes no nulos (esta hipétesis puede suprimir-
se mediante una extensién de escalares) son las algebras paraHurwitz y las
de Okubo. Las &lgebras paraHurwitz se forman cambiando el producto zy
en un dlgebra Hurwitz por z * y = Z¥, donde z — % denota la involu-
cién estandar del 4lgebra Hurwitz. El resultado andlogo sobre cuerpos de
caracteristica 3 deviene enormemente largo y artificioso [0-02 81], debido a

que sobre estos cuerpos la unica definicién del 4lgebra de pseudooctoniones
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proviene de su tabla de multiplicacién. En dicho trabajo, los autores mani-
fiestan explicitamente su deseo de que en un futuro se encuentre un modo

“teéricamente agradable” de presentar las 4lgebras de pseudooctoniones.

Una linea importante de investigacién que ha abierto este resultado es el
estudio de ciertas identidades para las 4lgebras de composicién. En este orden
de ideas, Okubo [0 81] demostré que las tinicas dlgebras de composicién de
potencias asociativas y dimensién finita sobre un cuerpo de caracteristica #2
y 3 son las Hurwitz. Agrupando dentro de una misma familia a las dlgebras
Hurwitz, las paraHurwitz y las de Okubo, el mencionado autor prueba que
éstas son las tinicas 4lgebras de composicién flexibles de dimensién finita so-
bre cuerpos algebraicamente cerrados de caracteristica # 2. Para cuerpos de
caracterfstica # 2 y 3, la demostracién de este resultado ha sido notablemente
simplificada [E-M 91]. En dicho trabajo Elduque y Myung estudian, ademads,
las formas de las algebras paraHurwitz y Okubo, con lo que extienden la
clasificacién de Okubo a cuerpos arbitrarios. Més recientemente [E-M 93] los
mismos autores encuentran una sorprendente equivalencia de categorias en-
tre las dlgebras de composicién flexibles sin unidad de dimensién finita sobre
cuerpos de caracteristica # 2 y 3, y cierta categorfa de 4lgebras alternati-
vas separables de grado 3. Esta equivalencia resuelve de un modo simple y

elegante la clasificacién de dichas 4lgebras de composicién.

El estudio de identidades para 4lgebras resulta siempre un tema inte-
resante. Paralelamente al trabajo realizado sobre 4lgebras de composicién
no unitales se ha ido desarrollando el estudio de las 4lgebras absolutamente
valuadas. Retomando el planteamiento inicial de Hamilton de extender el
producto de los mimeros complejos a dimensiones superiores, se define un
algebra absolutamente valuada como un 4lgebra no trivial sobre los ntimeros

reales que posee una norma ||- || verificando llzyl| = ||z||||y|| para cualesquie-
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ra z e y. Los primeros ejemplos que se conocen de élgebras absolutamente
valuadas son R, C, el dlgebra de cuaternios de Hamilton y el dlgebra de oc-
toniones de Cayley (la norma en todos los casos es la euclidea). Un teorema
central en esta teorfa [U-W 60] nos dice que éstas son las tinicas algebras ab-
solutamente valuadas que poseen identidad (teorema andlogo al generalizado
de Hurwitz). Se conocen 4lgebras absolutamente valuadas con unidad a un
lado de dimensién infinita [Cu, Rod 92, E-P2].

A la hora de estudiar &lgebras absolutamente valuadas que satisfagan
ciertas identidades, una de las técnicas mds difundidas es comprobar si el
cumplimiento de tales identidades obliga a que la norma proceda de un pro-
ducto escalar (esto no siempre es cierto [Rod]), o si la dimensién del dlgebra
es finita. Este tipo de ideas se encuentran muy presentes, por ejemplo, en los
trabajos de El-Mallah sobre 4lgebras absolutamente valuadas de potencias
3-asociativas (i.e. z2z = zx?) o en el trabajo de Rodriguez Palacios sobre
4lgebras absolutamente valuadas de grado 2 [E1 83, El 87, El 90, Rod 94].
Una vez determinado que la norma procede de un producto escalar, nos en-
contramos con un algebra de composicién cuya forma cuadrética es definida,

lo cual facilita el posterior andlisis.

El otro caricter por el que destaca el dlgebra Ps(R) es el de ser un 4lgebra
de divisién. En [Ho 40} Hopf demuestra que toda élgebra de division real de
dimensién finita posee dimensién potencia de 2. Mas tarde, Bott y Milnor
[B-M 58] e, independientemente, Kervaire [Ke 58] prueban que las dnicas
dimensiones finitas posibles son 1, 2, 4 y 8. El interés desatado a principios
de los afios ochenta por las dlgebras flexibles conduce a la clasificacién de las
4lgebras reales de divisién flexibles de dimensién finita [B-B-O 82]. El punto
inicial para tal clasificacién es el estudio de las dlgebras de derivaciones. De

un modo poco riguroso podrfamos decir que €l grupo de automorfismos mide
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la simetria de un dlgebra: cuanto “mayor” sea este grupo mayor es el grado de
simetria del 4lgebra. En el caso real el grupo de automorfismos es un grupo de
Lie cuya élgebra de Lie asociada es €l dlgebra de derivaciones; cabe esperar,
pues, que las 4lgebras de derivaciones de mayor “riqueza” se correspondan
con las dlgebras de mayor interés. En €l caso de un dlgebra de divisién real de
dimensién 8 las posibilidades son [B-O1 81]: el dlgebra compacta Gs, su(3),
su(2) @ su(2), su(2) ® N con N un ideal abeliano de dimensién < 2y, por
dltimo, un &lgebra de Lie abeliana de dimensién a lo sumo 2. Dentro de
las &lgebras que tienen como derivaciones a G se encuentra el éalgebra de

octoniones de Cayley; a Pg(R), sin embargo, le corrésponde su(3).

Una vez calculada el dlgebra de derivaciones, la descomposicién del dlge-
bra como mddulo para su dlgebra de derivaciones proporciona una aproxima-
cién del producto. En este orden de ideas se sittia el trabajo de Okubo [O 86],
donde, a través del dlgebra de derivaciones, redescubre el algebra de Cayley,
la de Albert, sistemas triples de Freudenthal, etc. En [B-O2 81] Benkart y
Osborn examinan las posibilidades que aparecen para algebras reales de di-
visién. Algunas de las posibilidades planteadas son tedricas y no se avalan
con ejemplos concretos. Posteriormente algunos autores han resuelto afirma-

tivamente la existencia de ciertos tipos de estas dlgebras [Roc 94, Roc 95].

Objetivo de la memoria

El objetivo de esta memoria es multiple. Por una lado, conseguir resultados
m4és generales que los conocidos sobre identidades en &lgebras de composi-
cién. Para ello hemos introducido un modo de operar bastante combinatorio,
prescindiendo en gran medida del uso de idempotentes, tan presentes en an-

teriores trabajos. Por otro lado, profundizar en el conocimiento del algebra
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de pseudooctoniones; hacernos eco de la deficiencia en la definicién e inten-
tar dar una nueva que sea de facil manejo. En este sentido los métodos de
clasificacién de las slgebras de composicién con forma bilineal asociativa e
idempotentes no nulos que aparecen en el capitulo 2 son una bonita muestra.
Por tltimo, traspasar los métodos empleados por Benkart y Osborn en el

estudio de las 4lgebras reales de divisién a las 4lgebras de composicion.
Los capitulos se reparten de acuerdo a los siguientes contenidos:

CAPITULO 1: Aqui recopilamos gran cantidad de resultados conoci-
dos. Destacamos entre ellos los referentes al dlgebra de derivaciones de un
slgebra de Cayley, ya que serdn utilizados constantemente en los dos tltimos
capitulos. Algunos resultados de este capitulo son originales (teorema 1.15,
proposicién 1.17). También destacamos el concepto de dlgebras de composi-

cién estdndar, cuya importancia se explica en los capftulos 3 y 4.

CAPITULO 2: En este capitulo juntamos dos lineas de investigacién se-
paradas: la de Petersson y la de Okubo y Osborn. Del contraste de ambas
surge nuestra definicién del 4lgebra de pseudooctoniones, la cual es vélida
sobre cualquier cuerpo de cualquier caracteristica. Con ella llevamos a cabo
la clasificacién de las dlgebras de composicién con forma bilineal asociativa e
idempotentes no nulos. La demostracién presenta grandes ventajas frente a la
original (y por ello més importante que la que nosotros mostramos) de Okubo
y Osborn. En primer lugar corrige un error en el enunciado, donde son nece-
sarias hipGtesis extras; es una demostracién unificada, donde queda claro el
porqué de la complejidad a la hora de operar sobre cuerpos de caracteristica
3; extiende los resultados a caracteristica 2; es drésticamente mas corta Yy,
por dltimo, permite avanzar en el problema de determinar las dlgebras de
Okubo en el caso de caracterfstica 3, tema en el que las definiciones dadas

hasta ahora no aportaban claridad.
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CAPITULO 3: Aqui, orientados por el trabajo de [Rod 94], nos ocupa-
mos de las dlgebras de grado dos, las cuales resultan ser, esencialmente, las
dlgebras estandar introducidas en el capitulo 1. También generalizamos la
clasificaciéon de las édlgebras de composicién flexibles sobre cuerpos de ca-
racterfstica # 2 y 3 a algebras de potencias 3-asociativas (los trabajos de
El-Mallah sobre élgebras absolutamente valuadas guiaron inicialmente nues-
tra intuicién). Ademds logramos una generalizacién de un teorema de Okubo
sobre algebras de composicién de potencias asociativas. Es interesante el con-
traejemplo que se muestra al final sobre la falsedad de un teorema anélogo

para cuerpos de caracteristica 2.

CAPITULO 4: Pasar la teorfa de Benkart y Osborn a 4lgebras de com-
posicién resulta sorprendentemente largo. La cantidad de nuevas 4lgebras de
composicién con propiedades inesperadas que salen a la luz es abrumadora.
Por ejemplo, sobre cualquier cuerpo algebraicamente cerrado hay 4lgebras
de composicién que no proceden de 4lgebras de divisién por extensién de
escalares, al igual que, sobre estos cuerpos, también hay infinitas clases de
isomorfia de élgebras de composicién cuya édlgebra de derivaciones es iso-
morfa a un algebra A; (esto generaliza un resultado de Petersson). En este
capitulo nos centramos en las que poseen el mayor rango toral. Estas son
las que mejor se corresponden con las 4lgebras de divisién reales. De he-
cho, la no existencia de paralelismo entre una de las posibilidades plantedas
por Benkart y Osborn, y nuestras 4lgebras de composicién nos conduce, con
acierto, a demostrar que tal dlgebra de divisién no existe. Seremos capaces
de encontrar ejemplos de dlgebras de composicién de divisién sobre los reales
para todas las posibilidades (excepto para la anterior, naturalmente) plan-
teadas por Benkart y Osborn. Se clasifican las 4lgebras de composicién cuyas

dlgebras de derivaciones sean de tipo A, y no actien de modo irreducible.
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CAPITULO 5: En este tltimo capitulo completamos el estudio de las
dlgebras de derivaciones de dlgebras de composicién. Los resultados més in-
teresantes se refieren a cémo en muchas ocasiones el dlgebra de derivaciones
de un 4lgebra de composicién queda inducida por las derivaciones de un
dlgebra de Cayley o una de Okubo. También es interesante la manera en que

las dlgebras de Okubo se caracterizan por su édlgebra de derivaciones.






Capitulo 1

Preliminares

Dada una forma cuadratica n(-) sobre un F-espacio vectorial A, su forma

bilineal simétrica asociada se denotard por

f(z,y) = n(z +y) — n(z) — n(y)- (1.1)

Sobre cuerpos de caracterfstica distinta de 2 es habitual considerar como
forma bilineal asociada a n(-) la forma (z,y) = 1 f(z,y) en lugar de f(z,y).
La forma cuadrética se dice estrictamente no degenerada si su forma bilineal
asociada es no degenerada.

Una forma cuadritica n(-) sobre un F-espacio vectorial A se dice que

permite composicién si existe una aplicacién bilineal P : Ax A— Atal que

n(z)n(y) = n(P(z,y)).

Si en lugar de fijarnos en la forma cuadrética nos fijamos en la operacién

P tenemos

Definicién. Un dlgebra con producto xy se dice dlgebra de composicion st
eziste una forma cuadrdtica estrictamente no degenerada n(-) verificando la
ley de composicion

n(zy) = n(z)n(y) (1.2)

1
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Toda forma cuadrética (estrictamente no degenerada) que permite com-
posicién P(z,y) es forma cuadritica de un 4lgebra de composicién. Para ello
basta definir un producto mediante zy = P(z,y).

Consecuencias inmediatas de (1.1) y (1.2), e igualmente importantes por
el constante uso que haremos de ellas, son las siguientes identidades deriva-
das:

fzy,z2) = n(2) f(y, 2) = f(y=, 2z)

flzy,w2) + f(wy, z2) = f(z,w)[(y,2)

1. Algebras Hurwitz

Como comentdbamos en la introduccién, las primeras formas cuadréticas
para las que se estudia la existencia de composicién son las del tipo n(z) =
S z?. En una lectura moderna del trabajo de Hurwitz [Hur 98], podriamos
decir que Hurwitz asocié a cada una de estas formas cuadraticas un 4lgebra
de composicién con unidad para estudiar luego sus posibles dimensiones. Esto

justifica la siguiente definicién:

Definicién. Un dlgebra de composicion se dice Hurwitz st posee elemento

unidad.

Los procedimientos de Albert y Kaplansky [A 42, K 53] de asociar un
dlgebra Hurwitz a una forma cuadrética, en un nidmero finito de variables,
que permite composicién son esencialmente el mismo. Nosotros usamos el de
Kaplansky puesto que resulta mds natural dentro de la teoria de dlgebras.

Dada n(-) consideramos un dlgebra de composicién A de dimensién finita,
con producto zy, que la tenga como forma cuadratica. Sean R, :a+— az y

L, : a+— za los operadores de multiplicacién por x en A. Se tiene:

Lema 1.1. Dado z € A, equivalen:
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i) L, es biyectivo.

ii) n(z) #0.
iii) R, es biyectivo.

Para dlgebras de dimensién infinita este lema es falso; sin embargo, se
mantiene que si n(r) # 0 entonces los operadores de multiplicacién son
inyectivos.

Sea a € A con n(a) # 0 y u = a?/n(a). Definimos un nuevo producto en
A mediante

zoy = (zR;")(yLy") (1.3)

Kaplansky demuestra que (A,0) es un éalgebra Hurwitz, la cual denotare-
mos por (4,a), con unidad u? y norma n(-). Siguiendo la terminologfa de
[B-B-O 82] un 4lgebra A con producto zy se dice isdtopa principal de otra
(A, o) si existen transformaciones lineales biyectivas ¢ y ¥ en A de tal modo
que zy = 2¥ o y¥. El resultado de Kaplansky nos dice que toda algebra de
composicién de dimensién finita es isétopa. principal (o simplemente isétopa)

de una Hurwitz.

Notacién: Usaremos el producto zy para lgebras arbitrarias y al pro-
ducto z oy lo iremos reservando para dlgebras Hurwitz. Los operadores de
multiplicacién para estos productos se denotardn por Ly, Ry y L., R, respec-
tivamente. En bastantes 4lgebras de composicién tendremos idempotentes e
con n(e) = 1 que nos permitirdn pasar a un élgebra (A, €) la unidad es pre-
cisamente e. Usaremos indistintamente las notaciones 1 y e para el elemento

unidad de un dlgebra Hurwitz.

Los ntmeros complejos C , los cuatérnios de Hamilton H y los octonio-

nes de Cayley O constituyen las primeras 4lgebras Hurwitz que aparecieron
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en la literatura matematica. Los productos en ellas fueron definidos, en un
principio, mediante sus tablas de multiplicacién. Asf pues, comprobar que la
norma de los octoniones es multiplicativa resultaba cuando menos bastante
tedioso. Dickson [D 19], basindose en una construccién de los octoniones a
partir de los cuaternios, demuestra esta propiedad con gran sencillez. M4s
tarde generaliza este proceso y nos deja un procedimiento sistematico para

construir todas las dlgebras Hurwitz sobre cualquier cuerpo.

1.1. Proceso de Cayley-Dickson. Teorema generalizado
de Hurwitz

El proceso de Cayley-Dickson consiste en construir, a partir de cualquier
&lgebra unital A con una involucién z — Z tal que z+Z y T € F, una nueva
4lgebra con estas mismas propiedades que contenga a A como subélgebra y
que tenga dimensién 2m si la dimensién de A es m.

Dado 0 # o € F, Dickson define un 4lgebra (A, ) con espacio subyacente
A x Ay producto

(z1,22)(y1,¥2) = (T191 + Y22, Z1Y2 + Y1T2). (1.4)

El elemento (1,0) es la unidad de (A, a). A es isomorfa a la subélgebra
A" = {(x1,0) |z, € A}. Identificando A con A’, podemos escribir (4,a) =
A®vA con v = (0,1). El producto (1.4) pasa a

(21 + v2o) (1 + vy2) = T1Y1 + QYeZz + v(Z1Ys + Y122)

La aplicacién z = x, 4+ vz, — T = Z; — vZ, es una involucién en (A, a)
que extiende a z; > T;.

Usando este proceso Jacobson [J2 58] clasific las dlgebras Hurwitz sobre
cuerpos F de caracterfsitica # 2. Sus resultados y los anslogos en carac-

teristica 2 pueden encontrarse en [ZSSS].
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Jacobson demuestra que en un 4lgebra Hurwitz la aplicacién
z—Z=f(l,z)l—-x (1.5)

define una involucién que satisface x + Z, x o T € F y respecto de la cual la

forma cuadrética se expresa como
n(x) =zoZ. (1.6)

Esta involucién se dird involucidn estdndar. A veces también la denotaremos
por J:x s z) =7,

Sobre cuerpos F de caracteristica # 2, Jacobson prueba que toda dlgebra
Hurwitz se puede construir partiendo del cuerpo base y reiterando el proceso
de Cayley-Dickson. Si carF = 2 entonces F no es un dlgebra Hurwitz, pues
la norma n(a) = & no es estrictamente no degenerada. En este caso hay
que partir de un 4lgebra Hurwitz de dimensién 2. Esto conduce al teorema

generalizado de Hurwitz.

Teorema 1.2 (Teorema generalizado de Hurwitz).

Cualquier dlgebra Hurwitz es isomorfa a una de las siguientes:
1) El cuerpo base F, si carF # 2.

1) K(p) = F1+Fv convov=v+pu y4p+1+#0. La involucidn estdndar

queda definida por la asignacidn v — 1 —v.
III) Un dlgebra generalizada de cuaternios Q(u, B) = (K (), B) con B #0.

IV) Un dlgebra generalizada de Cayley C(u, B,7) = (Q(u, B),7) cony#0.

Corolario. Las dlgebras Hurwitz tienen dimensiones 1, 2, 4 u 8.
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La involucién estdndar es la misma que se obtiene del proceso de Cayley-
Dickson. La aplicacién t(z) = f(1,z)1 se dice traza. De las ecuaciones (1.5)
y (1.6) obtenemos

zoz —t(z)z+n(z)l =0. (1.7)
Asf pues, las dlgebras Hurwitz son élgebras cuadrdticas. Ademés la norma
y la traza como 4lgebras Hurwitz coinciden con la norma y la traza como
4lgebras cuadraticas. Esto demuestra que la norma de un élgebra Hurwitz es
Unica.

Referente a sus propiedades algebraicas, debemos destacar que Q(u, §) es
un 4lgebra simple central asociativa; sin embargo, C(u, 3,7) es un élgebra
simple central alternativa. Un dlgebra se dice alternativa si satisface las iden-
tidades

(yz)z = yz* y z(zy) = 2%y

Las élgebras alternativas se hallan muy préximas a las asociativas.

Teorema 1.3 (Artin). Un dlgebra es alternativa si y sélamente si cuales-

quiera dos elementos generan una subdlgebra asociativa.

1.2, Algebras Hurwitz “split”

Que las dlgebras de Cayley-Dickson son alternativas no resultaba nada nuevo
cuando Jacobson publicé su trabajo en 1958. De hecho Zorn [Z 30] habia de-
mostrado que un dlgebra simple central alternativa no asociativa con idem-
potentes # 0,1 es un édlgebra de Cayley-Dickson. Sorprendentemente esta

algebra, a la que denotaremos por €, es tnica salvo isomorfismo.
Definicién. Un dlgebra Hurwitz se dice split si posee idempotentes #0,1.

El siguiente lema, que se deduce de la ecuacién (1.7), caracteriza a estos

idempotentes.
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Lema 1.4. Sea C un dlgebra de Cayley, un elemento € es un idempotente
#0,1 sty sélo sit(e) =1 yn(e)=0.

Jacobson [J 39] da una explicacién més natural de esta unicidad al resol-

ver el problema del isomorfismo para las dlgebras Hurwitz.

Teorema 1.5 (Jacobson). Dos dlgebras Hurwitz son isomorfas si y sdlo si

sus normas son equivalentes.

En el caso de algebras split tenemos:
Proposicién 1.6. Para un dlgebra Hurwitz A equivalen:
i) A es split.
ii) A posee divisores de cero.
iii) A posee elementos no nulos con norma cero.
iv) El indice de Witt de n(-) es mdzimo.

Como consecuencia, por los teoremas de Witt:

Teorema 1.7.
i) Dos dlgebras split de la misma dimension son isomorfas.

ii) Sobre cuerpos algebraicamente cerrados de caracteristica distinta de dos
sélamente existen cuatro dlgebras Hurwitz no isomorfas entre si (tres

st la caracteristica es dos).

Los argumentos de Zorn nada tienen que ver con éstos. Siguiendo los tra-
bajos de Wedderburn, Zorn se apoya en la descomposicién de Peirce aplicada

a las lgebras alternativas.
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La unidad de € se expresa como e = e; + e; con e; idempotentes ortogo-

nales primitivos. Esto proporciona la descomposicion

C=Fe1dFe 00UV (1.8)

zoetyV =V(a) = {z €

Clesox =z =1xzo0er}. A través de esta descomposicién, Zorn encuentra el

con U =Uley) = {z € Clejox =z =

tinico producto posible en € que la convierte en un algebra alternativa simple
central no asociativa.
En € podemos elegir una base {ei, eq, u1, Uz, us, v1, V2, V3} para la cual

los productos vienen dados por la tabla 1.

€1 €2 | U1 U2 U3 U1 U2 Us
€116 0 Ui U us 0 0 0
ea| 0 e O 0 0 V1 Uy Vs
ur |0 wp| O v3 —vp | —e 0 0
Uy | 0 ugj—vg O U1 0 —-e O
us | 0 us| v -v; O 0 0 —-e
vl 0—es O 0 0 Uz —Ug
vplve 01 0 —es 0 |—us O Uy
vsivs 0] O 0 —ey| us —u3 O

Tabla 1

Estas bases tendrdn un papel muy importante a lo largo de esta memoria.

Definicién. Una base con una tabla de multiplicacién como la tabla 1 se

dird base candnica.

Los espacios U y V' de la descomposicién de Peirce son totalmente isé-
tropos. La forma bilineal nos permite interpretarlos uno como dual del otro.

De hecho, la base {u1, uz, us} es la dual de {v;, vy, v3} para la forma bilineal
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f(, ). Los idempotentes e; y e; son vectores isétropos, duales uno del otro,
y ortogonales a los subespacios U y V.

El subespacio {e;,€z,u1,v;) es el dlgebra de cuaternios split. Cualquier
base {ei1,es,u1,v1} de ella cuyos productos vengan dados por la tabla 1 se
dir4, también, candnica. Es sencillo observar que esta 4lgebra es isomorfa al

4lgebra de matrices 2 por 2 con la forma cuadréatica dada por el determinante.

1.3. Derivaciones de las dlgebras Hurwitz.

El siguiente lema justifica el que normalmente se estudie el dlgebra de de-
rivaciones sobre cuerpos algebraicamente cerrados o extensiones de Galois y

después se analicen las formas.

Lema 1.8. Sea A una F-dlgebra y K un cuerpo eztension de F, se tiene
que Der (K @ A) = K ®5 Der A.

Para las dlgebras Hurwitz de dimensiones 1, 2y 4, sus derivaciones no han
supuesto histéricamente ningin problema. Podemos considerar como folklore

matemadtico el siguiente lema:

Lema 1.9.
i) Der F = 0.
ii) Der K(u) = 0.
iii) DerQ(u, 8) es simple central de tipo Ay (carF # 2).

Sin embargo, las derivaciones de las dlgebras de Cayley-Dickson tienen
gran importancia dentro de la teorfa de dlgebras de Lie. Cartan fue el primero

en observar que sobre cuerpos algebraicamente cerrados de caracteristica cero
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formaban un 4lgebra simple de tipo G,. Jacobson probé el mismo resultado
para cuerpos arbitrarios de caracteristica # 2, 3.

Sobre cuerpos algebraicamente cerrados la tnica élgebra de tipo G es la
split. Desde el punto de vista tedrico, esta élgebra es un 4lgebra clasica simple
que posee una subdlgebra de Cartan de dimensién 2 con raices positivas
{a1, a2, a1+ ag, 01 + 202, a1 + 302, 201 + 32 }; sin embargo, a nivel préctico,
esta descripcidn resulta pobre.

Schafer [Sch] muestra que en un &lgebra alternativa sobre un cuerpo de

caracteristica # 2 las siguientes aplicaciones son derivaciones:
Dry = Rizy) = Ligy) — 3[Lz, By (1.9)

donde [z,y] = zy — yz.

Para el lgebra de Cayley split, los operadores D, , proporcionan una des-
cripcién muy sencilla del dlgebra G,. En los capftulos 4 y 5 mostraremos que
muchas 4lgebras de composicién de dimensién ocho heredan sus derivacio-
nes de una adecuada élgebra de Cayley-Dickson, por lo que estos operadores
apareceran con relativa frecuencia. Conviene dar unas reglas de manejo que
deberemos tener bien presentes siempre que hablemos de ellos. En lo que
resta de subseccién supondremos que la caracteristica del cuerpo base es 7 2
y 3. Consideremos una base canénica {ey, ea, U, Uz, us, vy, vz, v3} de € y sean

U(e1) y V(e1) los subespacios de la descomposicién de Peirce,

i) Para cualquier D € Der € se tiene que D, yadp = [Dey, D] = Dypy, +

Dy yp.

ii) Para cualesquiera z,y, z se tiene que Dyoy,z + Dyozg + Dioryy = 0.
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iii)

iv)

Operadores De, .,: Sea u € Ule,) el operador D, verifica
e1Deju=1u
WDguw=uocd VU €U(er)
VDe, o = 2(u,v)(e; — €2) Vv € V(er)

Cambiando e; por e; y u,u’ por v,v’ se tienen propiedades anélogas

para De, 4.

Operadores D, Sean u € U(er) y v € V(e1), se tiene que WDy, =
—2(v,u)u’ + 6(u,v)u y €Dy, = 0. Si representamos estos operadores
por sus matrices coordenadas en la base canénica observamos que existe
un isomorfismo entre { Dy, | u € U(e1),v € V(e1)} v s1(3) el conjunto de
matrices 3 X 3 de traza cero, dado por asociar la matriz coordenada a la
restriccién de Dy, en U(e:r). Si Eij denota la matriz que tiene un 1 enla
posicién (4, ) y ceros en el resto, entonces Dy, u; s€ corresponde con 3Ej;
si 4% jy Dy con 3B — I3, donde I3 es la matriz identidad de orden
3 (las filas de la matriz coordenada representan las coordenadas de las
iméagenes de los distintos elementos bésicos). En particular, Dy, +
Dugy + Dugug = 0¥ 8i Duyyy + Dugyn + Dugys = 0 con y; € V(er)
entonces ¥; = \v; Vi y para algin cierto A € F.

Trabajar dentro del 4lgebra de Lie G2 facilitard notablemente nuestros

céleulos. Estos operadores son nuestra via de acceso. Las derivaciones H; =

3

1(Dugvy — Dury) ¥ Hz = Dy, tienen matrices coordenadas diagonales en la

base canénica y generan una subélgebra de Cartan H. La base dual {a1, a2}

de {H;, H2} es un sistema fundamental de raices. Una comprobacién directa

muestra que los generadores de los distintos espacios raices vienen dados por

la tabla 2, y que los pesos de H en € son exactamente {0,+a,+08,£(a+8)}
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Raiz Gener. Raiz Gener.
ai Dy 0, —a Dy v

65 Deg V3 —Q3 D€1,‘u3
a1+ oy | Deyay —(a1 + a2) De, u,
a1 +202 | Deyay | —(01 +202) | Deyo,
a1 + 3as Du2,'v3 -(Cll + 302) Dus,.uz
201430z | Dy, | =201 +3a2) | Duys

Tabla 2

con @ = ag y B = a; + ag. Asf pues, H actia con dos pesos linealmente
independientes en €.

La tabla 2 muestra que, en términos de 4lgebras de Lie, la rafz o, es larga
mientras que q, es corta.

Por comodidad a la hora de referirnos a ciertas derivaciones D, , de las
cuales sélo nos iteresen sus propiedades dentro de G hablaremos de vectores
raices como elementos de los subespacios rafces. Por ejemplo, Dy, 0, €5 un
vector de rafz oy, y el hecho de que Dy, ,, conmute con D,, ,,, queda asociado

a que son vectores de rafces a; y —aq pero oy — @, no es rafz.

El élgebra € es un dlgebra Z; graduada, es decir, admite una descom-
posicién € = €@ g ¢V g ¢® con ¢® o ¢ C ¢ donde los indices se
entienden médulo 3. Podemos encontrar, y seré objeto de un anélisis poste-

rior, esencialmente dos Z3 graduaciones diferentes en ¢:

Definicién. Una Z; graduacién € = ¢© @ ¢ g ¢®@ ge se dird corta
st eziste una base candnica en lo que €© = (e1,€2), €V = (uy,ug,usz) y
c® = (v1,v2,03). Diremos que la Zs graduacidn es larga si existe una base

candnica en la que € = (e, e5,uy,v;), €V = (ug,vs) y € = (ug, v,).
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Dada una Z; graduacién en un &lgebra A = A© @ A® @ A®, los subes-
pacios (Der A)® = {D € Der A|AYD C At j = 0,1,2} forman una Z;

graduacién de Der A. Asi, en Der € tenemos dos tipos de Zs graduaciones:

i)

Graduacidon corta: Esta queda inducida por la graduacién corta de €y
es de la forma

Der¢® = DO g DM g DO

con
D(O) — <-D'u.i,'0j l,i’j — 1,2,3>’ ‘D(l) = <Del,ui l'i = 1,2,3)
p(Q) = <D62,‘l)i l = 172:3>

Graduacién larga: Esta la induce la graduacién larga de € y difiere

notablemente de la anterior, tiene la forma
Der€ = DO ¢ DV ¢ D
con

D(O) = (D’U—i,‘UuDel,uu Deg,vl I Z’J = 1’ 2>
ﬁ(l) = <Du1ru3’Dez,vsa De1,u2 ? D‘“3v'”2’ D“2'”1>
'1-7(2) = (Dus,m ) De1,u3: Den,'uz ) -Duz,'va’ Dulﬁ’?)’

Para algunos célculos quizds sea conveniente tener en mente que DO o
forman los subespacios de rafces {0, %(c1 + a2)}, DY) lo forman los de

rafces {—ou, g, 1 + 202, — (1 +3az2), 201 + 3ap} y D los restantes.

Las Zs graduaciones de € mantienen una estrecha relacién con la sub-

4lgebra de Cartan H = (D, |t = 1,2). Denotemos por €; el subespacio
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fundamental de valor propio 7 de una cierta derivacién H € H. Si escogemos

H = D, ,, entonces € se descompone como

CZQ@(¢2@€_1)@(C_2@¢1).

Esta descomposicién proporciona una Zs graduacién corta de €. La ad-
juncién por H, ady : D — [D, H], actda diagonalizdblemente en DerC y la

descompone en subespacios fundamentales. Sea D; el de valor propio %,
Der€ = (DQ@D3@D._3)®('D_1 EBDQ)@(D] @D_Q) (110)

donde D, esté formado por los subespacios de raices {0,%(a; + 3a2)}, Dy
por los de rafces {az, — (a1 + 2a2)}, D, sélamente por el de raiz —(a; + as),
D3 por los de raices {~ai, —(2a; +3as)} y los de valores propios opuestos a
los mencionados contienen los subespacios de raices opuestas.

Si en lugar de la anterior H consideramos H = £(Dag 0, — Diyg ) tenemos
C=Ga,aC_,

que puede interpretarse como una Zz graduacién larga. Como antes, la ad-

juncién por H descompone a Der € en subespacios fundamentales D;:
Der¢=Do @ (D1 @ D) P (D1 8 D), (1.11)

donde Dy lo conforman los subespacios de rafces {0,%(c1 + @2)}, Dy los de
raices {—ay, a9, 07 + 209,20, + 3as}, D, sélamente el de rafz o)+ 3ap y
los de valores propios opuestos a los anteriores contienen los subespacios de
raices opuestas.

Es inmediato comprobar que las descomposiciones (1.10) y (1.11) se corres-
ponden con las Z3 graduaciones corta y larga respectivamente de Der €. Estas
Z3 graduaciones nos serén de ayuda a la hora de examinar las derivaciones

de las dlgebras de composicién.
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1.4. Automorfismos de las dlgebras Hurwitz

Los automorfismos, al igual que otros grupos que actian sobre estructuras
algebraicas, permiten operar dentro de la estructura de forma més cémoda.
Los automorfismos de las 4lgebras de Cayley-Dickson han sido estudiados
por Jacobson [J2 58]. En el estudio de Jacobson aparecen como subgrupos
destacados los que fijan a subdlgebras de composicién de dimensiones dos
y cuatro. Dependiendo de si las subdlgebras de composicién de dimensién
dos son o no split, tenemos dos formulaciones similares pero distintas de los
subgrupos que las fijan. Para alterar la parte en U(e;) de una base candnica
y seguir teniendo una base canénica usaremos con gran frecuencia automor-
fismos que fijen subslgebras de composicién split de dimensién dos. En esta
subseccién supondremos que la caracteristica del cuerpo base es # 2.

Sean € el slgebra de Cayley split con producto zy, y €1,€2,U y V como

en (1.8), la forma (z,yz) es trilineal alternada en U y, por lo tanto,
(™, yV V) = det(y)(z,yz) V1 € Endp(U(er)).

A partir de (1.7) resulta evidente que cualquier automorfismo de un dlgebra
Hurwitz es una isometria para su norma. Si consideramos los automorfismos
7 que fijan la subdlgebra (e1,e) vemos que inducen aplicaciones 7y en U
que respetan la anterior forma trilineal y que, por lo tanto, det(ry) = 1.
Reciprocamente, denotemos por SL(U) el conjunto de transformaciones li-
neales de U con determinante 1. Dada 7y € SL(U) la podemos extender a

una aplicacién 7 de € mediante

-1

er=¢i=12 u" =u", V=07 VYueUwveV (1.12)

donde 7, es la aplicacién dual de 7 (recuérdese que V' se identifica a través de
la forma bilineal con el dual de U). Jacobson [J2 58] ha probado el siguiente
resultado:
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Teorema 1.10. La aplicacidn 7y — T anterior es un isomorfismo de grupos

entre SL(U) y {r € Awt€ | ] =¢; 1= 1,2}.

Como consecuencia:

Corolario. Para cualguier base candnica {ey, €z, u1, Uz, Us, U1, V2, v3} de €
x =1

y cualquier Ty € SL(U(e1)), la base {e1,e2} U {ui"}o, U {v;? }2, también

es candnica.

En el siguiente capitulo necesitaremos alterar automorfismos de un élge-
bra de Cayley-Dickson C, con producto zy, que fijen los elementos de una
extensién cuadritica K C C de F. Una descripcién sencilla de estos auto-
morfismos se obtiene a través de K1, el cual, por el teorema de Artin, es
un K-espacio vectorial de dimensién tres. El producto de elementos de K+

puede ser descompuesto como sigue [J2 58, E-M 95]:
w = —0o(u,v) +u X v. (1.13)

La aplicacién o : K+ x K*+ — K es una forma hermitiana no degenerada ya

que, ademas de ser bilineal y no degenerada, cumple:
olau,v) = ao(u,v) y o(u,v)=0c(,u) Vae K, uve K+ (1.14)
El producto x : K+ x K+ — K* es anticonmutativo y verifica
a(u x v) = (Gu) X v =u x (av);

ademads, la aplicacién trilineal ®(z1,z2,23) = o(z1,22 X T3) es alternada y
cumple

®(z1, T2, 23)P(21, T2, 23) = det(o(z;, z;)).
Es sencillo observar, por (1.13) y la definicién de ®, que todo automorfismo

7 de C que fija los elementos de K es una isometrfa de o y satisface

@(x{,x;,mg) = ®(z1, 29, T3),
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o equivalentemente, al ser ® trilineal alternada, 7 es una isometria de o de

determinante 1. Sea
SU(K*t,0) = {7 € Endg(KY) |o(u” ,v") = o(u,v)y det 7' = 1},
se tiene

Teorema 1.11. La restriccidn T — T|gL €s un isomorfismo de grupos entre
{r € AutC|a" = aVa € K} y SU(K™,0).

Sea B una subélgebra de cuaternios de C, por el proceso de Cayley-
Dickson C = B @ vB con v? € F. Dado a € B con n(a) = 1 podemos

construir la siguiente aplicacion 7,:
B> =b, (vb)™=(va)b Vb€ B ' (1.15)
Jacobson ha probado

Teorema 1.12. La aplicacidn a — 7o €5 Un isomorfismo de grupos entre
{a € B|n(a)=1} y {r € AwtC | b" =b Vb € B}.

2. Algebras de composicién estandar

En esta seccién, aunque no se diga de forma explicita, inicamente haremos
referencia a 4lgebras de dimensién finita sobre cuerpos de caracteristica # 2.

Hay ciertas propiedades de un 4lgebra que se mantienen al pasar por
isotopfa a otra. Una de ellas es, por ejemplo, la dimensién; asf, como conse-

cuencia inmediata del corolario al teorema 1.2, tenemos

Proposicién 1.13. Las tnicas dimensiones posibles para un dlgebra de com-

posicidn de dimensidn finita son 1, 2, 4us.
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En este mismo orden de ideas, Petersson demostrd, basandose en la uni-

cidad de la norma de las dlgebras Hurwitz, el siguiente resultado [Pet 71]:

Proposicién 1.14 (Petersson). La norma en un dlgebra de composicidn

es unica.

Como consecuencia:

Corolario. Los automorfismos y antiautomorfismos de un dlgebra de com-

posicidn son isometrias para su norma.

Sea A un 4lgebra de composicién y a un elemento de norma no nula.
Fijémonos en que las aplicaciones que hemos utilizado para pasar por isotopia
en (1.3) de A a (A, a) son isometrias; ademds, en cuanto que el elemento a es
bastante arbitrario, de A podrfamos pasar, en principio, a muchas 4lgebras
Hurwitz diferentes; no obstante, esto no es cierto: puesto que la norma es la
misma en A que en la isétopa, todas las dlgebras Hurwitz a las que pase-
mos tendrén la misma norma y, en consecuencia, por el teorema 1.5, seran
isomorfas. Olvidémonos del elemento a y pensemos que el producto en A
viene dado por 2y = z¥ o ¥ con (4, 0) Hurwitz y ¢, isometrias de (A4, o).
Las isometrfas de una forma cuadrdtica en un espacio vectorial pueden ser
de dos tipos: propias (determinante 1) o impropias (determinante —1). En
un dlgebra Hurwitz de dimensién mayor que uno la isometria impropia més
destacada es la involucién esténdar x — Z; al componerla con cualquier otra
isometria cambiamos esta tltima de tipo. En funcién de las isometrias que
permiten pasar a un dlgebra Hurwitz, podemos hablar de cuatro tipos de
algebras de composicidn:

zy=x¥oy¥ Tipol
zy=3%oy¥  Tipoll

zy=1z¥of¥  Tipo III
zy=%oy% TipolIV
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donde ¢ y 7 representan isometrias de determinante 1. El siguiente resultado

nos muestra que las clases son, esencialmente, disjuntas.

Teorema 1.15. Algebras de composicién de dimensidn mayor gque uno y de

tipos diferentes no son isomorfas.

Demostracién. Para un dlgebra Hurwitz se comprueba facilmente, a partir
del teorema de Artin y de (1.7), que los operadores de multiplicacién por
elementos de norma 1 son isometrias de determinante 1. Por ello, los tipos
I-IV quedan totalmente determinados por los operadores de multiplicacién
R,y L., con n(z) = 1, en el siguiente sentido:

Tipo I det R, = 1 =det L,

Tipo 11 —det R, = 1 =det L,

Tipo IIl  —det R, =—1=det L,

Tipo IV det R, =—1=det L,
En particular, 4lgebras de diferentes tipos y de dimensién > 2 no pueden ser

isomorfas.
QED

El teorema nos dice que si utilizamos tnicamente cambios por isotopia
por medio de isometrias propias no logramos, en general, un lgebra Hurwitz

sino un dlgebra estdndar:

Definicién. Dada un dlgebra Hurwitz (C, o), llamaremos dlgebras estdndar
asociadas a (C,0) a aquéllas cuyo producto viene dado por une de las si-

guientes formulas:

zy=xzoy, I)ay==zoy, I)ay=zoy o IV)zy=Zoj.
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Para un 4lgebra el pertenecer a una de las clases anteriores es una propie-
dad lineal, es decir, se mantiene al extender escalares; més atin, un 4lgebra
pertenece a una de estas clases si y sélo si al hacer alguna extensién de esca-
lares el dlgebra resultante estd dentro de la misma clase. Esto se sigue como

consecuencia directa del siguiente resultado

Proposicién 1.16. Sea A un dlgebra sobre un cuerpo F, K una extension
de F y Ax = K ®5 A. Se tiene que Ax es un dlgebra de composicion si y
sdlo si A lo es. Ademds, en tal caso la norma de A es la restriccion de la de

Ag.

Demostracidn. El reciproco es inmediato. Respecto al directo, supongamos
primero que Ag es Hurwitz con norma n(-). Como n(-) es estrictamente no
degenerada en Ag también asi en A, por lo que podemos considerar a € A
con n(a) # 0. En virtud del lema 1.1, el elemento 1 = aL;! pertenece a A, y
por (1.7) se obtiene que n(z) € F Vr € A, lo que demuestra la proposicién
en este caso.

Sea Ak arbitraria. Como antes, tomamos un elemento a € A conn(a) # 0.
Claramente se tiene que (Ak,a) = (A,a)k, por lo que, por el caso Hurwitz,
(A,a) es Hurwitz con la restriccién de la norma de (Ag,a). Asf pues, A es
también de composicién con la restriccién de la norma de (Ak,a), o lo que

es lo mismo, con la restriccién de la norma de Ag.
QED

Las algebras estandar, como elementos destacados de las distintas clases,

verifican una propiedad similar a la anterior:

Proposicién 1.17. Ezcepto para el tipo IV y dimensidn 2, las formas de

dlgebras estdndar son de nuevo dlgebras estdndar y del mismo tipo.
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Demostracién. Denotemos la clausura algebraica de F por F. Sea A un
4lgebra de tal modo que Az es estandar de tipo II, asf zy = Toy Vz,y € Az
donde (Az, o) es un 4lgebra Hurwitz con unidad e. Dado z € A con n(zx) # 0,
ex = x implica que e = xR, € Ay & = ze € A, de lo que deducimos que
zoy € AVz,y € A; es decir, (4,0) es Hurwitz y A es el dlgebra estdndar de
tipo II asociada a (4, o). Anélogamente se resolverfan los tipos I y IIL

Sea ahora A de tal modo que Az es estdndar de tipo IV asociada a un
dlgebra Hurwitz (Az, o) con unidad e. Si la dimensién de A no es dos entonces
el centro conmutativo de (Az,0) (esto es, los elementos que conmutan con
(Az,0)) es Fe. Asi, el centro conmutativo de Az es también Fe. Puesto que
la dimensién del centro conmutativo es una propiedad lineal (corresponde a
]a solucién de un sistema homogéneo de ecuaciones), el centro conmutativo de
A tiene dimensién uno y, en consecuencia, e =Aacona € Ay A € F. Ahora
Aa = e = 2 = X\2a?, de donde A\ € F. Podemos concluir que e pertenece a

A. La demostracién se terminaria de modo anélogo al caso anterior.
QED

3. Forma bilineal asociativa

En un 4lgebra de dimensién arbitraria con una forma cuadratica n(-) estric-

tamente no degenerada y forma bilineal asociada f(, ), la identidad
(zy)z = z(yz) = n(z)y (1.16)

es equivalente [O2 78] a que el 4lgebra sea de composicién y su forma bilineal

sea asociativa, es decir, satisfaga la identidad

flzy, z) = f(z,y2) (1.17)
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Ademés, en tal caso, la dimensién del lgebra es necesariamente finita.

Este tipo de dlgebras, que proviene del estudio de sistemas de particulas
SU(3) en Fisica y que ha proporcionado nuevos ejemplos de dlgebras de
divisién reales, ha sido estudiado por Okubo y Osborn [0-O1 81, 0-02 81]
y, més recientemente, por Elduque y Myung [E-M 91, E-M 93].

Las lgebras Hurwitz verifican la relacién

flzoy,2) = f(z,209) (1.18)

por lo que para dimensién mayor que uno no cumplen la identidad (1.17).
Conviene presentar a continuacién los ejemplos que apareceran en la clasifi-

cacion.
3.1. Algebras paraHurwitz y Okubo

El primero de los ejemplos ya ha aparecido antes, aunque entonces no hici-
mos mencién a la asociatividad de su forma bilineal: se trata de las dlgebras
estandar de tipo IV. Se dice dlgebra paraHurwitz asociada a un dlgebra
Hurwitz (C, o), al 4lgebra que se obtiene cambiando el producto de (C,0)
por
T*xYy=2x0Y.

Una simple comprobacién usando €l corolario a la proposicién 1.14 'y la ecua-
cién (1.18) muestra que las 4lgebras paraHurwitz poseen forma bilineal aso-
ciativa. Salvo en dimensién uno, hemos visto que estas dlgebras no son Hur-

witz. De hecho, la unidad e de (C, o) satisface
rzxe=exx= f(e,x)e — 2. (1.19)

Un elemento de un 4lgebra de composicién que cumpla (1.19) se llama pa-
raunidad. Las paraunidades son elementos caracteristicos de las dlgebras pa-
raHurwitz [E-M 91].
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Teorema 1.18. Un dlgebra de composicién es paraHurwitz si y sdlo si posee

paraunidades.

La dimensién dos es especial para estas dlgebras. En la proposicién 1.17
vimos que las formas de 4lgebras paraHurwitz son de nuevo algebras pa-
raHurwitz excepto en dimensién dos. También se sigue de la demostracion
que si la dimensién es mayor que dos entonces el centro conmutativo del
glgebra paraHurwitz tiene dimensién uno y lo genera la paraunidad, por lo
que ésta es tinica; sin embargo, esto no es cierto si la dimensién del dlgebra,

paraHurwitz es dos. Una comprobacién directa muestra

Lema 1.19. Sea Fe; + Fe, el dlgebra Hurwitz split de dimension dos sobre
un cuerpo que contiene una raiz w 3-primitiva de la unidad, los elementos
wie; +wiey i = 0,1,2 son las paraunidades del dlgebra paraHurwitz asociada

a Fe; + Fes.

La formulacién inicial del siguiente ejemplo parece alejada del contexto de
las 4lgebras de composicién. Sea F un cuerpo con carF # 2y 3 que contiene
una rafz p de la ecuacién 3u(1 — p) = 1. Definimos un producto en el espacio

vectorial sl(3, F) de las matrices 3 x 3 de traza cero mediante:
1
r*xy=pxy+ (1 — p)yr — §tra.za(xy)13 (1.20)

donde zy representa el producto usual de matrices. El dlgebra (sl(3, F), *) se
denota por Pg(F) y se llama dlgebra de pseudooctoniones (sobre F). La forma
cuadrética n(z) = ltraza(z?) la convierte en un dlgebra de composicién que
verifica (1.17).

Sobre cuerpos de caracterfstica 3 la definicién del dlgebra de pseudoocto-

niones es totalmente diferente y, en principio, nada tedrica. Okubo y Osborn
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han definido esta 4lgebra dando su tabla de multiplicacién (tabla 3 con o = 1)

y como forma bilineal

CAPITULO 1. PRELIMINARES

f(mij:qu) = 61',(—?)5',(—(1)'

To1 Zo2 Z10 20 I11 22 Z12 Z21
ZTor| —%oz O 0 Za1 0 Z20 0 T2
Zoo| 0 —ZTo1| T2 0 Z10 0 1 0
Zi0 1 0 — Q90 0 aI21 0 0 Zo1
0| O T2 0 =tz O 1z12  Zoo 0
I11 T2 0 0 o1 —QZTog 0 & 0
z22f O To1 | To2 0 0 a0 210
T2 Z10 0 QT2 0 0 Zo1 — Qo1 0
T21 0 20 0 'al‘xu Zo2 0 0 7111?12

Tabla 3

Las formas de las 4lgebras que verifican (1.17) son también lgebras de
composicién con forma bilineal asociativa. Es razonable dar la siguiente de-
finicion:

Definicién. Llamaremos dlgebras de Okubo sobre un cuerpo F a las formas
de Ps(F), donde F denota la clausura algebraica de F.

3.2. Algebras C; de Petersson

En el trabajo de Petersson [Pet 69] aparecen ciertos tipos de 4lgebras de
composicién que satisfacen (1.17). Sea C un 4lgebra, Hurwitz con producto

zy y T un automorfismo que verifica 73 = id, donde id representa la aplicacién
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identidad. Definimos un nuevo producto en C mediante

1

Txy=7279 (1.21)

Fl slgebra (C,*) se denota por Cr y es un élgebra de composicién con la

misma norma que C. El producto * satisface

@ry)ro=F7 ) & =@ )F =nl@)y =2+ y*a),

por lo que la forma bilineal de C- es asociativa; ademés, el elemento unidad

de C pasa a ser un idempotente en C-.

3.3. Clasificacién

La primera clasificacién de las dlgebras que cumplen las identidades (1.17)
es debida a Okubo y Osborn [0-O1 81, O-02 81]

Teorema 1.20 (Okubo-Osborn). Sea F un cuerpo de caracteristica dis-
tinta de 2 y 3. A es un dlgebra de composicién con forma bilineal asociativa
y con idempotentes no nulos si y sélo si o bien A es paraHurwitz o bien A
es un dlgebra de Okubo (C,*) construida a partir de un dlgebra de Cayley-
Dickson C = C(—1,8,7) de la siguiente manera: Sea {zo,-..,z7} una base
de C dada por

z=1,1="7q (g€ K(=1) € C cong®=-3),
zo ortogonal a zo y z1 con n(zr2) = —0,
T3 = Z1Zy, T4 OTtogonal a z;, 1 =0,1,2,3 y n(zs) = —7,

T; = T;-424, 1= 5,6, 7.
Consideramos la aplicacién T definida mediante

1 = T2 X3 T4 Is Te X7

— @y —y —2s iry— Ltas 2 lpo Lpo—Lgy 8 1
T|1 —z1 —Zp —%3 5T4— %5 37Ta+3%s 5T6 — 357 37%6 T 377
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El producto de (C,*) es zxy=2TyT .

Sobre cuerpos de caracteristica 3, después de una complicada demostra-

cién, se consigue [0-O2 81]:

Teorema 1.21 (Okubo-Osborn). Sea F un cuerpo perfecto de caracteris-
tica 3 sin extensiones cuadrdticas propias, A es un dlgebra de composicion
con forma bilineal asociativa e idempotentes no nulos si y sélo si A es o bien

paraHurwitz o bien el dlgebra de pseudooctoniones sobre F.

En el mismo trabajo demuestran que la condicién de existencia de idempo-

tentes no nulos no es demasiado restrictiva.

Proposicién 1.22. Sea A un dlgebra de composicion con forma bilineal aso-
ciativa sobre un cuerpo F con carF # 2. Se tiene que o bien A contiene un
idempotente o bien existe una extension K de F de grado 3 de tal modo que

Ak posee un idempotente.

Puesto que en la clasificacién anterior sélamente aparecen formas de
dlgebras paraHurwitz y algebras de Okubo, surge una pregunta inevitable:
;Qué tipo de élgebras son las dlgebras C, de Petersson?. En el siguiente
capitulo veremos que las dlgebras C, modelizan todas las dlgebras de com-

posicién con forma bilineal asociativa e idempotentes no nulos.

4. Algebras flexibles yde potencias asociativas
La identidad flexible
z(yz) = (zy)z (1.22)

puede entenderse como una debilitacién de la conmutatividad (en este sen-

tido, por ejemplo, se definen las dlgebras de Jordan no conmutativas). Esta
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una de las identidades mas habituales en Algebra y que se satisface en gran
cantidad de variedades de algebras.

El primer procedimiento para el estudio de las dlgebras de composicién
flexibles de dimensién finita fue reducir su clasificacién a la de las que po-
seen forma bilineal asociativa. Okubo [O 82], apoyédndose en los teoremas

anteriores, demuestra:

Teorema 1.23 (Okubo). Las tnicas dlgebras de composicidn flezibles de
dimensién finita sobre un cuerpo de caracteristica # 2 son las dlgebras Hurwi-

tz, las formas de las paraHurwitz y las de Okubo.

Mis tarde Elduque y Myung, basédndose en un articulo de Faulkner, en-
cuentran una sorprendente relacién entre las dlgebras de composicion flexibles
sobre cuerpos de caracteristica distinta de dos y tres, y las dlgebras alternati-
vas separables de grado 3. Esta relacién les permite ver de un modo unificado
y elegante tales dlgebras de composicion:

Diremos que un cuerpo es de tipo I si contiene una rafz p de la ecuacién
3u(l1 — ) = 1, y de tipo II en otro caso. Sea A un élgebra alternativa
separable de dimensién finita y de grado 3 sobre un cuerpo de tipo I. Su

polinomio minimo genérico tiene la forma
pz(\) = X2 = T(2)X* + S(x)A — N ()1,

donde T es una forma lineal llamada traza y S una forma cuadratica no
degenerada. Sea A, el subespacio vectorial de los elementos de A de traza

cero. Definimos una nueva multiplicacién en Ao mediante

2w-+1

z*y = wry — Wy — T(xy)1 (1.23)

donde w = p~!(u—1) es una rafz 3-primitiva de la unidad. El 4lgebra (Ao, *)

con la forma cuadratica S(-) es un algebra de composicién.
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Si el cuerpo F es de tipo II entonces tomamos un 4lgebra A alternativa,
separable de dimensién finita y de grado 3 sobre K = F(w) dotada de una

J

involucién z — z” de segunda clase, es decir, w’ = w?. Sea

Ao={recA|T@)=0yz’ = -z}, (1.24)

si * denota el producto definido por (1.23) entonces (A, *) es un &lgebra de
composicién con la forma cuadrética S(-).

La construccién de Elduque y Myung proporciona el teorema 1.23 para
cuerpos de caracteristica # 2 y 3. La ventaja de esta aproximacién radica en
que con ella se pueden clasificar todas las dlgebras de Okubo y las formas de

las 4lgebras paraHurwitz, ademés de no hacer uso del teorema 1.20.

Teorema 1.24 (Elduque-Myung). Sea U un dlgebra de dimensidn finita

sobre un cuerpo F de caracteristica # 2 y 3, se tiene:

(I) Si F es de tipo I entonces U es un dlgebra flexible de composicidn, no
Hurwitz, sobre F si y sélo si existe un dlgebra A alternativa separable
de grado 3 sobre F tal que U es isomorfa al dlgebra (Ao, *) dada por
(1.28). Ademds, dos de estas dlgebras U son isomorfas si y sdlo si lo

son sus correspondientes dlgebras alternativas A.

(IT) Si F es de tipo II entonces U es un dlgebra flexible de composicidn, no
Hurwitz, sobre F siy sélo si existe un dlgebra A alternativa separable de
grado 3 sobre K = F(w) con una involucidn de sequnda clase J tal que
U es isomorfa al dlgebra (Ao, *) dada por (1.28) y (1.24). Ademds, dos
de estas dlgebras U son isomorfas si y sdlo si lo son sus correspondientes

dlgebras alternativas como dlgebras con involucion.

Las élgebras alternativas separables de grado 3 son conocidas. Denotando

F por K si F es de tipo I, tenemos las siguientes posibilidades para A:
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(Ia-Ila) A es un &lgebra asociativa simple central de grado 3. En este caso
A = M;3(K) o A es un élgebra de divisién.

(Ib-ITb) A es asociativa simple no central. En tal caso, A es un cuerpo ex-
tensién ctibica de K.

(Ic-1lc) A = K & C para cierta édlgebra Hurwitz C de grado 2 sobre K. En
particular, C seré isomorfa a K & K, una extensién cuadrédtica de K, un

4lgebra. de cuaternios o un 4lgebra de octoniones sobre K.

Debemos notar que el tipo ITb se incluye en el Ilc al extender escalares.

Examinando las distintas posibilidades, Elduque y Myung prueban:

Teorema 1.25 (Elduque-Myung). Sea (U,*) un dlgebra de composicion
no Hurwitz, flezible de dimensidn finita sobre F. Como en el teorema 1.24,
sea A ((A,J) para F de tipo (II)) un digebra alternativa separable de grado
3 sobre F (K respec.) tal que (U,*) = Ag (Ao respec.). Se tiene que (U, *)

es isomorfa a una de las siguientes dlgebras:

(Ia-I1a) Un dlgebra de Okubo sobre F si A es de tipo Ia o Ia.

(Ib-ITb) Una forma, de dimensién 2 sobre F, de un dlgebra paraHurwitz si
A es de tipo Ib o IIb.

(Ic-Ilc) Un dlgebra paraHurwitz si A es de tipo Ic o Ilc.

En un trabajo no publicado el primer autor modifica la anterior cons-
truccién para clasificar, en términos semejantes, las 4lgebras de composicién
flexibles de dimensién finita sobre cuerpos de caracteristica 2. Para més de-

talles remitimos al artfculo original [E-M 93].

Se definen recursivamente las potencias a izquierda de un elemento como
i+ = z7* Vi > 1y z! = z. Esto conduce al concepto de dlgebra de potencias

asociativas como aquélla que verifica

ot = glr? Vi, je N
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Muchas variedades de lgebras usuales son de potencias asociativas co-
mo por ejemplo las de Jordan, Lie, Alternativas (teorema de Artin),... Las
dlgebras Hurwitz son alternativas y, por lo tanto, de potencias asociativas.
El siguiente resultado de Okubo [O 81] nos revela que son las tinicas algebras

de composicién de potencias asociativas:

Teorema 1.26 (Okubo). Sea A un dlgebra de composicion de potencias
asociativas sobre un cuerpo F de caracteristica # 2 y 3. S1 A es o bien de

dimensidn finita o bien de divisidn entonces A es un dlgebra Hurwitz.



Capitulo 2

Forma bilineal asociativa

En este capitulo veremos cémo un estudio de la pregunta formulada en el
apartado 3.3 del capitulo anterior nos conduce a un anlisis méas profundo de
las 4lgebras de composicién con forma bilineal asociativa.

En primer lugar mostraremos que toda 4lgebra de composicién con forma
bilineal asociativa e idempotentes no nulos es del tipo Cr, asf pues, la clasifica-
cién de las primeras equivale a la de estas tGltimas. En particular, las lgebras
de pseudooctoniones tendrén la forma €. para un cierto 7. Adoptaremos es-
ta realizacién como definicién, pues es independiente de la caracteristica y
amplia las conocidas a cuerpos arbitrarios de caracteristica arbitraria. A par-
tir de ese momento nuestro objetivo serd doble. Por un lado, demostrar que
las &lgebras C. son paraHurwitz u Okubo, lo cual dependerd tnicamente
del subespacio fundamental de valor propio 1 de 7. Asf, sobre cuerpos de
caracteristica # 3, 7° = id implica que 7 es diagonalizable sobre la clausu-
ra algebraica, hecho que facilitara el analisis; sin embargo, sobre cuerpos de
caracteristica 3, 73 = id equivale a (17 — id)® = 0, por lo que, salvo en el
caso trivial 7 = id, 7 no es diagonalizable en ninguna extensién del cuerpo
base. Tendremos que ir cambiando de 7 hasta encontrar uno susceptible de

ser analizado. Esta y no otra es la causa que determina la complejidad del

31
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andlisis sobre cuerpos de caracterfstica 3. Por otro lado, expresando T en
una base canénica adecuada, describiremos las 4lgebras C,. En este sentido

demostraremos los siguientes teoremas, analogos de los teoremas 1.20 y 1.21:

Teorema 2.1. Sea F un cuerpo de caracteristica £ 3, A es un dlgebra de
composicion con forma bilineal asociativa e idempotentes no nulos si y sélo
si 0 bien A es paraHurwitz o bien A es un dlgebra de Okubo (C, *) construida
a partir de un dlgebra de Cayley-Dickson C tomando una base {zo,-..,27}

de C como sigue:

zo=1, ;€ K(=1) conz?=—xz1—1,
x5 ortogonal a xo y 21 Y n(x2) = —0,
%3 = T1Zo, X4 oTtogonal a z;,4=10,...,3 ¥ n(z4) = —,

Ti = Tj—4%4 1= 5, 6, 7,
y considerando la aplicacién lineal S definida mediante

1 I X2 XT3 T4 s Tg XT7

Sl —-1—2;y —X2 —Z%3 —Is Ty +2Ts —T7 Zg + X7

y el producto x xy = 557",

Teorema 2.2. Sea F un cuerpo de caracteristica 3, A es un dlgebra de com-
posicidn con forma bilineal asociativa e idempotentes no nulos si y sdlo si o
bien A es paraHurwitz o bien A es un dlgebra de Okubo cuya tabla de multi-

plicacién viene dada por la tabla 3 (capitulo 1, seccién 8).

Las algebras definidas por la tabla 3 las denotaremos por C(a). Por tltimo
daremos un criterio de isomorfia entre las distintas dlgebras C(a) (teorema
2.16).
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1. Preliminares

En esta seccién estableceremos algunos hechos sobre algebras Hurwitz que
nos seran de utilidad a lo largo de la memoria y que tienen interés por sf
mismos.

Empezaremos con alguna linealizacién. De la ecuacién (1.7):
zy +yz — t(y)z — tx)y + f(z,y)1 = 0. (2.1)

Recordemos las linealizaciones de la ley de composicién en un dlgebra (A, x):

faxy,zxz) =n)f(y2) = fyxz,2%2) (2.2)

volviendo a linealizar

f(a:*y,w*z)-&—f(w*y,x*z)zf(w,m)f(y,z) (2.3)

Sea A un 4lgebra arbitraria, no necesariamente de composicién, sobre un
cuerpo de caracteristica # 3 que contiene una rafz 3-primitiva w de la unidad.
Dar un automorfismo 7 de A que satisfaga 7° = id # T equivale a dar
una Zs graduacién de A, pues si 7 es un tal automorfismo y S(uw') i =
0,1,2 sus subespacios fundamentales, entonces los subespacios A = S(w")
verifican A® AW C A6+ (coeficientes médulo 3). Recfprocamente, dada una
Zs graduacién A = AQ @ A & A® de A, la aplicacion 7 : zi — we; VI, €
A® es un automorfismo de grado 3 de A.

El estudio de estas graduaciones en las dlgebras de Cayley-Dickson arro-

jara luz sobre las dlgebras C-.

Lema 2.3. Sea C un dlgebra de Cayley-Dickson y C = c® g ch g Cc?
una Zs graduacén no trivial de C, entonces C es el dlgebra de Cayley split,
1€ CO y f(CH,C)=0sii+7#0 (mod3).
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Demostracion. Sea 1 = To + %1 + 2 con z; € C®. Dado a; € C® tenemos
que a; = a;l = 32;0,%;. Como a;x; pertenece a Cli+9) entonces a; = a;To
(andlogamente Zoa; = a;), por lo que 1 = o € c,

Dados a;,a; coni+j#0 (mod 3) sustituimos z = a;,y = a; en (2.1).
Mirando a qué subespacio C(¥) pertenece cada uno de los sumandos, obser-
vamos que si 1, j # 0 entonces f(C®,CYW) = 0. 8i i = 0 # j entonces por
(1.7) tenemos que t(a;) = 0. Con este dato la ecuacién (2.1) nos dice que
f(C(O), CP) = 0.

Evidentemente C es split pues f(C®,C®) =0sii#0.

QED

La siguiente proposicién sittia bases canénicas dentro de las Zs3 gradua-
ciones. Tiene gran importancia en este capftulo y, como veremos, resulta

fundamental en los capitulos 4 y 5.

Proposicién 2.4. Sea C un dlgebra de Cayley que posee una Z3 graduacion

no trivial, entonces C es split y la graduacidn es o bien corta o bien larga.

Demostracién. Por la no degeneracién de f y por el lema anterior tenemos que
dim ¢V = dim C®, dim C = dim C©® + 2dim C® y C® es una subélgebra
propia de composicién. En particular, la dimensién de C© ha de ser par, y
por lo tanto 2 6 4.

Fijemos a; € C® i = 1,2 con f(a1,a;) = —1. Por el lema anterior
0 = t(a;) = n(a;) y asi, en virtud de (1.7), tenemos que a? = 0. Definamos
€1 = @10y ¥ €3 = apa;. Estos elementos verifican que n(e;) = n(a)n(az) =0
y t(e;) = — f(a1,az) = 1, por lo que por el lema 1.4 son idempotentes. Mis
atn, por el teorema de Artin, e;e; = (a102)(aa;) = aja3a; = 0 = egey; asi,

e; + e; es un idempotente de norma uno y por lo tanto e; + €2 = 1.



1. PRELIMINARES 35

Supongamos ahora que dim C® = 2, entonces CO = Fe, @ Fey. Sean
by € CO y by, € CO. Por dualidad podemos escribir b; = aay + d; con
f(@y,as) = 0. Aplicando (2.2) y (2.3) tenemos

Fler, biby) = farag, bibe) = f(araz, @aibe) + flaaz, drb2) =
= faiag,dibz) = f(a1,d1)f(a2,b2) — f(aibz, @1a2) = — f(a1bz, A1a2).

Por otro lado, (c”Llag)2 = $(@1a3)d102 = —f(81,a2)d102 = 0. Sin embar-
go Fe, @ Fey no posee elementos nilpotentes, por lo que djap = 0. Asi
pues, f(ey,biby) = 0y biby € Fey. Podemos concluir que CcOC@ = Fe,.
Anélogamente obtendriamos que CPCM) = Fe,.

Dado 0 # b; € C™V podemos elegir, por dualidad, be € C® con f(by,by) =
—1. Asf, por lo anterior, biby = €1y boby = ea. Como consecuencia, e;b; = (1—
e2)by = by — byb? = by. Similares comprobaciones muestran que Cc =TUl(e)
y C® = V(e;) son los subespacios de la descomposicién de Peirce. De aqui
se sigue que la Z3 graduacién es corta.

Resta examinar qué ocurre si dim C® = 4. Como ey, ez € C© enton-
ces C© es el dlgebra de cuaternios split. Completemos {e1,e2} a una base
canénica {e1,ez,u1,v1} de C© y definamos up = —a1 y v2 = a. Clara-
mente ejuz = (1 — ex)uy = Uz — €Uz = U2 — a1a3 = up; en particular,
us € U(ey) y, de igual modo, vz € V(e1). Completamos {e1, €2, U1,U2, V1, V2}
a una base canénica {ey, €2, U1, Uz, Us, V1,2, v3} de C, basta observar que
us = v03 € C@ y que vz = wuz € C( para concluir que la Zs3 graduacién
es larga.

QED
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2. Caracterizacion

La primera caracterizacion de las &lgebras de composicién con forma bilineal
asociativa nos las muestra como algebras que satisfacen ciertas identidades

“genéricas” (identidad (1.16)) [M]:

Lema 2.5. Para un dlgebra (A,*) y una forma cuadrdtica estrictamente no

degenerada n(-) las siguientes afirmaciones son equivalentes:
i) Elproducto de (A,*) satisface (zxy)*z = n(x)y = z*(y*x) Vz,y € A.

ii) A esun dlgebra de composicidn con la forma cuadrdtica n(-) y su forma

bilineal es asociativa.

Ademds, cualquiera de los apartados anteriores implica que la dimensidn
de A es finita.

Resultaré especialmente til la linealizacién de la identidad del apartado

i) del lema:
(m*y)*z-i—(z*y)*m:f(x,z)y——-z*(y*x)-l-a:*(y*z) (2.4)

El siguiente teorema sitiia el problema que abordamos en este capitulo

dentro del contexto adecuado.

Teorema 2.6. Un dlgebra es de composicion con forma bilineal asociativa y

elementos idempotentes no nulos si y sélo si es isomorfa a un dlgebra C;.

Demostracidn. Sean (A, *) un dlgebra de composicién con forma bilineal aso-
ciativa y e un idempotente no nulo en A. Por el lema 2.5 tenemos que

e = (e*e)xe = n(e)e, por lo que n(e) = 1y, asf, los operadores Le, R,
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de multiplicacién en A son, por (1.16), inversos uno del otro. Definimos co-
mo C el 4lgebra (A, e) (véase seccién 1), por lo anterior zoy = (exx)*(y*e)
y e es la unidad de C.

Sustituyendo y = e = z en la ecuacién de la izquierda de (2.4) tenemos
(xxe)xe+exz= f(e x)e.
Multiplicando esta ecuacién a derecha por e,
tR? = f(e,z)e — . (2.5)

Contrastando esta ecuacién con (1.5), observamos que R? es la involucién
esténdar z — Z de C.

Sustituimos z = e * z y z = e en la igualdad del lado derecho de (2.4):

zoy=(exz)*(yxe) = fle,x)y—ex(y*(ex2),
por lo tanto

(woy)re = y*(f(z,e)e—exz)=yx*(@L:) =y * (zF2)
= (e*(y*e))*((m*e)*e)::(y*e)o(a:*e).

Esto demuestra que el operador R, es un antiautomorfismo de C que elevado
al cubo da la involucién esténdar. Puesto que la involucién estdndar conmuta
con los antiautomorfismos de C, la aplicacién 7 : 2 — TR, es un automorfis-
mo de C de grado 3. Ademés T *y =ZI" 0 77", por lo que (A,*) = Cr.
QED

Nota: La demostracién del teorema anterior nos da un método para
cambiar la realizacién de A como é&lgebra Cr. Cada idempotente e de A

proporciona un par (C, ) para el cual A = C,. El producto en C viene dado
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por zy = (e * z) * (y * €), e es el elemento unidad de C y 7 queda definido
por:

2" = f(z,e)e—x xe. (2.6)

Si C, = C!, entonces, por la unicidad de la norma, sus normas son equivalen-
tes y, por el teorema 1.5, C'y C' son isomorfas. Esto nos dice que en realidad

no cambiamos de dlgebra C sino de automorfismo 7.

Ejemplo: Este teorema nos permite ver de un modo natural los enun-
ciados de los teoremas 1.20 y 2.1. Respetando la notacién del teorema 1.20,
definimos 7 : z — Z% y B = (xo,...,23). B es una subélgebra de cuaternios
de C sobre la que 7 actia como la identidad. De hecho, una comprobacién

directa muestra que la aplicacién 7 se puede expresar como

F=b (24) = (zsa)b VbEB

1
2y
aparece en (1.15); ademds, a® = 1 implica que % = 4d. El producto del

4lgebra (C, ) del enunciado del teorema 1.20 viene dado por z *y = AT

con a = ‘Tl — L1,. En particular, 7 coincide con el automorfismo 7, que

lo que muestra que (C,*) = C; y, como consecuencia, que la forma bilineal
de (C, *) es asociativa.

De igual modo se comprueba que definiendo 7 : z — 75, el 4lgebra del
teorema 2.1 coincide con C;r y que, por lo tanto, su forma bilineal es también

asociativa.

3. Definicién general de pseudooctoniones

La justificacién de la definicién de pseudooctoniones que proponemos la ire-

mos viendo segiin avancemos en el estudio de las dlgebras C.
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Definicién. Sea {ey, €, u1,Us,Us, V1, Ve, v3} una base candnica de €, con-

sideramos el automorfismo (ver teorema 1.10) T dado por
el =€, 1=1,2, u] =Ut1, U] = Vit (2.7)

donde los indices se toman médulo 3. El dlgebra €, se llamard dlgebra de

pseudooctoniones sobre F y la denotaremos por Pg (F). Las formas de Pg(F)

las sequiremos llamando dlgebras de Okubo.

Necesitaremos un criterio para dilucidar, en términos de 7, bajo qué con-
diciones un &lgebra C. es de Okubo. La siguiente proposicién nos da una

idea de hacia qué tipo de automorfismos hemos de acercarnos.

Proposicién 2.7. Sea C un dlgebra de Cayley-Dickson y T un automorfismo
de C que verifica 7 = id y para el cual eziste una subdlgebra de composicidn
K de dimensién 2 respecto a la cual T|x = id y el polinomio minimo de 7|k

es T® — 1. Entonces, el dlgebra C, es un dlgebra de Okubo

Demostracién. Basta comprobar que al extender escalares a F tenemos un
4lgebra de pseudooctoniones. Supongamos pues que F = F. La subdlgebra
K se escinde como K = Fe; ® Feo. Podemos completar estos idempotentes
hasta una base candnica {el,ez,ul,u2,u3,v1,v2,v3} de C. Por el teorema
1.10 los subespacios U y V de la descomposicién de Peirce son 7 invariantes.
Manteniendo la notacién previa al teorema 1.10, 7 actiia como 7y en U y
como (3;)~! en V. El polinomio minimo de 7y divide al de 7, por lo que es
uno de los siguientes: 7' — 1, T2+ T+10T3—1. En el primer y segundo caso
el polinomio minimo de ()~ serfa el mismo que el de 7y y, por lo tanto, el
de 7 no podria valer T% — 1, lo que contradice las hipétesis. En consecuencia
el polinomio minimo de 7y es T3 — 1 y podemos encontrar una base de U

de la forma {u, uT,uTZ}. Al ser el cuerpo algebraicamente cerrado, podemos
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elegir u para que la aplicacién que cambia las bases {uy,uz, us} y {u,u", "}
tenga determinante 1. Podemos entonces, por el corolario al teorema 1.10,
suponer sin pérdida de generalidad que u; = u Tt i=1,2,3 y asiul = uip
(donde los indices se interpretan médulo 3), por lo que el dlgebra C: es el

4lgebra de pseudooctoniones anteriormente definida.
QED

4. Algebras C;

El propésito de esta seccién es, dada un algebra C;, comprobar si posee
una paraunidad o, en caso de no existir dicha paraunidad, ir cambiando el
automorfismo 7, segin la nota al teorema 2.6, hasta encontrar uno que se
ajuste a la proposicién 2.7.

Como vamos a ver, los casos de dimensién 1, 2, 4 o de dimensién 8 y
carF # 3 no esconderdn especial complicacién y ningin cambio de 7 es
preciso. Por ello, deseamos notar una vez més la importancia que supone
el que, sobre cuerpos de caracteristica # 3, 7 sea diagonalizable sobre la

clausura algebraica e induzca una Zs graduacién.
Teorema 2.8. Cualquier dlgebra C, de dimension 1,2 6 4 es paraHurwitz.

Demostracién. El resultado es evidente para lgebras de dimension 1. Su-
pongamos que dim C = 2. Si carF # 2 entonces C posee una base ortogonal
{1,a}. Puesto que 1" = 1 entonces a” = oa. Por un lado 7 es una isome-
tria, por lo que @® = 1; pero por otro % = id, por lo que ¢® = 1. En
consecuencia @ = 1 y 7 = id, lo que demuestra el teorema en este caso. Si

carF = 2 entonces podemos encontrar una base {1,a} de C de tal modo que
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f(l,a) =1,1" =1y a” = al + a. Puesto que 73 =id, se sigue quea =0y
de nuevo 7 = id.

Consideremos ahora el caso en que dim C = 4. C es un élgebra de cua-
ternios y por lo tanto un 4lgebra asociativa simple central. Por el teorema
de Noether-Skolem los automorfismos de C son internos y asi 7 = a"lza

para algin elemento a de norma no nula. Puesto que 7% = id entonces

a® = al, donde 0 # a € F. Consideremos w = a?/n(a), tenemos que
W = a¥/n(a)® = 1, n(w) = 1 y @ = w?. Expresando 7 en funcién de w
obtenemos

1
£ = o lza = —a’ra = wrw?.
o
Por otro lado, utilizando esta expresién,
Y _ _
rrw=F0  =wiw=(fWE1)] -20*)w=flwr)w—12

De forma ansloga se prueba que w*z = f(w,z)w—2. En particular, w es una
paraunidad de C; y asf, por €l teorema 1.18, el 4lgebra C- es paraHurwitz.
QED

El subespacio fundamental de valor propio o de T se denotaré por S(a, 7)
o, cuando el contexto no de lugar a confusién, por S(a).
Fl siguiente teorema clasifica las dlgebras C, sobre cuerpos de carac-

teristica # 3.

Teorema 2.9. Sea C un dlgebra de Cayley-Dickson sobre un cuerpo de ca-
racteristica # 3 y T un automorfismo de C que cumple 7° = id. Cr es po-
raHurwitz si y sélo si dimS(1,7) # 4; en otro caso, C, es un dlgebra de
Okubo.

Demostracién. En virtud del lema 1.17 basta demostrar el enunciado para

cuerpos algebraicamente cerrados, por lo que consideraremos F=7F.
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Supongamos primero que dim S (1,7) # 4. Si T = id el resultado es obvio,
por lo que también supondremos que 7 +# id. En tal caso C' se descompone
como C = S(1) ® S(w) & S(w?) donde w denota una rafz 3-primitiva de la
unidad. Tal descomposicién es una Zs graduacién de C, por lo que, aplicando
Ja proposicién 2.4, existe una base candnica {6’1,62,U1,U2,U3,’U1,’l}2,’03} de
C para la cual S(1) = {e1,€2), S(w) = {(uy,ug,usy y Sw?) = (v1,72,v3)-
Calculando los productos de w?e; + weg por los elementos de los distintos
subespacios fundamentales se obtiene que w?e; + wey €s una paraunidad, y
en consecuencia, por el teorema 1.18, C: es paraHurwitz.

Veamos qué ocurre si dimS(1,7) = 4 Andlogamente al caso anterior,
los subespacios fundamentales proporcionan una Zs graduacién que, por
la proposicién 2.4, tiene la forma S(1) = {e1,e2,u1,1), S(Ww) = (ug,v3) ¥
S(w?) = (vs,us) para alguna base candnica {e1, €2, U1, Uz, U3, V1, V2,V } de
C. Basta aplicar la proposicién 2.7 con K = (e1, €2) para obtener el enuncia-
do.

QED

Corolario. Sea F un cuerpo de caracteristica distinta de 3 que contiene las
raices cibicas de la unidad, entonces el dlgebra de pseudooctoniones es, salvo
isomorfismo, la ¥nica dlgebra Cr que no es paraHurwitz.

Demostracidn. Sea T un automorfismo para el cual C; no es paraHurwitz,
por el teorema anterior dim S (1) = 4. Como los subespacios fundamentales
de 7 forman una Zz graduacién entonces, por la proposicién 2.4, podemos en-
contrar una base canénica {e1, €s, U1, Uz, Us, V1, Va2, v3} de C, de tal modo que
T fije a €1, 2, U1 ¥ V1, Uz Y Us Sean vectores propios de valor propio w mientras
que v, y uz tengan valor propio w?. Esto muestra que 7 queda unifvocamente

determinado, por lo que Unicamente existe, salvo isomorfismo, un 4lgebra Cr
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de este tipo, que necesariamente coincide con la de pseudooctoniones.
QED

Este corolario justifica sobre cuerpos de caracteristica # 3 nuestra defini-

cién de Pg(F) y muestra su equivalencia con la dada por Okubo.

Hasta el final de la seccién consideraremos Unicamente Cuerpos F de
caracteristica 3. Si carF = 3, la existencia de un automorfismo 7 # id con

7% = id determina completamente la estructura de C.
Lema 2.10. Si 7 # id = 7° entonces C es split.

Demostracién. Sea T un automorfismo como el del enunciado, definiendo
— 7 — 4id tenemos que §° = 0, por lo que podemos encontrar un elemento
a € Cde talmodoquea’ #0y a%® = 0. Por el corolario a la proposicién 1.14,
f(a®,d®) = f(a7,a®) — f(a,a®) = f(a,a’") = f(a,a") = f(a, o (=14 = 0.
La isotropfa de a® muestra que C es split.
QED

Contrariamente a lo que ocurre sobre cuerpos de caracteristica # 3, en
general, para 7 # id no podemos asegurar que S(1,7) sea una subélgebra de
composicién, ni tampoco se puede hacer uso directo de la proposicién 2.7. Es
necesario cambiar 7 por uno cuyo comportamiento controlemos. Por la nota
a la demostracién del teorema 2.6, a partir de cualquier idempotente de Cr
se puede proceder al cambio de . Nuestra principal fuente de idempotentes

es la siguiente:

Lema 2.11. Sea u € C un elemento que satisface f(1,u) = 0 = n(u) ¥

u" = u. Entonces, 1+ u es idempotente en el dlgebra C.
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Demostracién. (1+u)* (1+u) = T+u)"(1+ ) = (1-uwl—-u) =
1 —2u+22. Por (1.7) u? = 0 y ademds, por tener F caracteristica 3, —2 = 1.

Esto demuestra el enunciado.

QED

Los siguientes dos lemas muestran cémo cambiar de 7.

Lema 2.12. Supongamos que T satisface (1 —id)® = 0 # (r — id) y que
S(1,7) contiene una subdlgebra K de composicién de dimensién 2 de C.
Entonces eziste un automorfismo 7 de C, con (F —id)® = 0 # (7 — id)?, que
fija los elementos de una subdlgebra de composicidn split de dimension 2 de

C y para el cual Cr es isomorfa a C;.

Demostracién. Consideremos la siguiente forma bilineal definida sobre K+

h(z,y) = (=, y)

donde § = 7 — id. Por un lado, 7 = —7 — id y 7 es una isometria, por lo que
h(z,y) = f(z,y) = flz,y") — f(z,y) = —h(y,z), o lo que es lo mismo, h es
alternada; por otro, ker SN K+ = {x € K* | h(z, K*) = 0} (radical de h). Asf
pues, por la teorfa de formas bilineales alternadas tenemos que la dimensién
de ker § N K+ es par. Més atin, puesto que 8% = 0 # § entonces la dimensién
de este subespacio ha de ser estrictamente mayor que 2. Concluimos que
dimker§ N K+ = 4.

Por la no degeneracién de f, existe a € ker6 N K+ con n(a) # 0. Con
esta eleccién, la subdlgebra H de C generada por a y K es de cuaternios y
ademas H C S(1, 7). Usando el proceso de Cayley-Dickson, C = H @bH con
b € H- y n(b) # 0. Ahora, b™ = bu para algtin 1 # u € H. Como 6 =0

tenemos que 0 = b = b(u — 1)2, por lo que (u — 1)2 = w? +u+1 = 0.
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De esto deducimos que H es split. Sea {e1,eq,u1,v;} una base candnica de
H. La completamos a una base canénica {e1,e2,u1, Uz, U3, V1,V2,v3} de C.
El subespacio U(e;) de la descomposicién de Peirce es 7 invariante, por lo
que, usando el corolario al teorema 1.10, podemos cambiar us y us para que
u} = up. También, salvo cambio escalar en u; y en este nuevo up, podemos
suponer que u} = us — Ug. Por ser 7 una isometria se tiene que v; = vz + U3
y U3 = Us.

Consideramos e = 1 +uy, que por el lema 2.11 es un idempotente de C;.
Por la nota al teorema 2.6, e proporciona un par (C',7') parael cual C., =Cr.
El producto en C’ (que es isomorfa a C) viene dado por zoy = (exx)* (y*e)
y el automorfismo 7/ queda definido por z" = f(e,z)e —z *xe.

Sea z = ug— vy, fe,z) = f(1+uy, us—12) = 0y n(z) = —1. El elemento
z cumple que 17 = —z*xe=2"€= (U —vg—v3)(1—u1) = Up— Vs = T Y, POT
(1.7), z ox = e. Esto nos dice que (e, ) es una subslgebra split de dimensién
2 de C' cuyos elementos permanecen fijos por 7. Ademss v] = f(v1,e)e —
mre=ce+v(l—u)=e+uv+e=1u +(e1—eatu)y (e1—ex+up)” =
fler—ea+ur,e)e— (e1—ex+ur) xe = (e1—ea +u1) (1 —u1) = €1 — €p. Asi
vﬁTl-id)Q = ngI)Z'*'TI“d = (v1+(el-eg+u1)+(61—ez))+(v1+(el——eg+u1))+vl =
—uy # 0. Concluimos que 7' verifica (7" — id)2 # 0= (7' — id)>. Alser C'y
C' isomorfas, el automorfismo 7 inducido en C por 7! es el que buscamos.

QED

Lema 2.13. Supongamos que (T —id)* # 0 = (7 — id)® y que eviste una
subdlgebra de composicidn K de C de dimensién 2 contenida en S(1,7).
Entonces podemos encontrar un automorfismo 7 de C de tal modo que: (7—
id)2 # 0= (F—id)®, 7 fije los elementos de una subdlgebra de composicion

split de dimensidn 2 de C, y Cr sea isomorfa a Cr.
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Demostracidn. Si el 4lgebra K del enunciado es split entonces no hay nada que
demostrar. En lo que sigue supondremos que K es una extensién cuadrética
de F. Como T fija los elementos de K entonces, por el teorema 1.11, 7 puede
ser considerado como un elemento de SU(K*, o). Encontrar un idempotente
que nos proporcione el automorfismo 7 del enunciado pasa por buscar una
descripcién sencilla de 7 en una K-base adecuada de K L. Nos remitimos a
los comentarios previos al teorema 1.11 para la notacién o, X y ®.

Puesto que en K+ se tiene que (1—1id)?* # 0 = (1—id)*, entonces podemos
encontrar un elemento u € K+ de tal modo que {u,u,u’’} sea un K-base
de K. Este es el tipo de base de K= en que expresaremos 7.

Puesto que 7 es un automorfismo de C, también asf una isometria para

la forma hermitiana o. Dados z,y € K*:

U(méxy) = U(xT - xiy) = U(xay’rﬂl) - O'(Il',',y)

= U(xayT—l—id) = U(m>y72_id) = U(xayéz—é)-

Esto, junto con la no degeneracién de o, nos da:

o, u’) = o(u®,uf) =0
(2.8)
o(ud,uf) = n(w) = —o(u,u’’) #0

La eleccién de u puede ser mejorada. De hecho vamos a encontrar un u que

satisfaga:
o(uf + v, u) = 0= o(u,u) = n(u)
(2.9)
o(ud,u) = o(ul,v) = n(u’) = -1

Veamos que podemos conseguirlo. Cambiamos u por v = u + aud + bu?
con a,b € K elementos arbitrarios. El conjunto {v, v%,v%"} es K-linealmente
independiente, por lo que verifica (2.8).

Usando (2.8) tenemos que

n(v) = o(v,v) = a(u—l—au’s,u+au5)+(b+5)cr(u,u52) = n(u+au®)—(b+b)n(v?),
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por lo que es factible elegir b para que n(v) = 0.

Por otro lado,

oc(v®,v) = o(ub,u) + (@ - a)n(u?),

por lo que también podemos escoger el elemento a para que o(v°,v) = —1.
Ahora bien, por la definicién de o, o(v’,v) = T8 v) = —f(@%,v) y
s, 0f) = Lf(f,0f) = —f(7 — 0,07 —v) = =2f(v,0) + 2f(v"v) =

—F(v®,v), de lo que concluimos que
o(v®,v) =n(@’)=—1.

Ademis, o(v® + v**,v) = o(v®,v) + o(v®,v) = n(@¥®) — n@’) = 0. Queda
demostrado entonces que podemos elegir un elemento u para el cual la K-
base {u,u?,u’’} de Kt cumple (2.8) y (2.9).

Esta base nos proporciona el idempotente e. Sea a = ®(u,u’, uw’) e K.

Por los comentarios previos al teorema 1.11,
n(a) = ad = <I>(u,u5,u52)<1>(u, ub ub) = det(a(u‘si,u‘sj)) i,7=0,1,2;

sin embargo, de las ecuaciones (2.8) y (2.9) fécilmente se comprueba que este

determinante vale 1y, en consecuencia, n(a) = 1. Definimos
_ 52
e=1+au’ .

Como la norma y la traza de au®® son nulas y ademés este elemento queda
fijo por 7, el lema 2.11 nos dice que e es un idempotente de C;. Sea (C',7)

el par asociado a e. Por (2.8) se tiene:
W) = fle,uf)e — b » e = (v +u) (1 — au’). (2.10)
Sin embargo, por un lado

u® (du52) = a(—a(u‘sz,uéz) +uf xuf) =0
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v por otro, puesto que, por la alternancia de &, u® x u® es ortogonal respecto
de o a uf y u5, por (2.8) se tiene que v’ x u’ = bub” para algin b €
K. Ademés, por (2.9), b = o(u,u’ x u®’) = ®(u,uf,u”) = a. De lo que

. 2 — &2 . . s
concluimos que u® x u®* = au®. Volviendo a la ecuacién (2.10):

W)’ = @ +u¥)-d@”) =@’ + u®) — uf x (@)
= @ +u®) —a@ xu”) =@+ u*) — at® = o
muestra que u® es un elemento fijo por 7', Notemos, por ltimo, que f(u®, €) =
0y n(u’) = —1, por lo que Fe+F 48 es una subdlgebra de composicién split
de C' de dimensién 2 cuyos elementos son fijos por 7. Si (7' — id)? fuese no
nulo entonces quedarfa demostrado el enunciado; en caso contrario, aplicando

el lema 2.12 concluimos la demostracién.
QED

Con estos lemas podemos demostrar el andlogo del teorema 2.9 para cuer-

pos de caracteristica 3.

Teorema 2.14. Sea C un dlgebra de Cayley-Dickson sobre un cuerpo F de
caracteristica 3 y T un automorfismo de C que verifica 73 = id. Entonces
o bien C, es paraHurwitz o bien un dlgebra de Okubo. En este dltimo caso,
C es split y existe un automorfismo ¥ de C de tal modo que (7 —id)® =
0 # (7 —id)?, 7 fija los elementos de una subdlgebra de composicidn split de

dimensidn 2, y Cr es isomorfo a C.

Demostracién. Si T fuese la identidad entonces C: serfa paraHurwitz y el
teorema quedarfa demostrado. En lo que sigue supondremos que 7 #1id. En
vista del lema 2.10 C es split. Si 7 fijase los elementos de una subélgebra de

composicién de dimensién 2 entonces, por los lemas previos, C; serfa isomorfa
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a C; para un cierto automorfismo 7 de grado 3 de C que fija los elementos de
una subalgebra K de composicién split de dimensién 2 y que ademds verifica
(F—id)®=0# (7 — id)2. El polinomio mfnimo de 7 en K= es T3 — 1 por lo
que, aplicando la proposicién 2.7, Cr serfa un 4lgebra de Okubo y el teorema
quedarfa demostrado también en este caso.

Resta examinar qué ocurre si 7 # id, C es split y no existe ninguna
subélgebra de composicién de dimension 2 contenida en S(1,7). En tal caso
W = (F1)+nS(1,7) ha de ser totalmente isGtropo y, por lo tanto, dim W < 3.
Ahora bien, (r — id)® = 0 implica que dimW = 3. Por los teoremas de
Witt, podemos encontrar un subespacio W' de (F1)' totalmente isétropo
para el cual (F1)© =W e W' ® Fa, donde a es un elemento ortogonal a
W @ W' y n(a) # 0. Para este elemento a tenemos que a" =w+w+aa
conw € W,w' € Wy a € F. Por ser 7 una isometria y W r-invariante,
fw' W) = f(@a™,W) = f(a,W) =0y, en consecuencia, w = 0y a” =
w + aa. Como 72 = id entonces a = 1y a” = w +a. Ahora bien, puesto que
fQ,W) = f(W,W) =0, los cuadrados de elementos de W son nulos, por
Jo que (wa)” = w(w + a) = wa. Por ultimo, como f(1,wa) =0 = f(wa,a),
podemos concluir que wa € W.

Consideramos el elemento

Por tener el elemento wa/n(a) norma y traza nulas y mantenerse fijo por
7, el lema 2.11 nos asegura que € €s idempotente en Cr. Sea (C',7') el par
asociado a e. Como a es ortogonal a e tenemos que:

Wy (g w)(l - ) = e

n(a) n(a)

Asf, Fe + Fa es una subélgebra de composicién de dimensién 2 de C’ cu-

a” = fla,e)e—axe=—axe=a(1—

yos elementos son fijos por 7' y C7. s isomorfa a C,. Si 7/ = id entonces
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C, es paraHurwitz; en otro caso, por la primera parte de la demostracién,

concluirfamos que C, es un dlgebra de Okubo.
QED

5. Descripcién de las dlgebras C;

En esta seccién demostraremos los teoremas 2.1 y 2.2, los cuales presentan

una posible descripcién de las lgebras C;.

5.1. Demostracién del teorema 2.1

Sea F un cuerpo de caracterfstica # 3. En vista de los teoremas 2.6, 2.8 y 2.9,
para demostrar el teorema 2.1 basta tinicamente probar que si C es un al~ahr=
de Cayley-Dickson sobre F y 7 un automorfismo de C con dim S(1,7
entonces existen 8,7 € F tales que C' = C(-1,8,7) y Cr es isomorfa al
4lgebra construida en el enunciado del teorema.

Por la proposicién 2.4 y el teorema 2.9 sabemos que S(1,7) es una
subdlgebra, H, de cuaternios de C. Sea v un elemento ortogonal a H 'y
v = —n(v) # 0. Por el proceso de Cayley-Dickson C = H @ vH. Como H+
es T-invariante se tiene que v™ = ww para algin w € H y,como T = ()
w?+w+1=0.Si wy 1 fuesen linealmente dependientes entonces w = aly
w2 = (v?)7 = (v7)% = o?v?, por lo que w? = 1; sin embargo, w = —1-w?=-2
y, asf, 1 = w? = (—2)? = 4, lo que contradice el que la caracteristica de F
sea # 3. En consecuencia {1,w} son linealmente independientes y asf, por la
ecuacién (1.7), tenemos que n(w) =1y t(w) = —1. En particular 1 + Fw
es una subdlgebra de composicién de dimension 2 del tipo K(—1) y, por el

proceso de Cayley-Dickson, H = Q(~1, B) para algiin elemento 0 # B € F 'y
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Consideramos la aplicacién S :  + Z" y una base de C definida por
zo = 1,71 = w, , ortogonal a zo y &1 con n(zy) = =0, T3 = T1T2, T4 =V Y
Tipa = TaZi © = 1,2,3. En esta base es sencillo comprobar que la aplicacién
S es la del enunciado del tecrema 2.1 y que el producto en C, es de la forma
THRY= z5yS™", con lo que queda demostrado el teorema.

Si 1a caracterfsta del cuerpo es distinta de dos entonces puede cambiarse
esta base por otra definida de igual manera excepto que z; = yg con ¢ =
1 + 2w (g2 = —3). En esta nueva base la aplicacién T : x — Z” coincide con

la del teorema 1.20.

Nota: Si F contiene una rafz 3-primitiva de la unidad entonces K (-1)
es split, por lo que C es el algebra de Cayley-Dickson split y los valores
B3, no representan nada. Puesto que tanto C' como S estdn univocamente
determinados, s6lo existe una tinica, salvo isomorfismos, lgebra C, de Okubo
sobre este cuerpo, lo que coincide con el resultado del corolario al teorema
2.9.

5.2. Demostracién del teorema 2.2

Sea F un cuerpo de caracteristica 3. En vista de los teoremas 2.6, 2.8 vy 2.14,
para demostrar el teorema 2.2 basta probar que si C es el 4lgebra de Cayley-
Dickson split y 7 es un automorfismo de C que fija los elementos de una
subdlgebra K de composicién split de dimensién 2 y que ademds satisface
que (7 — id)® = 0 # (1 — id)* entonces el dlgebra C, es isomorfa al dlgebra
definida por la tabla 3.

Sea C una tal lgebra y 7 un tal automorfismo. Como K es split entonces
K = Fey + Fes con e; idempotentes de norma cero que suman la unidad de
C. Al fijar 7 los idempotentes e;, los subespacios U y V de la descomposicién

de Peirece son r-invariantes. Como en la demostracién de la proposicién 2.7



52 CAPITULO 2. FORMA BILINEAL ASOCIATIVA

podemos tomar una base {u,u”,u"™ } de U; sin embargo, al no ser necesaria-
mente F algebraicamente cerrado, esta base no tiene por qué poder elegirse
como parte de una base candnica. Sea o = f(u,uruf’) = f(u,u *u), don-
de * denota el producto en C;. Por la nodegeneracién de f, a es no nulo.

Definimos:
Uy = U, uz = u’, uz = ﬁ’ufa,
v = Ugus, V2 =v], ws = av].
Es sencillo comprobar que la base {e1,€s, w1, us, us, vy, v, v3} €5 una base

canénica de C. Consideramos la siguiente base:

Tpy = —€1, To2z = —Egz,
— J— 2
o= —U1, Ty = —Uj, L1z = —U],
2
Too = —V1, X1 = —V] , Xz = —U],

para la cual f(zij, Tpg) = Gi(—p)0j(—q) donde &;; es la delta de Kronecker. Para
calcular su tabla de multiplicacién basta observar que

uqul-j, = —b;e1, v{‘fu{’i = —bijer,

ulul = e}, o] 07 = yeuku
donde ¢;;, denota el tensor totalmente antisimétrico con €23 = 1. Una com-
probacién directa, usando las férmulas anteriores, demuestrd que la tabla de
multiplicacién de los z;; se corresponde con la tabla 3. Este argumento mues-
tra también cémo ver las dlgebras definidas por la tabla 3 como algebra C-.
Basta tomar una base canénica de C' y definir el siguiente automorfismo:

el = ¢

1
u] = ug, Uy = QU3, ul = Sui, (2.11)
1 T — ¢y
v] =, Up = 5Vs, Uz T QUL

I

6. Algebras C(a)

Sobre cuerpos de caracteristica distinta de dos y tres los teoremas 1.24 y 1.25

de Elduque y Myung clasifican todas las formas de las dlgebras paraHurwitz
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y Okubo. Para cuerpos de caracterfstica dos es posible la extensién de estos
resultados; sin embargo, la caracteristica tres escapa a estos planteamientos.
Como hemos visto, sobre cuerpos de caracterfstica 3 cualquier dlgebra de
Okubo con idempotentes no nulos es una ¢ (a); el propdsito de esta seccién
es precisamente dar un criterio de isomorffa entre las distintas C(a).

Sea (A,*) un algebra de composicién con forma bilineal asociativa, es
sencillo comprobar a partir de (1.16) y (1.17) que, por tener F caracteristica
3, la aplicacién g(z) = f(z,z * z) verifica g(z +y) = g(x) +9(¥) ¥ ademads
g(A\z) = A*g(z) para cualquier x en Ay X en F.En particular, esta aplicacién
queda determinada por sus valores en una base de A y, ademés, g(A) =
{g(x) |z € A} esun espacio vectorial sobre el cuerpo F2. Mirando las dlgebras

C(a) como dlgebras C; con 7 como en (2.11) tenemos que
g(er) = 1= glez)
gluy) = glus) = o, g(us) = 25 = (2.12)

glor) = glwa) = Ly glug) = &® = %5
y, en consecuencia, g({e1,e2)) = F°, g(Uler)) = Fia, g(V(e)) = F3%; por
lo tanto, g(C(a)) = F3(a) es un cuerpo extension de F3 por a.

Sea (A, *) un 4lgebra de composicién de dimensién 8 con forma bilineal
asociativa y e un idempotente de tal modo que el automorfismo 7 del par
(C,7) que proporciona e fija los elementos de una subélgebra split, K =
Fe, + Fesp, de composicién de dimensién 2 de C y ademés (7 — id)? #
0 = (7 —id)3. Segin la demostracién del teorema 2.2, para hallar un o
que represente a (A,*) como un 4lgebra C(a) basta elegir u € U(e1) con
{u,u", u™} linealmente independientes y tomar g(u) como a. Si en lugar de

u elegimos Au entonces conseguimos A3a en lugar de «, por lo que

Cla) = C(\a) (2.13)
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para cualquier elemento A no nulo de 7. Cambiando los papeles de e; y ez

se consigue 1 en lugar de o y, en consecuencia,
1
Clo) = C(-) = Co*2) = Cla?). (2.14)

Veamos otra forma alternativa de encontrar . Consideramos z € K+. Si o
denota el producto en C, €l elemento e; * z = €1 © (—z™) pertenece a Ule;)
por lo que, en vista de (2.12), tendremos que g(ez * ) € Fia. Si glex * 2) es

no nulo entonces (2.13) nos dice que podemos elegirlo en lugar de a.

Lema 2.15.
Sean o, A € F con o # 0 y X3, entonces C(a) = Cla — X\3).

Demostracién. Primero demostraremos el lema para A = 1. Consideremos
C(a) como Cy, con T como en (2.11). Sean u = Lu;+2ug+us, v = vy +ve+Lvs
y e = 1+u+wv. Los elementos u, v qudan fijos por 7y, ademss, (Fu+Fv)? =
0, por lo que, en vista del lema 2.11, e es un idempotente de C(c). Sea
(C',7') el par que proporciona este idempotente. Si a = e; + v, — v; entonces
fla,e) = 1y f(a,a) = 0, por lo que K = Fe + Fa es una subélgebra de
composicién split de dimensién dos de C’ cuyos elementos son fijados por 7/,
y a es un idempotente de norma cero en C'. Puesto que o # 0 y 1, se tiene
que o{™ 7 HTHE = (1 1)(u+v) # 0. Consideramos z = aus —vs € K*. Este
elemento verifica que a* x = (ep + o — 2us) (s — u2) = vz + €2+ U1 ¥ que
glaxx) = g(es) + g(uy) + a®g(v2) = 1+ a+a? = (a — 1)2. Por el comentario

previo al lema y la igualdad 2.14, esto nos proporciona
Cla) = C((a— 1)2) = Cla — 1),

lo que demuestra el lema en el caso A = 1. El caso general se sigue de los
siguientes isomorfismos:

1 1

Cla - %) = C(»? (/\301 - 1)) S c(-}ga _1) = C((X>3a) =~ C(a).
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QED

El siguiente teorema da el criterio de isomorfia:

Teorema 2.16. Dados a;,0s € F no nulos se tiene que C(o) es isomorfa
a C(a) siy sélo si F3(ay) = F(an).

Demostracion. El directo es obvio, pues si C(a;) es isomorfa a C(az) entonces
Fiay) = 9(Cla)) = g(Caz)) = F3(aq) y se tiene la tesis. Supongamos que
F3(ay) = F¥a). Si a; pertence a F> entonces también oz, por lo que, en
virtud de (2.13), ambas lgebras son isomorfas al dlgebra de pseudooctoniones
C(1) y, por lo tanto, isomorfas entre si. Pensemos, pues, que ni a; ni o
pertenecen a F3. En tal caso ap = A3+, +M\2a? para ciertos Ao, Ay, A2 € F
con \; 0 Ap no simultdneamente nulos. Si Ay = 0 entonces, usando (2.13) y

el lema anterior,
3 3 ~ AO : ~
0(042) = C(AO -+ AICh) = C( —>\—' =+ (1’1) = C(al).
1
Si Ay £ 0 entonces, denotando p; = %; 1=1,2,

Clon) = Cd+ pdar +a?) =2 C(on — 18)? + (uo — 11)°)
C(e1 — p3)?) = Clar — 1) = Can).

IR

QED

Este teorema explica cual es la consecuencia de afiadir como hipétesis en

el teorema 1.21 el que el cuerpo sea perfecto. En general, dada un dlgebra A
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de composicién con forma bilineal asociativa y con idempotentes no nulos,
por el teorema 2.2, A es isomorfa o bien a un algebra paraHurwitz o bien a
un algebra C(a) con o € F. En este dltimo caso, si F es perfecto entonces
F3 = F, por lo que F3(a) = F = F3(1) y asf el teorema anterior nos dice
que C(a) = C(1); es decir, la tnica dlgebra de Okubo que puede aparecer es

la de pseudooctoniones.



Capitulo 3

Algebras de grado dos

Un 4lgebra se dice de grado dos si ésta es la mayor de las dimensiones de sus
subdlgebras mondgenas.

La ecuacién (1.7) muestra que las dlgebras Hurwitz, al igual que el resto
de las 4lgebras esténdar, poseen grado 2. También es esto cierto para las
glgebras de Okubo ((2.4) con y = z y z = x * z). De este modo, los ejemplos
més destacados de 4lgebras de composicién aparecen englobadas bajo un
mismo concepto.

En general, las 4lgebras de composicién de dimensién infinita no han si-
do suficientemente estudiadas y no se conocen demasiadas propiedades que,
al imponérselas a un 4lgebra de composicién, obliguen a su dimensién a
ser finita. Estos problemas provienen de las dlgebras absolutamente valua-
das, donde una vez determinado que el valor absoluto procede de una forma
bilineal (no siempre es asf [Rod]) se obtiene un algebra de composicién de
dimensién posiblemente infinita. En este orden de ideas se sittian los trabajos
de [Cu-Rod 95, El 83, El 87, El 90].

En este capitulo mostraremos que, sobre cuerpos de caracteristica #2y
3 y con més de cinco elementos, toda 4lgebra de composicién de dimensién

arbitraria y grado dos es o estdndar o una forma de un élgebra paraHurwitz

57
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de dimensién dos o un dlgebra de Okubo.
Resultados andlogos para slgebras absolutamente valuadas, y que han
inspirado este capftulo, han sido obtenidos por Rodriguez-Palacios [Rod 94].
Un 4lgebra se dice de potencias 3-asociativas si sus elementos verifican la
igualdad
rz? = 1’z (3.1)
Esta identidad puede considerarse como una debilitacién de la ley flexible y,
por lo tanto, es verificada por las dlgebras Hurwitz, paraHurwitz y Okubo.
Aunque, en general, la identidad flexible no es consecuencia de (3.1), sin em-
bargo, esto se torna cierto para dlgebras de composicién de dimensién finita.
Usando resultados sobre 4lgebras de composicién de grado dos, demostra-
remos que un algebra de dimensién finita, sobre un cuerpo de caracteristica
distinta de 2 y 3, que satisfaga (3.1) o bien es Hurwitz o bien posee una forma
bilineal asociativa. Por tltimo ampliaremos el teorema 1.26 a caracteristica

tres.

1. Algebras de dimensién dos

La estructura de las dlgebras de composicién de dimensién dos nos dard la
llave de la clasificacién de las dlgebras de grado dos. El siguiente resultado,
probado por Petersson [Pet 71] para cuerpos de caracteristica # 2, determina

tales dlgebras:

Proposicién 3.1 (Petersson). Sea A un dlgebra de composicién de dimen-
sién 2 sobre un cuerpo arbitrario. Podemos dotar a A de un nuevo producto
zoy de tal modo que (A,o) sea un dlgebra Hurwitz con involucidn estdndar

z+— Z y el producto en A se corresponda con uno de los siguientes:

) zy=zoy
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) zy=Zoy
) zy=2xo0y
IV) zy=uoZ oy connu) =1.

Demostracién. Sea v un elemento de norma no nula. Denotemos por ¢ al pro-
ducto del dlgebra (A, v) y por e a su unidad. Por definici;on zy = z¥oy¥ para
ciertas isometrias ¢ y 1. Si denotamos por L, al operador de multiplicacién
a izquierda por z en (A,v) entonces ¢ = GLer y b = Y/ Les para ciertas
isometrias ¢’ y ¢/ con e = e = e¥’. Es sencillo comprobar que las tnicas
isometrfas ¢’ y ¢ que fijan a e son la identidad y la involucién estandar J,

por lo que zy se puede expresar mediante una de las siguientes férmulas:
Duozoy IMuoz’oy III) voxoy’ o IV)uozloy’

para un cierto u con n(u) = 1. El apartado IV) se corresponde con el del
enunciado. En los tres primeros casos u es o bien unidad o bien unidad a
un lado, por lo que si en lugar de v hubiésemos elegido u al inicio de la

demostracién, entonces zy se expresarfa como
Dxzoy Il)Zoy o I 20y

donde o denota el producto de (A4,) y  — Z su involucién estandar.
QED

Proposicién 3.2. Sea A un dlgebra de composicién de dimensién 2 sobre

un cuerpo arbitrario. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) A es conmutativa.
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ii) A es flexible.
iii) A es de potencias 3-asociativas.

iv) El producto en A corresponde a uno de los apartados I) o IV) de la

proposicion 3.1.
v) A es o bien Hurwitz o bien una forma de un dlgebra paraHurwitz.

Demostracidn. Las implicaciones 1)=ii) y ii)=>iii) son inmediatas. Sea A de
potencias 3-asociativas. Para el producto del apartado II) de la proposicién
3.1 tenemos que z2x = n(z)x mientras que zz> = n(i)a'c, lo que imposibilita
que este producto sea de potencias 3-asociativas. Anslogamente le ocurre al
producto del apartado III). Sin embargo, es inmediato comprobar que los
productos zy de los apartados I) y IV) sf son de potencias 3-asociativas.
Respecto a la implicacién iv) = v), basta demostrar que al extender
escalares las dlgebras del apartado IV) son paraHurwitz. Sean A,u y z o
y como en la proposicién anterior y F algebraicamente cerrado. La tdnica
4lgebra Hurwitz de dimensién dos sobre F es la split F @ F, por lo que
podemos encontrar v € (4,0) con n(v) = 1y 72 = u. A con el nuevo
producto  *y = vo zoy es un algebra Hurwitz con identidad @ e involucién
esténdar z — x7 = 92 o Z. Respecto de este nuevo producto tenemos que
zy=uoZof=x’*y’, porlo que A es paraHurwitz.

QED

En lo que resta de capftulo el cuerpo base se supondrd siempre de carac-
terfstica # 2, por lo que en lugar de la forma bilineal f (z,y) = n(z+y) —

n(z) — n(y) consideraremos la forma

(@.1) = 5/ @)
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para la cual n(z) = (z, ).

Conviene notar que si a un algebra de composicién de dimensién dos le
exigimos, ademés de que sea de potencias 3-asociativas, la identidad (z?)? =
x(xx?), entonces tinicamente obtenemos las Hurwitz. En efecto, por la propo-
sicién anterior basta ver que las dlgebras del apartado IV) de la proposicién
3.1 no satisfacen esta dltima identidad. Sea xy = uoZoj el producto que apa-
rece en ese apartado. La identidad (z2)? = z(zz?) se tranforma, en términos
de o, en oz orozoxr =n(x)uoToZ o, equivalentemente, la potencia sexta,
28, en (A, o) de cualquier elemento z vale n(z)3u o u. Para x = € esto nos
dice que u o u = ey que, por lo tanto, 28 = n(z)3e. Al considerar elementos
ortogonales a e, esta ltima identidad se contradice con (1.7).

Puesto que para analizar las dlgebras de grado dos pasaremos a un Cuerpo
algebraicamente cerrado, las proposiciones anteriores nos dicen que como
subélgebras de composicién mondgenas Gnicamente apareceran las estandar.

Es sencillo observar que para los distintos tipos I-IV se tiene

I) Potencias asociativas.
M z2z=n(@)zy @)= n(z)x?.
(3.2)
M) z2?=n(z)zy (2%)° = n(zx)z?.

V) zz? =n(z)z = 2’z

Estas son las identidades que usaremos para abordar la clasificacién de

las 4lgebras de grado 2.

2. Algebras de grado dos

Sea A un 4lgebra de composicién de dimensién arbitraria y grado dos sobre

un cuerpo F:
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Lema 3.3. Si F posee mds de cinco elementos entonces Ak = K®r A es

un dlgebra de grado dos para cualquier extensién K de F.

Demostracién. Denotemos por A A A A A el espacio generado linealmente
por los elementos homogéneos de orden tres del 4lgebra de Grassmann sobre
A. Puesto que el grado de A es dos, en A A AN A tenemos las siguientes
identidades: zAZ2Azz? = 0, TAT?Az?z =0y zAz2Az2z? = 0. Sobre cuerpos
con maés de cinco elementos también son identidades sus linealizaciones, las

cuales pasan a Ax A Ag A Ay y asi Ak tiene grado dos.
QED

La aplicacién (z,?)? — (z,z)* se anula sélamente si el 4lgebra alg(x) no

es de composicién de dimensién dos:

Lema 3.4. Sea (, ) una forma bilineal simétrica definida sobre un dlgebra
de dimensién arbitraria y B un subespacio sobre el cual (, ) es nodegenerada.
Si (z,22)? = (z,7)® Vz € B entonces dim B < 1.

Demostracién. Sea m > 1 la dimensién de B. Las aplicaciones n(z) = (z,z)
y g(z) = (z,z?) de B en F son polinémicas en m variables y, por hipétesis,
n(z)® = q(z)? El 4lgebra de polinomios en m variables es un dominio
de factorizacién tnica, en el cual las posibles factorizaciones del polinomio
homogéneo de grado dos n(z) son: n(z) irreducible, n(z) = pi(z)p2(z) 0
n(z) = p(z)?, con p(z),p1(x),p2(x) irreducibles lineales. En el primer ca-
so, n(z) irreducible, tenemos que ¢(z)? = n(z)?, lo cual es imposible por la
unicidad de la factorizacién. El mismo argumento es vélido para el segun-
do caso. Respecto a la posibilidad n(zx) = p(z)?, linealizando se obtiene que
(z,y) = p(z)p(y), por lo que el nicleo de la forma lineal p(z) estd contenido

en el radical de (, ). Asf, por la no degeneracién de (, ) en B, se tiene que
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dimB = 1.
QED

En lo que sigue supondremos que carF # 2, F seré algebraicamente
cerrado y dim A > 1. Sea B un subespacio de dimensién finita > 1, para el
cual la forma bilineal es no degenerada. Por el lema tenemos que el conjunto
abierto en la topologia de Zariski B' = {z € B| (z,2%)* — (z,z)® # 0} es no
vacio y, por lo tanto, denso en B. Es inmediato comprobar a partir de las
definiciones que el hecho de que alg(z) sea de uno de los tipos I-1V depende
Gnicamente de identidades polinémicas en z (algunas més de las mostradas
en (3.2)) y que, como vimos en (1.15), alg{z) sélamente puede pertenecer a un
tipo. Esto nos dice que B’ es la unién disjunta de cuatro conjuntos cerrados (y
por lo tanto también abiertos) By, . . -, B}y, que se componen de los elementos
de B’ que generan una subélgebra del tipo que los subindica. Puesto que en
la topologia de Zariski dos abiertos no vacfos tienen interseccién no trivial,
podemos concluir que las dlgebras generadas por los distintos elementos de B’
son todas del mismo tipo. Por densidad, todos los elementos de B satisfacen
uno de los cuatro conjuntos de identidades I-IV que aparecen en (3.2). Como
B se puede ampliar para que contenga a cualquier elemento prefijado de A,
se tiene que A verifica el mismo conjunto de identidades y que jTODAS LAS
SUBALGEBRAS DE COMPOSICION DE DIMENSION DOS DE A SON
DEL MISMO TIPO!

Analicemos los distintos casos. Empecemos con las é&lgebras de grado
dos de potencias asociativas. En este caso, por el comentario posterior a la
proposicién 3.2, todas las subdlgebras de composicién de dimensién dos son

Hurwitz. Linealizando la identidad (3.1) tenemos

[zy + yz, 2] + [£*,9] = 0. (3.3)
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Sea e un idempotente con n(e) = 1, por ejemplo la unidad de una de las
subslgebras de dimensién dos. Puesto que A es de potencias asociativas, la

descomposicién de Peirce de A respecto de e es
A=A ® A% @ A
con A; = {z € Alex + ve = 2iz} i =0,1/2,1 [Sch].

Proposicién 3.5. Sea A un digebra de composicidn de dimensidn arbitraria
sobre un cuerpo de caracteristica # 2 y algebraicamente cerrado. Si A es de

potencias asociativas y de grado dos entonces A es Hurwitz.

Demostracién. Consideremos la anterior descomposicién de Peirce. En primer
lugar veamos que Ay = 0y A; = {z € A|ze = z = ex}. En efecto, dado
z; € A; sustituimos x — e,y — z; en (3.3) para obtener (1 — 2i)[e,zi] =0,
por lo que si i # 1/2 entonces [e, ;] = 0. Para cualquier elemento z de Ao
esto significa que ex = 0. En consecuencia, por el comentario posterior al
lema 1.1, Ag = 0; sin embargo,si € A; entonces se tiene que re = T = €.
Estudiemos el subespacio A%. Linealizando la identidad del asociador

(z,z,2?) = 0 obtenemos
(1,1,2%) + (2,92 + 7y) + (z,¥,92 + zy) + (z,2,57) =0,
que con z € A% ,Y = € proporciona
e = e(ex?).

Puesto que, por (3.3) con y = ¢, [e,2?] = 0 entonces se tiene que ex? =
e(ex?). Simplificando e queda 22 = ex® = ¢ Yz € A;. Esto nos dice que
z? € A1 Vz € Ay

Por otro lado, (em%,xl) = (:v_;_,:cl) = (x1€,z;) implica que 2(37%,351) =

7
(ezy + x%e,ml) = (x%,azl), de donde (A%,Al) =0.
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Juntemos las dos ideas anteriores. Dado z € Ay con n(z) # 0, tenemos
que z2 € A; y (z,2%) = 0. Puesto que el grado de A es dos, podemos concluir
que alg{z) = Fz + Fz? es una subslgebra de composicién de dimensién
2 que, por lo visto anteriormente, es Hurwitz. Sea e, la unidad de alg(z).
Observemos que e,z = x* = ex?, por lo cual (e, — e)a? = 0; sin embargo,
como n(z?) # 0 entonces e, = e y ez = T = Ze, lo que contradice el hecho
de que z se haya tomado en A%. Como consecuencia, n(z) = 0Vz € A% .
Como A_;_ también es ortogonal a A;, la no degeneracién de (, ) obliga a que
Ai=0yaque A= A; = {z € Alex =z =ze} seaun dlgebra Hurwitz.

QED

1
2

Proposicién 3.6. Sea A un dlgebra de composicién de dimensidn arbitraria

sobre un cuerpo de caracteristica # 2 con mds de tres elementos, se tiene

2

i) Si para todo x € A se verifica 2’z = n(z)T y (z?)? = n(z)x*, entonces

A es estdndar de tipo IL.

ii) Si para todo x € A se verifica xz* = n(z)T Y (x%)? = n(z)z?, entonces

A es estdndar de tipo 111

Demostracién. Basta demostrar uno de los puntos ya que el otro se obtiene
pasando al 4lgebra opuesta. Demostremos, por ejemplo, el apartado ii). La

restriccién en F nos permite linealizar las identidades del enunciado:

yz? + z(zy +yzr) = 2(z,y)z+n(r)y
(zy + yo)2® + P (ay +yo) = n(z)(zy+yz) +2z )z (4

Sea e un idempotente de norma 1, por ejemplo 22 /n(z) donde z es cual-

quier elemento con n(z) # 0. Sustituyendo z = €, yLe en las identidades
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anteriores queda

ye +eley +ye) =y (3.5)
y(Re + Le)2 = y(Re + Le).

Por lo tanto, €l operador R, + L. descompone, como suma de subespacios
fundamentales, al subespacio ortogonal a e de la forma S(0) & S(1). Notemos
que si o € S(0) entonces, por (3.5), zoe = xo = —exo; asi, dado z; € S(1)

(zoe, z1€) = (20, Z1€)
(5307371) =

(ezo, ex1) = — (o, €21)
y, por lo tanto, (zo,z1) = (2o,ex1 + x1€) = 0, es decir, S(0)LS(1). Ahora

bien, poniendo x = z;, y = e en (3.4) obtenemos
122 + 2221 = n(z)z:.

De aquf, como z;z? = n(x;)z1, se sigue que z?z; = 0 y n(z;) = 0. Por la no
degeneracién de la forma bilineal, concluimos que S(1) =0y A = Fe® S(0).
Puesto que claramente L, y R, son biyectivos, pasando a (A4, e) se tiene la
proposicién.

QED

Por ultimo,

Proposicién 3.7. Sea A un dlgebra de composicion de dimension arbitraria,
sobre un cuerpo F de caracteristica # 2,3, de tal modo que zx* = n(x)z =

22z Vx € A, entonces la forma bilineal es asociativa.

Demostracion. Mediante una extension de escalares podemos suponer que

F es algebraicamente cerrado. Sea z un elemento de norma no nula. Como
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zz? = n(x)z = zz entonces

n(x) 1

(xy,x) = m(myax) = ;Z——(—m—)(xy,f) = (ya .’132),

y andlogamente
(yz, ) = (y,2%) = (2y, ).
Por densidad, esta igualdad es cierta Vz,y € A. Linealizdndola obtenemos
(xz+2z,9) = (29,%) + (2v, 2)
(xz —zz,y) = (%,2y —y2):
Restando estas dos igualdades,
2(zz,y) = (zy,2) + (,972)-
Haciendo el cambio ciclico z — ¥,y +— 2, 2 — = obtenemos
2(zy, z) = (yz, %) + (Y, 22)-
Multiplicando esta tltima igualdad por 2 y suméndole la anterior,
3(zy, 2) = 3(y2, z)-

Simplificando por 3, ya que carF' # 3 se obtiene el enunciado.
QED

Teniendo en cuenta el teorema 2.1 y la proposicién 1.17, queda demos-

trado el siguiente teorema:

Teorema 3.8. Sea A un dlgebra de composicién de grado dos sobre un cuer-
po de caracteristica # 2 y 3 con mds de cinco elementos, entonces A tiene
dimensidn finita y es de una de las siguientes clases: un dlgebra estdndar, una

forma de un dlgebra paraHurwitz de dimensién dos o un dlgebra de Okubo.



68 CAPTULO 3. ALGEBRAS DE GRADO DOS

3. Algebras de potencias 3-asociativas

En esta seccién A denotard un 4lgebra de composicién de potencias 3-asocia-
tivas y dimensi6n finita (> 1) sobre un cuerpo F de caracteristica # 2. Puesto
que al extender escalares a la clausura algebraica F el 4lgebra resultante es
nuevamente de potencias 3-asociativas, parece razonable suponer que F =
F. Usaremos de nuevo la notacién [z, y] para denotar el elemento zy — Y.

Nuestro estudio partird del siguiente lema [E-M 91] aplicado a z y 2

Lema 3.9. Sea A un dlgebra de composicidn y z,y € A dos elementos que

conmutan entre si, entonces
n(x)y? + n(y)e® = 2(z,y)zy- (3.6)

Este resultado se extiende a 3 elementos:

Lema 3.10. En un dlgebra de composicidn cualesquiera T,y, z que conmuten

entre st cumplen
(y, 2)2* + n(z)yz — (v, x)zz — (z,2)2y = 0
Sustituyendo y = z* en (3.6) obtenemos
n(z)z?z? + n(z)?z® = 2(z,z°)z’ (3.7)

Resultard més cémodo operar dentro de un conjunto suficientemente re-

presentativo y cuyos elementos tengan “huenas propiedades”.

Lema 3.11. El conjunto S ={z € A| n(z)(z, 2%)|(z, )% — (x,2%)?] # 0} es

denso en la topologia de Zariski.
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Demostracién. Por el lema 3.4 el conjunto {z € A| (z,z)* — (z,2?%)* # 0}, al
igual que {z € A|n(z) # 0}, es un abierto no vacfo y, por lo tanto, denso. En
consecuencia, también S; = {z € A|n(z) # 0 # (z,z)® — (z,2%)?} es denso.
Para ver que S # 0 basta demostrar que S, = {z € 4| (z,2?) # 0} # 0. Dado
z € S, con (z,22) = 0, por (3.7) el elemento a = —n(z)~'z? es idempotente,
y asf (a,a?) = (a,a) = 1, lo que muestra que S; no puede ser vacio.

QED

Nota. Si z € S entonces dimalg(x) > 2. En efecto, si sucediese lo
contrario entonces dimalg(z) = 1 y alg(z) = Fe para algin elemento e
idempotente de norma 1. Ahora bien, z = ae implica que n(x)? — (r,z%)? =

o?g[n(e) — (e,€)?] = 0, lo que contradice que z € S.
Los siguientes lemas nos resultaran de gran ayuda.
Lema 3.12. Para todo x € S el subespacio {z,z* x*) es conmutativo.

Demostracién. Usando (3.7) tenemos que [z?,2%] = 0 y sustituyendo y = r?
en (3.3) obtenemos [z, 2% = 0.
QED

Lema 3.13. Si alg(z) = (z,22,z°) para todo © € S entonces A tiene grado

dos.

Demostracién. Si alg(z) # (z,z?) para algiin z € S, entonces dim alg(z) =3
y, en consecuencia, alg(z) no es de composicion y existe un elemento 0 £ 2 €
alg(x) de tal modo que (z,alg(z)) = 0. Comoz € S, el conjunto {z, n(z)z*—

(z,2%)x, 2} es una base ortogonal de alg(x). Puesto que, por el lema anterior,
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alg(x) es conmutativa, aplicando el lema 3.10 con y = n(x)x® — (z,2%)z
tenemos que 2n(x)yz = 0y, por lo tanto, n(y) = 0 o, equivalentemente,
(z,z)? — (z,2%)? = 0; sin embargo, esto contradice el que z € S. Concluimos
que alg(z) = (z,z*) Vz € 5. Por densidad se tiene el lema.

QED

Podemos demostrar, ahora, que estas 4lgebras tienen grado dos.

Proposicién 3.14. Cualquier dlgebra de composicion de potencias 3-asocia-

tivas y dimensidn finita sobre un cuerpo de caracteristica # 2 tiene grado dos.

Demostracién. Linealizando la ecuacién (3.7) obtenemos

2(x, y)xiz? + n(z)(zy + yz)z® + n(z)e?(zy + yz)+
+4(z, y)n(z)z? + n(x)*(zy + yr) =

2(y, 2%)z° + 2(z, zy + yr)z® + 2(z,2%) (y2® + 2(TY + yz)).

Sustituyendo y = z? y usando el lema 3.12,
(z, z%)n(z)z? - (z,2%)z° = (g, )zt — n(z)zc’. (3.8)
Por otro lado, (3.6) cony— zb, x>z yy— z3,z +— x? da
n(z)z’s® +n(z)’e? = 2(z,2%)z"
n(z)%z*z® + n(z)’z’® = 2(z?x®) 2z z?.
Multiplicando la primera igualdad por n(z) y restandole la segunda,
n(z)'z? — n(z)’z?2® = 2n(z)|(, )zt — (z,2%) 2%z
Sea z € S, usando (3.7) y simplificando por 2n(x):

n(z)%z? — n(z)(z,2%)3° = (z,2°)z" - (z, 2%)xx®, - (3.9)
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relacién que por densidad es vélida para cualquier elemento de A.
Sea T' = {z € S| (z,2%)? — n(z)(z,z%) # 0}. Si T fuese vacio entonces,
multiplicando (3.8) por (z,z?), (3.9) por n(z) y restando ambas igualdades,

obtendriamos
n(@)|(z,2%)? — n(z)*)2? = (z,2%)[(z,5°) — n(z)*]z®.

Ahora bien, simplificando por x aparece que =y 22 son linealmente depen-
dientes, lo que contradice la nota al lema 3.11; en consecuencia, T # 0 y,
por lo tanto, denso. Resolviendo, para elementos de T, el sistema formado
por la ecuaciones (3.8) y (3.9) obtenemos que zt, 22z € (z,2%,23) Vz e T.
Por otro lado, usando (3.6) también z3z® y 2%z® estdn en este subespacio,
por lo que podemos concluir entonces que alg(z) = (x,2%,2%) Yz € T. Por
densidad esto es valido para todo elemento de A. El enunciado se sigue del
lema 3.13.
QED

Baste recordar que las tinicas dlgebras de composicién de dimensién dos de
potencias 3-asociativas son las Hurwitz y las formas de las paraHurwitz para

concluir, por lo expuesto previamente al teorema 3.8, el siguiente teorema:

Teorema 3.15. Sea A un dlgebra de composicidn de potencias 3-asociativas
y dimensidén finita sobre un cuerpo de caracteristica # 2 y 3. Entonces A
es isomorfa a una de las siguientes dlgebras: un dlgebra Hurwitz, un dlgebra
paraHurwitz, una forma de un dlgebra paraHurwitz de dimension dos o un
dlgebra de Okubo.

Por tltimo,
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Teorema 3.16. Sea A un dlgebra de composicidn de dimension finita, sobre
un cuerpo de caracteristica # 2, que satisface las identidades zx? =zr y

(z?)2 = (z%x)z, entonces A es un dlgebra Hurwitz.

Demostracién. Extendiendo escalares a la clausura algebraica tenemos que,
por la proposicién 3.14, el slgebra Az es de grado dos y de potencias 3-
asociativas. En consecuencia: o bien Az es de potencias asociativas o bien
satisface la identidad z® = n(z)z. En el primer caso la proposicién 3.5 nos
dice que Az, y por lo tanto A, es Hurwitz. En el segundo caso la identidad
2% = n(z)r junto con (z%)* = (z¥)x y (3.7) nos proporcionan n(x)?z? =
(z,2%)n(z)x Yz € A, de donde n(z)! = n(z)(z,2?)? En vista del lema 3.4,
concluimos que la dimensién de Aes 1y que, por lo tanto, A es Hurwitz.
QED

Nota: E] teorema anterior no se puede extender, en general, a cuerpos
de caracterfistica 2. En efecto, el dlgebra paraHurwitz asociada a la extension
cuadratica del cuerpo de dos elementos por una rafz cibica primitiva de la

unidad es un dlgebra de potencias asociativas que 1o es Hurwitz.



Capitulo 4

Algebra de derivaciones grande

Alo largo de este capitulo el término algebra significaré dlgebra de dimensién
finita y el cuerpo base se supondré de caracteristica # 2. Sea F un cuerpo
algebraicamente cerrado, A una F-élgebra y Der A su dlgebra de derivaciones.
Diremos que Der A tiene rango toral men A (o simplemente que A tiene rango
toral mn) si existe una subdlgebra de Cartan de Der A que actia con m pesos
linealmente independientes (sobre el cuerpo primo de F), y no existe ninguna
otra con m + 1. Si la mayor de las dimensiones de las subdlgebras de Cartan
de Der A es k entonces se dird que el rango de Der A (o alternativamente que

el rango de A es k).

En [B-O1 81] Benkart y Osborn demuestran:

Teorema 4.1. Sea Der A el dlgebra de derivaciones de un dlgebra de division

A de dimensidn finita sobre el cuerpo de los nimeros reales, entonces:
(i) dim A =1 o 2 implica Der A = 0.
(ii) dim A = 4 implica que o bien Der A = su(2) o bien dim Der A < 1.
(iii) dim A = 8 implica que Der A es una de las siguientes dlgebras de Lie:

73
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(1) FEl dlgebra compacta G.
(2) su(3).

(3) su(2) ®su(2).

(

4) su(2) ®Z, donde Z denota un ideal abeliano (el centro del dlgebra
de Lie Der A) de dimension 0 o 1.

(5) Un dlgebra abeliana H de dimensién 0, 1 o 2.

A lo largo de este capftulo iremos desarrollando diversos resultados sobre
el dlgebra de derivaciones de un élgebra de composicién que tendran como

consecuencia la siguiente clasificacién:

Teorema 4.2. Sea A un dlgebra de composicidn de dimensidn finita sobre
un cuerpo de caracteristica # 2 y 3, F la clausura dlgebraica de F y Az =

F ®x A. Entonces:
(i) dim A = 1,2 implica Der A = 0.

(i) dim A = 4 implica que o bien Der A es un digebra de Lie simple
central de tipo Ay o bien dimDer A < 1. Ademds, podemos encon-
trar un producto x oy en A con respecto al cual (A, o) es Hurwitz y
Der A C Der (4, 0).

(iif) Sidim A = 8 y Der Az posee rango toral > 2 sobre Az, entonces o bien
(I) A es un dlgebra de Okubo y Der A es un dlgebra de Lie simple
central de tipo As.

o bien

(I) Briste un producto z oy en A para el cual (A, o) es Hurwitz y
Der A C Der (A,o). En tal caso, Der A es una forma de una de

las siguientes dlgebras:
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(I1,) G,.

(I12) sl(3).

(113) sl(2) @sl(2).

(I1,) sl(2) ® Z, donde Z es un ideal abeliano de dimension 1.

(I1s) Un dlgebra abeliana H de dimensidn 2.
Las analogfas entre los teoremas 4.1 y 4.2 son obvias.

Para demostrar el teorema 4.2 se necesita un esquema de trabajo, el cual
volversd a utilizarse reiteradas veces en el préximo capitulo, donde se estu-
diardn otras 4lgebras de composicién “menos simétricas” (rango toral < 1).
Brevemente podemos exponerlo como sigue: Sea A un dlgebra de composicién
de dimensién 8 que posee rango toral dos al extender escalares a la clausu-
ra algebraica. El teorema anterior nos dice que, excepto si A es de Okubo,
Der A C Der (A, o) para una cierta algebra Hurwitz (A, o). Este hecho puede

interpretarse en términos de los submédulos de A para Der A:
Lema 4.3. Sea A de composicion y e € A con n(e) = 1. Se tiene

{D eDerA|eD=0}={D € Der(4,¢)] [Le, D) = 0 = [R., D]},
donde Re y L. denotan los operadores de multiplicacidn en A.

Demostracidn. Por ser D una derivacién, para cualquier a € A se tiene que
(Lo, D) = Lap ¥ [Rq, D] = Rop. Si eD = 0 entonces [Le,D] = Lep = 0=
Rep = [Re, D). Consecuentemente [L;',D] = 0 = [R:Y, D). Puesto que el
producto en (4, e) viene definido por z oy = (zR7Y)(yL;?), es fécil ver que
D € Der (4,¢), lo que demuestra un contenido. Reciprocamente, sea ahora
D € Der (A, e) una derivacién que conmuta con Re y L. Por la definicién de

z oy, D también es una derivacién en A. Ademss, como €? es la unidad de
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(A, e) entonces 0 = (e?)D = (eLe)D = (eD)L. = e(eD), lo que implica que
eD =0.
QED

Una vez que sepamos de la existencia de un elemento e tal que e(Der A) =
0 y n(e) = 1, basta conocer L. y R. para poder calcular Der A = {D €
Der (A, ¢€) | [Le,D] = 0 = [R.,D]}. Expliquemos cémo llevar a cabo esto.
Dada H una subdlgebra de Cartan de Der A y A = Ag @ L0 Ay la des-
composicién de A en subespacios peso para H (seccién 1), es evidente que de
existir un tal elemento e, éste se encontrarfa en Ag. Los subespacios peso son
invariantes para L. y Re (AgA, C A, 2 A, Ap), por lo que estos operadores
se pueden expresar de un modo “sencillo” en una base formada por vectores
peso. Més ain, en la seccién 3 veremos que la descomposicién de A en su-
bespacios peso proporciona una Zsz graduacién de A y también de (A,e); en
consecuencia, por la proposicién 2.4, podemos encontrar una base candnica
de (A, e) donde L. y R sean “sencillos”. Basta entonces usar lo expuesto en
el capftulo 1 sobre Der (4, e) para calcular Der A (seccién 4).

Por otro lado, si no existe dicho elemento e, entonces Va € Ag con n(a) =1
existe una derivacién D con aD # 0. Este hecho, como veremos, aporta

informacién suficiente para determinar A (seccién 4).

En [B-02 81] se deja sin resolver el problema de la existencia de ciertas
dlgebras de divisién reales a las cuales se les ha impuesto una determinada
estructura como médulo para su 4lgebra de derivaciones. Excepto en un caso,
todas las posibilidades con rango toral 2 (al extender escalares) o dimensién
< 4 planteadas en [B-O2 81] tienen su andlogo en 4lgebras de composicién,
lo cual nos permitird, en estos casos, responder afimativamente al problema

de la existencia; de hecho, los ejemplos que conseguiremos (sobre cuerpos
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més generales que los nimeros reales), ademés de 4lgebras de divisién, serdn
también de composicién. El caso excepcional al que hacemos mencién es aquél
en que dm A =8, Der A =su(2)® N con dimN = 1 y A es suma de cuatro
su(2)-médulos irreducibles de dimensiones 1,1,3 y 3. Este, como veremos,
no tiene contrapartida en dlgebras de composicién, lo cual nos motivaré para

demostrar que no existen tales algebras de divisién reales (seccién 5).

En [Pet 71] Petersson demostré de forma no constructiva que, contraria-
mente a lo que sucede para dlgebras de composicién con unidad, sobre cuerpos
algebraicamente cerrados hay infinitas clases de isomorfia de dlgebras de com-
posicién de dimensién 8. En la seccién 6 mostraremos, dando esplicitamente
una familia de 4lgebras de composicién, que esto es cierto incluso si exigimos
que las dlgebras de composicién posean un édlgebra de derivaciones grande
(isomorfa a As). Dichas 4lgebras de composicién tienen una estrecha rela-
cién con las dlgebras vectoriales de color introducidas en [D-KD 78] por su
conexién con el modelo de quarks de Gell-Mann, y estudiadas més tarde por
otros autores [E 88, E-M 92, Sch 93, Sch 94, E-M 95].

1. Antisimetria de las derivaciones

Los automorfismos de un 4lgebra de composicién son isometrias para la forma
bilineal del 4lgebra [Pet 71]. Sobre los nimeros reales la teoria de grupos
de Lie nos dirfa que las derivaciones son aplicaciones antisimétricas. Para

cuerpos arbitrarios esto puede deducirse a través de los ntimeros duales.

Lema 4.4. Sea K = F[t] cont? = 0 el dlgebra de los nimeros duales y V un
espacio vectorial sobre F. Sean v, w € V vectores linealmente independientes
y v, w €V arbitrarios. Entonces v+tv', w+tw' son elementos K -linealmente

independientes de K @ V.
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Demostracidn. Sean a = ap+a1ty = Po + Bt tales que a(v+tv) + Bw+
tw') = 0 o, equivalentemente, ooV + Gow =0y aV +ayv+ Bow' + Brw = 0.
Por la independencia lineal de v, w tenemos que & = 0=0.

QED

Lema 4.5. Sea C un dlgebra Hurwitz de dimensidn > 1, K el dlgebra de
nimeros duales y A = K ®x A. Supongamos que (,):Ax A — K es una

K -forma bilineal simétrica que permite composicion

(zy, zy) = (@, 2)(y,¥) Yo,y € A

y que ademds no existe 0 # z € A con (z, A) = 0. Entonces la forma (, ) es
la extensién natural de (,) a A ((a+tb,c+td) = (a,c) + t((a,d) + (b,c))).

Demostracién. Linealizando la identidad (zy, zy) = (z,z){y,y) tenemos
(xy,z2) = (z,2){(y,2) ¥ (zy, wz) + {zz,wy) = 2(x, W) (y,2) Vz,y,w,z € A
Sustituyendo y = z,w = 1:

(22, 2) + (x,z2) = 2(z, 2)(z, 1).
Puesto que (z,zx) = (z,z)(1, 2), tenemos

(x? — 2(z, 1)z + (z,7)1,2) =0
para cualquier z € A. Por nuestras hipétesis esto conduce a

2 -2z, 1)z + (z,2)1 =0 Vz € A.

Por otro lado, denotando también por (, ) la extensién de (, ) a A, la misma

expresién es vélida para (, ), es decir,

2 —2(z, )z + (z,x)l =0 Vz € A.
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Restando las dos ecuaciones cuadraticas y usando el lema anterior obtenemos

que si a € Ay a es linealmente independiente con 1 entonces
(a+th,1)=(a+th 1)y {a+1tb,a +tb) = (a+tb,a +tb),

lo que demuestra el lema.

QED

Teorema 4.6. Sea A un dlgebra de composicidn y D una derivacidn de A

entonces
(zD,y) + (z,yD) =0

Demostracién. Fijemos un elemento a con n(a) # 0. Como los operadores de
multiplicacién por a son biyectivos entonces existe e € A de tal modo que
ae = a, por lo que, tomando normas, n(e) = 1. Sea K = F [t] el dlgebra de
niimeros duales y A = K®s A. Denotemos por D la derivacién de A extensién
de D. Consideramos la aplicacién ¢ : A — A que asocia a cada elemento x el
elemento z + t(zD). Puesto que D es una derivacién de A, entonces ¢ es un
automorfismo de A. Definimos una K-forma bilineal simétrica no degenerada
(@) = (2%, 9%) Vz,y € 4.

Sean z,y € A y consideremos & = R, §=yL ', se tiene que
(2%,2%) = (€)%, (%€)”) =
= (Z¥e?,1%e?) = (87,8%)(e¥, e¥). (4.1)

Por otro lado, puesto que ae = a, también se tiene que (aD, a) = ((ae)D,a) =
((aD)e, ae) + (a(eD),ae) = (aD,a) + (a,a)(eD,e). De lo cual, al ser a un

elemento de norma no nula, (eD, e) = 0. Con esta informacién,

(€%,¢?) = (e + t(eD),e + t(eD)) = (e, €) + 2t(eD,e) = 1.
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Retomando la ecuacién (4.1), tenemos (z¥,z¥) = (Z¥,2¥) y, andlogamente,
(¥*,y¥) = (9%, 9¥). Consideramos el dlgebra Hurwitz (4,€), cuyo producto
se denota por z o y. La forma (, ) permite composicién para este producto

ya que

(woy,zoy) = ((zoy)? (xoy)®)=((29)* (29))
= (#%,29)(3%,9%) = (=¥, 2%) (v, v*)

= (z,z){y,y)-

Usando el lema anterior podemos concluir que (, ) es la extensién de (, ).

En particular, para cualquier a € A se tiene que
(a,a) = {a,a) = (a + t(aD),a +t(aD)) = (a,a) +2(a,aD)t

por lo que (a,aD) = 0. Linealizando esta igualdad deducimos la antisimetria

de las derivaciones respecto de la forma bilineal.
QED

Cualquier subalgebra nilpotente H de Der A descompone a A como A =
>, A, donde v es una aplicacién (no necesariamente lineal) de H en F y
A, = {z € A|VD € H 3m € N tal que z(D — v(D)id)™ = 0} (véase [Se]).

El teorema anterior proporciona simetria en esta descomposicién.

Lema 4.7. Sea H una subdlgebra nilpotente de Der A y A = 35 Ay la des-
composicidn de A respecto de H. Se tiene que (Aa, Ag) =0 sia+B#0y,

ademds, dim A, = dm A_,.

Demostracién. Si a # —f entonces podemos escoger D € H con a(D) #
—B(D). Con esta eleccién la aplicacién D + a(D)id actia biyectivamente

en Ag. En particular, dado m € N, los elementos de Ag son de la forma
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y(D + a(D)id)™ con y € Ag. Dado z € A, existe m € N de tal modo que
(D — a(D)id)™ = 0, asf, para cualquier z = y(D + a(D)id)™ € Ap se tiene
que 0 = (z(D —a(D)id)™,y) = (-1)™(z,y(D+a(D)id)™) = (—1)™(z, 2), de
lo que deducimos que (Aq, Ag) = 0. Como la forma bilineal es no degenerada

facilmente se observa que A, y A_, tienen la misma dimensién.
QED

2. Dimensiones 1,2 y 4

Empezaremos examinando los casos de dimensiones 1 y 2. Recordemos que si
Fey + Fes es el dlgebra Hurwitz split de dimensién dos, entonces el dlgebra

paraHurwit asociada tiene productos
2 — — —
e=ey e2=€ y eer=ee =0 (4.2)

Teorema 4.8. Sea A un dlgebra de composicién de dimensidn < 2. Si A

es una forma de un dlgebra paraHurwitz sobre un cuerpo de caracteristica 3 -
entonces Der A = (H) para cierta H semisimple y biyectiva; en otro caso,

Der A =0.

Demostracién. El caso de dimensién 1 es trivial. Para demostrar el teorema
podemos suponer que dim A = 2 y, por el lema 1.8, que el cuerpo base F
es algebraicamente cerrado. En tal caso, el conjunto de aplicaciones anti-
simétricas de la forma bilineal es (H) donde uH = v y vH = —v para una
cierta base {u,v} con (u,u) = 0= (v,v) y (u,v) = 1. Por el teorema 4.6, si
Der A # 0 entonces Der A = (H).

Por otro lado, (wv)H = (uH)v + u(vH) = uv — uv = 0. Puesto que H es

biyectiva se tiene que uv = 0 y, andlogamente, vu = 0. En particular, A es
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conmutativa. Ahora, u?H = 2u(uH) = 2u? y v2H = —2v*. Como los valores
propios de H son {1,—1} entonces car¥ = 3,u? = Mv y v? = vu. También,

al admitir A composicién,
1=4=(u+v,u+v)?=((u+v)? u+v)?) = w+vy v +rvu) =2,

por lo que Av = —1. Sea p la rafz cibica de A7!, consideramos e; = —pu y
es = u~lv. Para esta nueva base, €2 = e3,€3 = €1 y e1e2 = e2e1 = 0, lo que

demuestra el teorema

QED

En lo que resta de seccién nos centraremos tUnicamente en dlgebras de
composicién de dimensién 4. El siguiente teorema reducird las posibilidades
de Der A.

Lema 4.9. Sea N una derivacidn nilpotente no nula de un dlgebra de com-
posicién de dimension 4, entonces N2> # 0 = N3 y ker N no es totalmente

180tropo.

Demostracidn. Si N® fuese no nula entonces existirfa una base de la forma

{z,zN,zN? zN*}; sin embargo, como N* = 0, por antisimetria se tendrfa
(xN3,zN?% =0 = (zN*,2N?) = (zN?, zN)
y también
(xN3 z) = —(xN? zN) = (xN,zN?) = —(z,zN?),

por lo que (zN3 z) = 0. En vista de la no degeneracién de (, ) concluimos

que N3 =0, lo que es absurdo.
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Si N2 = 0 entonces o bien tenemos una base del tipo {v,vN,w,wN} o
bien del tipo {v,uN,z,y} con N = yN = 0. En el segundo caso vN perte-
necerfa al radical de la forma bilineal, lo cual no es posible. En el primero,
ker N = (uN,wN) es una subdlgebra trivial de A puesto que 0 = (zy)N 2 =
(zN?)y + 2(xzN)(yN) + z(yN?) = 2(zN)(yN) Vz,y € A. Ademds, dado
N cker N e y € A tenemos que ((zN)y)N = (zN)(yN) =0 = ((yN)z)N,
por lo que ker N es un ideal de A. Sin embargo, es sabido [Pet 71] que A
es simple y que, por lo tanto, no tiene ideales no triviales. En consecuencia
N2 £ 0.

Puesto que N2 # 0 = N?®, existe una base de la forma {v,uN, vN?, w}
con wN = 0; en particular, (uN,vN2) C (uN?,w)* y, por la no degeneracién
de (, ), se da la igualdad. Asf, w & (uN?, w)* y n(w) # 0.

QED

Lema 4.10. Sea A un dlgebra de composicidn de dimension 4, cualquier
subdlgebra de Der A formada por derivaciones nilpotentes tiene dimension
<1

Demostracién. Sea 0 # N una subélgebra como la del enunciado y consi-
deremos Ay = {z € A|zN = 0}. Por el teorema de Engel este conjunto
es no nulo. Supongamos que existe un elemento a € Ao con n(a) # 0. En
tal caso e = a?/n(a) también pertenece a A y, por lo tanto, [Le, N] =0 =
[Re, N]YN € N. Esto nos dice que N C Der (A,e) (recordemos que el pro-
ducto en (A, €) viene dado por zoy = (zR;)(yL;")). Puesto que Der (A, e)
es un 4lgebra simple central de dimensién 3, se concluye que dimN =1, lo
cual demuestra el lema para el caso en que Ag no sea totalmente isétropo.
Terminaremos la demostracién cuando probemos que, necesariamente, Ap

no es totalmente isétropo. Procederemos por reduccién al absurdo. Supon-
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gamos que Ao es totalmente isétropo. Si dim A; = 2 entonces, puesto que
(xN,Ap) = O0Vz € Ay N € N, se tiene que AN C Ay y, por lo tanto,
N2 = 0VN € N, lo que contradice al lema 4.9. En consecuencia, dimAg =1
y, por el lema 4.9, dimN > 2. Sea {a,u,v,z} una base de A, formada por
vectores isétropos de modo que A = Fa, Ay = (a,4,v), (6,2) =1= (u,v)
y (u,2) = 0 = (v, z). Por antisimetria se tiene que uN € A} y (u,uN) = 0;
asf, uN = Au + aa. Por otro lado, al ser N nilpotente se sigue que A = 0
y uN = aa. Andlogamente vN = Ba. Por dltimo, zN = ~yu + 6v ya que
zN_la,z. Ahora,

0 = (uN,z)+ (u,2N)=a+56,
0 = (uN,2z)+ (v,zN)=B-+7,

de donde dim AN = 2 y la aplicacién lineal dada por aN = 0 = v N, uN = a
y zN = —v pertenece a N. Ahora bien, el hecho de que N? sea nula se
contradice con el lema 4.9.

QED

Un resultado similar se obtiene, sobre cuerpos algebraicamente cerrados,

para subélgebras formadas por derivaciones diagonalizables:

Lema 4.11. Sea A un dlgebra de composicidn de dimension 4 sobre un cuer-
po F algebraicamente cerrado y H una subdlgebra, no nula, de Der A formada
dinicamente por derivaciones diagonalizables, entonces existe H € H de tal
modo que H = (H) y ademds ker H es una subdlgebra de composicidn de A

de dimension 2.

Demostracién. Sean 0 # H € H, @ € F un valor propio no nulo de H

y A, el espacio fundamental asociado a . Por el lema 4.7, A se puede
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descomponer como A = A, & A_, ® A, donde A, denota una cierta suma
de subespacios fundamentales de H. Elijamos @4 € Asa cOn (@a;0—a) # 0.
Como n(aa+0—a) = 2(aq, a—s) # 0, se tiene que 0 # (tat+a_o)Aa C AoD Az
y, por lo tanto, o bien Ay # 0 o bien Ay, # 0. De hecho siempre ocurre que
Ao # 0 pero los argumentos para demostrarlo dependeran de la caracteristica
del cuerpo base.

Empezaremos considerando el caso en que carF # 3y Ao = 0. Bajo estas
hipétesis, A = Aa ® A_o ® Aza ® A_24, Yy cOmMo, por un argumento similar
al anterior, A+4s # 0 entonces carF = 5. Sean Giq EAAia con (Gia, G—ia) F 0,
como 0 # (G + G—o)Aa = aala y dim A, = 1, se tiene que a2 # 0. Asgi,
(G0020,02) = 1(00)(A20,0a) = 0, de donde asaza = 0, anslogamente,
QoG9 = 0. Por 1o tanto a,(aze + a—2,) = 0, lo cual se contradice con que
la norma de s, + G_g0 sea no nula. En consecuencia, si carF # 3 entonces
A=Ay DAL D A_,.

Supongamos ahora que, aparte de tener F caracteristica # 3, ademsés
dimH > 1. Como la adjuncién por H actia diagonalizablemente en H,
entonces existe H' € H linealmente independiente con H tal que [H', H] =
MH'. Por lo anterior, H' proporciona una descomposicién de A de la forma
A= Ay® Ay ® A 5 con dim4y = 2y dim A}, = 1. Ahora bien, 0 =
MANH' = AL[H', H] = AyHH' implica que AgH C Ay, Ag = Aoy, por
ortogonalidad, A, ® A_, = Ag ® A_g; sin embargo, puesto que H y H " son
antisimétricas en A, ® A_q, esto conduce a que H y H' son proporcionales, lo
cual se contradice con la eleccién de H'. En consecuencia, H = (H) y ker H

es una subélgebra de composicién de dimensién 2.

Para concluir la demostracién del lema falta analizar qué ocurre sobre
cuerpos de caracteristica 3. Sea F un tal cuerpo y supongamos que Ao =0.

Como A = A, ® A_, ® A, entonces o bien A, = 0 o bien A, = A ® A_g



86 CAPITULO 4. ALGEBRA DE DERIVACIONES GRANDE

con a y A linealmente independientes sobre €l cuerpo primo de F. En el
primer caso A = A, ® A_q con dimAye =2y AjA_y = 0 = A_,A,, por
lo que dados 0 # aq € Aa Y G € A_q con (aq, a_q) # 0, por dimensiones,
toha = (Ga + G—o)Aa = A_s. Elijamos b_o con (@a,b_o) = 0. Tenemos
que (GaZa,b?,) = 2(0, b-a)(@arb_a) — (aab—oyb—aTa) = 0 Viq, es decir,
(Ao, 82,) = (@ada,b?,) = 0y, por lo tanto, 0 = b2, = (bo + ba)b_q
para cualquier b, con (ba, b_a) # 0, lo cual no es posible. Consecuentemente
A=A, ®A_o @ As & A_p. Sin embargo, este caso tampoco es factible. En
efecto, dados (Ga,a_o) 7 O se tiene que 0 # (as + a-0)As C Aais ® Apa
y, en consecuencia, 3 +a 6 8 —a € {#£a, £8}, lo que se contradice con la
independencia lineal de {a, 8}. Asf pues, concluimos que A = Ag @A BA_,
con dimAy =2y dim Ay, = 1.

Qi dimH > 1 entonces, al igual que en el caso de carF > 3, existe
H' € ‘H linealmente independiente con H y tal que [H',H] = AH'. Sea
A=A 0 A; 0 A4 la descomposicién de A respecto de H'. Como en el
caso anterior (AL)H C Ajp; sin embargo, ahora Der Aj no siempre es nula,
por lo que no podemos asegurar que H se anule en Aj. De hecho, en caso
de anularse, de modo anslogo a lo visto para car¥ > 3, obtendriamos una
contradiccién. Por otro lado, si (A))H # 0 entonces, por el teorema 4.8, H
actia en A} con dos valores propios no nulos, que obligatoriamente son *a.
Asi, Ao ® A_, = A} es una subdlgebra de A, pero como también Ao(A+a) =
Aie = (Ata)Ao, entonces A, €5 un ideal de A, lo que se contradice con la
simplicidad de A. En consecuencia, H = (H) y ker H es una subélgebra de

composicién de dimensién 2.

QED
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Teorema 4.12. Sea A un dlgebra de composicidn de dimension 4 sobre un

cuerpo de caracteristica # 2, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
i) A es un dlgebra de composicién estindar.
ii) dimDer A > 2.
iii) Der A es un dlgebra de Lie simple central de dimension 3.

Demostracion. Sea A un dlgebra de composicién estdndar asociada al dlgebra
Hurwitz (4, o) con involucién estdndar z — 27 y elemento unidad e. Si A es
de tipo I, IT o ITI entonces e es unidad a un lado (al menos) de A, por lo que
e(Der A) = 0. En el caso paraHurwitz se tiene que Fe = {xeAlzoy=yo
rVy e A} = {z € Alzy = yz Vy € A} [Z8SS]y, por lo tanto, eD € Fe VD €
Der A, pero como (eD,e) = 0, también en este caso e(Der A) = 0. Asf,
cualquiera que sea el tipo de A se tiene que e(Der A) = 0 y, en consecuencia,
[Le,D] = 0 = [Re,D] VD € Der A. Puesto que (4,0) = (4,e) entonces
Der A C Der (A, e). Por otro lado, las derivaciones de Der (4,€e) conmutan
con J y, por lo tanto, con R, y L. ya que, como sabemos, estos operadores
pertencen a {id, J}. Asf pues, Der(A,e) C Der A y Der (A,e) = Der 4, lo
cual demuestra la implicacién i)=> iii).

La implicacién iii)=> ii) es obvia.

Supongamos ahora que dimDer A > 2 y veamos que necesariamente A
es estdndar. Por el teorema 1.17 podemos suponer que F es algebraicamente
cerrado. Por la descomposicién de Jordan-Chevalley y los lemas 4.10 y 4.11 se
tiene que en Der A hay derivaciones tanto nilpotentes como diagonalizables.
El lema 4.11 nos permite elegir una derivacién H diagonalizable de modo
que A=Ay @A & A_; con A, = {z € A|zH = px}. Puesto que también
la aplicacién ady : D +— [D, H] es diagonalizable, entonces £ = @xeala
donde £y = {D € Der A|[D, H] = AD}. Ahora bien, como (A,)Lx € Auya,
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es inmediato observar que los tinicos valores que puede tomar X se hallan en
{0,41,£2}. Ademds, del hecho de que dim A4; = 1, del teorema 4.8 y del
lema 4.11 se sigue que Ly = (H).

Si la caracteristica de F es # 3 entonces VD € L, se tiene que A_; D C A,
y (A_1D,A_;) = 0y, en consecuencia, Ay;D = 0= AgD y Lio = 0. Si la
caracteristica de F es 3 entonces Lig = L1 y VD € Ly = L_; se tiene, como
antes, que A_,D = 0. Por lo tanto, D®* = 0 ya que A,D C Ay y AeD & A
Concluimos de esto que, independientemente de la caracteristica (# 2) del
cuerpo base, £L = FH & L; ® L_; y toda derivacién D; en £; con ¢ = =1
cumple que A;D; = 0y, en consecuencia, es nilpotente.

Puesto que dim Der A > 2, sin pérdida de generalidad podemos suponer
que existe 0 % D € L;. El lema 4.9 nos dice que ker D tiene dimensién 2y no
es totalmente isétropo. Ahora bien, puesto que ker D se puede expresar como
ker D = (ker D)o @ (ker D); con (ker D); C Aj, y ((ker D)y, (ker D);) = 0, se
sigue que (ker D)o = (ker D)N Ay = Fe con n(e) # 0. Ademds, * € (ker D)N
Ay, por lo que podemos suponer que € = e y n(e) = 1. También, como
D? #£ 0 = D3, es inmediato observar que dado 0 # a € A_;, los elementos
{a,aD,aD?} forman una base del subespacio ortogonal a e. Notemos que

como a € A_; y dim A_; = 1, entonces ea = pa para algin u € F, as{

e(aD) = (ea)D = u(aD), e(aD?) = paD?

0 # n(aD) = n(e)n(aD) = n(e(aD)) = u*n(aD),

de donde p? = 1 y la restriccién de L, al subespacio ortogonal a e es =id.
Idénticas afirmaciones se consiguen para R.. Es sencillo, ahora, concluir que
A es un dlgebra estdndar asociada a (A, e).

QED
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Como consecuencia de los anteriores resultados tenemos el siguiente teo-
rema que clasifica el 4lgebra de derivaciones de un 4lgebra de composicién

de dimensién 4:

Teorema 4.13. Sea A un dlgebra de composicién de dimensién 4 sobre un
cuerpo de caracteristica # 2, entonces una de las siguientes afirmaciones es

cierta:

i) Der A es un dlgebra de Lie simple central de dimension 3. Esto ocurre

si y sdlo si A es estdndar.
ii) dimDer A =1 y Der A = (H) con H semisimple y dimker H = 2.

iii) dim Der A =1 y Der A = (N) para alguna derwacién N con N2#£0=

N3 y cuyo nicleo no es totalmente isdtropo.

iv) Der A=0.

Es interesante observar que, de nuevo, las algebras estdndar se presentan
como elementos destacados de la teorfa.

Antes de pasar a estudiar el &lgebra de derivaciones de un dlgebra de
composicién de dimensién ocho, permitasenos ilustrar el teorema anterior

con algunos ejemplos:

Ejemplo 1. Sea (A,o0) un dlgebra de cuaternios de divisién sobre un
cuerpo F (por ejemplo el dlgebra de cuaternios de Hamilton H sobre los

ntimeros reales). Fijemos un elemento no nulo a ortogonal a la unidad e de

lo

(A,0) y consideremos el automorfismo de (A,0) dado por ¢ : z +— a”
z o a. Definimos en A un nuevo producto mediante zy = z¥ o ¥, con lo cual

obtenemnos una nueva 4lgebra de composicién que es, ademds, de divisién.
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Observemos que A no es estandar. En efecto, si A fuese estdndar entonces,
al poseer unidad a izquierda, serfa de tipo I o II; sin embargo, en tal caso R, =
¢ deberfa coincidir o bien con la identidad o bien con la involucién estdndar
de (4, o), lo que no es cierto. Por lo tanto, por el teorema 4.13, dim Der A<l
Puesto que la derivacién de (4, o) dada por ad, :  +— z 0 a — a o x conmuta
con ¢ se sigue que ad, € Der A y, en consecuencia, Der A = (ad,). Es sencillo
comprobar que esta derivacién es semisimple.

Si consideramos como Algebra (4, o) el dlgebra de cuaternios de Hamilton
entonces esta construccién proporciona ejemplos para el apartado (ii) del

teorema 4.1.

Ejemplo 2. Sea (A4,0) el 4lgebra de cuaternios split y {e1,e2,u1,u1}
una base canénica. A partir de la derivacién ady, : T — Zous —w oz
construimos el automorfismo ¢ = id+ady, + %adﬁl (exponencial de ady, ). Es
sencillo comprobar que el algebra de composicién con producto zy = z¥ oy
tiene como &lgebra de derivaciones el subespacio (ady,) y, asi, constituye un

ejemplo para el apartado iii) del teorema 4.13.

Ejemplo 3. Sea (A, o) un élgebra de cuaternios de divisién con unidad e,
y {e,a,b,aob} una base ortogonal de (4, o). Consideramos los automorfimos
de (A,0) dados por g : x > a ozoay:xz = b oz ob, y definimos
un nuevo producto en A mediante xy = z¥ o y¥. El elemento e pasa a ser
un idempotente de A. En particular, eD = e(eD) + (eD)e = (eD)**¥ VD €
Der A; ahora bien, es inmediato comprobar que los valores propios de ¢ + %
son 0 y %2, por lo que eD = 0 VD € Der A. Puesto que ¢ = Re y ¥ =
L., se tiene que [p,D] = 0 = [),D] VD € Der A y, como consecuencia,
Der A C Der (4, e) = Der (4, o). En particular, cualquier derivacién D de A
es de la forma D = ad, :  — x 0 z — z o x para un adecuado z € (4,0). La

igualdad [, D] = 0 se puede escribir en la forma ¢~ Dy = D de donde, como
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¢ € Aut(A4,0), z¥ = z y, andlogamente, 2¥ = z. Sin embargo, la interseccién
de los subespacios fundamentales de valor propio 1 de ¢ y 9 es (e), por lo
que D = ad, = 0. Concluimos que Der A = 0.

Esta construccién nos da, en particular, ejemplos de dlgebras de divisién

reales para el apartado (ii) del teorema 4.1.

3. Subalgebras de Cartan

El propésito de esta seccién es clasificar las subdlgebras de Cartan H del
4lgebra de derivaciones de un lgebra de composicién A de dimensién ocho so-
bre un cuerpo algebraicamente cerrado F de caracteristica # 2 y 3 (hipétesis
que se mantendra a lo largo de la seccién), al igual que las posibles descom-
posiciones de A en subespacios peso para H (teorema 4.19). Todo el anélisis
que desarrollaremos en este capitulo y en el siguiente tiene su origen en esta
clasificacién, por lo que no exageramos al destacarla, junto con la proposicién

2.4, como un punto crucial de la investigacién.

Lema 4.14. H contiene las componentes diagonalizable y nilpotente de la

descomposicién de Jordan-Chevalley de todos sus elementos.

Demostracién. Sea H € H y H = H,; + H, la descomposicién de Jordan-
Chevalley de H con H, diagonalizable y H, nilpotente. Es sabido [Se] que
H, y H, son combinaciones polinémicas en H y que, por lo tanto, [H, H,] y
[H, H,) € H. Como H es autonormalizada, se sigue que H, y H, € H.
QED

Lema 4.15. Si la accidn de Der A en A no es nilpotente entonces cualquier

subdlgebra de Cartan de Der A posee derivaciones diagonalizables no nulas.
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Demostracién. Procedemos por reduccién al absurdo. Sea H una subélgebra
de Cartan de Der A que no contiene ninguna derivacién diagonalizable. En
vista del lema anterior todas las derivaciones en ‘H son nilpotentes y, por lo
tanto, el dnico peso de H en A es el nulo. Como las raices de H en Der A
son diferencias de pesos, se tiene que Der A = H y, de este modo, la accién
es nilpotente, lo que se contradice con nuestras hipotesis.

QED

Cuanto menor es la dimensién de los subespacios peso de A, mds sencilla
de construir resulta el 4lgebra A. Sea

A=Y A4, (4.3)

Y

la descomposicién de A como suma directa de subespacios peso para H.

Lema 4.16. Sea H una subdlgebra de Cartan para la cual la descomposicidn
(4.8) verifica que dim Ay = 2 y dim A4, = 1Vy # 0. Entonces, denotando
por e la unidad, unidad lateral o una paraunidad de Ay, existe una base
candnica de (A, €) formada por vectores peso de 'H de tal modo que en la base
{e,e1 — €s, U1, Ug, Uz, V1, V2, V3} las matrices coordenadas de los operadores L,

y Re son de la forma
diag(1,£1 el al)
gL, 1 €1,€2,€3,€1 ;€7 ,€3
para ciertos €, €z, €3 € F.

Demostracién. Por el lema 4.7, es sencillo observar que Ag es una subélgebra
de composicién de dimensién 2 de A. Sea e la unidad, unidad a un lado
o una paraunidad de Ag. Ao también es una subélgebra de (A,e) y, por

lo tanto, Ay = Fe; + Fey con e; idempotentes de (A,e). Como H induce
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derivaciones en Ay, por el teorema 4.8 se tiene que e;H = 0 = e;H. Sea ahora
(A,e) = Ag®U(e1) @V (e1) la descomposicién de Peirce de (4, ) respecto de
e,. Por el lema 4.3 H C Der (4, e) y asi, al anular H a Ao, los subespacios U, V
son H-invariantes. En consecuencia, U y V son suma de subespacios peso.
Como los subespacios de pesos no nulos tienen dimensién uno, una base de un
tal subespacio es siempre un vector propio para todas las derivaciones de H.
Ademi&s, puesto que AoA,, A,Ao C A,, los elementos de estas bases también
son vectores propios de L, y Re. Consideramos una base {uy,us, us} de U
y otra {v;,vs,vs} de V cuyos elementos estdn ordenados de tal modo que
si u; genera A, entonces v; genera A_.,. Como el cuerpo es algebraicamente
cerrado, podemos dividir por un escalar para que {ey, €z, u1, Uz, u3, 1, V2, vs}
sea candnica (corolario al teorema 1.10). Por la eleccién de e se tiene el lema.
| QED

Esta descomposicién corresponde a las dlgebras de composicién de rango

toral dos.

Lema 4.17. Para una subdlgebra de Cartan H de Der A equivalen
i) M actia con al menos dos pesos linealmente independientes.

ii) H = FH,+FH, con Hy, Hy derivaciones diagonalizables y la descom-

posicidn de A en espacios peso respecto de H es

A=A B A PA DA DA D Aaip® A_(atp)-

iii) La descomposicién de A respecto de H es A= Ao®3 Ay con dim Ao =
2 ydim A, = 1 para todo v # 0.
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Demostracién. Sea H como en el apartado i) y a, 8 dos pesos linealmente
independientes. Por el lema 4.7 se tiene que A=A, DA, BAzDA_30 A,
para algin cierto subespacio H-invariante A,. Para elementos a,,a_o con
(Ga, 6—o) 7 O €l subespacio (aa + 0_o)Ag es no nulo y se halla contenido en
Anyps ® Ap_o; en consecuencia, 0 bien 8+« o bien 3 — « es también un peso.
Denotemos por I el conjunto de pesos no nulos de H en A. Salvo cambio de
8 por —f, tenemos que {£a, L0, +(a+ B)} CI. Si Ap fuese nulo entonces
As, contendria al subespacio (e + a_a)As # 0y, por lo tanto, serfa no
nulo. Andlogamente le ocurrirfa a Aggs. Esto implicarfa que £2a,£28 € I}
sin embargo, puesto que la dimensién de A es ocho y ya hemos encontrado
diez elementos en T, se sigue que alguno esté repetido, lo cual contradice la
independencia lineal de @ y 8. Concluimos que I' = {o, 208, £(a+ P}y
A= Ao®Y  er Ay con dim Ay =2y dim A, = 1. Esto junto con elteorema 4.8
nos dice que todos los elementos de H son diagonalizables, y también que los
pesos son necesariamente lineales. En consecuencia, podemos encontrar en H
derivaciones diagonalizables {H;, Ho} duales de {a, 8}. Dada cualquier otra
derivacién H € H basta aplicarla a los espacios peso para ver que se expresa

como H = a(H)H, + B(H)H,, con lo que queda demostrado el apartado ii).
iii) es inmediato a partir de ii)

Para demostrar que iii) implica i), fijamos e la unidad, unidad a un lado
o una paraunidad de Ao y consideramos una base canénica como la del lema
anterior. Sea H la subélgebra de Cartan de Der (4, €) generada linealmente
por { Dy vy s Dus o s H se representa por matrices diagonales y, por lo tanto,
[H,H] = 0 H C Hy[H,R]=0= [H, Le); sin embargo, por el lema 4.3,
H C Der A y asf H est4 contenida en el normalizador de H en Der A, pero
como ‘H es autonormalizada, entonces H = H. Como vimos en el capftulo 1,

o~

H, y en consecuencia H, actiia con dos pesos linealmente independientes.
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QED

Lema 4.18. Para cualquier subdlgebra de Cartan H de Der A el subespacio

Ao de peso nulo en la descomposicion de A respecto de H es no nulo.

Demostracién. El caso en que A posee al menos dos pesos linealmente inde-
pendientes se ha estudiado en el lema 4.17 por lo que en adelante supondre-
mos que todos los pesos de A son proporcionales y, para razonar por reduccién
al absurdo, que ninguno de ellos es nulo. Sea & un peso de A, por el lema 4.7 A
se descompone como A = A, ® A_, & A, para algin subespacio H-invariante
A,. Denotemos por Fy el cuerpo primo de F y por F§ los elementos no nulos
de Fo. La subdlgebra ¥ ;cz: Aia €s de composicién y por los teoremas 4.8 y
4.13 no puede tener dimensiones 1, 2 6 4, por lo que A = ¥ ;er Aia, donde T’
denota el conjunto {i € F, | Aix # 0}. Por tener F caracteristica distinta de
3, {#1,+2} C I'. Adem4s, como venimos notando, Vi € I' también 2 € T.
Si 4 € {#1,£2} entonces carF =5y A = Yier; Aia- Esto es imposible. En
efecto, en tal caso dim A;, = 2 Vi € F¢, y para todo aix no nulo se tiene
que, eligiendo a_in con (Gia,G—ia) 7 0, GicAia = (Gia + 0-ia)Aia = Asia-
Asf, 0 = n(aia) (Aia, Azia) = (GiaAia, GicAzia) = (A2ia, GinA2ia), POT lo que
AinAsiea = 0. Andlogamente AginAin = 0. Dando valores 1,2 a 1 tenemos
AgAge = 0 = A_qAags, lo que se contradice con que n(Aq + A-n) # 0. En
consecuencia, 4 & {£1,£2} y ' contiene a {#1,£2,+4}. Duplicando el 4
tenemos +8 € I'. Si 8 € {%1,+2, +4} entonces carF = 7 y facilmente se ve
que dim A;q = dim A, V4, J, lo cual obliga a que 8 = dim A = 6 dim Aia, que
no es posible. En resumen, I' = {£1,+2,+4,48}. Ahora (as + @¢-a)Asx C
Az + Asa, por lo que 3 6 5 € T'. Asi, carF = 11 6 13. Si car? = 11 entonces
5= 16 € I, lo cual no es cierto, y si carF = 13 entonces 3 = 16 € I' que
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tampoco es cierto. Consecuentemente hemos llegado a una contradiccion, por

lo tanto Ag # 0.
QED

El siguiente teorema clasifica las subélgebras de Cartan.

Teorema 4.19. Sea H una subdlgebra de Cartan del dlgebra de derivaciones
de un dlgebra de composicidn de dimension ocho sobre un cuerpo algebraica-
mente cerrado de caracteristica # 2,3. Entonces o bien la accidn de Der A

en A es nilpotente o bien se cumple una de las siguientes afirmaciones:

A=A DA DA OAsD A D Aaip ® A_(arp con o, pe-
sos linealmente independientes, dim Ay = 1Vy # 0, dimAy = 2 y
‘H = FH,+FH,; con H, y Hy derivaciones diagonalizables linealmente

independientes.

H) A=A DA, B A o D A ® A_gn con dim Ay, = 2, dim Ao = 1,
dimAg = 2 y o bien H = FH, + FH, o bien H = FH, con H;

diagonalizable y H, nilpotente.

) A= Ag® Aa ® Ay con dimAs, = 2, dimAy = 4 y 0 bien H =
FH,+ FH, o bien H = FH; con H, diagonalizable y H, nilpotente.

Demostracién. El caso en que A posee al menos dos pesos linealmente inde-
pendientes se sigue del lema 4.17. Asi, para demostrar el teorema, podemos
suponer que todos los pesos de H en A son proporcionales y alguno no nu-
lo. Por el lema anterior se tiene que A se descompone respecto de H como
A=A A B A_,D A, con Ay #0.

Caso IIT) Si A, = 0 entonces A = Ay ® Ay ® A_s. Como (an + a-a)Ap €
As®A_oy (aa+a_s) (AP A_,) C Ao, eligiendo an y a—q cont (aa,a—q) # 0
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deducimos que dim Ay, = 2 y dim Ay = 4. Con respecto a la forma de H,
observemos que por antisimetria, dada H € H con (A,)H = 0 también
(A_o)H = 0y (Ao)H = (AeA_o + A_oAx)H = 0; asi, la aplicacién H
H|4, de H en Endz(A,) es inyectiva. Denotando por sl(2) los endomorfismos
de traza cero en A,, por la nilpotencia de H se tiene que dim(sl(2) N'H) <
1y, por lo tanto, dimH < 2. Como A no puede tener dos derivaciones
diagonalizables independientes, ya que todos sus pesos son proporcionales,
concluimos que H = FH; 6 H = FH, + FH,.

Caso II) Si A, # 0 entonces, en vista del lema 4.17, A = A AL DAL D
Age ® A_og. Por un 1ado (aga +a—20) Ao C Ao+ A_3q implica que dim Ag <
2dim A, y por lo tanto dim Ay = 2. Por otro lado, si carF > 5, el que
(a0 + 0—20)(A2s + A_2a) C Ao obliga a que dim Aige = 1 y dim Axa = 2.
Para carF = 5 cambiando el ia con dim A;n = 2 por o se vuelve a tener
dimAi, =2 y dim Ayon = 1.

Por dltimo, observamos que si H € H con (A,)H = 0 entonces por
antisimetria (A_q)H = 0 y, puesto que por dimensiones (as + G-a)(Aa +
A_y) = Ap + Agy + A_ga, se sigue que H = 0. Como antes, la aplicacién
H — H|,, es inyectiva y los mismos argumentos son validos para este caso.

QED

Subélgebras de Cartan y Z3 graduaciones.

En cualquier 4lgebra de composicién A de rango toral no nulo la descompo-
sicién en espacios peso proporciona una Zs graduacién no trivial de A. Para

las 4lgebras de los distintos apartados del teorema 4.19 las asignaciones
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I) A = Ao, AN = Ao @ Aﬁ D A—(a+ﬂ), y AR = A, @ A__g &) Aa_*.ﬁ
II) A(O) = A07 A(l) = Aa @ A-—-Qa, y A(g) = A—C\r S AQa

) A©® = Ay, AV =A,, y AP =4,

(4.4)
constituyen una Zs graduacién de A. Dado e € Ap con n(e) # 0, la descom-
posicién (4,e) = A® @ AW & A® es también una Z; graduacién de (4, e);
asf, por la proposicién 2.4, es o bien corta o bien larga. Por tanto, existe
una base canénica de (4, e) de tal modo que las anteriores graduaciones se

expresan comao

)y II) A© = (ej,e5), AV = (us,up,us), y A® = (v1,v2,0s)
(4.5)
D) A© = (e, e2,u1,v1), AV = (ug,vs) y AP = (us,v2).

Al ser el cuerpo base algebraicamente cerrado, por el corolario al teorema
1.10 podemos cambiar esta base candnica para que los espacios peso que

conforman las Zs graduaciones en (4.4) sean
I) Ao = (e1,e2), Aa = Fuy, Ag= Fuz, A_(a4p = Fus,
A_q=Fuv, Ag=Fuvay Aayp = Fus
1) Ao = (e1,€), Aa = (ug,us), A_2a = Fu, A_q = (v2,v3) (4.6)
y Ao = F1n
III) Ao = {e1,€2,u1,01), Aa = (U2,v3) Yy A = (ve, us).

Es importante que notemos que los subespacios peso son L. y R, inva-
riantes, por lo que las isometrfas que cambian A por (4,e) tienen un com-

portamiento relativamente controlado.



4. ALGEBRAS DE RANGO TORAL 2 99

Por 1ltimo, puesto que las Zs graduaciones de los apartados II y III de
4.4 se convierten en 4.5 en Zjz graduaciones cortas y largas, respectivamente,
de un &lgebra de Cayley, parece razonable, por comodidad en el lenguaje,

dar la siguiente definicién:

Definicién. Sea A un dlgebra de composicidn de dimensién ocho y rango
toral uno sobre un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica distinta
de 2 y 3. Una subdlgebra de Cartan de Der A que proporcione una descom-
posicién en subespacios peso de A como la del apartado II del teorema 4.19
se dird corta; si la descomposicidn es como la del apartado III entonces la

llamaremos larga.

4. Algebras de rango toral 2

En esta seccién, a menos que se establezcan explicitamente otras hipdtesis, el
cuerpo base F se supondré algebraicamente cerrado (y de caracterfstica # 2
y 3). Dada A un 4lgebra de composicién de rango toral 2 y H una subélgebra
de Cartan de Der A que actiia con dos pesos linealmente independientes en
A,

A=A QA BAPAsD AP As1s D A_(ar) (4.7)

denotars la descomposicién de A en subespacios peso respecto de H (lema
4.17).

El lema 4.16 nos da las pistas para construir todas estas dlgebras.

Proposicién 4.20. Las dlgebras de composicién de rango toral 2 son aque-
llas dlgebras cuyo producto Ty se construye o partir del dlgebra de Cayley
split (€,0), con unidad e, y una base candnica {e1,e2,u1, Uz, U3, V1, V2, V3 }

definiendo xy = x¥ o y¥ donde ¢ y ¢ representan cualquier aplicacion lineal
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cuya matriz coordenada en base
{e,e1 — eq, Uy, Uz, Us, V1, V2, U3} (4.8)

tenga la forma
diag(1, £1, €1, €2, €3, er, et est) (4.9)

con €1, €2, €3 € F no nulos.

Demostracién. El lema 4.16 dice que toda élgebra de rango toral dos es
de la forma indicada, por lo que tnicamente debemos comprobar que toda
4lgebra construida como en el enunciado tiene rango toral dos. Sea A una
tal lgebra, notemos primero que, por la forma de las matrices coordenadas,
las aplicaciones ¢ y 1% son isometrias, ademis e¥ = e = e¥, por lo que
ce = evoe? =e, o = R, y 9 = Le; en consecuencia, (€,0) = (4,¢e). La
subédlgebra de Cartan H = (Duy vy Dusy) de Der (4, ) se representa en la
base (4.8) por matrices diagonales y, as, [H,R]=0=[H,L]y H C Der A.
Por lo comentado en el capitulo 1, H proporciona una descomposicién de A
del tipo (4.7). Para demostrar la proposicién faltarfa comprobar que H es
también subélgebra de Cartan de Der A. Sea D € Der A con [H,D] C H,
facilmente se comprueba que (Ag)D C Ay, lo que, por el teorema 4.8, equivale
a (Ag)D = 0. As{, D € Der(A,e) y [H,D] C H. Puesto que H es una
subélgebra de Cartan de Der (4, e), se sigue que D € H.
QED

Sea A un dlgebra de composicién de rango toral dos, el préximo teorema
nos dird que si A no es un 4lgebra de Okubo entonces todas sus derivaciones
quedan inducidas por un &lgebra de Cayley-Dickson. Esta situacién es un

poco més general y tiene relacién con la presencia de una Zz graduacién en

A.
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Lema 4.21. Sea A un dlgebra de composicién de dimensidn 8 que posee
una Zs graduacién no trivial A = A® @ A® & AP con dim A® = 2. Si
existe una unidad o unidad a un lado e de A© cuyos operadores de mul-

tiplicacién conmutan, entonces toda derivacién anula a e y, por lo tanto,
Der A C Der (A, €).

Demostracién. Es claro que, puesto que e € A, la Z3 graduacién de A es
también una Zs graduacién en (A,e), que por la proposicién 2.4 es nece-
sariamente corta. Asf, existe una base canénica en (A,e) de tal modo que
AO) = Fe, + Fey, AV = (ug, ug,us) = Uler) y A® = (v1,v2,v3) = V(en).
Por otro lado, la Zs graduacién de A también induce una Zs graduacién en
L=DerA=LO® LD LD con LD = {D e L|ADD C A} (donde
los indices se consideran médulo 3).

Por el teorema 4.8, las derivaciones en £© inducen derivaciones triviales
en A© y por lo tanto anulan a e. Sea, pues, D € L), por la clasificacién de
Petersson (proposicién 3.1) puede ocurrir:

i) e es la unidad de A©: En tal caso €] = e y eie; = 0, 1 # j. Se
tiene D = e2D = (e;D)e; + ei(e;D) = (eiD)e o e + e: © e(e:D). Como
e;.D € U(e;), poniendo ¢ = 1 en esta igualdad queda e,D = e(erD) y con

i =2 da esD = (e2D)e. En consecuencia,
(e1D)e = (e(e1D))e e(e2D) = e((e2D)e)

Por tiltimo, usando estas relaciones y el hecho de que [Le, Re] = 0, obtenemos
0= (e;e2)D = ((e1D)e) o ex + €1 0 e(ex D) = (e1D)e + e(eeD) = (e(erD))e +
e((eoD)e) = e(eD)e. Concluimos que eD = 0.

ii) e es unidad a izquierda, pero no a derecha, de Ap: Entonces e =
0,i=1,2; ejeg = €3 y €261 = €;. Por un lado e; D = (ege;)D = (exD)eo

(ee1) + (e2€) o e(e1D) = (e2D)ecer + e 0 e(esD) = e(e1D), y por otro
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eeD = (e1e0)D = (e;D)e o (ee2) + (e1€) o e(e2D) = (exD)e. Por 1ltimo,
0 = e3D = (e2D)e o (eey) + (e2€) 0 e(e2D) = (e2D)e + e(e2D) = (e2D)e +
e(e;D)e = (eD)e, de donde eD = 0.

iii) e es unidad a derecha, pero no a izquierda, de Ao: Anédlogamente al
caso anterior se obtiene que eD = 0.

En conclusién e£® = 0. Como lo mismo se puede deducir para £®), se

tiene el lema.

QED

Sea A un 4lgebra de rango toral dos y e la unidad, unidad a un lado o una
paraunidad del subespacio peso Ag de la descomposicién (4.7) de A. Puesto
que los subespacios peso son L. y R. invariantes, es inmediato observar que

[Le, Re] = 0. Asi, el lema anterior resuelve parte del siguiente teorema.

Teorema 4.22. Sea A un dlgebra de composicion de dimension 8, sobre un
cuerpo arbitrario F de caracteristica # 2 y 3, de tal modo que A=F @z A

tiene rango toral 2. Entonces o bien
i) A es un dlgebra de Okubo
o bien

ii) Eziste un elemento e € A con n(e) =1 de tal modo que e(Der A) = 0

y, en consecuencia, Der A C Der (A, e).

Demostracién. Empecemos observando que F ®x {x € A|z(Der A) = 0} =
{y € A|y(Der A) = 0}, por lo que si existiese y € A con y(Der A) = 0
y n(y) # 0, también as{ z € A con z(Der A) = 0 y n(z) # 0. Tomando

x2
n(z)

suponer sin pérdida de generalidad que F = F y A = A. Denotemos por £ el

e= tendriamos que el teorema es cierto para A. Podemos, por lo tanto,
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4lgebra Der A, y sea (4.7) la descomposicién de A respecto a una subélgebra
de Cartan ‘H de L. El lema anterior resuelve los casos en que Ag no sea
paraHurwitz, as{ que en adelante supondremos que Ap es paraHurwitz y que
ninguna de sus tres paraunidades (recordemos el lema 1.19) es anulada por
Der A.

Sea z una paraunidad de Ay, en algin subespacio raiz L, existe una deri-
vacién D € L, con zD # 0. Como zD € A,, se sigue que -y €s un peso de A.
Sin pérdida de generalidad puede considerarse que vy = Q. La subélgebra de
composicién A(a) = Ao ® Aa ® A_, tiene a D como derivacién nilpotente, a
A, como subélgebra de tipo paraHurwitz y al menés una derivacién diago-
nalizable, por lo que, en vista del teorema 4.13, A(e) es paraHurwitz y, por
supuesto, su paraunidad e pertenece a Ay. Consideremos una base canénica
de (A, e) como la que aparece en (4.6), las matrices coordenadas de R. y L.

en base {e,e1 — ez, U1, Uz, U3, V1, V2, v3} tienen la forma

: -1 -1 -1
Le « dlag(l;'“176117612)@3)611 ) €12 76l3)

. -1 -1 -1
R, « diag(l,—1,¢€r1,€r2,6r3, €01 3625 6r3

Por ser e la paraunidad de A(x) se tiene que
a1 =—1= €.

Como zD # 0 = eD y D € L, entonces 0 #eD=—eD € Ay =Fury

D € Der (A, e). Multiplicando D escalarmente si fuese necesario, tenemos
61D = Uji.
Al pertenecer upD a Ayys = Fus ocurre que

upD = (e; o ug)D = e Doug+ €10 (ugD) = 1y © ug = vs.
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Ahora e;'vs = e(upD) = (eup)D = epus D = €12v3. De modo similar conse-
guimos

€3 = 61_21 Y  €g = 6;21. (4.10)

Por otro lado, como hemos supuesto que Der A no anula a e, debe existir D’

en algun subespacio rafz con eD’ # 0. Sin pérdida de generalidad
D'eLls y eD=u,.
Aparecen las siguientes relaciones:
€2D, = G%DI = (€1D’)61 + e (elD')
= ((e1D")e) oey +ez0e(e1D') = (e1D')e
eeD' = (e2D') = e(ex D) (4.11)
0 = (eze1)D' = (e2D')e+e(e1D')

Como [Le, Re] = 0, usando estas relaciones obtenemos que
e1D'LE = —((exD"e) L2 = —((e1D")e) L. = —e1 D',
Anédlogamente
er1D'R: = —e; D!, e;D'LE= —e;D' 'y eD'RS = —epD'.

Ahora bien, e;D’ pertenece a Ag = Fuy y por lo tanto es un vector propio
de valores propios €3 y €2 para los operadores L. y R. respectivamente; en
consecuencia,

3 _ 3
€ = —1 = €.

Mi4s atin, si por ejemplo ¢ fuese —1 entonces ocurrirfa que e(e; D’) = —e; D'
y, por (4.11), e, D' = e(e(e1 D)) = —e(e2D')e = —(e1D')e = —ex D', lo que

se contradice con que eD’ # 0. Por lo tanto

— R S 2 _
€12 = —W, €13=¢€¢y — —W Yy EUz — —WUsp
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con w rafz ctbica primitiva de la unidad.
Por 1ltimo, como 0 # eD’ € Fuy, se tiene que eD’ = 2D’ = eD'(Le +
R.) = (—w + €r2)eD’ y, asf,

to=1l4w=—w? Yy €3=¢€y=—W.

Asf, la matriz coordenada de L. en base {e, e; — €z, u1, Ug, U3, U1, V2, v3} es

diag(1,-1,-1, —w, —w?, =1, —w?, —w)

y Re = L;*. El producto en A se puede expresar como Ty = TEoeY = :1‘67177*1

donde T representa una aplicacién lineal de A cuya matriz coordenada en la
base candnica es diag(l,1, 1,w,w?,1,w?, w). Puesto que por el teorema 1.10
7 es un automorfismo de (A,e), podemos concluir, por la proposicién 2.7,
que A es un 4lgebra de Okubo.

QED

Es sabido [E-M 91] que el dlgebra de derivaciones de un algebra de Oku-
bo es un 4lgebra de Lie simple central de tipo A,. Nuestro propésito en lo
que resta de seccién es determinar sobre cuerpos algebraicamente cerrados el
4lgebra de derivaciones de las élgebras de composicién del apartado ii) del
teorema anterior. Sea A una tal 4lgebra de composicién, consideramos e la
unidad, unidad a un lado o cierta paraunidad de Ap parala cual e(Der A) =0
y fijamos una base canénica de (A, e) como la que aparece en (4.6). Las ma-
trices coordenadas de L. y R. en {e,e1 — €2,U1, Uz, U3, V1, V2, V3} tienen la
forma (4.9).

Reduccidn: El signo =1 que aparece en las matrices coordenadas de L. y
R, es irrelevante para nuestros cdlculos y puede suponerse 1. En efecto, sea

21— 27 la involucién candnica de (A, €) y elijamos 4,5 € {0,1} de tal modo
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que las matrices coordenadas de ¢ = J'R, y ¥ = J’L, tengan un 1 en la
segunda posicién de la diagonal. Es inmediato observar que el dlgebra zxy =
xPoy¥ es de rango toral 2 y que la subdlgebra de Cartan H = (D, |1 = 1,2)
de Der (A4, e) lo es también de Der (4, *) (recordemos la demostracién de la
proposicién 4.20) y tiene como espacio de peso nulo a Ag. Como (Ao, *) es
subélgebra Hurwitz, con unidad e, de (A, *) y las derivaciones en Der (4, ¢)
conmutan con J, se sigue que Der (4,*) = {D € Der (4,¢e)|[p,D] = 0 =
[4,D]} = Der A. Bastarfa entonces considerar (4,*) en lugar de A para
hacer los célculos. En consecuencia, podemos suponer en lo que sigue que los

operadores L, y R, tienen matrices coordenadas

: -1 -1 _—1
L & dla'g(1>1;611;512;613>‘511 » €12 5 €13 )

. -1 -1 -1
R. « diag(1,1,6€r1,€r2,€r3,€1 365 16r3 )-

Recordemos que la Zs graduacién (4.4) asociada a la descomposicién en es-
pacios peso de A es una Z; graduacién corta de (A, e) que, por lo visto en el

capftulo 1, induce una Z; graduacién corta en Der (4, e):
Der (A, e) = D© ¢ DV ¢ D@

con PO = (D,.,]i = 1,2,8yv € V(er)), PV = {Deyulu € Uler)} y
D@ = {Dg,, |v € Ver)}.

El slgebra £ = Der A se descompone como
L=LO¢LDeLc®

con L& = {D € DU |[R,, D] = 0 = [L¢, D]}. El estudio de Der A pasa por
mostrar que o bien L, y R, son automorfismos de (4, €) o bien A puede susti-
tuirse, sin alterar el dlgebra de derivaciones, por otra donde tales operadores

sf lo sean. Aunque la expresién |7, Dz,] = 0 equivale a Dyr yr = Dy, para
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cualquier automorfismo 7 (recordemos la forma de los operadores D, ,), es
sin embargo esta dltima la que permite un mejor anélisis.

Veamos que si £ # 0 (andlogamente £? # 0) entonces Re y L, son
automorfismos. En efecto, para ello basta demostrar que det Le|ue,) = 1.
Sea 7 = Le ¥ Deyu € LY, tenemos que u = €1De, n = (€€1)Deyju = eu.
Galvo cambio de base candnica, podemos suponer u; = u y eu; = u;. Por lo

comentado en el capitulo 1,
u,Del,ul =Up0 v Vu' € U(€1)

En particular, eavs = u1 © (€uz) = (€u2)Deyuy = €(uaDe; ;) = €(u1 0 uz) =

evs = 6;-:3)1'2)3 por lo que €3 = 61_21. Anélogamente
_ -1 _ _ -1
=1 a3=¢€5 €1=1 Y €3=¢€n (4.12)

En consecuencia, L. y R, son automorfismos de (A, €) que fijan la subélgebra
B = {ej,ez,u1,v1). Un sencillo cdlculo muestra que, con la notacién del
teorema 1.12, Le = 7, y Re = 7o con b = €1 + 61—2162 y a = €me1+ 6:2162.
Pasemos a calcular Der A en este caso. Por 7 denotaremos indistintamente
las aplicaciones 7, y 7v; € denotard € o & dependiendo de 7. Dados z €

Ule1), v,9: € V(er), i =1,2,3 tenemos que
De1,z € L(l) < Del’m"' = Del,I VT <~ iL'T - :I:VT

y andlogamente
Deyy € L) &y = yVr.

Esto nos dice que o bien L, y R, son la identidad y A es Hurwitz, o bien
LY = (D, u) y L® = (Dey,). Supongamos este ltimo caso. Tenemos que
ZDui,yi eL® & ZDuI,y,T = ZDm,yi VT
A Z Doy eiyr = ZDu-:,yi VT & ZDWyfi!}Z"yi =0.
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Como vimos en el capitulo 1, esto ocurre si y s6lo si existe A € F de tal modo
—e~lid)?

que €7 — i = \v; Vi. Por lo tanto 37 — 7'y = A v € y75 9 = 0; ahora

bien, 7 es diagonalizable y, en consecuencia, A = 0 e 37 = € 'y; Vi. De aqui

deducimos que
S Duyy, € L0 & of = 'y Vi & Duyy, € LOV.

Las tnicas D,, 4, que pueden aparecer son las de (Dy,,,,) ya que y] = y1 V7
implica que y1 € Fui. Respecto a Dy, y,, tenemos que o bien (e, €r2) =
(€13, €3) y entonces £ = (D, vgy Dugjugs Duss | = 1,2), 0 bien, en otro caso,
LO = (D, .. |i=1,2). Si usamos (4.12) podemos resumir esto diciendo que
sia =1 = b entonces Der A = Der (A, e) y A es Hurwitz, si a,b = £1 pero no

7 =

se tiene ¢ = b = 1 entonces Der A = (De, u;, Deg vy » Dus,vs> Dusyvn s Dusos
1,2) y, por tltimo, si a o b # =+1 entonces Der A = (De; uy; Degvyy Dugs | 1=
1,2).

Supongamos ahora que £() = 0 = £®. En tal caso Der A = L y, por
consiguiente, todas las derivaciones de A respetan la Z3 graduacién. En par-

ticular, cualquier derivacién conmuta con la isometrfa p, definida mediante
e €, U Qu, U iv

con u € Uley),v € V(er). Con o® = det™ (Leluey)) v B° = det ™ (Relv(e)),
las aplicaciones poLe y psRe son isomorfismos de (A,e). Ademds, Der A =
LO C(Dyyli=1,2,8yveV(e1)) ¥

D=3 Duy € L9 & [Le, D) = [Re, D=0 [paLe, D] = [pgRe, D]=0
g ZDu‘[,'u;' = z Du,-,v,- V7= paLe 6 pﬂRea

por lo que, salvo cambio de zy por (z)paLe © (y)psfe, podemos suponer que

L. y R. son automorfismos de (4, ¢).
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Anslogamente a la situacién anterior, consideraremos €; € {€ri, €1} segin

la eleccién de 7 € {Le, Re}. Se tiene que
> Dy € LO =Der A &yl = ' Vr,i & Dy, € LOVI.

Ficilmente se deduce que, salvo reordenacién de la base candnica, las posi-

bilidades para las ternas (e, €2, €13) ¥ (€1, €2, €r3) SON:
o (c,e,€) y (¢,¢,¢): En este caso Der A = (Dy,q; li,7=1,2,3).

o (¢,6,6) y (¢,8,8) cone# 60 ¢ #8: Aqui el dlgebra de derivaciones
es Der A = (Duy vs, Dug wps Dugus |1= 1,2).

e Otro caso: Der A = (Dy;; | 1= 1,2).

Agrupando todas las ideas anteriores,

Teorema 4.23. Sea A un dlgebra de composicién de dimensidn 8 y rango

toral 2 sobre un cuerpo algebraicamente cerrado. Se tiene que o bien
I) A es de pseudooctoniones y Der A = sl(3)

o bien

1) Ewiste un idempotente e € A con n(e) = 1 y e(DerA) = 0 y una
base candnica de (A, e) respecto de la cual se da una de las siguientes

situaciones:

I1,) Der A= Der(4,e) = G2
I1,) Der A = (D, 4,5 = 1,2,8) = A

113) DerA - <Du1,w17De1,u17Dez,v1> @ (Dug,vz - Dus,'l’3$Du2,037DU3,02> =
sl(2) @ sl(2)
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114) Der A = (Dm,‘vu Dﬂl,’UI’De'Z,’Ul) S <Du2,v2 - Dug,va) = 51(2) & VA con
7 el centro de Der A ydimZ = 1.

115) Der A = (Dug,w - Dua,'vaw D‘uz,’U37 Dua,vg) S?) <Du1,v1> = 31(2) & Z con
Z el centro de Der A ydimZ = 1.

II5) Der A = (Dy,; |1 = 1,2) abeliana.

Ademds, se dan todas las posibilidades.

Nota: Es una consecuencia inmediata de la clasificacién y de la teorfa de
dlgebras de Lie que todas las subdlgebras de Cartan del dlgebra de deriva-
ciones de un 4lgebra de composicién de rango toral dos son conjugadas por

automorfismos.

El siguiente corolario se sigue de nuestra discusion

Corolario. Sea A un dlgebra de composicidn sobre un cuerpo de carac-
terfstica # 2 y 3. Der A es un dlgebra simple central de tipo Gy st y solo si
A es estdndar.

Demostracién. El reciproco es inmediato. Para demostrar el directo ob-
servamos que, por la proposicién 1.17, podemos suponer el cuerpo algebrai-
camente cerrado. Por el teorema anterior sabemos que A no es de Okubo
y que, por lo tanto, existe ¢ € A con e(Der A) = 0. Excepto por el paso
de reduccién con que comenzdbamos el andlisis previo al teorema, la tnica
slgebra que aparece con Der A = G, era la Hurwitz; contando el paso de

reduccidn, se tiene que A es estdndar.
QED
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5. Ejemplos de dlgebras de division

Los siguientes resultados complementan el teorema 4.1 y pueden encontrar-
se en [B-O2 81]. Para abreviar, A denotard un dlgebra de divisién real de

dimensién ocho.

Proposicién A. SiDer A= G, compacta entonces A se descompone, como
Der A-mddulo, en suma de dos submddulos irreducibles de dimensiones 1 y

7 respectivamente.

Proposicién B. i Der A = su(3) entonces o bien
I) A es Der A-irreducible
o bien

II) A es suma directa de tres submdédulos irreducibles de dimensiones 1,1

y 6.

Proposicién C. Si Der A = su(2) @ su(2) entonces A es suma directa de:
un submddulo de dimensién 1 anulado por ambas copias de su(2), otro de
dimensidn 3 que es trivial para una copia de su(2) e irreducible para la otra,
y, por ultimo, un tercer submddulo de dimensidn 4 irreducible para ambas

copias de su(2).

Proposicién D. Si Der A = su(2) ® Z con Z ideal abeliano de dimen-
sién < 1, entonces las posibles dimensiones de los sumandos directos en una

descomposicién de A como suma de su(2)-mddulos irreducibles son.
) 1,1,3y3.
Im) 1,3 y4.

) 1,1,1,1 y 4.
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IV) 3 y 5. En este caso Der A = su(2).

La existencia de dlgebras de divisién reales para cada una de las posibi-
lidades que aparecen en las distintas proposiciones no quedaba asegurada.
En particular, se desconocian ejemplos para los apartados I), IT) y IV) de la
proposicién D. Més tarde, Rochdi [Roc 94, Roc 95] da ejemplos, con dlgebra
de derivaciones su(2), para el apartado I).

En realidad, no todas las posibilidades son factibles:

Teorema 4.24. No eziste ningin dlgebra de division real cuya dlgebra de
derivaciones sea su(2) ® Z, con Z ideal abeliano de dimensidn 1, y que se
descomponga como suma directa de cuatro su(2)-mddulos irreducibles de di-

mensiones 1,1,3 y 3.

Demostracién. Procederemos por reduccién al absurdo. Sea A un dlgebra
de divisién real con Der A = su(2) @ Z, con Z ideal abeliano de dimensi6n
1,y A=V @Wdonde V = {z € Alzsu(2) = 0} es una subélgebra
de dimensién 2 y W = W) ® W, para ciertos su(2)-médulos irreducibles
W; i = 1,2 de dimensién 3. Fijemos 0 # H € Z. Para toda D € su(2) se
tiene que (VH)D = (VD)H = 0; asf, VH C V' y, por el apartado (i) del
teorema 4.1, VH = 0. De hecho, ker H = V. En efecto, es inmediato observar
que ker H es un su(2)-médulo y que ker H = V & (W Nker H ); ahora bien, si
W Nker H fuese no nulo, entonces ker H contendrfa un submédulo irreducible
de dimensién 3, y por tanto la dimensién del nicleo serfa 2 5. Como ademas
ker H es una subélgebra de divisién de A (en particular, dim ker H=1,2,4u
8), entonces dimker H = 8 = dimA y H = 0, que no es el caso. Concluimos
que ker H = V.

Sea sl(2) = sl(2,C) = C @grsu(2), W = C® W, y denotemos por
¥, el subespacio fundamental de valor propio o (en C ®r A) de H. Los
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submédulos C ®g Wi i = 1, 2 son sl(2)-irreducibles, y por consiguiente, cual-
quier submédulo # 0, W en W es sl(2)-irreducible y tiene dimensién 3. Aho-
ra bien, es sencillo comprobar que W, =V,n W es un sl(2)-médulo y que
W = @ Wa (notemos que por €l lema 1 de [B-O1 81], H es semisimple); en
consecuencia, o bien W=W,obien W=W,® Wg con a, 3 # 0.

Los valores propios no nulos de cualquier derivacién de A son imaginarios
puros (lema 9 de [B-O1 81]), por lo que la traza de dicha derivacion es nece-
sariamente nula. En particular, si W = W, entonces 6a = traza(H) =0, lo
cual no es cierto. Asi pues, W=W,o WB con @, # 0. Sin embargo, al ser
los valores propios imaginarios puros se tiene que (= —ay, en consecuencia,
W2 C (Wt W_o)?NAC (Woat Vot Woga)NAC VoNA = ANker H = V.
Puesto que dimW? > dimW = 6 pero dimV = 2, se sigue que tampoco
puede darse el caso W =W, o Ws.

QED

Los ejemplos de dlgebras de composicién de divisién que daremos ahora
se complementan con los de la seccién 2 del capitulo 5. Con ellos pretende-
mos mostrar que todos los casos, excepto el excluido por el teorema anterior,
planteados en los teoremas A,B,C y D son factibles. En esta seccién desarro-
llamos Gnicamente los relativos al rango toral 2. Nuestra argumentacién no
depende de que el cuerpo base sean los nimeros reales R, por lo que consi-
deraremos cuerpos més generales; bastarfa particularizar a R para obtener

ejemplos de 4lgebras reales de division.

Por comodidad, en lo que sigue (C,°) denotard un algebra de Cayley-
Dickson de divisién, con unidad e, sobre un cuerpo F (por ejemplo el dlgebra
de octoniones de divisién sobre F = R), F denotard la clausura algebraica

de F, A ser una copia del espacio vectorial C sobre la cual iremos definien-
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do distintos productos que nos daran los ejemplos de dlgebras de divisién
que buscamos, y para cualquier subespacio X de C, Xz denotard F @x X.
También conviene recordar que sobre los mimeros reales las tnicas édlgebras
de Lie simple centrales que aparecen como derivaciones de un algebra de di-
visién son las compactas ([B-O1 81], corolario 6). En general, las dlgebra de
composicién de divisién no poseen derivaciones nilpotentes no nulas, ya que
si N es una tal derivacién y zN* = 0 pero y = xN*~1 # 0 entonces es inme-
diato comprobar, por la antisimetria de N, que (y,y) = 0; en consecuencia,

ninguna de las dlgebras de Lie simples centrales que apareceran es split.

Ejemplo A: El élgebra (C,0) tiene como dlgebra de derivaciones un
4lgebra de Lie de tipo G no split, que en €l caso de los octoniones reales es,

necesariamente, compacta [J 39].

Ejemplo By: Sea F un cuerpo (de caracteristica # 3) sobre el cual po-
demos definir un lgebra de Cayley-Dickson (C,0) = C(~1, 8, ) de divisién
(por ejemplo los nimeros racionales, los reales, etc). Por lo visto en la subsec-
cién 5.1 del capitulo 2, podemos encontrar un algebra C, de Okubo isétopa
a (C, o). Puesto que el cambio por isotopfa respeta el que el dlgebra sea de
divisién, C» es un algebra de Okubo de divisién. Es sabido [E-M 91] que las
4lgebras de Okubo tienen como 4lgebra de derivaciones un élgebra de Lie de
tipo A, para la cual son médulos irreducibles. En el caso real esto significa
que Der C; = su(3).

Ejemplo Byy: Sea K una subdlgebra de (C, o) de dimensién 2 y ¢ la

isometria dada por
a—a y b——b YacK,be K+

Definimos un producto en A mediante zy = z¥ o y. Es inmediato observar
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que existe una base canénica de (C,0)# donde la matriz coordenada de ¢ es
diag(1,1,-1,-1,-1,-1,-1,-1).

Por la discusién previa al teorema 4.23, se tiene que Der Az = (Dy;0; |4,5 =
1,2,3) = sl(3).

Claramente K y K+ son submédulos para DerAy A = K @ K*. Si
K<L no fuese irreducible entonces contendria un submédulo propio W. Como
S = Uler) ® V(e1) es la suma de dos sl(3)-médulos irreducibles, se tie-
ne que dimW = 3, lo cual es imposible, ya que Der A induce aplicaciones
antisimétricas en W para la forma bilineal (recordemos que A es de divi-
sién y que, por lo tanto, la forma bilineal no tiene vectores isétropos). En
consecuencia, A es suma de tres médulos irreducibles de dimensiones 1,1y
6.

Ejemplo C: Sea B una subdlgebra de cuaternios de (C,0) y p la aplica-
cién dada por
b—b y v——v Vb € B, v € BL.

Definimos un producto en A mediante zy = z¥ o y. Extendiendo escalares,
existe una base canénica de (C, o)z de tal modo que ¢ se expresa por la

siguiente matriz coordenada:
diag(1,1,1,—1,—1,1,—1,-1)

(o =17 e = —1 en la ecuacién (4.12)). Por el andlisis previo al teorema

4.23 se tiene que
Der Aﬁz (D'U-l,'Ul) Del,ul) D62,'01> GB <D‘u,2,'02 —Dus,v:«g b D’Uz,’Ua? D’Ufa,’02> g 81(2) 6931(2)'

Sea 0 # v € B*, para todo a € B ortogonal a la unidad e, la aplicacién
D, dada por
b0 y vobr (voa)ob VbEB
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es una derivacién de (C,0). Sea S = {D,|a € By ale}. Al extender escala-
res, S pasa a (Du, v — Dusves Dus,wsy Dusyvs) (€lementos de Der Az que anulan
a Bz) que es un ideal de Der Az. Fécilmente se sigue que S es un ideal de
Der A y que existe otro ideal, S, de Der A de tal modo que Der A= S & §'.
Ademis, S y S’ son &lgebras de Lie simples centrales no split de dimensién
3.

Por tltimo, es sencillo ver que la descomposicién de A como Der A-médulo

es la que se indica en la proposicién C.

A estas alturas conviene hacer notar que, necesariamente, el cuerpo ba-
se F es infinito. Esto se deduce del teorema de Wedderburn ([He], teorema
3.1.1), el cual asegura que cualquier anillo de divisién (asociativo) con un
nimero finito de elementos es, ademés, conmutativo. En particular, no exis-
ten 4lgebras de cuaternios de divisién sobre cuerpos finitos.

Gracias a esta observacién podemos asegurar que si K es una subédlgebra
de dimensién 2 de (C, o), entonces la forma traza toma inifinitos valores
distintos sobre el conjunto {z € K |n(z) = 1}. En efecto, puesto que dicho
conjunto es irreducible en la topologia de Zariski, si la forma traza tomase
s6lo un nimero finito de valores entonces serfa constante: t(z) = t(e) = 2 Vx
con n(z) = 1; en particular, t(2?/n(z)) = 2 Vz con n(z) # 0 y, por (1.7),

t(z)? = 4n(zx) Yz € K, lo que se contradice con la no degeneracién de n(-).

Ejemplo Dyy: Sea B una subélgebra de cuaternios de (C,o)yaeB
con n(a) = 1y t(a) # 2. Definimos en A un producto dado por zy = z¥ oy,

donde ¢ denota la aplicacién
b—b vobr (voa)ob VbEB

con v un elemento fijo no nulo de B+ (siguiendo la notacién del capitulo 1

tenemos que ¢ coincide con el automorfismo 7).
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Claramente w?’ —#@¥+id — ( oy € BL, por lo que, al extender escalares,
la descomposicién de Bi en subespacios fundamentales para ¢ es Bf =
S()\) @ S(3) con A # =£1 (recordemos que t(a) # £2), mientras que la de Cz
es Cz = S(1) ® S(A) @ S(3), donde S(1) = Bz. Al ser p un automorfismo,
esta descomposicidn es una Zz graduacién de (C, o) z. Por la proposicién 2.4
existe una base canénica de (C, o)z donde ¢ se expresa mediante la matriz
1

1
iag(l,1 -
d‘la‘g( Y ’1’>\7>\,1,A

,A) con A # £1.
De los comentarios previos al teorema 4.23 obtenemos que
Der Az = (Duy 1) DehuuDezm) & (Duy 3 — Dugyua) = si(2) & Z

con 7 el centro de Der Az. Es inmediato concluir que Der A = S & Z donde
S es una forma de sl(2) y Z el centro de Der A de dimensi6n 1.

Como S-médulo, Bt es irreducible, ya que de lo contrario contendria un
submédulo de dimensién 2 en el cual S inducirfa aplicaciones antisimétricas,
que no es posible. De modo similar, B es suma de un submédulo trivial y

uno irreducible de dimensién 3.

Ejemplo Dyyy: Sea K una subélgebra de dimensién 2 de (C, o),ya€ K
con n{a) = 1y t(a) # +2. Fijamos una K-base {x1, %2, z3} del K-espacio
vectorial K+ que sea ortogonal para la K-forma bilineal hermitiana dada por

1.13 y definimos una aplicacién K-lineal ¢ en K+ dada por
T > 210072 gk T20a Tz T3Oa.

Puesto que n(a) = 1, es claro que ¢ € SU(K +); ademds, por el teorema 1.11
¢ se extiende a un automorfismo ¢ de (C,0) que fija los elementos de K.

Consideramos un producto en A dado por zy = x¥oy.
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Extendiendo escalares, Kz = (e;,ez) para ciertos e; idempotentes en
(C,0)# de norma nula y a = € 'e; + €€z con € # =41 (recordemos que t(a) #
+9). Los subespacios de la descomposicién de Peirce de (C,0)z son Uley) =
(e10xy,€10T9,€1023) ¥ V(1) = (e20%1,€20%2, eo0x3). Salvo cambio escalar,
podemos suponer que ej, €z junto con los elementos bésicos mostrados para
U(e,) y V (e1) forman una base canénica de (C,0)z. También es sencillo ver

que la matriz coordenada de ¢ en esta base canénica es
1 11
diag(1,1, = L +1
la‘g( Pl 627576,6 ¢ 6) con 6#
Por el anélisis previo al teorema 4.23,
Der Az = (Duz,'vz - DU3,W3)Du2,v3aDUs,v2> S (Du1,vl> = 81(2) S5 Za

con Z el centro de Der Az. Es inmediato deducir que Der A = S & Z donde

S denota una forma de sl(2) y Z el centro, de dimensién 1, de Der A.
Respecto a la descomposicién de A como S-médulo, notemos que el

dlgebra de cuaternios B generada por K y z; es un médulo trivial para

S y que, al igual que en el caso anterior, B+ es S-irreducible.

Ejemplo: Por tltimo, pondremos un ejemplo de algebras de composicion,
que ademis son de divisién, cuya 4lgebra de derivaciones es abeliana de
dimensién 2.

Sea K una subélgebra de dimensién 2 de (C,0) y a € K con n(a) = 1.
En el K-espacio vectorial K+ = K (z1, %2, Z3), donde {x1, 2,23} es de nuevo
una K-base de K+ ortogonal para la forma bilineal hermitiana o definida en

1.13, definimos la siguiente aplicacién K-lineal ¢
-3 2
ry+—T104a Io — T200 T3+ T300a

Claramente ¢ € SU(K™) y ¢ se extiende a un automorfismo ¢ de (C,0) que

fija K. En A consideramos el producto zy = z¥ o y.
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Aligual que en el caso anterior, es sencillo ver que existe una base canénica

de (C,0)# donde la matriz coordenada de ¢ es

: 1 2 3 1
dla‘g<1>11'g§a€ y €5 € 722_)

o

)

y a = € 'e; + cep. Basta elegir a para que ¢, €2, ¢ sean diferentes entre si y
distintos de 1 para concluir, por lo previo al teorema 4.23, que Der A es un
4lgebra abeliana de dimensién 2 (notemos que el conjunto {z € K |n(z) = 1}
es infinito, por lo que se tiene asegurada la existencia de un tal a).

6. Algebra de derivaciones de tipo A

La siguiente construccién proporciona las 4lgebras de composicién que no
son de Okubo pero cuya élgebra de derivaciones es un élgebra de Lie simple

central de tipo A,. Sean:

i) (C, o) un lgebra de Cayley-Dickson con involucién estdndar J y unidad

e.
ii) K una subélgebra de composicién de (C,o) de dimensién 2.
iit) ¢, dos isometrias de C que coinciden con la identidad sobre K L,

Definimos un nuevo producto en C mediante zy = z¥ o ¥ y denotamos por
C(K,p,%) al dlgebra asi construida.

Lema 4.25. Los tnicos valores de (p,%) para los cuales C(K,@,1) es un
dlgebra estdndar son (id, id), (—J,id), (id,—J) y (=J,=J).

Demostracion. Es evidente que si (i0,%) es cualquiera de los pares del enun-

ciado entonces C(K,,7) es estandar. Supongamos, pues, que C(K,¢,¥)
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es un 4lgebra estdndar asociada a un dlgebra Hurwitz (C,¢) con unidad e’.

Puede ocurrir:

a) C(K,,%) es Hurwitz: En tal caso, Vz € K+ se tiene que z = €'z =
()¢ o z¥ = (¢')¥ o z, de donde (¢')? = e. Andlogamente (e)¥ = e. Ademss,
vz € K se cumple z = €z = (¢')? o z¥ = x¥, por lo que ¢ = id y, de modo
similar, ¢ = id.

b) C(K, ¢, %) es de tipo II: Al igual que en el caso anterior (¥ = e,
luego ¢ € K, y ¢ = id. Para todo = € K+ se tiene que —z = ze’ =
x¥ o (¢')¥ = z o¢', de donde ¢’ = —e. Dado x € K con (z,e) = 0 ocurre
que —z = ze' = z¥ o0 (¢')¥ = z¥ o€’ = —x¥, por lo que ¥ = z. De aqui se

concluye que (@, %) = (—J,id).
¢) C(K,@,) es de tipo III: Andlogo al caso b).

d) C(K,p,v) es paraHurwitz: Sea x € K + con n(x) # 0y ortogonal a

e, como —z = ¢z = (¢')? o a¥ = (¢)¥ o z, entonces se tiene que (') = —e
y, andlogamente, (¢/)¥ = —e. Sea z € K con (z,€') = 0, ocurre que —z =
ez = (¢')? oz¥ = —eox¥, por lo que z¥ = z y también z¥ = z. Puesto que

¢ y 1 son isometrias que fijan el subespacio ortogonal a €', y por lo tanto el
generado por €/, es inmediato comprobar que €' = +(e)¥ = Fe. Sie = —e
entonces ¢ y 9 coincidirfan con la identidad y, por lo tanto, C(K,p,v) seria
un 4lgebra Hurwitz, que no es el caso. Asf pues, e’ =ey ¢ = —J =1
QED

Teorema 4.26. Si A es un dlgebra de composicién para la cual Der A es
un dlgebra de Lie simple central de tipo Ay y A no es de Okubo, entonces
A es isomorfa a algin dlgebra C(K,p,%). Reciprocamente, exceptuando los
casos en que (@, ¥) = (id,id), (= J,1d), (id, =J) o (=J,—J), cualquier dlgebra
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C(K,p,%) tiene como dlgebra de derivaciones un dlgebra simple central de

tzpo A2 .

Demostracién. Supongamos que Der A es un dlgebra de Lie de tipo Az y que
A no es de Okubo. Denotemos por Ag €l conjunto {z € A|z(Der A) = 0}.
Pasando a la clausura algebraica F de F, se sigue del teorema 4.23 que (Ao) 7
es una subélgebra de composicién de Az de dimensién 2 y (Ao)% es suma
de dos Der A z-médulos irreducibles duales de dimensién 3. Puesto que estos
médulos de dimensién 3 no son isomorfos entre s, es inmediato comprobar
que la dimensién del centralizador de la accién de Der Az sobre (Ao)f es
9. Ademss, dicho centralizador coincide con los conjuntos {Lz|(ag)t |z €
(Ao)z} ¥ {R:cl(AO)jE | £ € (Ao)#} ya que z(Der Az) = 0 Yz € (Ao)#. Las
mismas consecuencias se siguen para Ag: A es una subélgebra de composicién
de dimensién 2 y el centralizador de la accién de Der Aen A es {Lz|4; |z €
Ao} = {Rslgt | Z € Ao}. En particular, podemos asegurar la existencia de
u,v € A, de norma 1, con Ly|ss = Ryl 44 = id. Consideramos el élgebra
Hurwitz (C, o) construida mediante z oy = (zRy YW(yLy!) Vz,y € C (la
unidad de este producto es vu). Resulta evidente que si denotamos Ag por
K: Ry, por ¢; v Ly, por ¢, entonces A = C(K, ¢, ).

Respecto al reciproco, es sencillo observar que el dlgebra Der x(C,0) =
{D € Der (C,0) | KD = 0} es un lgebra de Lie simple central de tipo A, que
conmuta con ¢ y ¥, y que, por lo tanto, Der x(C, o) & Der C(K,p,). En
vista del teorema 4.23 y de su corolario, o bien Der x(C,0) = Der C(K, ¢,%)
o bien C(K, ,1) es estindar. El teorema se concluye usando el lema 4.25.

QED

En (1.13) vefamos que dada un 4lgebra de Cayley-Dickson (C,0) y K una

subslgebra de composicién suya de dimensién 2, podemos definir un producto



122 CAPITULO 4. ALGEBRA DE DERIVACIONES GRANDE

en W = K+ mediante
y x z= proyeccién de y oz en W. (4.13)

Las &lgebras asf construidas reciben el nombre de dlgebras vectoriales de
color.

En [E-M 95] se muestra que si p : (W1, x) — (Wa, x) es un isomorfismo
entre dos 4lgebras vectoriales de color construidas a partir de dos élgebras
de Cayley-Dickson (C1,0) y (Cz,©) respectivamente, entonces p se extiende
a un dnico isomorfismo j entre (Ci,0) y (Cz,0). Este resultado es de gran

utilidad en la demostracién del siguiente teorema:

Teorema 4.27. Una aplicacidn lineal p : C1(K1,1,%1) — Ca(Ka, pa,12)
es un isomorfismo entre las dlgebras Ci(K1,01,01) y Ca(Ka2,p2,2) si y

sélamente si p es un isomorfismo entre las dlgebras de Cayley-Dickson (Ch, o)

y (Ca,0), y ademds p1 = poap™t Y Y1 = piap™.

Demostracién. Los automorfismos entre 4lgebras esténdar lo son también de
las respectivas algebras Hurwitz, por lo que el teorema es trivial si las 4lgebras
C;(K;i, pi,%;) son estandar. Supongamos, pues, que Ci(K;, i, i) 1 =1,2
no son estdndar. Entonces K; = {z € C; | zDer Ci(Ki, i, %) = 0}, por
lo que (K;)? = K» y, en consecuencia, (Ki-)? = K3 Denotemos K;- por
W;, y definamos en W; el producto x dado por 4.13. Claramente p es un
isomorfismo entre (Wi, x) y (Wa, x), por lo que, por el comentario previo a
este teorema, p se extiende a un isomorfimso 5 entre (Ci, o) y (Csg,0). Sea
a € K, no es diffcil observar que existen elementos y,z € W de tal modo

que yz =yoz=a-+yxz Asi

o+ (y x 2)f = (yz)? = yP2f =yf o 2P =yP o 2’

= (yo2)f =’ +(yx2)f =0+ (yx2),



6. ALGEBRA DE DERIVACIONES DE TIPO A, 123

de donde obtenemos que a” = a”. En consecuencia, p = j y p s un automor-
fismo entre (Cy,0) y (Cz,0). Tomemos un vector no isétropo y € W1, para
cualquier z € C; se tiene que z¥*P oy = 2¥** o y¥1P = (2% o y¥1)P = (2y)f =
2Py = 2°?* o P, de donde @1 = p2p~. De igual modo ¢, = pap~t.

QED

Fijemos dos élgebras Ci(Ki, wi,¥s) ¢ = 1,2 que no sean esténdar. El teo-
rema 4.27 y su demostracién nos dicen que para que estas dlgebras sean
isomorfas es necesario que (Cy,0) = (Cq,0) y (Ki,0) = (Ka,0). Suponga-
mos que hemos comprobado que esta condicién necesaria se cumple, enton-
ces podemos cambiar Co(K3z,2,2), mediante isomorfismo, por un algebra
Cy (K1, 0y, 15) v resolver el problema del isomorfismo entre C;(Ki,@1,%1)
y Ci(K1,¢h, ). Esta reduccién también es cierta en el caso de élgebras
estandar, ya que la subdlgebra K no tiene ningin significado especial para
un 4lgebra estandar C(K, o, ).

Asi pues, el problema del isomorfismo entre las dlgebras C(K, ¢,%) queda

resuelto por el teorema 1.5 y el siguiente resultado:

Teorema 4.28. Sea (C,0) un dlgebra de Cayley-Dickson sobre un cuerpo F,
K una subdlgebra de composicién de dimension 2 y @1, p2, Y1 Y P2 isometrias
de C que coinciden con la identidad sobre K L. Denotemos por Lﬁl,cﬁg,zﬁl Yy gﬂg
sus resctricciones a K, se tiene que C(K, ¢1,%1) es isomorfa a C(K, Vo, U2)
si y sdlo si o bien (gbl,zﬁl) = (cﬁg,gﬁg) o bien (g&l,vle) = (828, s1bes), donde s
denota el inico F-automorfismo no trivial de K.

Demostracién. Empecemos con el recfproco. Supongamos, por ejemplo, que
(P1,91) = (8p28, stes). Tomemos un automorfismo p de (C,0) cuya res-

triccién a K no sea trivial (véase [E-M 95]), es decir, p|x = s. Claramente
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1 = poap~t y Y1 = pepY; asi, por el teorema anterior, C(K, v1,9%1) =
C(K, pz2,12)-

Respecto al directo, sea p un isomorfismo entre las &lgebras C'(K, ¢1,%1)
y C(K,@2,12). En €l caso en que una de ellas sea estédndar, también asf
la otra y, ademds, del mismo tipo. Esto signifca, por el teorema 4.27, que
(¢1,%1) = (2,%2) ¥, en particular, (@1,91) = ($2,12). Supongamos, pues,
que ninguna de ellas es estdndar. Por la demostracién del teorema 4.27 se
tiene que K? = K, (K*+)? = K+, 1 = ppap~t y 1 = pihap~ . Restringiendo
estas dos tltimas igualdades a K se tiene que o bien (@1,91) = (P2, 1) 0
bien (¢1,%1) = (8P2s, s1)25), ya que plk € {id, s}

QED

Recordemos que en el capitulo 1 mostramos que las 4lgebras de composi-
cién se dividen en 4 familias (tipos I,..., IV) cuyo tnico elemento comun es
el cuerpo base. El que un 4lgebra C(K, p,%) pertenezca a una de estas fami-
lias depende tnicamente del determinante de ¢|x y ¥|k, ya que al restringir
estas aplicaciones al subespacio ortogonal de K coinciden con la aplicacién
identidad. Frente a lo que ocurre para las lgebras de Okubo, sobre cuer-

pos algebraicamente cerrados existen infinitas clases de isomorfia de dlgebras
C(K,,¥):

Teorema 4.29. Sobre cualquier cuerpo algebraicamente cerrado eristen in-
finitas clases de isomorfia de dlgebras C(K, ¢,¥) para cada uno de los tipos

I,...,1V de dlgebras de COMPOSICION.

Demostracién. Sea (C, o) el 8lgebra de Cayley split sobre un cuerpo alge-
braicamente cerrado F, y K = F & F una subélgebra de composicién de

dimensién 2 de (C, o). Basta observar que el grupo especial ortogonal de K
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es isomorfo al grupo de matrices {diag(c,a™!)|0 # o € F7}, el cual es infi-

nito, y aplicar el teorema anterior.
QED

Este teorema extiende un resultado de Petersson [Pet 71] establecido me-

diante argumentos de geometria algebraica.






Capitulo 5

Otras algebras de derivaciones

En este capitulo completaremos la clasificacién de las dlgebras de derivacio-
nes de 4lgebras de composicién sobre cuerpos algebraicamente cerrados de
caracterfstica # 2,3 y 5. Por lo expuesto en el capftulo precedente, falta

Gnicamente considerar aquellas dlgebras de composicién de rango toral < 1.

1. Exposicién de resultados

Empezaremos dando una caracterizacién del 4lgebra de derivaciones de un
4lgebra de composicién de dimension 8 sobre un cuerpo de caracteristica # 2
y 3 a partir del principio local de la trialdad. Més detalles acerca de este
principio pueden consultarse en [Sch, J 64].

Sea (C, o) un 4lgebra de Cayley-Dickson con unidad e y forma cuadrética
n(-). Denotemos por o(8,n) el conjunto de transformaciones antisimétricas
para la forma bilineal asociada a n(-), y sean R, y L. los operadores de

multiplicacién por z en (C,0). Se tiene:

Lema 5.1. o(8,n) = {R,|zLle} ® Der(C,0) & {L,|yLe}

Aunque, en general, una aplicacién antisimétrica no es una derivacién de

(C, o), no obstante guarda cierta relacién con el producto o.

127
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Teorema 5.2 (Principio local de la trialdad). Dada D € o(8,n) ezis-

ten tnicas D' y D" en o(8,n) tales que

(zoy)D = (zD') oy +zo yD") Va,ye (C,o)

Las aplicaciones D — D’ y D — D" quedan definidas en una base de

o(8,n) mediante:

D'=D D"=D VD € Der (C, o)
L=R+l K=-L 6.1)
R, = —-R; R!=R,+L, Vzle

Proposicién 5.3. Sea A un dlgebra de composicién de dimensidn 8 sobre
un cuerpo arbitrario de caracteristica # 2 y 3. Dado un elemento e € A con

n(e) =1 se tiene que
DerA={D €o(8n)|D'=R;'DR, y D"=L;'DL.},

donde D — D' y D — D" son las aplicaciones que aparecen en el principio

local de la trialdad asociado al dlgebra de Cayley-Dickson (A, e).

Demostracién. Sea D € o(8,n), tenemos que D € Der A si y sélo si (zy)D =
(zD)y+xz(yD), es decir, ((ze)o (ey))D = (zD)eo (ey) + (ze) ce(yD) donde o
denota el producto de (4, ). Sustituyendo zR;*, yL;* en lugar de z,y queda
que D € Der A siy sélosi (zoy)D = (xR;'DR,)oy+zo(yL;'DL,) Vx,y€
A.

QED

En general, esta caracterizacién no resulta practica ya que es muy com-
plicado comprobar si D' = R;'DR, o si D" = L;*DL.. Como veremos, la
excepcién que justifica el presentarla la constituyen las dlgebras en que Ry

L. son automorfismos o antiautomorfismos de (4, ).
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Permitasenos, antes de pasar a enunicar los teoremas a cuya demostracién
dedicaremos este capitulo, dar unos ejemplos que nos seran de utilidad para
establecer nuestros resultados. Se trata de 4lgebras de composicién que, al
igual que les ocurre a las 4lgebras de Okubo, no heredan sus derivaciones de

un dlgebra Hurwitz.

Ejemplo 1: Sea {ei, ez, u1,Us, us, 1, V2, U3} una base candnica del dlge-
bra de Cayley split (€, o). Denotemos por e la unidad de € y por L., R,
los operadores de multiplicacién por z. Consideremos dos isometrias 3,0
cuyas matrices coordenadas en la base {e,es — e1,u1,us, us, v1,v2,v3} s€an,

respectivamente,
diag(C, Ca, (C§)™") y diag(Dy, Da, (D3)™1) (5.2)

con C; = D; = diag(1,—-1,-1,-1) y

—w 1 —w? 0
02:( 0 —w2>yD2:( 0 -—w)

donde w denota una rafz cibica primitiva de la unidad.

Definimos una nueva &lgebra A; sobre el espacio vectorial € mediante el
producto zy = z% o y.

Calculemos Der A;. Empecemos notando que, por el teorema 1.10, los
operadores Jpy J 7 son automorfismos de € (J denota la involucién estandar
de €) y, por lo tanto, ¢ = R. y ¥ = L. son antiautomorfismos de €. En

consecuencia, Vz,yle y D € Der € se tiene
R7'RyRe = Ly, R;'L.Re=Rs. y R;'DR.€Derq

andlogas consecuencias se siguen para Le. Ahora, de la proposicién 5.3 es

sencillo concluir que una aplicacién antisimétrica R, + D + Ly, con z,yley
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D € Der € es una derivacién de A; si y sélo si
y—T=1ye, y=2ze D = R;'DR,,
T = ey, z—y=ex, D=L;'DL..
De las condiciones en D se deduce que tanto D como R, + f/y perte-
necen a Der A;. Ademids, las restricciones en z e y muestran que ye —y =
(ye)e,e(ze) = = y (ey)e = y, por lo que, en vista de la forma de ¢y D,

tenemos que z,y € (us,v2). Asf,
R-’D + Ey € (.sz - “Jﬁ’vz’zw - “)Ru3>-

Respecto a D, observemos que D conmuta con L. y R. si y sélo si lo
hace con JL. y JR., los cuales son automorfismos. Escribamos D = D, . +
Deyw + X Doy, con u € Uler), 3i,v € V(ey). Se tiene que D-€ Der A; siy

sdlo si
W =u, vV =vy Y Duyr =2 Duy V7€{JL, R}

Resolviendo este sistema de modo similar a como lo hicimos en el caso de

rango toral 2 tenemos que
U E (ul), Y1,V € (’Ul> € Y=Yz = 0.

En consecuencia, D € (De, 4, De w1 Dur,or)-

Concluimos que Der A; = (De, vy Degioys Durn) © (Lo — w Ry, Luy —
wRy,) 2 s1(2) ® V(1), donde V(1) denota el médulo irreducible (de Verma)
de dimensién 2 para sl(2).

Como ultimo comentario sobre este ejemplo, notemos que Der .4; no pro-
cede de ningun 4lgebra Hurwitz, en otras palabras, no existe ningtin producto
z oy en A; de tal modo que (A;, o) sea Hurwitz y para el cual Der A; C

Der (A;, o). En efecto, en caso contrario tendriamos un elemento e’ (la unidad
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de (A;,0)) de modo que €'(Der.A;) = 0; sin embargo, la interseccién de los

ntcleos de De; g, Deswy ¥ Duy oy €8 (€), pero e(Ln, — why,) = (1 —w)vy # 0.

El siguiente ejemplo es la otra excepcién que aparecerd en nuestros resul-

tados.

Ejemplo 2: Sea F un cuerpo algebraicamente cerrado. Recordemos
(capitulo 1) que el algebra de pseudooctoniones Pg(F) se puede construir a
partir del conjunto de matrices 3 por 3 de traza cero, sl(3, F), definiendo un

nuevo producto
1
m*yzum-y+(lmu)y-m—gtraza(a:'y)Ig

donde u es una raiz de la ecuacién 3u(1 — p) = 1, x - y denota el producto
usual de matrices e I3 la matriz identidad de orden 3. La forma bilineal en
Ps(F) = (s1(3, F), x) es (z,y) = ttraza(z - y).

Sean H y K los conjuntos de matrices simétricas y antisimétricas, respec-
tivamente, de sl(3, F). Es inmediato comprobar que H y K son ortogonales

para la forma bilineal y que, por lo tanto, las aplicaciones ¢, dadas por
a’*=aqa y s*=s VaeK,s€H,

con o = 1, son isometrias.

Dados a,8 € F con a? = 1 = 8% pero & o 3 # 1 definimos una nueva
élgebra Pg(a, 3) cuyo espacio subyacente es Pg(F) y cuyo producto viene
expresado por

zy = ¥ * y¥P. (5.3)

Notemos que z * y = z¥ey¥# pues @2 = id = 3.
Respecto a Der Pg(a, ), observemos que Vx € Pg(F) la aplicacién ady :
ys yxz—xxy = (1—2u)(z-y—y-x) es una derivacién de Pg(F).
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Si z € K entonces los subespacios K y H son ad, invariantes, por lo que
[¢a,ads] = 0 Va = =£1; en consecuencia, ad; € DerPg(a, 8) Vx € K. El
glgebra de Lie {ad,|z € K} es isomorfa a K con el producto dado por
conmutar matrices, la cual se sabe que es isomorfa a sl(2). Asf, abusando de
la notacién, si(2) € Der Pg(a, 8) NDer Pg(F). De hecho Der Pg(a, 8) = sl(2),
pero esto no quedard demostrtado hasta la seccién 4.

Tanto K como H son sl(2)-médulos irreducibles, de dimensién 3 el pri-
mero y 5 el segundo, por lo que Pg(e, ) = V(2) ® V(4) como médulo. Al
igual que en el ejemplo anterior, el hecho de que no exista ningin elemento
en Pg(a, 8) anulado conjuntamente por sl(2) nos dice que Der Ps(a, 8) no

procede de ningun élgebra Hurwitz.

Los siguientes teoremas y corolarios son, esencialmente, los resultados
fundamentales del presente capftulo. Su demostracién ocupard las préximas
secciones. En los enunciados de los teoremas A denotard un dlgebra de com-
posicién de dimensién 8 y rango toral < 1 sobre un cuerpo algebraicamente

cerrado de caracteristica # 2,3 y 5.

Teorema 5.4. Si Der A posee una subdlgebra de Cartan de dimension 2 en-
tonces o bien Der A es resoluble o bien Der A =2 sl(2) @ N con N un ideal
nilpotente no nulo de dimensién 1,3 o 5. Ademds, si Der A no es resoluble
entonces existe un elemento e € A con n(e) = 1 y e(Der A) = 0, por lo que
Der A C Der (A, e).

Teorema 5.5. Si Der A no es resoluble y posee una subdlgebra de Cartan
de dimensién 1 entonces Der A = sl(2) ® N con N un ideal abeliano de
dimensién 0 0 2. Ademds, A es completamente reducible como sl(2)-mddulo

y verifica uno de los siguientes apartados:
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I) A = 4V(0) @ 2V(1). En este caso existe e € A conn(e) = 1y
e(Der A) = 0.

1) A=V(0)® V(2) ®@2V(1l). Aqu aparecen dos posibilidades:

II,) Ezistee € A conn(e) = 1 y e(Der A) = 0. En tal caso Der A =
sl(2).

II,) Emiste un idempotente e € V(0) con n(e) = 1 y una base candnica
{e1,e2,u1, U2, us,V1,v2,V3} de (A,e) de tal modo que las matrices
coordenadas de Re y Le en la base {e, e2 — €1, u1, U2, U3, 1, V2, U3}
vienen dadas por (5.2). Asi, A es isomorfa al dlgebra A, del ejem-
plo 1 y Der A =51(2) ®N con dimN = 2.

II) A=V (2) & V(4). Si esto ocurre entonces eziste un iso}norﬁsmo entre
A y un dlgebra Ps(a, §) de modo que V(2) se identifica con K y V(4)
con H (véase el ejemplo 2). Ademds Der A = sl(2) y todas las dlgebras

Ps(a, ) cona®=1=B? ya o[ # 1 aparecen en este apartado.

IV) A = 2V(0) & 2V (2). En este caso Der A = sl(2) y existe e € A con
n(e) =1 ye(DerAd)=0.

Ademds, el tipo de la descomposicion de A es independiente de la subdlge-

bra sl(2) elegida.

Teorema 5.6. Si Der A es resoluble pero su accidn no es nilpotente entonces
dimDer A < 4 y el dlgebra derivada [Der A, Der A] estd formada por deriva-

ciones nilpotentes.

Teorema 5.7. Si Der A acttia nilpotentemente en A entonces dim Der A <

6.
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Estos resultados aportan claridad e intuicién sobre cémo influye el dlgebra
de derivaciones en las propiedades del dlgebra de composicion. Los siguientes

corolarios son una muestra:

Corolario. Sea A un dlgebra de composicion con producto xy sobre un cuer-
po arbitrario de caracteristica # 2,3 y 5. Si Der A no es resoluble entonces
ezisten isometrias @ y i de tal modo que con el producto x *y = x2¥y¥, el
dlgebra (A, ) es o bien Hurwitz o bien de Okubo; ademds, en ambos casos,
Der A C Der (4, ).

Demostracién. Sea F la clausura algebraica de F y Az = F @z A. El caso
en que Az tiene rango toral 2 es consecuencia del teorema 4.22. Supongamos,

< 1. Exceptuando los casos Il y Il

pues, que el rango toral de Az es
del teorema 5.5 se tiene que existe € € Az con n(e) = 1 y eDer Az = 0.
Fécilmente se sigue que hay un elemento ¢’ € A con n(e’) = 1y eDer A = 0.
Basta escoger R;' como ¢ y L' como 9 para concluir el corolario.

Estudiemos detenidamente qué ocurre en el caso Il del teorema 5.5. El
ideal abeliano N de Der Az = s1(2) @ N es el radical de la forma de Killing,
por lo que existe un ideal abeliano R en Der A con N = F @5 R. Del hecho
de tener N una subdlgebra suplementaria podemos deducir que existe una
subélgebra simple central de dimensién 3, S, en Der A con Der A=8gR. Al
ser 1a descomposicién de Az independiente de la subélgebra sl(2) considerada,
nada cambia al elegir sl(2) = F @# S.

El elemento ¢ € Az del teorema 5.5 se encuentra, de hecho, en A. En
efecto, el conjunto {z € A|zDer A = 0} tiene dimensién 1 y al extender
escalares pasa a Fe. Pongamos e = Az con A € Fyzx € A Porsere
indempotente, Az = ¢ = €2 = Az?%, de donde A\ € F y, en consecuencia,
ee A

Sea {e, ey — €1,u;,Up, U3, V1, V2, U3} la base de (Az,e) donde las matrices
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coordenadas de R, y L. vienen dadas por (5.2). Recordemos que el producto
en (Az,e) se denota por o y la involucién estdndar por J : £ + Z. En la base
{e1,€2,us, U, Us, V1, V2, Vs } la matriz coordenada de la aplicacién 7 = JL;!
es

diag(1,1,1,1,w,w? w?, w)

por lo que, segin la proposicién 2.7, el dlgebra (Ag,*) cuyo producto se

define mediante

! JrR;!

_ . —17p-1 —1p-1
:If*y'—’—‘IL'TOyT =7 Jr—*L; :ch R,

Y Y

para todo z,y € Az es un dlgebra de Okubo. Como e € A, las aplicaciones
¢ = L7'R;' y ¢ = id dejan invariante a A y, asf, Ax A C A*A C A;en
consecuencia, (A, *) es un dlgebra de Okubo.

El teorema 1.10 nos dice que ¢ es un automorfismo de (Az,e), lo cual
permite comprobar, usando la descripcién de Der Az obtenida en el ejemplo
1, que [, Der Az] = 0. Es inmediato concluir que [p,Der A] = 0y Der A C
Der (A, %), lo que demuestra el corolario en este caso.

Por dltimo, analicemos el caso en que la estructura de Az responda al
apartado III del teorema 5.5. Aqui Az = V(2) @ V(4) y Der A es una forma
de s1(2). De hecho, también A se puede expresar como A = V & W donde V
y W son Der A-médulos irreducibles de dimensiones 3 y 5 respectivamanete
(brevemente: Der A se escinde en una extensién cuadritica L de F (véase
[J]) y al extender escalares a L tenemos A, = L@®p A= V(2) &V (4). Sean 7
el F-automorfismo no trivial de L y 7' definida mediante (az)” = oz Va €
L.z € A. Puesto que necesariamente V(2)™ = V(2) y V(4)" = V(4), basta
entonces definir V = {z € V(2)|2” =z} y W = {z € V(4) |27 = z}.
Asf pues, sin pérdida de generalidad puede suponerse V(2) = ForVy
V(4) = F@r W).
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Manteniendo la notacién Ps(a, 3), K, H y 4 del ejemplo 2, el teorema 5.5
nos permite identificar Az, V(2) y V(4) con Pg(, 8), K y H respectivamente,
y la igualdad (5.3) nos dice que Az con el producto z * y = z¥*y¥# es un
4lgebra de Okubo. Puesto que ¢, (anlogamente @g) es la extensién a Az de
la aplicacién ¢, :a—aa,s—s VaeV,seW,sesignieque AxAC Ay
que (A, *) es una F-algebra de Okubo. Recurriendo de nuevo al ejemplo 2 y
al teorema 5.5, tenemos que |4, Der A] = 0 = [pg, Der A] y, en consecuencia,
Der A C Der (A4, *).

QED

Corolario.Sea A un dlgebra de composicion de divisidn sobre un cuerpo
de caracteristica # 2,3 y 5, entonces existen isometrias ¢ y ¢ de tal modo
que el dlgebra (A, *) cuyo producto se define mediante z*y = z¥y¥ es o bien
Hurwitz o bien de Okubo y, ademds, Der A C Der (A, *).

Demostracion. Si Der A no es un 4lgebra de Lie resoluble entonces el re-
sultado es consecuencia del lema anterior. En otro caso, segin el teorema
5.6, [Der A, Der A] tinicamente contiene derivaciones nilpotentes; ahora bien,
como hicimos notar en la seccién 5 del capftulo anterior, A no posee deriva-
ciones nilpotentes no nulas; en consecuencia, Der A es un dlgebra abeliana y,
por la clasificacién de las subdlgebra de Cartan, se tiene que existe a € A

con a(Der A) = 0. El resultado es, ahora, inmediato.
QED

Nota :Las formas del dlgebra A; del ejemplo 1 no son 4lgebras de divisién.
En efecto, en la demostracién del primer corolario se vio que si A es una tal
forma entonces Der A = S @ R con R un ideal de dimensién 2 y & un

4lgebra simple central de dimensién 3. Puesto que S se identifica mediante
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la adjuncién con una subdlgebra de Endr(R) y [8,8] = S, se sigue que
S = s1(2); sin embargo, A no puede tener derivaciones nilpotentes, lo que es

una contradiccion.

Corolario. Sea A un dlgebra de composicion sobre un cuerpo arbitrario de
caracteristica # 2,3 y 5. Se tiene que A es un dlgebra de Okubo si y sélo st
A es un médulo irreducible para su dlgebra de derivaciones.

Demostracidn. El directo es conocido [E-M 91]. Respecto al reciproco,
puesto que A es Der A-irreducible, A no tiene submédulos triviales y en
consecuencia, mirando la clasificacién, encontramos que o bien Der A es re-
soluble o bien A es una forma de una de las siguientes dlgebras: un élgebra
de pseudooctoniones, A; o Pg(a, §).

Supongamos que Z es un ideal abeliano no nulo de Der A, por hipétesis
AT = A. Pasando a la clausura algebraica, los mismos argumentos que em-
pleamos en la demostracién del lema 4.18 muestran que {r € A|VD €
Z3m con zD™ = 0} es no nulo. Asi, existe un elemento no nulo ¢ € A
anulado por Z que, por la antisimetria de las derivaciones, también verifica
(A,a) = (AZ,a) = (A,aZ) = 0, lo que da una contradiccién. En consecuen-
cia el radical resoluble de Der A es nulo. Esto restringe las posibilidades para,
A: 0 bien A es un 4lgebra de Okubo o bien A es una forma de un dlgebra
Ps(a, 8). Lo visto en la demostracién del primer corolario elimina la segunda
posibilidad.

QED

Antes de detallar la estructura de las secciones nos gustarfa mostrar dos
ejemplos en los cuales comprobaremos que las cotas de los teoremas 5.6 y 5.7

se alcanzan.
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Ejemplo 3: Sea F un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica
#2,3y 5,y L =sl(3,F) el dlgebra de derivaciones de Pg(F) = (Ps(F),*)
(véase, por ejemplo, [E-M 91]). Denotemos por E;; la matriz 3 por 3 que
tiene un 1 en la posicién (4,7) y ceros en el resto, y por ad, la aplicacién
ad; : Yy — y* T — X * Yy que, como sabemos, es una derivacién de Pg(F).
Sea ¢ = exp(adg,) = id + adg,, + 3ad%,, el automorfismo exponencial de
adg,, en Pg(F). Definimos una nueva algebra A cuyo producto viene dado
por zy = z¥ * y.

Consideremos h = Ey; + Eyy — 2F33. Como L = (ady, adg,,,adg,,, adg,,)
conmuta con adg,,, se tiene que £ C Der A. Ademds, {x € A|zL = 0} =
(E),) tiene norma cero, por lo que, en vista de nuestra clasificacién, o bien
Der A es resoluble o bien A es isomorfa a una de las siguientes dlgebras: un
dlgebra de Okubo, A; o Ps(a, ).

La tltima posibilidad no es factible pues dim Der Pg(a, 3) = 3. Por otro
lado, si A fuese de Okubo, puesto que el elemento h anterior es fijo por ¢ y
su norma es no nula, se tendria n(h)y = (hy)h = (h *y?) * h = n(h)y¥, de
donde ¢ = id, lo cual es falso. Tampoco A puede ser isomorfa a A; ya que
Der A; = sl(2) ® N con N = V(1) (ejemplo 1) mientras que Der A posee
una derivacién (adg,,) que centraliza a una subalgebra (L) de dimensién 4.

En consecuencia, Der A es resoluble y de dimensién 4.

Ejemplo 4: Consideremos una base canénica en € y una isometria ¢
dada por la matriz coordenada (5.4). Definimos un nuevo producto en €
mediante zy = ¥ o y y denotamos por A el dlgebra resultante. Claramente
e es la unidad a izquierda de A y, por lo tanto, e(Der A) = 0. Asf, Der A =
{D € Der¢|[p, D] = 0}.
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1 0/0 0000 1)
0O 110 00|00 —1
0 0({1 0O0j0O0 O
0 0|0 100 O0 O
Y11 -1l0 11|00 1 (54)
0 0j0 20|10 O
0 0}(-2 00|01 -1
0O 010 0 O0j0 0 1
En la misma base canénica, la matriz
0 0 M A 010 0 —pBs \
0 0 -—/\1 —)\2 0 0 0 ,33
0 0 0 d 0} 0 0 =X
0 0 0 0 00 0 A1
-,53 ,83 C f 0 /\2 '-)\1 0
/\1 -—Al 0 ,@3 0 0 0 —-—C
e —Xo|—-fBs 0 0|—-d 0 —f
0 0 0 0 0|0 0 0

representa una derivacién
D= )\lDel,m + )\2De1,u2 + /33De2,v3 + CD'u.l,'us + dD’ua,’Ul + fDuz,vs'

Es inmediato comprobar que [, D] = 0 y que, por lo tanto, Der A contiene el
subespacio Ly de Der € generado por los vectores de rafces {—a1,a2,—(a; +
), a1 + 20y, @) + 302,20 + 32}, el cual es una subélgebra nilpotente de
Der €. Usando nuestra clasificacién vemos que, por la dimensién de Der A,
o bien Der A = Ly o bien Der A no es resoluble. En este ultimo caso se
tendria que o bien A es estdndar o bien Der A = sl(2) & N con N ideal
nilpotente de dimensiéh 5. Puesto que e es unidad a un lado de Ay ¢ = Re,
se sigue que A no es estandar. Respecto a la posibilidad Der A=sl(2) 8N,
observemos que si existiesen otras derivaciones, bastarfa conmutarlas con Lo

para, usando lo visto en el capitulo 1, concluir que el rango toral de A es 2,
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lo cual, por el teorema 4.23, es imposible. Esto nos muestra que Der A actia

nilpotentemente y que su dimensién es 6.

En la préxima seccién mostraremos aquellos ejemplos de dlgebras reales
de divisién que quedaron pendientes en la seccién 5 del capitulo anterior. La
seccién 3 se dedicara a demostrar un resultado més completo que el teorema
5.4. Las técnicas de trabajo son similares a las que usamos al tratar las
4lgebras de rango toral 2. En la seccién 4 abordaremos la demostracion del
teorema 5.5. Aqui la teoria de representaciénes de sl(2) en caracteristica
arbitraria y el principio de la trialdad resultan fundamentales. En la dltima

seccién demostraremos los teoremas 5.6 y 5.7.

2. Ejemplos de algebras de division -

Permfitasenos continuar con la notacién establecida en la seccién 5 del capitu-
lo anterior.

Observemos que si B es una subélgebra de cuaternios de (C,0) y D es una
derivacién en B, entonces cualquier elemento ¢ € B de traza nula proporciona

una forma de extender D a una derivacién D del slgebra (C, o) mediante
b—bD, vobrwvo(boc+bD) VbeB,

donde v es un elemento prefijado no nulo de B+.

Sea K una subélgebra de composicién de dimensién 2 de (C, o) y
Der (C,0) = {D € Der (C,0) | KD = 0}.
Denotemos por su(K+, ) al conjunto

{D' € Endg(K1)|o(zD',y) + o(z,yD’) = 0}
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donde o es la K-forma hermitiana del K-espacio vectorial K+ definida en

(1.13). La siguiente caracterizacién de Der x(C, o) resultard til [E-M 95]:

Teorema 5.8. La aplicacién D + D|g. es un isomorfismo de dlgebras de
Lie entre Der g (C, o) y su(K+,0).

Ejemplo D’y: Sea K una subélgebra de dimensién 2 del dlgebra de
Cayley-Dickson (C,0) y {z1,%2,73 = z1 © 22} una K-base o-ortogonal del
K-espacio vectorial K. Fijemos un elemento a € K ortogonal a la unidad
e. Consideremos V el F-espacio vectorial generado por {z1,Z2,a © T3} ¥y
V! = aoV; claramente C = K®V &V’ es una descomposicién en subespacios
de C ortogonales entre si.

Sea  una isometria de C dada por
¢lkev: =1id, ¢lv = —id.

Definimos un nuevo producto en A = C mediante zy = x¥ o y. Al ser ¢ la
unidad a izquierda de A se tiene que e(Der A) = 0 y, asf, Der A = {D €
Der (C, o) | [, D] = 0}.

Sea D € DerAy z € V, como 2Dy = xpD = —zD tenemos que
zD € V. Por otro lado, si VD = 0 entonces D anula a la subélgebra de
(C, o) generada por V, la cual es C; en consecuencia, la aplicacion D — D|y
es inyectiva y sitia a Der A dentro de las aplicaciones antisimétricas de V.
Ast, Der A es una subélgebra de un 4lgebra de Lie simple central de dimensién
3. Recfprocamente, es inmediato comprobar por el teorema 5.8 que cualquier
aplicacién antisimétrica D' : V' — V se extiende a una derivacién D de (C, o)

mediante

Dlx =0, vD=vD" y (acv)D=ao(D) VveV
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Concluimos que Der A es un 4lgebra simple central de dimensién 3. Ademaés

K es un médulo trivial para Der A y V, V'’ son irreducibles.

Ejemplo D’yy: Sea B una subélgebra de cuaternios de (C, o), a,b € B
tales que n(a) = 1 = n(b) y {a,b,e} son linealmente independientes, y sea
v un elemento fijo no nulo en BL. A partir de los automorfismos 7, y 7

construidos mediante

T

=1z y (vox)® =wvo(zroa) VzxeB

(andlogamente 7,) definimos una nueva élgebra A cuyo producto viene dado
por xy = x"¢ o Y.

Escogiendo A® = B y A) = B tenemos que la descomposicién A =
A® @ A es una Z, graduacién de A, la cual induce en £ = Der A otra
graduacién £ = £O @& LD con L) = {D € DerA|AVD C AW} (los
fndices se consideran mdédulo 2).

Sea D € LY y eD = voc para algin ¢ € B. Tenemos voc = eD = €?’D =
e(eD) + (eD)e = (eD)™*® =wyo(co (a+b)), de donde co (a+b—e) = 0.
Puesto que a,b y e son linealmente independientes, se sigue que ¢ = 0 y
eD = 0. Esto implica que zD = (ex)D = e(xD) = zDn, Vx € B. Ahora
bien, 1, no tiene valor propio 1 en B, por lo que BD = 0y, por antisimetria,
LM = 0.

Sea D € L),

2D = (ex)D = e(xD) + (eD)x = zD + (eD)x Vzx € B,

de donde eD = 0; asf, Der A = £L©® C Der(C, o) de donde [7,,D] = 0 =
[, D] VD € Der A. Por otro lado, si vD =wvoc con c € B y cle entonces,
al conmutar D con T, y Ts, ocurre que aD = coa—aocy bD =cob—boc.

Puesto que a y b generan B, esto nos dice que D|g = —ad, : £ — cox—z0g;
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en consecuencia, (voz)D =vo(roctcozx—zoc)= (vox)ocVz € B.
Es sencillo concluir que el dlgebra de Lie Der A es isomorfa al dlgebra de Lie
BN {e)* con el producto [z,y] = zoy—yox, que es un &lgebra simple central
de dimensién 3.

Como Der A-médulos, B es suma de un submédulo trivial de dimensién

1 y otro irreducible de dimensién 3, mientras que B+ es irreducible.

Ejemplo D’yyy: Sea B una subdlgebra de cuaternios de (C,0)ya,be B
ortogonales entre s{ y ortogonales con la unidad e. Definimos dos isometrias
v, mediante

p:xalozoa, y—y

Yix—blozob, Yy y
Vz € B e y € B*. Podemos construir una nueva élgebra de composicién
A cuyo producto venga dado por zy = z¥ o y¥. Al igual que en el ejemplo
anterior, A es un 4lgebra Z, graduada mediante A = B & B+. Denotemos
por £ = Der A = L© @ LY la graduacién inducida en Der A.

Sea D € LW, tenemos que eD = (eD)e + e(eD) = 2eD, por lo que
eD = 0. En particular, Yy € Bt ocurre:

yD = (ye)D = yDyp, yD = yD,

de donde, por la definicién de ¢ y 9, yD conmuta con a y b. Asi yD € (e),
pero (yD,e) = —(y,eD) = 0, por lo que, B+D = 0. Por la antisimetria de
las derivaciones se sigue que £ = 0.

Sea D € £®, claramente yD = (ey)D = (eD)y + yD Vy € B* implica
que eD = 0; asf, Der A = L£©® C Der(C,o). Puesto que D conmuta con
la accién de ¢ y 9 se sigue que D|p = 0. De nuevo, es sencillo concluir
que Der A es isomorfa al dlgebra de Lie BN {e)* con el producto dado por

[z,y] = z oy — y oz, la cual es simple central de dimensién 3.



144 CAP{TULO 5. OTRAS ALGEBRAS DE DERIVACIONES

Respecto a la descomposicién de A como Der A-médulo, resulta claro que

B es un médulo trivial mientras que B+ es irreducible.

Ejemplo D’y: Para este ejemplo es conveniente partir de un élgebra
de Okubo de divisién. Sea F un cuerpo que no contenga ninguna raiz cibica
primitiva w de la unidad y K = F(w). Consideremos dentro del élgebra
de pseudooctoniones Pg(K) = (sl(3, K), ) el F-espacio vectorial A = {z €
Pg(K) |zt = —z} donde z +— z* es la trasposicién de matrices y Z* denota
la matriz conjugada hermitiana de z. Como vimos en el capitulo 1 (teorema
1.25) A con el producto * heredado de Pg(K) es una F-dlgebra de Okubo.
Es sabido [E-M 91] que si F = R y K = C entonces el dlgebra (A, *) es la
Unica (salvo isomorfismos) 4lgebra de Okubo de divisién sobre R.

Supongamos que, como en el caso real, (A4,x*) es de divisién. Sean K =

{a € A|la* = —a}y H= {s € A|s* = s}. Definimos las siguientes isometrias:
a’*=aa y s*=s VaeK,s€ H

donde a? = 1. Podemos dotar a A con un nuevo producto dado por zy =
x> xy¥2 con a®? = 1= %y a o B # 1. Es evidente que A es una forma de
un 4lgebra Pg(e, 8), por lo que en vista del teorema 5.5 Der A = {ad, : x —
za —az|a € K} es una forma de sl(2).

Respecto a la descomposicién de A como Der A-médulo, notemos que K
es un médulo irreducible de dimensién 3 mientras que H lo es de dimensién

5.

Los siguientes dos ejemplos muestran 4lgebras de composicién cuyas dlge-
bras de derivaciones tienen dimensiones 1 y 0 respectivamente. Con ellos
damos por finalizada nuestra lista de ejemplos de élgebras de divisién de

composicién para el teorema 4.1 y las proposiciones A-D.
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Ejemplo 5: Sea K una subélgebra de dimensién 2 de (C,0) y ¢,% dos
automorfismos de (C, o) que fijen los elementos de K y cuyas matrices coor-
denadas en una K-base g-ortonormal de K+ (por ejemplo con (C,o) los

octoniones de divisién reales y K = C) sean

p > diag(a,b, (a0 b)) o — ( (1) g (1) )
010

donde a, b € K tienen norma 1y en {a,b, (aob)~!, e, —€e} no hay dos elemen-
tos iguales (recordemos el teorema 1.11). Definimos una nueva dlgebra A cuyo
producto viene dado por zy = z¥ oy¥. Puesto que tanto ¢ como 7 son auto-
morfismos de (C, o) y ademds ¢ no tiene valores propios +1 en K +, es sencillo
concluir, por la proposicién 5.3, que Der A = {D € Der (C, o) |[p,D] =0 =
%, DI}.

Dada D € Der Ay z € K tenemos que D = z¢D = zDy, de donde
zD € K vy asf, como K no tiene derivaciones no triviales, KD = 0. Po-
demos ver los elementos de Der A como transformaciones en su(K*,0) que
conmutan con ¢ y ¥ (teorema 5.8). Por la forma de ¢ y ¢ se sigue que
dim Der A = 1.

Ejemplo 6: Si en el ejemplo anterior en lugar de la 9 escogida conside-

010
| 001],
100

entonces una argumentacién aniloga a la vista muestra que Der A = 0.

ramos

3. Algebras de rango toral 1 y rango 2

En esta seccién demostraremos algunos resultados que conducirén al teorema

5.4. A lo largo de la seccién la caracteristica del cuerpo base se supondré
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distinta de 2 y 3. El tratamiento difiere dependiendo de la dimemsién del
subespacio de peso nulo Ag del dlgebra de composicién A. Si tal dimensién
es 2 (subslgebra de Cartan corta) entonces las derivaciones proceden de un
4lgebra Hurwitz donde encontraremos una base canénica para representarlas.
Sin embargo, si la dimensién es 4 (subdlgebra de Cartan larga) entonces
aparecen como excepciones ciertas dlgebras de composicién cuya Algebra de

derivaciones es resoluble (ejemplo 3).

3.1. Subalgebras de Cartan cortas

Sea H una subdlgebra de Cartan corta de dimensién 2 de Der A. Denotemos
por e la unidad, unidad a un lado o una paraunidad del espacio de peso nulo

Ap, vy sea
A=AcP (Ac @ A_2) P (A_a & Aza) (5.5)

la Z3 graduacién asociada a la descomposicién en subespacios peso. Elegimos
una base candnica en (A4, e) de tal modo que
Apg=Fer + Fey An= (uz,us)
(5.6)
Ao = (va,v3)  Age = (V1) A_oe = (uy)

(recordemos (4.6)). Pongamos H = FH, + FH, con H, semisimple y H,
nilpotente. Es evidente que H,, anula al subespacio {e1, ez, u1,v1) ¥ que, salvo

cambio de la base candnica, podemos suponer
Uan = Us 'LLQH,-,, =0 ’Uan = —7V3 'UaHn = 0.
Lema 5.9. Para la anterior eleccién de e y de la base

{6, €1 — 62;”1;“2&3,?11,’112,@3},
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los operadores L. y Re tienen matrices coordenadas de la forma

€1
diag(1,£1,C,(CH™) con C= €
6 €2

donde t denota la trasposicién. Ademds, alguna de ellas es no diagonal.

Demostracién. Demostraremos el lema para L., siendo andlogo para R.. Co-
mo e € Ag entonces eAg, = Az, y asf eu; = €1u; para algin € € F. Por otro
lado, (eug)H, = e(up)H, = 0y euz € Aq implican eus = €us para algin
¢; € F. Por 1ltimo, como euz = Aug + éup para ciertos A\, 6 € F, aplicando
H,, a esta expresién se sigue que A = €, por lo cual la matriz C del enunciado
es la matriz coordenada del operador L, restringido a U(e;). Puesto que Le
es una isometrfa, concluimos que la matriz coordenada de L. restringido a
V(ei) es (C*)7L.

Si las matrices coordenadas de L. y R. en la base que aparece en el enun-
ciado fuesen ambas diagonales entonces, por la proposicién 4.20, A tendria

rango toral 2, que no es el caso.
QED

La siguiente proposicién es aniloga a la proposicién 4.20

Proposicién 5.10. Las dlgebras de composicién A de rango toral 1, con
producto xy, cuya dlgebra de derivaciones posee una subdlgebra de Cartan
corta de dimensién 2 son exactamente agéllas que se construyen a partir del
dlgebra de Cayley split (C,©), con unidade, y una base candnica {e1, €2, U1, U2,
u3, V1, v, Vs } definiendo xy = z¥ o y¥ para cualesquiera operadores lineales

0,9 de C cuyas matrices coordenadas en la base

{e,e1 — €2, U1, U2, U3, V1, V2, V3}
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tengan la forma

€1
diag(1,#£1,C,(CH™Y) con C= €2
6 €9

y al menos una de ellas no sea diagonal.

Demostracidn. El lema anterior demuestra el directo. Respecto al reciproco,
sea A un 4lgebra de composicién construida como se indica en el enunciado.
La unidad e de € pasa a ser un idempotente en A y ,7 se convierten en los
operadores R. y L. de A respectivamente; asi, (€, 0) = (4,e¢). La subélgebra
H = (D, g Duyvs) de Der (4, €) conmuta con Le y Re por lo que H C Der A
y proporciona una descomposicién de A andloga a (5.5). Veamos que H es
subélgebra de Cartan de Der A. Dada D € Der A con [H, D] C H entonces
(Ao)D C Ay, por lo que en vista del teorema 4.8 (Ag)D =0y D € Der (4,¢).
Pensando en que la matriz coordenada de D debe conmutar con las de L,
y R., facilmente se ve que D € H. Por lo tanto H es una subélgebra de
Cartan de Der A. Ademds A no puede tener rango toral 2 ya que en tal
caso todas las subélgebras de Cartan son conjugadas y por lo tanto existirfa
¢ € Aut(Der A) con Hf diagonalizable; en particular, ady, = adye€™" serfa
nilpotente y diagonalizable, es decir nula. Tendrfamos que H, pertenece al
centro de Der A, Z(Der A), que, como sabemos 4.23, contiene tUnicamente
derivaciones diagonalizables, lo que es una contradiccién. Esto demuestra

que el rango toral de A es 1.
QED
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Sean ey {e1,es,u;,Us, Us, V1, Vs, v3} como al inicio de la subseccién, por

el lema 5.9 los operadores L, y R, tienen matrices coordenadas

€

L, < diag(1,£1,C,(CH)™!) con C= €12
o en
. (5.7)
R, « diag(1,£1,D,(D")™!) con D= €r2
51' €r2

en base {e,e; — eg, U1, Up, U3, V1, Vo, V3}. Sea L = DerA = H @ 3,4 Lia 12
descomposicién de £ por H en subespacios raices. Las dlgebras que consi-
deramos necesitan un tratamiento especial para cuerpos de caracteristica 5.
Aunque esto se pondré de manifiesto en la demostracién del siguiente teo-
rema, baste sefialar que si carF > 5 entonces Aty = 0 y, por lo tanto,
A(a) = Ao ® Ao ® A_z, es una subdlgebra de composicién; pero si carF =5
entonces Aisa = Aza # 0, y €l que A(a) sea una subédlgebra proviene de
que A2, = Fv? = 0, pues v? = vieo ev; = €€ v1 o v; = 0 (andlogamente
A%, =0).

Teorema 5.11. Sea A un dlgebra de composicion de dimensidn 8 y rango
toral 1, sobre un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica distinta de
2 y 3, cuya dlgebra de derivaciones posee una subdlgebra de Cartan corta de
dimensién 2. Entonces existe un idempotente e € A conn(e) = 1 de tal modo
que eDer A = 0 y Der A C Der (4, ¢€).

Demostracion. Si Ag no es paraHurwitz entonces el teorema es consecuencia
del lema 4.21. En lo que sigue supondremos que Ag es paraHurwitz y que
e es una de sus paraunidades, que consideraremos la de A(a) en caso de
ser esta subélgebra paraHurwitz. Fijemos la base canénica de (4.6). Como
AoLi, C A;, entonces AgLi, = 0 para i # =1+ 2. Empezaremos mostrando

que eLy, = 0.
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Sea D € L, con 0 # eD € Ay = (uy,us). Salvo cambio de D por
[D, H,] podemos suponer que eD = u,. Como vefamos en la demostracién
del teorema 4.22, por ser A, paraHurwitz y conmutar R, y L., se tiene que
esD = (e;D)e, e1D = e(e;D) y 0= (e2D)e + e(e; D), de lo cual

6¢DL2 = —e,-D Yy Ci.DRg = —CiD 7= 1,2.

Puesto que e;D € A,, y en este subespacio L? tiene como tinico valor propio
a €}y, entonces €, = —1; andlogamente, €3, = —1. También por la forma de
L. y R. se sigue que los unicos vectores propios en A, comunes a ambos
operadores son los de Fu, y, en consecuencia, e;D € F us 1= 1,2. Ahora
e2D = (e1D)e = €€ D y e1D = epeyD, por lo que e # —1 # €ay
ennére = 1. Concluimos que 3 = —w y €, = —w? con w una rafz 3-primitiva
de la unidad. De las igualdades e;D = —we;D y €;D + ;D = eD = wuy,
facilmente se sigue que

—w 1
D =
I—w? ¥ e l—w

€1D = Us.

Por otro lado, eiu; = (e1e) o (eu1) = ez 0 (eur) =0y wyD € A_, = (v2, v3);
asf,

0= (elul)D =

—w
Tl + e (u D) = T weeew + ez o e(uy D)

—€
T _1;113 +e(uy D). (5.8)

Sin embargo

w2

€11Vs,
—-w

enuD = (equy)D = uu; + ex(u1 D) = 1

1
l—w
lo que implica que e(u;.D) = =L v,. Esto junto con (5.8) nos da que €; = —w
y, andlogamente, €,; = —w?.

Sea € = we; + w?e, otra paraunidad de Ay (recordemos el lema 1.19).

Tenemos que e'u; = —u; = we’' 'y evy; = —v; = vye’ por lo que A(a) es
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un 4lgebra paraHurwitz con paraunidad €. Esto contradice la eleccién de e
y, por lo tanto, eLi, = 0. Puesto que las paraunidades de Ap lo generan
linealmente, podemos concluir de lo anterior que o bien A(a) es paraHurwitz
con paraunidad e, en cuyo caso eLi, = 0, 0 bien A(a) no es paraHurwitz y
AoLis = 0.

Gi carF > 5 entonces Lo, actia como derivaciones en A(a), por lo que
o bien L4, actia trivialmente o bien A(a) es paraHurwitz y Lo, anula a
su paraunidad. Por lo anterior, el teorema quedaria demostrado en ambos
€asos.

Qi carF = 5 entonces no necesariamente Lo, actia como derivaciones
en A(a), por lo que la argumentacién anterior no es vélida. Como antes,
denotaremos por e la paraunidad de A(c) si esta lgebra es paraHurwitz y en
otro caso e representaré cualquier paraunidad de Ao. Sabemos que eLi, =0,
veamos que también eL o, = 0. Por reduccién al absurdo, sea D € La, con
eD # 0. Observemos que (As,)D # 0 pues de lo contrario D) 4(a) Perteneceria
a Der (A(a)) y asf A(a) serfa paraHurwitz con paraunidad eyeD =0, que
no es el caso. Cambiando D por [D, H,] si fuese preciso, podemos suponer

que 0 # v, D € Fus y eD = v;. Se tiene que
&;lo,D = (ev1)D = v} + e(v1 D) = e(v1D) = €1 D

de donde €;; = € y andlogamente €, = €. Denotemos €; por € y €ri POt
¢, i=1,2. ComoeD = e?D = e(eD) + (eD)e, entonces

gt+et=1.

Por otro lado A_,D C A, y también D es antisimétrica, en consecuencia

v D = Auz y vsD = —Aug para algin A € F. Con esto

—e7 g = € ugD = (v3€) D = —duge + 30y = (=€ A+ et us.
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Anélogamente, con (evs)D obtenemos
— \ug = (A — 67 Huy

de donde
ad=cal—1, erA=egr+1l y A#0.

Sumando ambas expresiones y simplificando A se tiene que
€ + €p = 616:,-(6[ + Er).

Como ¢+¢, # 0, pues e[1+e,‘1 = 1, entonces ¢, = 1. En consecuencia €6, =
1= ¢ +¢ y, por lo tanto, ¢ = ~w y €, = —w? con w una raiz 3-primitiva de
la unidad. Nuevamente A(a) resulta ser paraHurwitz con paraunidad we; +

w?es, lo que contradice la eleccién de e.
QED

Nota: De la demostracién del teorema se deduce que como elemento e
puede tomarse la unidad, unidad a un lado o cierta paraunidad del espacio

de peso nulo en la descomposicién (5.5).

El resto de la seccién lo dedicaremos a calcular las diferentes dlgebras de
derivaciones que aparecen para estas dlgebras de composicién. Consideramos
el elemento e de la nota anterior y una base {e,e; — es, uy, ua, us, vy, vz, V3 }
de (A,e) donde L, y R. se expresen mediante matrices coordenadas de la
forma (5.7). Al igual que mostramos para rango toral 2, no hay pérdida de
generalidad en suponer que Ay es Hurwitz con unidad e. También, como allf
notamos, £ = LO & LD L con L® = {D € DV |[R,,D] = 0 = [L., D]}

Recordemos (capitulo 1) que la forma trilineal (z o y,z) es alternada
Vz,y,z € U(ey), y por lo tanto V7 € Endz(U(e;)) se tiene que (7 oy",2") =
det(7)(z oy, 2).
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Empezaremos examinando el caso en que L) # 0 (andlogamente se de-
sarrollarfa £® # 0). Veamos que L, y R. son automorfismos de (4,e). Sea
Deyw € LW,

u = €1De, , = (€€1)Deyu = €(€1De, u) = €U.
Por otro lado, puesto que u'De, , = uo o' Vu' € U(e;), se tiene que
(eu) o (er') = (eu')Dey u = €(U' D,y ) = e(u o '),
de donde
det(Le|yeny) (w0 ', ") = ((eu) o (ev), eu’) = (e(u o v'), eu”) = (uo o', u")

para todo u/,u” € U(e;). Asl det(Le|u(e;)) = 1 y en consecuencia, por el
teorema 1.10, L. es un automorfismo de (4, e) que fija Ag. Andlogamente le
ocurre a R.. Adem4s, como u es un vector propio de valor propio 1 se tiene
que o bien ¢;; o bien ¢ vale 1; pero como €3 €%, = 1, entonces necesariamente
e1 = 1 = €. Andlogamente obtendriamos que €1 = 1 = €2,

Sea 7 € {L., R.}. Tenemos que De o € LY & 27 = £ V7 y Deyy €
L® & yT = y Vr. En particular, De; oy € L& y Deyy, € L. Respecto a

otras posibles derivaciones en LY y £B3) | es inmediato comprobar que:
a) Si € 0 €0 # 1 entonces LB = (Dey ) ¥ L2 = (Deg,uy)-
b) Si € = 1 = ¢ entonces L = (De; uyy Deyu) ¥ LP = (Dey 1y s Deg s )-

De la expresién coordenada de D,, € D©® (ver capftulo 1) se sigue
facilmente que para el apartado a), £ = (Dy, 4, Duss) ¥ Para el b) se
tiene que £©