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II!TRODUCCIOI! 

La presente lDemorla tiene como objetivo estudiar algunos 

lnvariantes de homotop1a propia. y las relaciones que existen 

entre ellos . Con esto se intenta establecer una base adecuada 

sobre la que elaborar un estudio de la extensión y 

clasificación de aplicaciones propias (tema central de la 

memorla que está realizando J . l . Extremiana , compafiero con el 

que mantenemos una estrecha oolaboración) y que podr1a 

resultar interesante de cara a la clasificación de vanedades 

abiertas 

Este tema fué sugerido por el Dr .L.J .Hernandez, baJo cuya 

dire~ción ~e h~ realizado todo el trabajo, en Octubre de 1 983 

~ando inici6 un ("';urso especlal sobre "Elementos de homotopla 

propla en el Colegio Universitario de la Rioja 

Al cominenzo de cada uno de los cuatro capltulos de que 

consta la memor~a hemos hecho un breve resumen . No obstZlnte, 

realizZlremoB uno aquj, para que el lector pueda tener una idea 

general ~obre el trabajo realizado , 

En el Cap,itulo . 1 se hace un estudio deta llado de loti grupos 
, 

de homotop1a propia ll:n definidos por Cerin [Ce ] y JII. definidos 

por L . J . Hernández [He , ] para espa elos t opo16g~eos con rayo 



base o pares propios con rayo base . 

Para ello se dan otras definioiones alternativas de estos 

grupos, conslderando como espacio de partida un (n-+1)-cubo no 

compacto IJI. xJ (1;;: [0,1], J"" [0,-+00)) Y aplicaciones propias 

bastante "r1gidas " Estas definiciones permiten demostrar 

muchas propiedades con una formulación geométricamente muy 

cómoda, como ocurre cuando se elige como espacio de partida el 

n-r:mbo compacto ID para definir los grupos de homotop1a de 

Hure""W1CZ, ~ 

En este lIJlsmo capitulo se obtlene, tanto para el caso 

absoluto como para el relativo, que la relación eXlstente 

entre los grupos anteriormente citados v~ene dada por una 

.sucesión exacta : 

. .. ----i 1tn.l~ Jn --+ ~ --- 1tn. --- ... 

Por otra part.e, se demuestrll que , entre otras, existe unll 

• 
acci6n del primer grupo de homotop1a propia absoluta de Cer~n, 

~1' en todos los demás grupos (tanto en el caso absoluto como 

en el rel2ltivo) que ademas es compl!tible con la sucesión 

exacta que los relaciona . 

Asl oomC\ la lIcci6n del grupo fundamental en los demás 

grupos de homotoplA de Hurewjc:z conduoe a la interesante 

noci6n de n-simplicidad (que en este trabajo ] lamaremos 

(~)n-simplicidad), condici6n que permite dar una 

interpretación geom~trica d. los grupos de . Hurewicz 

independiente del punto base, las aociones definidas dan lugar 

~ nociones de (l) n-simplicidad y (n) n-simplicidad, con las .que 
- = 

se obtienen jnterpret~ciones geom~tricas de los grupos de 
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homotopia propia Jn y ~n independ~entes del rayo base 

En 1 . 984, L J .Hernández (de quien fueron las ideas 

originales) junto oon J . I.Extremiana y la autora de este 

trabajo, definieron unas nuevas teor1as de (co)homologla 

(J'")J. y (E·)E. que llamaron (co)homolog1a singular propia y 

(co)homologia final prop~a respectivamente [E-H-R] . Ambas 

están def inidas en la categor1a de los pares propios y 

aplicaciones propias, y constituyen invariantes del tipo de 

homotopia propia 

Estaf:. teoria$ están inspiradas en la t.eor1a de homologia 

singular H. que W S Massey desarrolla en [M) utilizando n- cubos 

singulares (aplicaciones continuas de un n-cubo compact o en el 

t"!$pacio en cuflstión) . Con técnicas parecidas a las suya$ pero 

utilizando n-cubos singulares propios (aplicaciones propias de 

n-cuho$ compactos o no compactos en el espacio ) se obtiene la 

homologia J~ y factorizando pOI los cubos compactos la E. . 

Estas teorias están relacionadas por una sucesión exacta : 

... '-+ Rn.l -----+ J n+l --- Eu.l -----+ Hn -----+ 

En [E-H-R} se desarrollan algunas propiedades de estas 

teorias de homologia y se definen unos nuevos complejos, los 

complejos cúbicos propios finitos (espacios oonstruidos con un 

número finito de cubos compactos o no compactos) inspirados en 

los complejos simpliciales, pero con los que es posible 

conseguir e$pacios no compactos de un modo finito . 

Esos nuevos complejos resultan adecuados para estudiar las 

homologias propias pues en ellos es posible dar un algoritmo 
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de cAlculo basado en la estructura esque1eta1 . 

El Capitulo TI de la memoria está dedicado a introducir 

estas t eor1as y completar algunas de BUS propiedades, así 

oomo a establecer teoremas de escisión y Kayer-Vietoris para 

la categor1a de los complejos cúbicos propios finitos con 

hipótesis menos restrictivas, pues en general para estAs 

homo1og1as propias a las oondiciones habituales para estos 

teoremas hay que añadir otras conoernientes a finales de 

rreudenthal de los espacios involuorados . 

En toda teor1a de homotop1a es importante encontrar la 

relación existente entre grupos de homotop1a y grupos de 

homolog1a . Aqui nos planteamos también este problema y a él 

estÁ dedicado todo el Capitulo 111 . 

La relación entre los grupos de homotopia de Hure"icz y los 

de homologia singular es ampliamente conocida, viene dada por 

la aplicaci6n de Hure'Wicz, que denotamos Pn : 1tn------+ ~, y los 

respectivos teoremas de Hurevicz para el caso absol1.l1:O y 

Por otra parte, para el caso absoluto, en [He . J, se prueba 

que los grupos de homologla final propia ~1 (1) son isomorfos 

• a lu(I,o:», siendo estos ultimas los grupos de homolog1a local 

de Hu {Hu.!] y 1 la compactificación de Alexandroff de X por 

• el punto~ . Esto, unido al hecho de que los grupos de Cerin !n 

son los de bomotop1a local de Hu {Hu . ! ] de la compactificaoi6n 

de Alexandroff del espacio en cuesti6n (también en el caso 

relativo), conduce a obtener en [He . ] un homomorfismo de 
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Hurevicz (para el caso absoluto y n :.:: 1) Pn : l!n---" ~1 que -
5~tisf~ce el teorema de Hure.icz . También en IHe . ] se obtlene 

para el c~so ~bsoluto y n :.:: 1 , un homomorfismo natural de 

tipo Hureyicz, P1 :Jn---t Jn+l (isomorfismo si los grupos n,. y 
= 

Jr-l son triviales para r " n , con n :.:: 2) que hace conmutativo 

e) diagrama : 

... ---., ~1 ---., 

1~ 
.... -- ~l ---., Jn+l ---., Eral 

De manera sencilh en el párrafo 1 del Capitulo III se 

obtien~ un homomorfismo de Hurevicz y el ~orre5pondiente 

teorema, entre 105 grupos ~ y Ezal para el caso relativo y 

n > 2 

Posteriormente, en el párrafo 2, se define una aplicaclón 

de tipo Hurewioz para el oaso relativo y n :.:: 1, Pt , entre los 
= 

grupos Jn y Jn+l ' Se co.mprueba que es homomorÍlsmo para n :.:: 2 . 

Asimismo se observa que hace conmutativo un diagralUl análogo 

al anterior para el caso rehtivo . También, que para un par 

propio con un uyo base (I ,A,a) de forlM que los grupos 

",-(1 , 1.,0(0» = O ¡>lira cada r < n , ;"(I ,A, O) = O ¡>lira cada 

r " n-l, y nO { ! )' 1to(ALJo {I , a ). JO {A, O ) son triviales, 

Pt : ~(l,A,O') ---., JD+l (I,A) es un epimorfismo cuyo núdl':o 
• 

contiene al suhgrupo generado por los elementos de la forma 

t- u • t, donde t E ],,(1,1.,0) , u E Jl¡(A, O) y u. t denota 

la acción de u en t . 
Intuyendo que ésta puede ser efectivamente la forma del 
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núcleo (n6tes.e que no es la habitual), el resto del capItulo 

va encaminado a demostrarlo, siguiendo un proceso en Clerto 

modo paralelo al que suele utilizarse para probar el Teorema 

de Hurewioz entre los grupos nn y En · 
Para ello, se estudia otra manera menos "rígida" de definir 

los grupos ln que la dada en el Cap1 tulo 1, aunque se siga 

utilizando como espacio de partida In x J, estructura que aún 

nos interesa conservar para tener fornrulaciones geométricas 

s.encillas . Esto permite dar un Teorema de adición de homotopia 

propia, parecido al clásico, en el que esta involucrado el 

homomorfismo ~1 ----+ Jn. MAs adelante se contruyen unos 

complejos de cadenas parecidos a los de Eilenberg-Blakers 

para homologla singular, que dan lugar a grupos de homología 

propia que son una especie de puente entre los grupos ln y Jn+l 

y a través de ellos se obtiene finalmente el resul rado 

deseado . 

Es bien conocida la importancia de los CW complejos (que aquí 

llamaremos clásicos), generalización de los complejos 

simpliciales, en la teor 1a de bomotopia. Nos habiamos 

planteado el problema de encontrar espacios que generalizaran 

21 los oomplejos cúbioos propios finitos y a los CW oomplejos 

clásicos y que fuesen un marco adecuado para el estudio de la 

homotopla propia. 

Esta generalización se da en el C6pitulo IV, donde se 

definen los CW oomplejos propios (intuitivamente, son espaclos 

l~onstruido~ pegando sucesivamente celdas compactas y no 
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compactas por aplicaciones propias de sus bordes) 

En el pArra fa 1 se da una definición que no corresponde a 

esta idea intuitiva (lo que se hace en el párrafo 2 

introduci~ndo los espaoios celulares propios y viendo que son 

equiva lent es las dos definioiones) pero con la que se 

de1Illlestran l:IIás fácilmente algunas propiedades básioas . 

Entre otras, se prueba que todo subcomplejo de un Cf{ 

oomplejo propio finito posee la propiedad absoluta de 

extensión de homotop1a propia en éste . 

También se observa que es posible obtener un algoritmo de 

cálculo de las homolog1as H., J. Y E., a través de la 

estructura esqueletal, para un CW oomplejo propio regular 

finito (en el caso de J. y E .. , debe añadirse la condici6n de 

que la dimensión sea menor o igual que 3). 

Si I es un CW complejo clásico, In el n-esqueleto y Xo E Xn 

el heoho de que 1t¡.(X,Xn.xo) = O para cada r :s: n, permite 

demostrar de manera sencilla el Teorema de aproximaci6n 

cel111ar (ambos resultados fueron probados por J .H .C. Whitehead 

[Wh 2]). Si se obtuviera para los grupos 1tr y \-1 del par 

(I,ID ), donde 1 es un CW-complejo prop1o, la trivialidad para 

r :s: n, seria fAcil entonces demostrar un Teorema de aproximaoi6n 

oelular propia. En el caso de los grupos de Hureyicz 

demoBtramos que el resultado de Whitehead puede generalizarse 

sin ninguna restricci6n, pero en el caso de los g.r:upos =\-1 

s610 se obtiene trivialidad para r < n, y ya con . algunas 

restricciones . No obBtante, utilizando los nuevos TeoremaS" de 

tipo Hureyicz y los grupos de homolog1a propia, se van 
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elaborando una serie de teoremas que permiten dar condiciones 

suficientes para que exista aproximaoión oelular propia . 

• • • 

A continuación, incluimos unas pequeñas notas históricas 

sobre algunos oonceptos fundamentales que aparecen en este 

trabajo 

El concepto de homotopia , al menos para aplicaciones del 

intervalo unidad , e~ debido a C . Jordan en un articulo de 

1 . 866 [J] . La palabra homotop.1a tué utilizada en prl.mer lugar 

por N. Dehn y P . Heegard en un articulo conjunto de 1 .907 [D-H} 

El grupo fundamental, uno de los conceptos más importantes 

de la topolog.1a algebraica, es debido a H. Poinearé, que habló 

de él en su "Analysis situs" de 1. 895 [Po] . En este ml.smo 

articulo dió también varios ejemplos de oálculo, algunas 

aplicaciones e introdujo el término simplement.e conexo . En 

1 .908. H. Tietze [T] demostró para poliedros diveros teoremas 

de cálculo del grupo fundamental. Uno de los teoremas de 

cálculo más importantes, el Teorema de Van Rampen, fué probado 

originalmente por Seitert y posterior e independientemente por 

Van Kampen en 1 . 933 [V .K. 21 . H. B. Griffits [Gi.2] en 1 .955 vió 

con un ejemplo que el teoreIM no es válido para espacios más 

generales . No obstante. P . Olum [O] en 1.958 y R. BrovD [Bro] 

en 1 . 967 dieron generalizaciones del teorema . 

La noción de grupos de homotopla de dimensión superior es 
v 

debida a E. Cech (C . I] en 1.932, sin embargo quien los estudió 

e 



y desarrolló iue W.Hurewicz [Hw 1J en una sene de art1culo~ 

de ' loe año~ 1.935-36 . Trabajo con ellos como grupos de 

homotopla de espacios de funciones apropiado~ y la notaciOn ~ 

que hoyes habitual es debida a el . 

El primero en demostrar que el grupo fundamental actUa en 

los grupos de homotopla de dimensión superior fué S . Eilenberg 

[E . l] en 1.939. 

Los grupos de homotopla relativa de un espacio topológico, 

modulo un subespacio, en un punto dado. fueron introducidos en 

un articulo conjunto por W. Hurewicz y N. E . Steenrod (H.-S] 

en 1. 941. e independientement e en 1. 944 por J .H. c . Whitehead 

{Wh . l]. Grupos de homotopla de un triple fueron definidos por 

A.L. Bla.ckers y W.S . Massey en 1.951 [BI-M] . 

Seiiert y Trelfall [S-T] en 1 . 934 deiimeron grupos 

fundamentales locales de espacios triangulares. que obviamente 

se generalizaron a grupos de homotopla locales de mayor 

dimensión . En espacios generales. un metodo para definu 

grupos fundamentales locales. y por t.anto grupos de homotopia 

local de mayor dimensión. fue sugerido por O.G. Harrold [Ha ) 

en 1 . 940 . Una definición exp11cita de éstos fué dada por 

Griffits [Gi.l] en 1.953 y en 1.958 S . T. Hu [Hu . !] defin>6 

grupos de homotopla local como grupos de homotop1a de Hurewicz 

de un espacio tangente, que en buenas condiones coinciden con 

los de Griffits y Harrold. 

La utilidad de estos grupos es grande y nruy importantes sus 

aplicaciones al campo de la topologla a1gebralca, la 

bibliografia al respecto es de~siado extensa como para 
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intentar siquiera resumirla aqu1 . Con estos conceptos se 

trabaj6 siempre, en diferentes categor1as, oon apliclIciones 

continUA$ . 

En el estudio de espacios no compactos, el primero en 

proponer que la~ hipótesis de homotop1a deber1an darse en la 

categor1a de las aplicaciones propias mejor que en la de todas 

lae aplicaoiones continuas fué L.C. Siebenmann [Si] en 1 . 970. 

Funotores del tipo de los grupos de homotop1a, pero que Bon 

invariantes del tipo de homotop1a propia , fueron dados por 

E .M. Brown en 1.974, (Br • . 1] y [Br,,-T] . Definió éstos COlDO 

clases d. homotop1a propill (relativas • [O, _11 d. 

aplicaciones propias de SIl. ([O, too) junto con una n-esfera 

distinta pegada en cada entero) en un espacio l. 

En (Br • . 1] caracterizó las equivalencias de homotop1a propia 

l'!D la categor1a de los complejos simpliciales coneXOf: 

locl'llmente finitos y de dimensión finita en función de estos 

nuevos grupos y de los nn ' Además hizo cAlculos de esto~ grupos 

tomando el limite inverso de si temas inversos de grupos de 

homotopia clásicos . 

En [Br,,-T]. [Brw-2], y [Brw-M] se dedica ti. estudiar con estos 

grupos variedades abiertas. 

T.Porter en [Pr . ] indica que Waldhausen, en una comunicación 

privada en 1 . 980, le hllb1a sugerido una idea, en el marco de 

la pro-homotop1a, para construir nuevos grupos de homotopla 

propia . 

Estoe grupos, oon una traducoión geométrio!!o, y !!olgunos más 

apareoen definidos en un !!ort1culo de Z .éerin [Ce] de 1.980 . 

10 



Los: denota ~ y 106 relaciona oon los grupos de homotopla 

local de Hu. También relaciona estos grupos y los de Brown con 

los definidos por Ouigley (0 . 2] en el marco de la teorja 

shape . Independientemente, T . Porter obtiene en [Pr . ] esta 

re1aCli6n . 

Grupos de homotopía propia asociados a una teorja de 

bordismo fueron definidos por E . Domínguez y L . J . Hernández en 

un art1culo conjunto de 1.982 [Dm-He . 2] . 

Posteriormente en 1 . 984, L . J . Hernández define unos nuevos 

grupos de homotopja propia, que denota Jn [He . ], que junto con 

lo~ de Cerin y 108 de Hurewicz son los que se utilizarán, como 

hemos señalado anteriormente, en la presente memoria . 

En cuanto a la homologla, los grupos de homologla de un 

poliedro fueron introducidos por Foincaré [Po] en 1 . 895 . La 

generalizaoi6n de éstos para el oaso relativo fué dada por S . 

Lefschetz en 1 . 927 . S . Eilenberg, en el pr6logo de su artículo 

"Singular Homology Theory" [E . 4], esencial para el desarrollo 

posterior de la. teoria de homologla, relaciona los grupos de 

homologia con la teoría de complejos abstractos [L . 3], Y dice 

que para construir una teor1a de homolog1a para espacios 

topológicos existen dos métodos . El primero de ellos está 

basado en el estudio de aplicaciones continuas de un espacio 

topológico dado en un poliedro . El segundo es opuesto, pues se 

basa en el estudio de aplicaciones continuas de un poliedro en 

el espacio topo16gico dado . 

El primer método está ilustrado por el proceso de 
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y 

Alexandroff-Cech [Al}. [C .l ], en el que el espaclo es envlado 

sobre los nervios de sus cubrimientos . También en la teoria de 

Viétoris [Vi. 1 L en la de Alexander [A . 3) Y en la de los 

oiolos regulares de Steenrod {St.] se utilizan métodos de 

este tipo (DoYker probó en [Dw) que las definiciones de 

Vi~toris y Alexander son equivalentes a las de Cech) . 

El segundo método oonduce a la teoria de homologia singular. 

desarrolbdZll en primer lugar por S . Lefschet'Z [L . 2] en 1 . 933, 

utilizando simples singulares (pareja (s.T) donde s es un 

simple orientado y Tuna aplioaoión oontinua de 6 en el 

espacio dado) . Parece ser que la idea original fué de Veblen 

[Ve] en 1.922. 

Posteriormente, S . Eilenberg. siguiendo la idea de Lefschetz 

pero utilizando simples con vértices ordenados, desarrolló mas 

la teorla de homolog1a singular . 

La demostración de que los grupos de hpmo]og1a son 

invariantes del tipo de homotopia fué dada por Veblen [Ve] y 

Alexander lA . !] (ambos trabajos están realizados en el 

cont.exto de homo1og1a simplicial de un poliedro) . 

La sucesión exacta de homo10g1a asociada a un par fué 

formulada por Eilenberg y Steenrod [E-S . l] en 1.945, aunque la 

idea fué de Hurewicz [Hw.2). 

La fórmula para los grupos de homolog1a de la unión de dos 

poliedros (teorema de Mayer Viétoris) fué dada por Mayer [My] 

y Viétoris [Vi . 2} . La formulación actual del teorema es debida 

a Eilenberg y Steenrod [E-S 21 en 1.952. 

La homolog1a con coeficientes en un grupo fué utilizada en 
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primer lugar por Tietze en 1.908 Y por Alexander y Veblen en 

1 . 913 [A-V] , todos consideraron el grupo Z¡ . La generalizaci6n 

a coeficientes eo ~, para varios enteros p, fué hecha por 

-Alexander [A . 1] en 1 926 . Ceoh [C.2], en 1935. defini6 

homologla con coeficientes en un grupo arbitrario y estableci6 

un teorema de coeficientes universales. 

la teorla de cohomologla se origin6 con los pseudocidos de 

LefBchetz [L . l] en 1.930 y fué desarrollada posteriormente por 

Alexander [A . 2], Whitney (a quien se debe la palabra 

oohomología) [Wi.] y el propio Lefsohetz [L . 3) . 

Grupos de homologla local fueron introducidos en primer 

lugar por E .R. Van Kampen [V.K.1} en su tesis (1 . 929) y otros 

por H. B. Griffits (Gi . 1) en 1.953 y por F.R . Brahama [Br] en 

1.957 mediante procesos de limites . En 1.958 5.T . Hu [Hu 1) 

introdujo grupos de homologla local como grupos de homologla 

de un espacio tangente. 

Recientemente (1.980), W.S .Massey [M] desarrolla toda la 

teorla de homologla singular utilizando cubos singulares en 

lugar de simples singulares y haciendo cociente por los 

degenerados . Sin embargo, ya hablan sido utilizados cubos 

singulares ~ra desarrollar los grupos de homologla por 

G. W.Whitehead en [W.G.l] donde alude a los trabajos de 

Eilenberg y Maclane [E-M]de 1.953 y de Serre [Se] de 1.951. 

Parece,por tanto, que la idea original de construir la 

homologla singular con cubos es de Serre . 

Existe una relaci6n natural entre los grupos de homologla 
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s~ngular y los grupos de homotop1a de Hure"iccz, dada por un 

homomorfismo natural que en buenas condiciones es isomorfismo 

(Teorema de Hurewicz, ya citado anterioremente) . El teorema 

fué estableoido en términos de homologia simplioial y grupos 

de homotop1a absoluta por el propio Hureyicz en 1 . 935 para 

poliedros simplemente conexos . Fué S. Eilenberg [E. 2] quién en 

1 . 944 demostr6 que el primer grupo de homologja singular es el 

abelianizado del grupo fundamental y Blakers [Bl] (quién 

introdujo los grupos de homologia relativa que generalizaban a 

los dt'! Lefschetz) demostró en 1.948 el teorema de Hure.,.,icz 

para el caso relativo determinando el núcleo del homomorfismo. 

Teoremas de tipo Hurewicz se intentan obtener en toda teoria 

de homotopia. 

Asl en 1.972, K.Kuperberg [RuJ prueba otro teorema de tipo 

Hure"ioz entre los grupos de homotopia definidos por Borsuk 

[Bo] (grupos de teoria shape) y los grupos de homologia de 

" Viétoris-Cech. para el caso absoluto y dimensión mayor o igual 

que 2 . En 1 .979, Y.Rodama y A.Koyama [K-K1 demuestran, en este 

mismo marco de la teoria shape, otro teorema de tipo Hure"icz 

entre los grupos de homotop1a de Ouigley [0 . 2J y los de 

homologja de Steenrod [5t . ] para el caso absoluto. Trabajos 

oomo los de Mardésio y Ungar [Mr-U1 y K.Morita [Mo] dentro de 

la teoria shape y de M Rauasen [RJ en procategor1as se 

refieren también a teoremas de este tipo. 

En el marco de la homotopia propia, oomo Be ha citado ya, 

teoremas de tipo Hurewicz para el caso absoluto han sfdo 

establecidos por L .J.Hernández [He . ] en 1 . 984 . 
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Ta.nto los grupos de hOIDotop1a como los de homologla se 

defin~eron en principio paro compleJos simpliciales o 

poliedros, espacios muy sencillos oonstruidos con simples . 

El estudio de los oomplejos simplioiales de dimensión 1 y 2 

se remontlll al menos a los tiempos de Euler . Un estudio de 

oomplejos simpliciales de mayor dimensión puede verse en un 

art1crulo de J .B. Listing [LB] de 1. 862 . Est os complejos fueron 

generalizados en varias direcciones . 

S .l.f.ch.tz [l . IJ en 1 . 930 trabajó con oomplejos 

simpliciales construidos con infinitos simples . Reduoiendo 

condiciones de linealidad se llega a la noción de CW 

complejos, introducidos por J .H. C. Wbitehead [Wh . 2] en 1 . 949 . 

Los complejos semisimplicia1es 

S . Eilenberg y J .A. Zilber [E-2] en 

fueron definidos por 

1. 950 . Otros tipos de 

complejos, han ido apareciendo posteriormente en la literatura 

mate~tica, como los complejos de celdas [Lu-W) y 105 

complejos de bolas [Bu-R-S] . 

• • • 

li2lA.- La memoria está ordenada por oapitulos y éstos por 

párrafos . En cada párrafo se han numero!l!do correlativa y no 

8eparadamente las definiciones, teoremas , proposiciones , etc, 

por orden de aparición . Cuando se hace I!Ilguna referencia, si 

por ejemplo ésta es al Teorema 3, significa que éste se 

enClJentra en el mismo párrafo que estamos leyendo; si es al 
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Teorema 3 .4 significa que es al Teorema 3 del parrafo 4 del 

mismo capitulo que estamos leyendo; si es al Teorema 3.4 .111 

significa que es al Teorema 3 del párrafo 4 del Capítulo lrr . 
El simbolo I denota el fin.e.l de uná demostración . 

Las referencias bibliogrÁficas que se realizan. lIparecen en 

la Bibliografía ordenadas lIlhbéticamente. dando prioridl.ld en 

cada letra a los articulos o libros de un solo autor . 
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CAPITULO I 

GRUPOS DE BOKOTOPIA PROPIA 

El presente cap1tulo tiene como objetivo estudiar 

detalladamente los grupos de homotopla prop1a 1'( definidos .;n , 
• 

por Z Cerin en (Ce], y Jn definidos por 1.J . Hernández en [He 

e independientemente por M,G.Brin y T.L.Thikstun en [B-T] . 
, 

Z.Cerin define, para un espacio X y un rayo a en X, ~n (X, a ) 

como el conjunto de clases de aplicaciones propias 

tales que j(.,t l = a (tl donde 51\:::: -
:::: Sn xJ y!. lO: ~)(J con .. E 5n , baj o la relación de homotopla 

propla re) .!. ) 

Para un par propio ( X,A ) y un rayo a en A define ~n (X,A,a ) 

connderando aplicaciones propias del tipo ( ~.~n-l '.!) ~ 

(X,A,al dende on = on )(J . 

L . J . Hernandez define :k (X,a ) y Jn ( X,A,Q) de manera 

analoga pero utilizando en el pnmer caso aplica clones proplas 

del tipo : (~~, .!)- (X,O:) donde 

segundo, aplicaciones propias del 

~Ert'/on XO . 

sn =: Sn / Sn x O y en el 
='0 "'" ' 

~ipo ( ~.~~-1,.!. J, donde 

En los parrafos 2 y 3 damos definiciones alternativas de 

es~os grupos, considerando por ejemplo, para definir ~n ( I.a ). 

aplicaciones propias del tipo : 
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(r" x J, n' x J . ar" x O) ---> ( X, a , a {O)) 

y homotoplas propias relativas a (cHn x J. iHn x O) . 

Si P es la identificación : In --+ I n¡dIn ::. Sn, como J es 

localmente compacto. p x idJ : In x J ~ (In¡ drn) x J ;: Sn x J es 

una i dentificación propla . 

El lector observará rápidamente que f --+ f o ( p x idJ ) induce 

una equivalencia natural entre el tunct or ~n definido por 

• Cerin y el que definimos en el párrafo 3. para el caso 

absoluto . Consi deraclones parecidas conducen a ohs evar que lo 

mismo ocurre en el o~so relativo y tamblen para Jn 

Un motivo para prefer Ir. en principI o . las deflnlcl ones que 

damos para estos grupos utilizando como espaCIO de partida 

! DX J Y aplicaCIones propias bastante "r1gidas " . comparables a 

la definici6n de los grupos de Hurewicz nn que puede verse por 

e j emplo en 2 .IV y 3 . IV de (Hu . 21. es que III demost racion de 

muchas pr opiedades puede hll cerse con una formulacion 

geométricament e muy cómoda, y por ot rll parte son adecuadas 

para el desarrollo de cllpltulos posteriores . 

En el parraf o 4 demost ramos que la rel~ción existente entre 

estos grupos y los de Hurewic2 viene dada por una s ucesi ón 

exacta 

tanto para el caso abs oluto como para el rela tivo . 

En l os párraf os 5,6 Y 7 se analiza el papel que Ju ega e l 

rayo base en la definiciÓn de est os grupos, obt eniendos e una 

acci ón de n1 ( incluso en toda la sucesi6n exa cta anterior ) . 

que da l ugar a conceptos de l- simplicidad y ~-s implicidad, 
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interesantes en la medida en que son condicJ.ones que 

permi tiran dar interpretaciones geometricas dI:'! estos grupos 

independiente~ del rayo base . 

1.- Wotaci6n y preli.inares 

1 es e l intervalo cerrado [0,1] 
n 

] n. 1 ~ 0 _ x . . . x ], ] _ l O) 

J es el intervalo semiabierto [O,+~ ) 
n 

JD:: J x~x J 

R e s la r ecta real 
n 

Rn. R x~x R 

oP es la n-bola unida d 

SO es la n-es fer a unidad 

Llamaremos n-cubo propio a Kl x x K. donde K; = ] 6 J 

para todo i :: 1, . . ,n (compacto si para todo i "" 1, ,n, ~ = 1 

y no compacto en otro caso ) 

Denotaremos a lK, x xKn ) I y leeremos borde de K, x .. x K.) 

• I I t, ' .. , t n ) E K1 x x K. I existe i E {l, .. , n) tal que, 

t1",,06 1 si K; = ] 6 bien ti "" O s, K; • J ) 

int A se leerá interior de A. 

el A se leerá clausura de A 

Fr A se leerá fr ont era de A 

En general a las aplicaciones continuas entre esp~cJ.os 

topológicos las llamaremos sencillament e aplicaCJ.ones y sólo 

19 



~mplearemo~ la palabra contlnua para el ca~o en el que 

de~eemo~ resaltar por algún motivo e~te hecho 

Tanto en este capitulo como en posterioree trabajaremos en 

diversas categor1as : 

1 . - La categor1a de loe eepacios topológicos y aplicaciones 

propias ( ver IDm-Ht'I 1]) 

Defio.ioj6n 1, - Sean X , Y espacios topOIOglCOB . Duemos que 

una aplioaci6n f X ---+ y es propia sii es oontinua y ¡-l (K) 

es compa~to para todo K compacto-cerrado de Y 

Defjnioj6n 2.- Dos aplicaoiones propias f, g : X ~ Y se 

dicen hom6topas 

homotopia entre 

= Hlx,O) = jlx) 

es propia 

y 

propiamente (f !:::p g) sii existe 'ma 

ellas (H X)( I ---+ Y tal que HO(x) le 

Hjlx ) = Hlx,l) = glx) por. cad. x E X) que 

2 - la oMegorla de los t'lSpaC10S topo16gioos con rayo base 

(X,a) . Llamaremos rayo en 1 a todi:!l &plicaci6n a : J ---+ X 

propia 

tal!: aplicaoiones f : (X,O) --4 (Y,Pl son propias y baeadas 

(j.a.p) 

La~ bomotop1218 H entre aplicaciones f y 9 80n propiae y 

ba .. d.. I HI alt ),p)) - Plt) por. cada t E J y P El) 

Lo indicamof: per j "'pg Irel a) 
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3 - L2l catego.r18 de los pares propios (X,A) {A eo:s un 

~lJbf'!f'paci(') dE'! X Y la inclusi6n i : Á ---+ X es propia ), y 

aplicaciones propias entre pares propios f ; (I,A) ~ (Y,E ) 

~~ homotoplas H en e~ta categor1a, entre dos aplicac~one8 f 

y g, f:on prOpi!!l8 y v~rifican H(A xl) e B. Lo indicamos 

por t"'pg (rellA,B)) Cuando no haya lugar a confusHm 

indicaremos sencillamente (rel A) 

Notar que en este contexto, aunque f lA. = gl" ' la notación 

ant.en.or no significa que la homotop1a H sea necesarlamente 

estaci onaria en A (H{a , t) :: fía) "'" g(a ) para cada a E Al . 

4 - La categor1a de los pares propios con rayo base (X,A,a ) 

a los que a veoes llamaremos también triples propios, 

donde (X,A) es un par propio y el un rayo en A ) y 

aplicacioDf.!S propias f ' ( X,A,a) -----+ (Y.B,P J (aplicaciones 

propias entre pares propios basadas ) 

Las homotopias entre aplicaciones f y g, en esta categor1a 

verlflr.an las condiciones de 3) y además son basadas . Lo 

lndicamos por f~p 9 ( rel {(A,O),(B,P)J Cuando no haya 

lugar a confusi6n solamente escribiremos f::::::: p g (rel(A,O)) 

De manera análoga se desoriben las categorias de triples 

propios. triples propios basados, etc . , junt o . con sus 

oorrespondientes ·categor1as homot6pioas 

F(I) denotarA el conjunto de loe finales propios de 1 es 

decir, las clases de homotopia propia de aplicacionee propias 

f:J---+X, 
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Utilizaremos los sigu1entes resultados sobre apllcac10nes 

propi~s 

Proposioión 3. - Sean 1: 1 -----+ Y Y g : y ---+ Z aplicacioneE: 

continuas : 

i) 51 1 y 9 son proplas entonces 9 01 es propia 

ii) Si f es 8upreyectiva y 9 o 1 es propla, entonces 9 es 

prop1a . 

iii) Si 9 es inyectiva y 9 o 1 es propia, entonces 1 ~s 

propia 

Proposjoión 4.- (Lema de pegado prop10) 

SeAn A Y B E:UbeE:pacllos prop1 0s cerrados de X ta1eE: 

qu~ X = A lJB Y h : A ~ Y Y 12: B ~ Y aplicaciones 

propia. con t¡lA"B = t2IA"B 
EntoDCles , la ap1icaoi6n , : 1 - - ...... 1 Y dE'lf.inida por f 1ft - j¡ 

y tlB = t2 es propia . 

" , 
Proposioión 5 . - Sea f : X --+ Y continua y f : X --+ Y 

la aplic~cion inducida entre las compillctificaClones de 

A1exandroff de 1 e Y 
, 

Entonc~s, f es prop1a 81 y sólo ~i 1 es cont1nua 

PropocdcióD 6.- Sean fi: Xi --+ Yi , i E A, una familÜ d~ 

aplicaciones entre dos familias de espacios . Entonces , la 

~plicaciOn d~finida entre los respectivos productos 

lIti ' lIXi ---- lIYi por IX;.J --> Iti(xi)) , es propia " y 
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s610 Sl para cada i E A. fi es propi8. 

Proposición 7.- Sean fi : X - Xi' i E A. una familia de 

Aplicao~oneB oontinua5 entre un espaoio topológioo y una 

familia de espacios. 

Si existe i E .A tal que 1i es propia. entonces la aplicac.lón 

.Ah: 1 ----- nI1 dada por x -- ff1(x)} es propia 

Dado f : X --~J Y continu~ ,si f es perfecta 

(o propia) en el sentido de [Ou] o [G-M-M1 implici!!. que f es 

propH. ('!n el sentido de la Definición 1 . 

Si Y es Hausdorff y localmente comp.!lcto, las definiclones 

anteriores son equivalentes 

Defipicjón 8.- Sea (X,A) un par propio Diremos que A es un 

rt'!tr~cto propio de X sil existt'! una aplicación r : X - A tal 

que r (1 1 '" ldA (i es la incluf:ión de A en 1 e id .. e8 la 

tlplici\clón ident idad en A) y r es propia . Llamaremos a r 

retración propia de X en A 

Diremof: que A es un retracto por deformac.lón propHI 51 

además i (1 r ~p idX 

y ei la homotop.ia propia H: 1 x 1 __ 1 entre i (1 r y 

idX verifica que H(a,t.) '" a para todo a EA • diremos que A 

es un retracto por deformación propia fuerte de 1 

Definioión 9.- Sea f 1 __ y propla y A un subesp1Icio 

proplo d('! X Una aplicación propÜ\ H: A ")( 1 -- Y se dice 
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homotopla parcial de f si HO = fl~ 

Definición 10.- Sea (X,A) un par prop1o . Diremos que A 

~lene la propiedad de extensi6n de homotop1a propia en X 

respecto a un espacio y, sii toda homotop1a propia parc1al 

H· A )( 1 -----+ Y de una aplicación propia arbitraria f : X -----+ y, 

se ext lende a una homot opla propia E' : 1 x I -----+ Y de f 

Si A posee la propiedad anterior respecto a cualquier 

espacio Y diremos que tiene la propiedad absoluta de extensi6n 

de homotop1a propia en X 

Proposjción 11.- Sea K¡ x .. x ~ un n-cubo propio 

Entonces d(K1x .. x Knl posee la propiedad absoluta de extensi6n 

de homotop1a propia en K1x x Kn 

DemQstrac16D . - 51 K1 X .. x Ku es un n-oubo oompacto, aplicar 

la propiedad absoluta de extensión de homotop1a clásica (ver 

9 [ IR" 2] 

x Ku es un n-cubo no compacto, oonslderamo~ 

r' K¡ x xK" x l ----> K¡x , xK" x O U aIK¡x xK,,) x l 

la proyecclón desde el punto (1/2, ... ,1/2,2) E Rn+l 

r es una retraoi6n y 8S propia pues es continua y r-1 (K). donde 

K es un compacto cerrado en K1x .. xK:n x O U 6{K1x .. xKnl xl, 

es homeomorfo a K x 1 y en consecuencia es compacto 

Sea f· K1x .. x~ -----+ Y una aplicación propia arbitraria 

y supongamos que existe una homotop1a propia parcial de f, 
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Definimos G: K1x . . . x~ x O U a{K1x .. . x~) x 1 ___ Y 

como · 

G(x,O) = tlx) 

G(x,t) s H(x,t) 

si x EK,x ... xl:,. 

si (x,t)Ed(K¡x ... xl:,.) x I 

El lema de pegado propio de~estra que G es propia 

Condderando ahora la aplicación F: XIx . .. xKn x 1 ---+ Y 

d~da por F: G or , F es propia por serlo G y r , y verifica: 

F(x,t) "" H(x,t) pAra cada (x,t) E a(K1x xK".) x I 

FO(x) = tlx) para cada • 

2- tI fUDctor t 
= 

Sea X un eSp<'lC10 topológico que ad..mlte una aplioaclón propla 

0: : J -----.., X 

Definioi6n 1.- Para n > 0, Jn(I,O) es el conJunto de las 

clases de aplicaciones propias 

f ' (1" xJ , dI" x J , ¡. x O) --~, ( X,a,a(O)) 

tales que j(x,t)., Q(t) parl'l olida (x,t) E dlnx~l; donde do:> 

apliclIciones 1 y 9 del tipo anterior están relacionadas sÍ! 

exiete una homotop1a propia 

H' ( ¡" x J x ¡ , d¡" x .1 xl , ¡" x O x ¡ ) ~ (X,a,a(O)) 

tol que HO = f, H, = g y H(X,t,B) = a(t) para cada 

(x,t,s) E iHDoxJ xl . Denotaremos j~p g (rel (alDoxJ, ID.x9)) 

EstO$ conJuntos admiten estructura de grupos par.!! n O!: 1 
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(y abe)HIDO,!t para n ~2 l respecto A 1., operación ( +) definJ.da 

de la ~iguiente manera : 

Si j ,g .on representantes de t , n EJ,,(I,Cl). t.n es el elemento 

dfl ~( I . Ql representado por lA aplioaoión propl.& h dada por : 

Observemos que el element o neutro de h (l.a) es el 

repruentl!ldo por la aplioaoión oonstante rayo a. "Q , definida 

por . t1
Q

{x , t):: a(t) par", oada (x,t)EIIl X J. y lo denotamos por 

(l El elemento inverso de un elemento de ln(l . a) representado 

por f e~tá representado por f donde 

j(tl,t2' . ,t. ,t ) : j(l-t l ,t2' ,t. , t) 

Pan propiedadeg que 8óla se retaran al caso no abehano 

utlhzaremo~ notl'lC10n multiplicativa ( ~ ' 'l. ). y el elemento 

neutro ,!te denotará 1 

Para n z O. definimos ~( x . n ) como el conJunto de lAS clases 

de bomotopja propia (rel{ O)) de la8 Aplicaciones propias del 

tipo 

(I,a(O) ) 

Oenotaremo8 por O la clase representada por Q . 

E~ eVldente ~e aplicaciones que representan al mismo 

elt.mento de ~ (I. a ). tambHn representan el mismo final pr'opi o 

de 1 Se tiene entonces la aplicación 

' :¿O(I,a) -~. F(I ) 
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qu~ env1a el elemento de ~O(X,a) de representan te t en el final 

propio representado por f 

Notar que esta aplicacl6n no es en general suprayectiva 

Considftrar por ejemplo X '" {O,l} )( J Y o : J ~ X la 

aplicaci6n propia dada por O(t) = (l,t) . Claramente JO (X, O ¡ = ° 
y X tiene dos finales propios . 

Ahora bien, si 1 es arco-conexo entonces, es suprayectiva . 

En effitcto, dada una aplicZllci6n propillo 1: J __ X 

representZllnte de un final propl.o "a" de 1, podemos elegu un 

camino ~ , I -~ X con ~ (O) - atO ) y p(1) • 1(0). Ent ono •• 

la aplicación propia g : (J,O) ----t (X,O(O ) ¡ definida por 

~ (t) para 0' t<l 

g ( t) = 

j( t-l) para 1 s: t 

representa un elemento ~ E JQ(X,O) 

La aplicaci6n H: J )( I 1 

p(s+t) para O :s: s :s: l-t 

H(s,t)= 

j( •• t-l) para l-t s: s 

e~ unllo homotop1a propia entre g y f (aunque no es relativa a 

(O)) y por tanto .(~) - a . 

Deducimos de lo anterior que si 1 es arco-conexo, lZll 

condic16n lO{l.Q) = O es suficiente para garantizar que X e610 

posee un final propio. Notar que no es necesaria. pues basta 

considerar el espaoio X oon el rayo Q representados en la 

siguiente figura : 
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x 

o 
Claramente, JO(I,a) e8t~ en oorrespondencia biyeotiva con Z 

(números enteros) y X s610 posee un final propio 

En el caso en el que X DO es arco-conexo pero JO(I,a) :IZ O, 

s610 se deduce que la aroo oomponente del punto Q(O) posee un 

único final propio 

Consideremos ahora un par propio (X,A) que adnUte una 

aplicación propia a: J -- A. 

Definioión 2.- Para n }; 1, J..,(I,A,Q) 8S el oonjunto de las 

olases de aplioaoiones propias 

f' ( In, J, 11>-1 ,J, TI>-I, J,In, O) --->. (X,A,a,a(O)) 

tales que f(x,t) = a(t) para oado. (x,t) E Tl>-l x J; donde dos 

aplioaoiones f y 9 del tipo anterior están relacionadas sii 

existe una homotop1a propia 

H, (InxJxI. III-l x JxI, Tl>-lxJxI, InxOxI) ---+. (I,A,O,O(O)) 

tal que HO - f , H1 = 9 y H(x,t,.) - a(t) para oada 

(x. t,.) E Tl>-lxJxI. 

DenotarelDO' f "', 9 (rel . (11)-1, J, Tl>-lx J, Inx O)) . 

1D-1 denota la (n-1) cara de ID correspondiente ti. Xn ;r; O , Y 

TA-l la unión del resto de las (n-1) caras de In . 
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E~ inmediat o comprohar que estos conJuntos adDuten 

e~tructura de grupos para n ~ 2 (y abe llanos para n ~ 3) con 

la operación (+) definida al comienzo del párrafo 

Observamos que, oomo en el oaso absoluto , el elemento 

neutro, que denotamos 0, es el representado por la aplicaclón 

constante "n y el inverso de un elemento reprel5entado por 1 

esta representado por f . 
Para propiedades que sólo se refieran al caso no abe llano 

utilizaremos notación multiplicativa . 

Proposjcióp 3.- Si ~ E Jn, (X, A,O) esté represantado por 1, 

con j(ID xJ) CA entonoes ~ es la clase trivial. 

DemQ~Iración - La aplicación 

F '( IDxJxI, In-lxJxI,Tn-lx~lxI, ID x OxI)_(X,A,a,O"(O)) 

defjnid¡o¡ por : 

F(tl,t2" . tJ)-I,tJ).,t ,s) "" 1 (tl,t2" . tJ)-I , s+tn-stn,t) 

es prop~a y además FO "" 1 y F1 "" ~a # 

Consideremotl ahora dOl!; triples propios (I,A,a) e (Y,B,PJ y 

una aplicación propia f: (I,A,a) -... (Y,B,Pl. Esta aplicaoión 

induce para oada n ~ 1 una transformación (que es homomorfismo 

para n:t 2) : 

j. -Jo(j) ' ',,(X,A,a) -----> ',,(Y,B,~) 

definida por ser f. (~) e 1 e lemento de JD (Y, B, p) representado 

por 1 o g donde g e~ un representante cualquiera de t . 
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De ~nera ao6loga puede definIrse la transformacIón Inducida 

f. para el cas o absoluto, siendo homomorfIsmo para n ~ 1 . 

Es inmediato comprobar que para n ~ 1 (resp . n ~ 2) , J:n es 

un functor covariante de la categor1a de los espacios 

topológicos (resp . de los pares propios) con rayo base y 

aplioaciones propla~ en lA categor1a de los grupos y 

bomooorfismos . 

Ademag, 60n invariantes del tipo de homotop1a propia . 

En efecto. si consideramos dos triples propios (X.A,CI) e 

(Y, B, p) Y do. aplicaciones propias f.g : (I, A,a ) ----> (Y, B,p ) 

homótopu: de IOZInera propia (rel . (A , a )). es decir que 

exigte una homotop1a propia . 

R: (l x I , A xI ---;. (Y,B) 

t.1 que E (a(t),6) • p (t), Ea· f Y El' 9 

entonce~, para una apli cación propia 

h ' (In. ,1, II>-l x J , TI>-l • J, In x O) ----> (I , A, a , a (O)) 

que representa a un elemen to de Jn(I . A. a ) , H o (h x idI ) es 

una homntop1a prnpia {rel ( Ifl-l x J . Tl'""l '1( J , In )( O)) entre 

foh y goh y por tanto las trasformaciones inducida!t 

f" 90 : J,,(I , A, a) ----> J,, (Y, B, p) coinciden . 

AnAloqamente para el caso absoluto . 

Oefioioión 1 .- Una aplic.ción propia f : (I,A,a) ----> (Y, B,P) 

es una equivalencia de homotop1a propia sil existe una 

aplicación propia g : (Y,B,p) -~. (I , A, a) verificando 
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qut'! 9 ·1 "'p idI (rel (A, a)) y 

Para ~l caso absolu to la definición .es análoga 

re: evident.e que si 1 es una equivalenoia de homotop1a propla, 

f .. ee: biyectiva. Por 10 tanto Jn{I,.A,O} depende sólo del tipo 

de homotop1a propü de (I,A,O). Análogamente para el caso 

absoluto . 

En particular si A es un retracto por deformacion prop.lll 

fuertt'! de l. la aplicación inducida por la inclusión 

1 .. · ,k(A,O ) -----+ Jn {I,O ¡ es una biyección para cada n y cada 

propia 

Dado un triple propio (X.A,a), para cada n.:t 1 podemos 

definlr una transfor~ción 

de la manera t::iguiente · 

Sea t un elemento de Jn{I.A.O) 

apllcación propia 

Jn-l (A,a) 

representado por la 

1 ' (In x ,1, 11>-1 x J, rn-1 x J, In x O) ~ (X, A, a, a (O) ) 

entonces f II:D-l x J es una e.plioación propia del tipo 

(11)-1 x J, ~II>-I x J , 11>-1 x O) ~ (A,a,a(O)) 

ó bien (J,O) ~ (A, a(O)) 

y por tanto representa un elemento r¡ de .hrl (A,a~ 

Definimos ~(~) : ~ 

si n> 1 

si n = 1 

A h transform.!llción a la lhmamos operador borde. y es un 

hOllK'>morilSmo partl n.:t2 . 

UlS inclusiones propias i : (A.O)~ (1,0) y j : (X.a)---. (X,A,O) 
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induo('tn ,4, j,. que j unt o con el operador b orde defl.nen una 

$'ucesiOn' 
a i j. (} 

. . . ~ kl (X, A , a)~ Jn (A , a )~ Jn(X,a )~ Jn ( X ,A, a )~ ' • • .. ~ JI ( X, A,a ) ~ ~(A, a)---"'... Jo(X ,a) 

que. lltlmamo~ ( 1. J suoesión de homotop1a propia asociada a 

(I,A,a) 

'_ore .. 6.- La sucesión anterior es exacta . 

DemO!HrncÜ6n - En esta demostraoión el O indicará h clase 

trivial en todos los caS08 . 

1m i ... e ker j. : Para c2lida n > O sea f una apliC2liC1Ón 

propia del tipo ( In x J, .nD x J, In x O (A, a , a (O) ) 

que representa a un elemento ~ E Jn (A ,C%) . Entonces el elemen t.o 

j. i.(~) E Jn(X,A, a ¡ está representado por la lloplicac1 6n 

propi a, j oi D f Como j oi o f (lIlx J) e A deducimos de la 

Propodci<."ln .3 

1m j ... c: Ker d : Para cada n> 0, sea ~ E .='tn (X, 0' ) Elegimos 

uno oplicacion propia j' ( I"x J, ~ I"x J , I"x O ) ~ (1 , a , a ( O) ) 

que represente a t . Ent onces a j.( tl es el elemento de Jn..l (A, O) 

repreflentado por la aplicación propia jof !I:D-lxJ = .f !I:D-lxJ 

pero esta apliclIIción es "a ' Por 10 tanto el j. ( ~) "" O 

1m el e Ker 4 : Para cada n > 0, sea f una aplicación 

propia del tipo (Inx J, Il>-l x J, Tl>-lx J, InxO ) ~ (I,A,a,a(O)) 

que representa a un elemento ~ E Jn(X,A, O') . Entonces el 

elemento i.d(t) está representado por la aplicación propia 

i·¡lII>-IXJ : g . 
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Pero la aplicación propia 

G· (Il>-lxJx I, 3 II>-Ix JxI, II>-I x O x I) ~ ( A,a, ato)) 

definida por G(t 1.t2'· · . . . th-l.t.s) ::: j(t 1.t2' " .. . th-l.s,t) 

verifica Go = g, G. ="a y por tanto ;'3 ( t) = O 

Ker j ... e 1m 4: Sea ~ E Jn(x.a) representado por una 

aplicación propia f . Si j ... (~) ::: O, existe una homotop1a propia 

H: ( In x Jx 1. 11>-l x JxI,T'>'lxJxI, InxOxI) ~ (I,A,a,a(O» 

Ent.onces definimos 

G· (IDx Jx l, 3lnxJxI. IDxOxl) ~ (l,a,a(O)) 

por : 

si O s tns 6/2 

G es una aplioación propia . GO '"' f Y G1 es una aplicación 

propü. del tipo 

(I"x J, 31"x J, IDx O) ~ (A, a, a(O» 

y por lo tanto repre~enta un elemento 11 E Jn(A,a) . La bomotop1a 

propia G prueba que i.(l1) '" ~ . 

Ker el e 1m j. : Sea ~ E Jn(X,A,a J repre6enta~.0 por una 

aplicaci6n propia f La oondici6n el ~ "" O implica que existe una 

homotop1a propia 

H·(1l>-l x Jx1, 311>-Ix JxI. II>-Ix Ox1) ---> (A,a;a(O» 

Si n z l. H: (OxJx1,OxOxl) ~ (A,a(O» 

tal que HO = t III>-Ix J y HI' "a· 
COlDO el (lllxJ) ::: l:.-lx J urn-1 xJ UIllXO . podemos definir una 
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homotop1a propia parcial G: el(IDxJ)xI --+ A por 

G IXo-lxJXX = H, G 1 XnxOxX = a(O) 

Aplicando la propiedad de extensión de bomotopia propia, G 

se extiende a una homotopla propia F: IllxJ xl - 1 oon FO - f 

Entonces F1 es una aplicación propia del tipo 

(InxJ, d1"xJ, 1"xO) ~ (l,a, a(O» 

y por tanto representa un elemento Tl E ,h,(l,a). la homotopla 

propia F demuestra que j.(Tl) ~ ~. 

Ker 4 e 1m el : Para n > 1, sea f una /!Iplicación propia 

que representa a ~ E Jn-l (A,a). La condición i.(~) ;. O implica 

que exi~te una bomotopla propia 

tal que F O = f y Fl "" "cr: 
Enton~e~ la aplicación propia 

dttfinida por 9 (t l , t2' .. , t n, t) "" F( tl' t2' .. ,tn-l' t, t n ) representi!l 

un elemento Tl de ,Jn{l,A,Q) . Como 9lIn-l x J = 1 deducimos que 

Para n""l, sea 1: (J,O)-- (A,OeO)) una aplicación propH que 

representa a un elemento ~ E ':O(A,a) . La condiciÓn 4 ~):: O 

impliCll que existe una homotop1a propia 

F, (Jx1, Ox1) ~ (l,a(O» 

tal que FO:: f y Fl 2 a . Entonces la aplicación propia 

g' (1xJ, OxJ, ¡xJ, IxO) ~ (I,A,a,a(O» 

ddinida por g(t,s) = F(s,t) representa un elemento Tl de 

JI (I,A,a) , Como 9 lo" = j deducimos que d(~) = ~ , • 
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E~ inmediato demostrar la s iguiente ' 

Proposioión 7 , la (!) gU CeS1Ón exacta de hOIDotop1a propia 

e$ functorial respecto a aplicaci,ones propias ent re triples 

propios del tipo (I,A,a ), 

Consideremos ahora una cuaterna propia de l tipo (I,A,B,a) , y 

las inclusiones propias 

i : (A,B, " ) (X,B,") i : (X, B, a ) -----> (X,A,el) 

i 1 : (B,a) • (A,") i, : (A,a ) -----> (A, B,a ) 

~2 : (B, a ) (X, a ) i2 (X, a ) -----> (X,B, " ) 

'3 (A, a ) • (X, a ) i3 : (X," ) -----> (X,A, O) 

Sean ~, ' ~l ' ~l lo~ operadores bordes d. l.s (Jo) suceSlones 

exa ctas as oC!iadas • (A, B, a ), (X,B,a) y (X,A, a ) respectivamente 

Definiendo ~ Jn (X, A,a ) ----.. Ju (A,B, a ) como ~ = i,. ~3 
Obtenemos una sucesi ón 

a i j. a 
.. ~ Jn (A, B, a )---'-> Ju ( X , B, a )~ Jn(X ,A, a )~ Jn.., (A,B, a )~ · · 

que llamaremos (ln ) sucesión de bomot op1a propia asoc iada a 

(X,A,B,a) . 

Proposición 8,- La ~uce~i6n definida anteriormente e~ 

exacta y funotorial respeoto a aplioaoiones propias entre 

cuaternas propias del tipo (I,A,B,a) , 

DelDOstuci6n, - Observemos que tenemos el sigui ente diagrama 

~inu8oidal conmutativo : 
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Sabemos por [W] que en estas condiciones 

ker a = 1m j. ker .4 = 1m a y además 

Entonces ai 1m i. e ker j. 6 ker j. e 1m i. la sucesión es 

exacta . 

Consideremos ahora las inolusiones propias 

L(A.B,a) ~ (A,A,a) y J : (A,A,a) ~ (I,A,a) 

Como jo i = Jo 1 las aplicaciones inducidas 

(jo;). y (JoI). J.,IA,B,a) ~ JnII.A,a) coinciden 

Pero como por la Proposición 3, Ju(A,A,a) = O obt.enemos que 

j. i. = O de donde 

lzI ~egunda afirmación de la propo5ición es inmediat.., . • 

Utilizaremos la notación JO{I,A,a) ~ O para indicar que 

i.: ~(A,a) _ Jo(X.a) es sobre, es decir que es siempre 

po!!ible mover dentro de X un rayo que e:e inicie en 0(0) hasta 

un rayo en A inicii!ldo en a (O) y además que el punto a (O) 

permanezca inmóvil. 

Notar que en general i. no es suprayectiva Por ejemplo sea 

1 • JL A • J ya. idJ Entonces JOIA,a) = O Y loIX,a) 
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tiene dos elementos 

Definioión 9.- Diremos que un par propio (I,a) es 

(!)n-conexo sH .lq{l,a) es trivial para todo q~ n. 

Diremos que UD triple propio (I,A,a) es (l) n-conexo sii 

Jq(I,A,a) e~ trivial para todo q~ n . 

3. - El tUDotor •. 
= 

El desarrollo de este párrafo es análogo al anterior . Las 

demostraciones se omiten pues se realizan de forma muy 

parecida a las de los correspondientes teoremas del párrafo 2 . 

Sea 1 un espacio topológico que admite una aplicación 

pr Op~21 a· J -----+ X. 

Definioión 1. - Para n::t 1, ~(I , a ) es el conjunto de las 

clases de aplicaciones propias 

(I,Ct,Ct(O» 

tales que 1{x,t) "" a(t} para, cada (x,t) E cHJl.xJ; donde dos 

aplicaciones f y 9 del tipo anterior están relacionadas sH 

existe una homotopia propia 

H : (IJl.x J xI, dID. X J x 1, arD. x O xl) (I,Ct,Ct(O) ) 

to!ll que HO = j, HI = g y H(x,t,s) = Ct(t) para cada 

(x,t.s) E aID.xJ xl . 

Denotaremos f ~p g (rel . (aIJl. x J , clID. X O ». 
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Est os conjuntos admiten una estructura de grupos para n 2' 1 

(abelianos para n2: 2 ) definiendo la ?peraci6n (-+) en ~( I , a ) 

de manera anAloga a la dada en el párrafo 2 . 

El elemento neutro es el representado por la apllcaci6n 

~~ y lo denotaremos O. El inverso de un elemento representado 

por 1 está representado por f . Para el caso no abeliano se 

utillzará notaci6n lDJltiplicativa y el neutro se denotará 

por l . 

Para n=O , definimos ~o ( X , a) como el oonjunto de los finales 

pr opios de l . Denotamos por O el final prop~ o representad o por 

a . 

Consideremos ahora un par propio (X, A) que admite una 

aplicaci6n propia O ' J ~ A 

Definioión 2. - Para n 2: 1. ~(I , A , O ) es el conjun to de las 

clases de aplioaciones propias 

j : ( IAxJ,Il>-lxJ , Tn-I xJ, Tl>-lxO ) --< (I,A,a, a(O )) 

tales que f(x,t) = a(t ) para oada (x,t ) E rn-1xJ ; donde dos 

aplicaciones f y 9 del tipo anterior estan relacionadas sii 

existe una homotop1a propia 

H: (rAx J x r, rl>-I x J x I. rn- I x J x r, rn-I x O x r) --< (1, A. a . a( O) ) 

tal que HO & 1. HI & 9 y H(x,t,s) = O(t) para oada 

(x,t,.) E¡t>-I xJ xl. 

Denotaremos j "'p 9 (rel. (II>-I x J • rn- I x J, TI>-I x O)) 

Definiendo la operación (-+) oomo antes, estos conjuntos 

36 



admiten estructura de grupos para n::t 2 (abelianos para n~ 3). 

El elemento neutro y el inverso de un elemento de Jlu.{I,A.a ) 

son análogos al caso absoluto . 

Parll n=2, también se utilizará notación multiplicativa . 

PropolicjÓD 3.- Si t E ~(I,A,a) está representado por f. 

con f (lA X J) e Jo. entonces ~ es la clase trivial . 

COlDO ocurrla en el párrafo 1, si consideramos dos triples 

propios (X,A, (I) • (Y,B,~) Y una splicación f , (X,A,a) ~ (Y,B,~) 

queda inducida de ~nera natural una transformaci6n 

que es homomorfismo para n::t 2 . 

Análogamente se define f. para el caso absoluto, siendo 

homomorfismo para n:;t 1 . 

Como ocurría con Jr¡ , es inmediato comprobar que para n::t 1 

(re sp . n 2: 2), ~ es un functor covariante de la categoría de 

los espacios topo16gicos (r esp . de 108 pares propios ) con rayo 

base y aplic<'Iciones propias en la categor.1a de los grupof: y 

hO.IDOmorf Ülmos . 

AdemAs también son invariantes del tipo de homotopía propia 

verifioando propiedades aná.logas a las desoritas para los h . 

De manera análoga al caso de los Jo, dado un triple propio 

( I,A..Q). par", cl!lda D::t 1 podemos definir una transformaci6n. 

~ : Jk (I,A,a) ~ Jk (A,a) 

que llamaremos operador borde y es UD homomorfismo para n ~ 2 . 
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y para cada triple propio del tipo (I,A,O) tenemos Untl 

sucesión asociada . 

~ i. j.. ~ 
. . . --> l!.,,1 (X,A,al--> ~(A,al --> ~(I,al--> ~( X,A,al --> ... 

... ..l!... ~ (X,A,al-l.. ~ (A,al.h.. ~'(X,al 

que llamaremos (~) sucesión de bomotop1a propia asociada a 

teore.o 4 . - La sucesión anterior es exacta y functorial 

respect o a apl icaciones propias entre triples propios del tipo 

(X,A,OI 

Como en el párraf o 2, para una cuaterna propia (I,A,B,a) 

obtenemos una sucesión 

i. B j" d i • . ' ~¡¡.(A, B, a I ~ ~( X, ,a I --> ~( X, A, a I --> Jln-l (A, B, a I --> ' , . 

que llamaremos (~)sucesión de homotopia propia asociada a 

(l , A,B,a) y es exaota y functorial respeot o a aplicacJ.ones 

propia. del tipo f ' (X,A,B,al ~ (I',A',B ' ,a ' l 

Utilizaremos le. notación ~o(l,A,O): O para indioar que 

i. : ~O(A,O) -----+ ~O (X,a) es suprllyectiva. Esto significa que 

dedo un rayo cualquiera en J, siempre es posible moverlo (de 

manera libre) dentro de 1 hasta un rayo en A. 

Notemos que en general esta aplicación no es suprayect.iva . 

Basta considerar el ejemplo del párrafo 2 . 

Definioión 5.- Diremos que un par propio (I,O) es 

(~)n-C!onexo sil ~(I.a) es trivial para todo q:s;n 

Diremos que un triple propio (I.A,a) es (1tJn-conexo sil • 
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~q(I.O) es trivial para todo q ~n 

Sea X un es~cio topológico que admite una aplicación propia 

o : J __ X 

Existe una transformaoión natural (que es homomorfismo para 

n), 1 ) 

'n : "n.l(X,a(O» ~Jn(X,a) 

definida de la siguiente manera : 

Sea ~ E ""1 (X,a(O» representado por t: (I"I, aJ',.I) ~ (X,a(O» 

Consideramos la aplicación propia 

dada por" 

G· Ih X I x O U In x O x J U aIn x Ix J __ 1 

G(x,t ,O) = f(x,t) 

G(x,O,s) = ala) 

G(y,t,s) = a(s) 

si {x,t)E Jn xl 

si (x,s)EInx~l 

si (y,t,s)EaIhxlxJ 

Ahora. utilizando la propiedad de extensión de homotopia 

propia podemos encontrar una extensión propia de G, 

F : ID)( 1 x J __ X 

Como F1, donde F1(x,s} .. F(x,l,e) para oada (x,e)E 121 x J, es 

del tipo (I21 x J. 41lh X 1, In x O) __ (I,a,O(O)). representa 

un elemento ~'E J,(X,a) 

Definimos 'n (~) = ~' 

También existe una transformación natural (que es 
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homomorfismo para n ~ 1) 

, : J,, (X,a ) ~ 1!n(X,a) - -
definida. asi' 

Sea f; E Jn (I, a), representado por una aplicaci6n propia 

j : (InxJ, dInxI, Inx O) ~ (X,a,a(O)) 

Entonces j es del tipo (In. J, Hnx 1, dIn x O)----«X,a,(I(O)) 

y representa 1lI un elemento t' E ~(I / cr) 

Definimos ,,~ ) = ~' 

Por ultimo, oonsideramos la transf ormaoi6n natural (que es 

homomorfismo para n ~ 1) 

"il : ~( X , a ) ~ n,, (X, a(O)) 

definida del siguiente modo : 

Sea j : ( l n x J, dln • J, In x O) ~ (X,a, 0(0»), una 

aplioaci6n propia representante de ~ E ~( I,cr). Entonces la 

Zlplioaoi6n cao1. dada porcaoj(x) ., f (x,O) para cada X E 111. es 

del t ipo {In, cUn} ------+ (X, cr(O) ) y representa a un elemento t ' de 

",. (X, a(O) ) 

Defini mos 

Teore.a 1 .- Para n ~ O, la siguiente sucesión es exacta . 

. ' ---> .... 1 (l,a(O») ~ .. '1u(X,a) L ~(l,a)~ .,.(1 , 0(0))----< 

Demostración .- Es inmediato comprobar que lolPQ ' aa o, y 'a:ga 

son aplicaci ones triviales. 

S6lo queda demostrar que 

( 1) Xer,~ e Im'il 
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(2) Ker, c;; 1m 'a 
(3) Ker"il c;; 1m , 

Para probar (1) oonsideramos un elemento t E l\w.d I,O(O) ) 

representado por una aplicaoión f : ( ¡MI , arn+l ) _ (I,Cl(O») . 

Sea F una extensi6n propia a In x 1 x J de la aplioación propia: 

G: In)( 1 )( O u In x O )( J u dril. x 1 x J -----+ 1 

definida al comienzo de este párraf o . 

La condición 'a(~ ) = O implica que existe una homotop1a propl.a 

H : ¡D. x lxJ----+X 

tal que H(x ,t ,O) • a (O) si (x,t)E Ill. x 1 

H(y,t,s) • a (s) si (y,t,s)EoI" xl x J 

H(x, 1, s) • a (s) si (x,s)EI" xJ 

H(x,O,s) .FI (x, s ) si (x,SlEIII.xJ 

Consideramos ahora la aplicación propia 

K: ¡ll.xIxJ-----+X 

F(x,2t , s ) s iO"t ,,1 /2 

K(x, t ,s) = 

H(x,2t-l,s) sil /2 ~t~1 

Notemos que K representa un elemento ~ E ~1 (X, O) y ca ( ~ ) estA 

representado por eaO(K} . ComocaO (K) = f + ctecr(O)' re~resenta el 

mismo elemento que f en ~1 (X, O(O) ) y por tantoca(tJ lE ~ . 

Para probar (2), consideramos una aplicaci ón propia 

9 ' (I"x J , ar"xI , I"xO) --+ (I , a,a(O)) que repre •• nt. a ~ EJn (X, a ) 

con '(~ ) = O. Entonces existe una homotop1a propia 

F: In x J x 1 ---- 1 
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satisfaciendo que 

F(x,B,O) = g(x,s) B> (x,s ) E ID X J 

F(y,s,t) = a(s ) si (y,s,t)E3ID x J x I 

F(x,o,l) z a(s) oi (x, s) EID)(J 

Definiendo ahora F : ID)( 1 x J ~ X 

por F(x,t,o) = F(x,s,l-t) 

y j : IDxl ---> X por j(x,t) = F(x,t,O) 

j represe.t. un .lemento ~'E n,.. 1 (X,a(O)) y 'a(~') es .1 

elemento de J¡¡,(X,Q) representado por F1 :::: FO :::: g . 

Para probar (3), oonsideremos UD elemento ~ E ~(X,O ) 

representado por una aplicación propia 

h : (ID X J, 31" x J, 31D X O) ----> (X,a,a(O)) , 

UI condición ca(~ ) :::: O implica que existe una homotop.1a 

F: ID x 1 ------+ X 

F(x,O ) ="<lOh(x) 

F(y,t) = a(o) 

F(x,l) = a(o) 

1!5~ X E ID 

si (y, t) E 31D X I 

si x E ID 

Definiendo ahora la aplicación propia 

00Il10 

G: IAxI x O U la xOxJ U dI l1 x 1 x J ------+ 1 

G (x,t,O) - F(x,t) 

G (x,O,o) = b(x,s) 

G (y,t,.) = a(o) 

si (x,t)E ID. xl 

si {x,s)EID.xJ 

si (y,t,B)E31"x1xJ 

y aplicando la propiedad de extensión de homotop1a propia, 

obtenemos una extensiÓn propia de G, H: In x 1 x J ------+ l . 

Entonces HI , definida por HI(x,s) :::: H(x,l,s) representa un 
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elemento tEJ,.(I,a) 

La homotop1a H de1J)J.estra que ' (~) - t • 

Consideremos ahora un par propio (1.A) que admite una 

aplicación propia a : J ~ A 

Exist~ una transformación natural (homorfismo para n ~ 2) 

' .. ' II,..I(X,A,a,a(O» ) - J,.(X ,A, a) 

definida del siguiente modo : 

Sea ~ E ~l (I,A, a(O)) representado por una aplicación 

j ' (l°x 1, 1 .... 1 x Oxl, pO) _ (X,A, a( O)) 

donde pn denota la unión de las n-caras de r:rt+l distintas de 

r:b-l x O x 1 

Entonces f IIft-l)( Ox 1 representa al elemento a ( t ) E 1tn(A.Q( O) ) . 

Si consideramos la aplicaci ón propia 

G: ID-l x Ox lxO U Ift-l x O xOxJ U dln-l xOxIxJ ---f A 

dada por : 

G(x,O,t ,O) = f(x,O,t) .i (x,O,t) E Ib-IxOxI 

G(x,O,O,.) = ara) si (x,O,o) E rn-l x O x J 

G(y,O,t,o) - a(s) si (y,O,t,.) E arn-l x Ox lxJ 

aplicando la propiedad de extensión de homotopla propia 

encontramos una extensión propia de G 

G' : IJP-l x O )( 1 x J 'A 

Notemos que G1: In-l x O x J -->1 A representa al elemento 

Definimos ahora la aplicaci6n propia : 

G : IllxI x O uIllx O x J U iUn-1 x 1 x 1 x J UIl)-l x l x 1 x J U In-l xO xI)( J-
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como : 

G(a,t,O) = f(a,t) 

G(a,O, s) - a(s) 

G(y,r,t,s) = a(s) 

si 

si 

si 

si 

(a, t) E ¡ti. X 1 

(a,s) E IAx J 

(y,r,t,s) E artt-l x lxlxJ 

(x, 1, t, s) Elrt-lxlxlxJ G(x, 1, t,s) = a(s) 

G(x,O,t,s) - G' (x,O,t,s) si (x,O,t,s) E ¡tt-l xOx lxJ 

Utilizando de nuevo la propiedad de extensión de homotopia 

propia se extiende G a una aplicación propia 

Como Fl (con Ft(x,s) = F(x,l,s)) es una aplicación propia del 

tipo 

(Inx~l. In-l)( OxJ. Tn-lx J. ¡DX O) 

representa un elemento t'E Jn (I,A,O') 

Definimos ahora ~a (~) = ~' 

--~. (I,A,a,a(O») 

Notemos que de la propia definición se deduce inmediatamente 

que el cuadrado 

.... 1(I,A,a(O») 

1~ 
!!,,(A,a(O) ) ....... 1 (A,a) 

es cot\llN.tativo. 

También pueden definirse de modo anAlogo al caso absoluto 

las tran~formacione8 

, : J,, (I,A,a) ----> ~ (I,A,a) 
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"i) , Jl¡.(I,A,a) ~ n,. (I,A,a) 

que 80n homomorfismos para cada n 2: 2 . 

P:esulta inmediato oomprobar qu~ el siguiente diagrama es 

conmutativo 

'1' 
J..-l (A, a) ~ .l!.-1 (A, a) 

'O ----+, "n-l (A, a( O) ) 

y de manera análoga al caso absoluto puede demostrarse que : 

Ieoreaa 2 . - La sucesión 

.. ~ "n-l (I,A,a(O).'fu. J,,(I,A,a ).f. Jl¡.(I,A,a )~ n,. ( I , A , a(o)~ ·· 

es exacta. 

5. - El papel del rayo base en 108 grupos J. para el 

caso absoluto. Aoción de 11 

Sea 1 un espacio topológico con alg\ln final propio y 

a, p : J ----- 1 aplicaciones propias . 

Defjnjoión 1.- Llt'lmaremos camino entre 106 rayos a y p a 

UDa aplicación propia ~: 1 x J _____ 1 t.l que ~(O,t) • a(t) y 

~(l , t) = p(t) parA oada t El . 

Observemos que un camino entre los rayos a y P es una 
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homotop1", propia libre entre ambos . Luego es equivalent.e 

asegurar que existe un camino entre dos rayos en X a decir que 

ambos representan el mismo final propio de X. 

Notemos que para oadA t o E J , la aplioaoión ~to : 1 --+ X 

dad", por JLto{s) = ~(s, t O) es un camino en X entre attO) y 

Si JL y U son dos caminos entre los rayos a y p, se dice 

que son homótopos propiamente (rel . (O x J, 1 x J}) sii existe 

una homotopj", propia H 1 x J xl --t 1 tal que HO = JL Hj = V 

y H(O,t,s) = a(t) y H(l,t,s) = ~(t) par. c.d. ( t,s) E Jx J 

Sea y: J ------t X un", aplicación propia y p un camino entre 

p y y. Definimos el camino ~ . p entre a y y como : 

{ 

~(2s ,t) 

P(2s-1, t) 

si 

si 

0"ss:1/2 

1/2s:ss:1 

Teore .. 2 . - Para oada n ~ 1, todo camino JI. entre dos rayos a 

y p en X induce de una forma natural un isomorfismo 

-~. J,,(X,a ) 

que depende únioamente de la clase de homotopja propia de 

p. (rel(OxJ,lxJ}) . Además verifica: 

1) Si P. es el camino degener1Jido "a ' J1u es el automorfismo 

identidad . 

2) Si JL y p son caminoB entre rayos de X de tal forma que 

l'(l,t) =P(O,t) par. c.d. t EJ, entonces (I"P). = Ilo' p. , 

3) Par1Ji cada camino Jl entre dos rayos a y p de X, y cada 

aplicación propi1Ji f: X Y, el siguiente cuadr",do es 

conmutativo 
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Demostración . - Dado un camino p. entre a y P, definimos h de 

la sigu iente manerllo : 

Sea f : (ID X J , ¿HD X J, IDX O) -_1 (I,P, PCO» ) una !lplicaci6n 

propia que represento a ~ E ,ln{I . p} . Definimo5 una homotop1a 

propia parcia l de f, 

~ : dll"xJ) xl _ X 

como . Ix,t,s) = ~ Il -. ,t) para cada Ix,t,.) Ed ll" x,l)x l 

Inotemos que para cada Ix,O,.) E I"x Ox 1, ~ lx,O,.) = I ~O ) -l ls)) 

Aplicando la propiedad de extensi6n de homotop1a propia. 

encont ramos una ext ensi6n propia de ~. 

F : ID)(J )( 1 ----4 1 

( A este tipo de homotop1as propias que verifican rOE f y 

F(x. t.s) = P. (l-s,t) para oada (x.t.s ) E a(In x J) x I. las 

llamaremos a partir de este momento homotop1!1s propias de f a 

través de P. ) . 

Como F1 ea una aplicaci6n propia del tipo 

(l"xJ, dl" xJ, 1" xO) ~ II, a , a(O)) 

representa un elemento r¡ de ,!n(l, Q } 

Definimos ~(~l. - q 

Oue 11u(~) está bien definida y s610 depende de la clas& de 

homotop1a propia (rel{OxJ,lxJ)) de p. se deduce inmediatamente 

de l :siguiente : 
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Le .. 3 ,- Sean 1 y 9 dos repres~ntantes cualesquiera de 

~ E Jo.(! _ ~); ~,p dos caminos entre los rayos a y ~ de 1 

hOIDÓtOpoS propiamente (rel (OxJ,lxJ)) y F.G : 1n)(J)(1 -:x 

homotop1as propias de 1 a través de p. y de 9 a tnvés de p 

respectivamente . Entonces F1 y G1 son hom6topas propiamente 

(rol(dr"x J, r"x O)) . 

PemostraciÓD .-

representan a~, existe una homotop1a propia(rel {inDxJ, 11:1.)(0)) 

R: In x J xl -----+ 1 

t.l que RO = f y RI = g . 

Por hipótesis, existe una homotop1a propia (rel(Ox J, 1 )(J)) 

1: 1 x J xl -----+ X 

t.l que lO = ~ y 11 = P 

Consideramos la ap1ioación propia 

H: 111. x J x O x 1 U a (In x J) x 1 x I -- X 

dada por : 

H(x,t,O,s) = R(x,t,s) 

H(x,t,r,s) = l(l-r ,t,s) 

si (x,t,O,s) E Ill.xJ)(O xl 

si (x,t,r,s) Ed(I'xJ) xl xl 

Observamos que 

HO z FI 1" x J x O u i (In xJ) xl 

HI zG11"xJxO u.(I"xJ) xl 

y .dem6. H es rel.tiva a (d (r" x J) x 0, d(r" x J) xl) 

Aplicando la propiedad de exten8ión de homotop1a propi!!!_ H 

se extiende a UDa aplioación propia 

H: lnxJxlxI IX 
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oon HO .... r 

H¡/I2). x J x o ua(ID xJ) xl:: G/¡DX J X O u a (ID. x J ) x l 

Hlx,t,l,.) : a lt) si Ix,t,l,.)Ed II"xJ) xl xl 

y H1: ID.xJxI --+ 1 es una homotopla propia de 9 a trav~s de p. 

Entonces la aplicación propia 

bl , II"xJ , dI" xJ, 1" x O) ~ IX,a,aIO)) 

dada por bl lx ,t) : Hl lx, t,l) para cada (x,t) EID xJ 

es hom6to~ propiamente (rel (aIA x J, Inx O) a F1 (ba; sta considerar 

la homotopla HI In x J x 1 x 1 ) ' 

Ahora definimos la aplicación propia 

Ji : ID X J x I ) 1 

como ' 

G(x.t,1-2s) si 0"s,,1/2 

Mlx, t,.): 

E1tx,t,2s-1) .si 1/2,,8,,1 

Observemos que J1{x.t,E: ) .. J1 (x,t,1-s ) para oada (x,t , s )E cl (¡nx J } xI 

Consideramos ahora la aplicación propia 

dada por : 

Nlx ,t,s, r ) -Mlx ,t,.) si (x,t,s,r)EID,xJxdlxI 

N(x,t ,$, r ) :::H(x , t,s-rs) 8i(x ,t, B,r)Ed{IAx J)xlxI con 0"8 ,,1 /2 

N(x,t,l'I , r)zN(x ,t,l-B, r ) si (x,t,l'I, r)Ed (IDx J)xIxI con 1/2"8,,1 

Notemos que Nolx ,t,s) : Mlx ,t ,s) si Ix,t,s) E d II"xJxl) 

Nl lx,t, s) : Mlx,t , .) si Ix, t, s ) E I"x J x dl 

Nllx,O,s) • al ° ) .i (x,O,s) EIDxOxI 

Nllx ,t, . ) - alt ) si (x, t , s ) Einnx Jx I 

Aplicando de nuevo la propiedad de extensión de homotop1a propia, 
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N se extiende a una aplicación propia 

L , (InxJxI)xI ~ 1 

Entonces L1 es una aplicación propia del tipo : 

(In x J xI. arn x J x I. In x O xl) ~ (l. a,a (O) ) 

con LI(x.t.O) =GI(x.t) para o.da (x. t ) E III X J 

LI (x.t.l) = hl(x.t) para c.da (x. t ) EIllxJ 

De esto se deduoe que h1 y GI (y por lo tanto Fl y G1 ) representan 

el mismo elemnento de Jz.,(I,a) . • 

En orden a probar el resto de las afirmaciones del Teorema 2, 

notemos que 1) es inmediata sin ~s que considerar para una 

aplicaci6n propia 

j ' (InxJ, aInxJ,InxO) ~ (X,a,a(O)) 

la bomotopla propia F: In xJxI ----+ X definida por: 

F(x,t.s) = j(x.t) para cada (x.t.s) E In xJ xl. 

2) se deduce inmediatamente de la definición y del Lema 3 . 

Para prohar 3) consideremos un representante 9 de ~ E Jn{ x. Pl y 
una homotop1a F de 9 a través de }L . Entonces Fl representa a 

I!u(t) E Jn( X. a) La aplicación propia G= f oF, verifica que Go=f 09 

y por tant.o representa a fk{~) E Jn(Y,f o p). AdemAs G es una 

hOIDOtop1a de f o g a través del camino f o}L, luego G1 representa 

• (j'~)n(j.(~)) EJ,,(Y,j.a). Pero GI - joFI repre •• nta. j. h(~). 

de donde se deduoe 3). 

S610 queda demostrar que lln es un isomorfismo: 

Sean t y t' dos elementos cualesquiera de Jn{ I.~) representados 

por f, 9 respectivamente . Sean F,G dos homotop1as propias de 1 y g 

respectivamente a través de ~. Entonces F1 y G1 representan a ~(t) 
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Si consideramos ahora la h omotop1a propia : 

H : In x J x l ----+ 1 

dada por · 

r
F (2t1 , t 2 ... t,, ' t'S) 

H(t1,t2 ··· t ",t , s) = 
G(2tl-1 , t 2 ... t n , t. s) 

obtenemos inmediatamente que HO representa al elemento 

~.~ . E J.(I , ~) y H1 representa al elemento"" ( t ) ."" ( t ·) E J.(I ,a ) . 

Como H(t l , ·. , tD,t,s) z.11(l-s , t ) si (t 1 . .. . t n.t , s) Ed ( IDxJ)xI. 

HI también representa a h (t.t '). de donde deducimos que l1n 

es homomorfismo . 

Para ver que es biyección basta consi derar el camino p definido 

por P(s,t) = l1 ( l-s.t ) para cada ( s ,t) El xJ y aplicar 1) y 2) . " 

Corolario 4 . - ~1 (l . a ) actúa en Jn (I . CX ) oomo un grupo de 

operadores . 

Demo:-trnci ón . - Definimos la aodón ( x l: ~l ( :X . (l )x Jn ( x , a )- Jn ( x , a ) 

por u x ~ = l1n(t l donde 11 es un representante cualquiera de u . 

Es inmediato oomprobar que se verifica : 

u.( ~.~ . )- u.t. u.~· 

u.(v.~ ) = (u .v). ~ 

l.~-~ , 

Notemos que si 1t1 (I , a(0) =0 , entonoes ~l{I,O) actúa en ':1 (1, 0 ) 

por ··oonjugación" . 

En efeoto. si oonsideramos la sucesión exacta : 
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"'- JI (I,a) L ~1 (I,a) ~ ni (X , a(o)) ~ ' " 
, es 8uprayectivll. luego dado u E ~J (l,a) , existe t ' E ,JI (I,a) con 

Sea 1 un representante de ~ . (y por tanto de u) y sea 9 un 

representADte de un elemento aualquiera ~ E 11 (X,a) . 

Sea F: IxJxI -1 una extensión propia de la aplicación propia 

G: I xJ xO U a (IxJ)xI --< 1 

definidA por : 

G(x , t , O) = g(x,t) 

G(x,t , s) = f ( l-s,t) 

.i (x, t) E I x J 

si (x,t,s )Ea(IxJ)xI 

Entonces F1 representa a u .. ~ . 

Pero precisamente , F proporciona UDa homot op1a propia 

(rel(iH x J. Ix O)) entre F1 y la aplicación propia 

h : (IxJ,aIxJ,IxO) --< (1 , a ,a (O)) dada por : 

f(3x , t ) si Osx s1l3 

h(x , t) - g ( 3x-1 , t) si l J3:$x ~2 / 3 

f(3(l -x ),t) si 2/3sx s1 

Como h representa a t '.t. ( ~ ' )-1 E J¡(X,a) deduci mos que 

u. ~= ~'.~. (~ ' )-1 

Ee inmediata la siguiente : 

Propoaioi6n 5 .- Si Jl1(1,0(0) ) z: O. 60n equivalentes 

a) Ji (l. a) es abe liano 

b ) ~1 (I,a) act'lla trivialmente en II (1, a l 

Observamos. a partir del TeoremA 2, que para un espacio 1 con un 
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final propio a , t odos los grupos Jn (I, a) donde ex es un 

repre!l:entante cualquiera del final propio B. , s on isomorfos , luego 

como grupo abstracto }n(!. a J no depende del r&.yo base a elegido 

para r epresentar & y podemos denotarlo simplemente por Jt¡ (I, a J . Lo 

llamaremos (!) n-ésimo grupo abstracto de homotopia pr opia de I en 

a . 

Si I s 610 posee un fina l propio. todos los grupos ~(l. a ) son 

isomorfos para cualquier a : J ~ 1 propia y como grupo abstraoto 

Jn(I . Q) no depende d e l rayo base a . Entonces podemos denotar10 

.k( t ) y l o llamaremos QJ n- ésimo grupo abstr&.oto de homotop1a 

propin de l . 

P,finioi6D 6 . - Diremos que I es (1 ) n-simpl e sil para todo rayo 

Q en 1 , ~l (X . Q } actua trivialmente en ~( I, a) . 

Son inmediatas las siguientes proposiciones : 

Proposición 1 . - Si 1 posee un únioo final propio. 1 es 

(J. ) n- simple si y solo si existe un rayo a en X tal que !1 (I ,a ) 

act\lll trivialmente en Jc (X, a ). 

Proposición 8 .- Si para algün rayo a en 1 , (I,a) es (~J l-conexo 

entonoes 1 es (1) n-simple . = 

Propo.iQj6n 9.- Si 1 posee un Ilnioo final propio y .1D(I) = 0, 

entonce.s 1 es (t) .n- eimple 
• 
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teorCM 10 .- 1 es (J) n-simple si y solo si, dado un rayo 

cualquier", Q en X, si dos aplicaciones propias 

1 ,g : (I"x J, cHll. x J, Ill.xO) ----t (1, a,a(O) verifican que 1 ~pg mediante 

una bomotopía propia H tal que : 

H(x,t,.) = H(x',t.,s) para (x',t,s) y (x,t,.)E ~(rnxJ)xr. 

entonces f!'pg (rel(cUIl. x J, In x O)) . 

Demostraci6n . - Supongamos que 1 es (Il n-simple . Sea a un rayo 

cualquiera en 1 y j, g : (rnxJ, ~rnxJ,InxO) -----> (l, tl,tl(Ol) dos 

aplioaciones propias (que representarán elementos ~ y ~' 

respectivamente de Jn(I, al) de forma que existe una homotopía 

propia, 

H: In x J xl ---+ 1 

con HO=j, Hl =g Y H (x, t, s ) = H (x ' , t, s) paro (x' , t, s) Y (x, t, s ) E~ (1 x J)x r 

Definimos ahora un cam~no cerrado en a 

~: 1 x J -----> 1 

por ~(s,t) = H(x,t,s ) con x E ~rD 

Entonces p. representa a un elemento u E~l(X,a) y u .. ~'=~(~')=~ 

Como por hip6tesis la acción es trivial, ~'= t, de donde 

j "'p 9 (rel (~ID x J, rD x O)) , 

Supongamos &bora que se s&tisf&ce la otra condición. Sea u un 

elemento de ~l(I,a) representado por f.L : I x J ---+ X. 

Sea j : (I" x J, ~Inx J,In x O) --> (l,tl,tl(O)) una aplicación 

propia que represente a ~ E J¡..(I,a). Entonces el elemento 

u .. ~ E Jn(x.a) esU represent",do por una aplicación propia 

g:(InxJ,~InxJ,InxO)-----> (I,cr,cr(O)) 

tal que f ~p 9 mediante una homotop!a propia H 
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H(x,t,s) = ¡¡ (l-s,t.) para cada (x,t,s) E a(III)( J) )( 1. Luego por 

hipótesis f ~pg (rel(aID.xJ,IIIxO)), de donde u. ~ = ~ . # 

Definioi6n 11.- Jn+ (1) es el oonjunto de las olas es de 

aplicaciones propias f : rIl
)( J -- 1 tales que f(x,t): f(x' ,tI 

para todo (x', t) Y (x, t) E a(III x J); donde f y g están relacionadas 

aii existe una homotop1a propia 

H: ID xJ xl ----..... 1: 

tal que HO = f ' HI = 9 Y H(x ' ,t, s ) = H(x,t,s) para (x',t,s ), 

(x,t,_) E ~(ln x J) xl. 

Es obvio que para cada o : J ~ 1: propia, tenemos una 

tran~formaci6n inducida por la inolusi6n . 

Teore .. 12. - Si X posee un 'Ilnioo final propio y es ( ~ l n-simple. 

entonces X es una biyeooi6n . 

Demo§traci6n . - Sea ~ un elemento de :'tn+(X) representado por f . 

Entonces podemos definir una aplicaoi6n propia p: J - X 

por p{t) = f (x. t) con x E iHlI.. Es evidente que f representa un 

elemento ~' E J. (I,~) , 

Como 1 8ólo posee un final propio, existe un camino ¡¡ entre a y p. 

Por definición h{ ~') E ,Jn(I,o } est6 representado por una 

aplicación propia 

9 :( r" xJ,~rn x J,rn x O) -----> (1,0,0(0)) 

tal que 9 es hom6topa a f por medio de una homotop1a propia a 
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través de~ , l uego 1(J1u(t ' » "" t . Por tanto l es suprayectiva . 

Consideremos ahora d os elementos t. t'EJU(I ,Q) representados por 

1 , g respec t ivamente , tales que l(t ) = l { ~') . Entonces existe una 

aplicación propia 

H : Inx J x 1 I 1 

tal que Ho' 1. HI· 9 y H(x . t.8). H(x ' .t . 8) para (X '. t . 8). 

(x , t,s) E Ct(ID x J ) xl . Aplicando el Teorema 10 , deduoimos que 

t"" t· · Por lo tanto 1. es inyectiva . • 

No temos que , en las oondiciones del Teorema anterior , por medi o 

de 1. podemos def inir en Jn+ (I ) una estructura de gr upo respect o a 

la cual 1. es isomorfismo . Comprobaremos a continuac i ón que la 

estructura de grupo inducida en Jn* (1 ) por 1 es independiente de la 

elección del rayo base Q en 1 : 

Sean ( In < J ). = {( tl . t2 ' " . • tn. t ) E In < J O<tl< 1/ 2) 

(In <JI- = ( ( tl . t2 . .. .. tn. t ) E In x J 1/2 <tl< 1) 

El signifi cado geométrico de la operaci6n de grupo e n ::-1n+ (I ) es 

el siguiente ' 

Sean t y ~. E =lu+ ( l ) . ent onces existen aplicaci ones propias 

1 . 9 : (In x J . 3In x J . ln x O) _ (1 . 0 , 0(0) 

tales que representan a t y t ' respectivamente y además 

11 (1" x J)- - \la 

Definiendo h : ID. X J __ 1 

b(y) = 9(y) si y E (In x JI- . 

y 91 (1" x J).- \la 

oomo h(y) = 1 (y) 8i Y E (In x J ) •• 

h representa la suma ~.~' en Jn*(I ) . 

Consideremos ot ro rayo P en l . Como a y P represen t an al mismo 

final propio de 1, existe un camino ~ entre p y a . 
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Construimos ahora una homotop1a propia F: In)( J x 1 ~ X a 

través de p. de forma que FO= f y F(t1, ...• tn.t.5) = P.(l-s.t) 131 

(t l' .. . • tn' t. s ) E (l' x J LxI 

Análogamente construimos una bomotbp1a propia G: III x J )( 1----+ X 

a través de Ji tal que GO = 9 y G(t 1, . .. ,tll,t.e) = Ji(l-s.t) si 

(tl ..... t •• t •• )E (I·xJ). xl 

Notar que y 

Si definimos la aplicación propia 

por : 

H: In x J xI --+ X 

H(y.t) =F(y.t) 

H(y.t) =G(y.t) 

.i (y.t) E (I·xJ).xI 

.i (y.t) E (InxJ)_ xl 

Obtenemos que HO=h y H(x.t.s) = ~(l-•• t) .i (x. t •• ) E~(I"x J)x I 

luego H1 representa el mismo elemento que h en Jn*(I). esto es ~ .. ~ . 

Pero por otra parte H1 representa la suma en dh(I, ~} de los 

elementos representados por Fl y G1 , Por lo tanto, la estructura 

de grupo en Jn+ (I) no depende de la elección del rayo base en el 

caso de ser 1 {l} n-simple y con un solo final propio . 

DefinioiÓn 13.- Para cada n::t 1. 0tll.( X, a) es el subgrupo de 
= 

Jz.,(x.a), generado por loz elementos de la forma t - U • t 
donde ~ EJ,,(I.a) y u E ¡¡¡(l. a). 

Proposici6n 14.- Para cada n::t 1, n,n{I,Q) es un subgrupo normal 
• 

de 1n(X,Q) . En particular, nl{I,Q) contiene al subgrupo conmutador 
= 

d. JI(I.a) . 
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DemoE5tración. Para n > 1, Jn(X, Q ) es abeliano, luego ~n(X,a) es 
= 

normal . 

Para n == 1, ~l(X,a ) está generado por los elementos de la 
= 

forma t. (u ,,~)-1 con ~ E JI (X,O). u E ~1 (1,0) . Observemos 

que si L~' E JI(X,O). ~ . ~ '. ( ~l-I =, (~l.~' donde 

, : Jl (I, a ) -+ :!h (X, a ) es la transformaci6n habitual definida 

anteriorment e . 

Consideramos ~ . ~ ' E J¡ (X. O l. u E Jh (X\Ol · 

~.~' (u. ~T1.f;I=~.~ ,. ~_1.~ .(u .~T1.~-I=("'(~l. ~ 'l,( ~ (u. ~' l. ~-Irl 

= ( ' ( ~ l. ~ 'l,( "' ( ~ l. (u . ~' ll -I= (l ( ~ l. ~ 'l,(( ' ( ~ l·ul. ~TI= 

= ( ' ( ~ l. ~ 'l,(( ' ( ~ l,u.( , ( ~ )) -1., ( ~ )) . ~ TI= 

= ('(~l.~'l,(('(~l.u,('(~ll-I. ( , ( ~ l • ~' ))-I E 0,1(1.0l . -
Esto prueba que ~l (X, a ) es normal . 

= 
Ahora, consideremos un generador ~ _~. _t-1 . ( ~ ' )-1 del conmutador 

de ;1 (X,O l, 

Ent onces ~ .~,~-l ( ~ 'l -I. ( ' (~l. ~ 'l · ( ~ 'l -I = ( ~ ',( ' ( ~ l. ~ ' l-I l -I 

• 

Corolario 15 , - Paro n> 1, ,k( X,O l 100,¡p .Ol 

Jn" (1 , 0) es abeliano 

que denotaremos 

Observemos que el Teor ema 12 puede enunoiarse de es t a manera : 

Si 1 posee un llnioo final propio, h Aplioa ción induoida por la 

inolusi6n, 

es una biye oción . 
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Nota . - Para no inducir a confusión, diremos- que 1 es (11 )n-slmple 

gii para todo Xo E 1, 711 (I,xO) actúa trivialmente en 1tn(I' >. Oi .Y 

diremos- que 1 es (n)n-conexo sil para todo xo E 1, ~(I,xO ) es 

trivial An~logamente para el caso relativo. 

Denotaremos ü.,rfl(X , xO) al subgrupo de 1tn(I, xO) generado por los 

elementos de la forma ~- u " ~ donde ~E 1tn(I,xO ), u E ~ (I,x O ) y 

u " t denota la acción de u en t (ver H. . lV .de [Hu . 2]) . 

Consideremos un espacio 1 arco conexo, oon un solo final propio, 

(n ){ntl)-simple y (~) n-simple, n O!: l . En estas condiciones, los 

grupos abstractos ~1 (X) Y 1n (X) tienen su correspondiente 

interpretación geométrioa , 

Es obvio que podemos definir un homomorfismo : 

de la manera siguiente· 

Elegimos un rayo a en X y oonsideramos el homomorfismo 

epa: ~1 (X,O:(O)) ---+ J n{X,O:j y los isomorfismos inducidos por la 

inclusión, la(OI' "n.l (X,O( O)-"n.¡' (X) y la:Jn(X,O)~Jn·IX) . 

Definimos ahora 
-j 

la' ~Q ' lO (OI 

Surge el problema de saber si este homomorfismo depende realmente 

del rayo base o: que elegimos en X. 

Sea P otro rayo en 1, entonces existe un oamino ~ : 1 x J ___ X 

entre P y o: . 

Denotamos (~0) ... 1 ' "n.l (1,0(0) ~ "n.l (I,~(O) al isomorfismo 

inducido por el camino llO entre p(O) y 0:(0) , Y consideramos el 

dilllgrama : 
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-, 
l<il') 

-, 
X'I' ) 

z, 

COlDO los triángulos son conmutativos. basta probar la 

con.tlPJtatividad del rectángulo de l a base para demostrar 111 

independencia de ,- respecto al rayo base elegido para definirla . 

Sea j :(ID+l , a¡D+l )---o( X, Cl(O » un representante de ~E""I ( X,Cl(O» , 

y F: In x 1 x J __ 1 una ex t ens ión propia de la aplicación 

propia . 

G: ID X 1 x O U ID. X O x J U aIn x 1 x J ~ 1 

G (x,t,O) = j(x,t) 

G (x ,O,s) . Cl (s ) 

G (y,t,s) =Cl (s) 

si (x,t) EIJl xJ 

si (x.O,s)EI II. xO xJ 

si (y ,t,s)E arJl x I xJ 

Entonces F1: ID x J ----+ 1 definida por F1{x,s) = F(x, l , s) 

representa a 

Condideremo~ ahora una homotop1a 

H: 1M1 x 1 ---+ 1 

tal que : 

HO = j y H(z , r ) = ~O (l_r) para cada 

Luego H1 representa a 

A continuaci6n construimos una aplicación propia 
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R: ¡IlX¡XO X ¡ u ¡IlX o xJ xl U inllxI xJ xl ----+ X 

oomo : R(x,t,O,r) = H(x,t,r) 

R(x,O,.,r) = ~ ( I-r,s) 

R(y,t,.,r) = ~ ( I-r , .) 

si (x,t,O,r) E Illxlx O x l 

si (x,O.s.r ) E In x O xJ xl 

si (y.t,s.r ) E cHllxlxJxI 

Observemos que RO = G, Aplicando la propiedad de extensión de 

homotop1a propia, R se extiende a una aplicación propia 

L : In x 1 )( J )( 1 ___ X 

tal que LO = r . 

Observemos que L1 ' IXl )( I )( J ~ 1 verifica que 

L1 (x ,t,O) = H1 (x, t ) .i (x . t) E In )( I 

L1 (y . t,s ) = p ( s ) si (y,t,s ) E c1I nx r x J 

L1 (x .O ,s ) = p(s ) s i (x . O, s ) E IDX O x J 

Por lo tant o L11 : rDx J ~ 1 definida por : 

L11 (x, 5 ) = L1( x , l . s ) para cada (x,s ) E InxJ 

representa a 

Ahora bien. la aplicación propia 

ti : In x r x J x 1 ----+ X 

dada por M(x,s,r ) = L(x.l.B.r ) para cada (x.5.r) E In x J x r 

es una homot opia propia de f 1 a través de ~ y por tanto Mt 

repre.enta a ~ ( 'a(~) ) E Jn(I,P ). 

Pero KI(x,.) = L(x,I,s,l) = LII(x,s ) 

de donde .e deduce que '1¡(~O)Jl+l (~) = 

63 

para cada (x , s ) E In x J 



6.- El papel del rayo base en loa qrupos Ja para el oaso 

relativo. Acoión de ~1 

. 
Este párrafo tiene un desarrollo similar al anterior. La mayor1a 

de las demostraciones se omiten pues se hacen de modo análogo a las 

de los correspondientes teoremas del párrafo 5 . 

Sea (I,A) un par propio, donde A posee algún final propio. 

Ieoreao 1.- Para cada nl: 1, todo camino en A, po , entre dos rayos 

a y p de A induoe de forma natural una biyeooi6n 

que depende únicamente de la clase de homotop1a de po (rel(Ox J,lx J ) ) 

Además se verifica: 

1) Para cada nl:2, POn es homomorfismo . 

2) Si P. es el camino degenerado "Q' ~ es el automorfismo 

identidad 

3) Si P. Y P son caminos en A entre rayos de A, de tal forma 

que ~ (l.t)= P(O.t) para cada tEJ. entonces ( ~-P )n = ~oPn 

4) Para cada camino JI. en A entre dos rayos a , p de A, y cada 

aplicación propia j: (I,A) --+ (Y,B). el siguiente cuadrado 

es conmutativo 

J., (Y.B.fo P) Jn(Y.B.f oa) 

5) El siguiente diagrama es conmutativo: 
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J,,(A, P) 
>. 

,l,, (X, P) 
J. d "- - - ;¡.,(X , A, P)--+ k-I (A, P) --+ .. 

111u 111u 111u 1 ""-1 
. . --+ J,,(A, a ) ...:...... ", {X,a) ~ j,, {X,A, a) -L :t"..1 (A, a ) --+ . . 

Demostraci6n . - Definimos ~ de la siguiente manera : 

S •• 1 : ( IDxJ ,IA-lxJ,TA-lxJ , IDX O) ~ (X, A, p , PCO) ) UD' 

aplicación propia que representa a t E J:n ( I / A , ~ ) 

Definimos ahora una homotop1a pr opia parcial de 1. 

41 : ID x O x 1 U Tn- lx J x 1 ~ A e X 

por ~ (x , t,s) K ~ (l-s ,t) para cada (x,t,s) E {ID xO U ¡:'-lxJ) x 1 

Como 4' la (ID-l x J) x l es una homotop1a propia en A de fl a (1:.-1 x J) ' 

aplicando la propiedad de ex tensión de homotop1a propia, 

encontramos una extensión propia de .\iI(In-t XJ) XI 

r : {IA-lxJ )x I A 

(observemos que F es una homotop1a propia en A de fl In-l )( J a 

través de ~ y Fl representa al elemento ~1 (a (t l) E Jn-l (A,a) ) . 

llamando <1> : a (IA-I x J) x 1 

definida por 

<I> {x,t,s) : ~ (x,t,s) 

<I> {y,t,s) - r (y,t,s ) 

A a la aplicación propia 

si (x,t,s) E In )( O U ( ~l)(J))( 1 

si (y,t,s ) EID-l)(J )( I 

y aplicando de nuevo la propiedad de extensión de homotop1a propia, 

~ se extiende A. una homotop1a propia 

x 
con GO= f (Diremos que G esuna homotop1a propia de f a través de ~ ) . 

Como G1 es una aplicaoión propia del tipo : 

( ID.J, r .... I.J,¡:.-l xJ, In .O) ~ ( I,A,a,a(O)) 

representa un elemento TJ E Jn (X,A, Q) 
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Definimos 

La demostración de que ~ está bien definida y sólo depende de 

la clase de homotop1a propia de JI. ( reIr O x J,! x J)) es: análoga a 

la realizada para el oaso absoluto, así oomo la demostración de 

1),2),3)y4) . 

Por otra parte resulta inmediato comprobar que 4 J1n = h i"" 

j. ~: J1n j ... y de la definición se deduce que el l1n = J1n~1 por tanto 

se verifica 5). • \ 

Corolario 2.- Para n ~ 2, ~1 (A,a) actúa en Jn(X,A,a) como un 

grupo de operadores . (Utilizamos la misma notación u .. t que en el 

caso absolut.o) . 

Notemos que si a es un final propio en A, a partir del Teorema 1, 

se deduce que todos los grupos ,Jn(X,A,O) donde O' es un representante 

cualquiera de a, son isomorfos y por tanto, como grupo abstracto 

Ju(I,A,O} no depende de la elección del rayo base a elegido para 

representar a, y podemos denotar lo simplemente por 1n(X,A,a), 

(10 llamaremos {J} n-ésimo grupo abstracto de homotopía propia del 

par (I,A) en .). Si A posee UD único final propio, todos los grupos 

Jn(I,A,O) son isomorfos para cualquier rayo a en A y como grupo 

abstracto Jn(X,A,a) no depende del rayo base. Podemos denotar lo 

Jz.,(l, A) y 10 llamamos (1) n-ésimo grupo abstracto de homotopia 

propia del par (I,A) . 

Definioión 3. - Diremos que el par propio (X,A) es el) n-simple 

~ii para todo rayo a en A, !dA,a) actúa trivialmente en ,Jn(I,A,a). 
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Proposición 4.- Si A posee UD únioo final propio, e} par (X,A) 

es (l) n-simple si y sólo si existe UD rayo a en A tal que ~1 (A, a) 

actlla trivialmente en ,k(I,A, a) . 

Proposioión 5.- Si para algún rayo a en A , (A,a) es (n ) l-conexo 

entonces el par (I,A ) es (t) n-simple. 
: 

PrQpoaicj6n 6. - Si A posee un único final propio y .,k(X,A) = 0, 

entonces el par ( I ,A) es (t ) n-simple. 
= 

Teore .. 1. - (I,A) es (!) n-simple si y sólo si se verifica, para 

cada rayo a en A. que si dos aplicaciones propias t,g del tipo 

(Inx J, 1 ... lxJ ,T ... I x J ,Inx O) --> (X,A,CI, CICO) ) 

son homótopas propiamente mediante una homotop1a H tal que 

H{,{I"xJ) x 1) e A y H{x,t,s) = H{x ',t,s) para (x,t,s), 

{x',t,s)E{I"xO u rn-1 xJ)xl 

entonces son homOt opas propiament e (re 1 (1rr-l )( J, rn-1 x J . 111. x O) 

Como ocurre en el caso absoluto, si A posee un único final propio 

y el par propio {I,A} es (l) n-simple, el grupo abstracto ,Jn(I,A) 

tiene la correspondiente interpretación geométrica : 

Definioión 8 . - ,k+(I,A ) es el conjunto de las clases de 

aplicaciones propias 

j: {I"xJ, a (I"x J)) --> (I,A) 

tales que f(x,t)=f(x',t) para todo (x.t) y (x.,t)EIlLx Ourn-1xJ; 

donde f y gestAn relacionadas sii existe una homotop1a propia 
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H {Inx J x 1, ~(Inx J) x 1) ~ (I,A) 

tal que RO = f, RI = 9 y H{x',t,s)= H(x,t,s) para todo (x',t,s) y 

(X,t,B) E (I"xO V T"""lxJ) x 1 

Entonces para oada rayo a en A, tenemos una trasformación 

inducida por la inclusi6n 

l = x,, : J,,(I,A,a) -----> Jn* (X,A) 

reoreN 9. - Si A posee un único final propio y el par propio 

(X,A) es (J l n-simple entonces r es una biyecci6n . 

Análogamente al caso absoluto, podemos definir en Jn:'(X.A) una 

estructura de grupo respecto a la cuál 1 es un isomorfismo, 

comprobandose además que esta estructura no depende de la elección 

del rayo base que representa al final propio de A. 

Definioión 10.- Para cada D)::2, 0ll't.(I,A,O) es el subgrupo de 
= 

Jn (I,A.aq generZldo por los elementos de la forma t- u*. t donde 

tE J,,(I,A,a) y u E }JI (A,a). 

Proposjoión 11.- Para cada n::t 2, ~tl(I,A,a) es un subgrupo -
Ilormal de Ja (X.A.a) . En particular. n,2(I.A.Q) contiene al suhgrupo 

• 
conmutador de J2(I,A,a) . 

DeIpOHraci6n . Para n> 2, Jn (I,A,a) es abeliano 

Para n = 2, n.,2{I,A,a) está generado por los elementos de la -
forma ~. (u. t )-1 con t E ~ (X,A,a), u E lh (A,a) . Observando que 
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si t , t ' E ;!2 (X, A,a) , donde 

y " .,h (A,a) --- :51 (A,O). 

la demos tración 8e hace de modo similar a li!! de la Proposición 

14 . 5 . • 
Corolario 12.- Para n:1- 2, Jn (X,A. a ) / 0ln{I,A, Q) (que denotaremos 

• • Jn (X,A,a)) es abeliano . 

Notemos que el Teorema 9 puede enunciarse as1 : 

Si A posee un unico final propi o. la a plicación i nducida por la 

inclusi ón 

Jn ' (X, A, a ) ~ Jn ' (X,A) 

es una biyeccion . 

Tambi én para el caso relativo, las condiciones de (n) simplicidad 

y (JJ simplicidad permiten rebcionar los grupos de homotop1.!1 de 

Hur~wicz y los de homotop1a propia oonstruidos geométrioamente. 

Parll: n:ot: 2 . Dado un par propio (I,A) con A arco conexo y con un 

5010 final propio . Si (X,A) es (n ){ n-tl )-s imple y (t )n-simple , los -
grupos abstract os ~1 (X, A) y Jz¡, (I,A ) tienen su correspondiente 

interpretación geomHrica ~l+(I,A) y Jn+(I.A ) . Es evidente que 

podemos definir un homomorfismo 

por 

,. , "":¡' (I , A) ~ ,¡,,'(I,A) 

-1 
,. : la ' 'a' la¡, ) 

donde a es un rayo elegido para representar el final proplo ?e A, 

'a 
y 

""'¡ ( X, A, a(O) ) ~ ,¡,. (X, A, a ) 

la ' ", ( X, A,a ) "Jo'(X,A) 
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Como en el OASO absoluto, se oomprueba que" no depende de la 

elección del rayo base . 

1 . - El papel del rayo base en loa grupos .!. . Acoión de.!J 

El desarrollo del presente párrafo es paralelo al de 108 dos 

tnteriores . Las demostraciones se omiten pues se haoen de forma muy 

parecida a las de los correspondientes teoremas de los párrafos 5 y 

6 . 

Sea 1 un espaoio topológioo oon algún final propio . 

Teor,. l. Para cada n ~ 1, todo camino ~ entre dos rayos Q y P de 

I induce de lMonera natural un Íl50lDOrf ismo 

I'u : J!,. (I.p) ---< ~( I . a) 

que depetlde únicamente de la clase de homotop1a propia de 

~ ( rel ((Ox J.l xJ)) . 

Además , se verifican propiedades análogAS a 1),2 ) y 3) del Teorema 

2 .5 

Demostración . - Sólo daremos la definición de ~ : 

Sea ~ un elemento oualquiera de ~(I, p) . Elegimos una aplioación 

propia 1 : (I" x J, 3I"xJ. 31" x 0)---. (I.P,PCO)) que representa a ~ . 

Definimos ahora una homotopia propia parcial de f 

• : (31" x J) x 1 ¡ 1 

por : + (x, t,s) 11: P. {l-s ,t) para cada (x,t,s) E (cHJl xJ) xl. 

Notemos que para oada (x,O,s) E artl.xo x l, ' (x,O,s)=( ¡.L0)-l {S) . 
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Aplicando la propiedad de extensión de homotop1a. obtenemos una. 

extensi6n de .! IlI. x O xl 

• : 1:o.x O x 1 I X 

tal que 

Consideramos a continuación la aplicación propia 

<1> : 3(In x J) x l • X 

dada por <1> I rnx O x r =. y <1> I (UnX J) x r = • 
Observemos que 4>0'" fll!l(IlI. X J) 

Aplicando de nuevo la propiedad de extensión de homotop1a propia, 

obtenemos una extensión propia de 4> 

F: In x J x 1 X 

(a estas homotop1as propias que verifican Fo"'f y F(x,t,s)= 

:: ~(l-s.t) si (x.t,s) E ¿Hn x J xl, para f del tipo descrito, las 

llamamos también homotop1as de f a través de ~ ) . 

Como Fl es una aplicación propia del tipo: 

_ _ o (X,(I,(I( O) ) 

representa un elemento Tl de 1!n{I,O:) . Definimos J.Ln ( ~ ) = 11 I 

Para un camino JL entre los rayos a y P de X, el camino ~o 

entre a tO) y PíO) induce de forma natural un isomorfismo 

(~O)n : "n(X,~(O)) --------. '\.(X , (I(O)) par. c.d. n>l . Observemos que de 

la propia defin.ici6n se deduce de forJIl2l¡ inmediata que el cuadro 

lla (X,~) ~ '\. (1, ~(O) ) 

hl 1 (~O)n 

1!n (X,(I) 
"ó 

'\. (X,(I(O)) --------. 

es conmutativo . 
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Corolario 

operadores . 

2.- ~1 (X,o) actüa en ~(I,o) como grupo de 

La acción (.) : Jl1(I,a¡ x b(I,a) --> b(I,a¡ 

esta definida por 

cualquiera de u . 

u a ~ = Pu(tl donde ~ es un representante 

Observemos que d.dos t ~ . E Jl¡(I,a). ~.~ . = ~ .~'. 1;1, es decir 

que ~l(X,O) actua en ~l(I,o) por conjugación . Entonces son 

equivalentes : \ 

a)~t(I,Q) es abe llano y b) lh(I,Q) actúa trivialmente en ~l(X,a) . 

Notemos que 5i a es un final propio de X, del Teorema 1 se deduce 

que todos los grupos ~( X , o) con Q' un representante cualquiera de 

. , son isomorfos . Por tanto como grupo abstracto ~(X,Q'l no depende 

del rayo base Q' elegido para representar a y podemos denotarlo 

Zk(X . a) . Lo llamamos (!!) n-ésimo grupo de homot opla propia de X en 

el fi·nal propio a . Si 1 posee un únioo final propio, como grupo 

abstraoto ~ ( I,a) no depende del rayo base a . Lo denotamos 

simplemente como !D(X) y lo llamaremos (~) n-ésimo grupo de 

homotopla propia de X. 

Pefinioi6n 3. - Diremos que 1 es (al n-simple 8ii para todo rayo 

O en X, ~1 (X,O) actüa trivialmente en ~(I,o) . 

Se verifican Propo8iciones 4,5,6 aoalogas a la.s Proposiciones 

1.5,8 . 5,9.5 . 

Teore .. 7 . - 1 es (D:l n-simple si y solo si se verifica, para 
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cada rayo O en 1, que si d os aplioaciones propias 1, 9 del tipo : 

son homótopas propiamente mediante una homotop1a H que cumpla: 

H(x ,t, s ) = H(x ' , t , .) para cada (x,t,s) y (x ' , t,s ) EaI%l.xJxI. 

entonces son bom6topas propiamente (rel( aJDX J , aI Dx O)). 

DefjnjoiÓn 8.-

aplicaciones propias 

!;n· {I ) es el oonjunto de las clases de 

1 : ID xJ --+I 

tal es que l(x,t)=I(x',t) para oada (x,t) y (x',t) E ~l·. J; 

donde 1 y 9 es tán re lacionadas sii existe una homotop1a propia : 

H: I tI x J x 1 ---t X 

tal que Ho"'L H1 =g y H(x ',t, s)",H (x,t, s } para cada (x',t, s ) 

y (x.t,s) E~r·.J.l. 

Para cada rayo a en X tenemos una transformación inducida por la 

inclusión : 

que en el caso de poseer X un llnico final propio y ser (11 ) n-simple -
es una biyecci6n y podemos inducir en 1k. (1) una estruotura de 

grupo , independiente del rayo base a, que hace d e esta biyecci6n un 

isomorfismo . En este caso ~· ( I ) es la int erpretación geomHrica 

del gupo abstract o !h( I ). 

Qlfin.i2i~Jl 9 . - Para cada n~ 1, n,f (I , a ) es el subgrupo de 
= 

~( I , a ) generado por loa elementos de la f orma ~ - u • ~ 

d onde ~ E !J,.( I , a ) y u E ~l(I , a ) . 
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Propo.ioión 10.- Para cada D::t 1, nl'(I ,o) es un subgrupo normal 
~ 

de ~(l, a ). En partioular , n..1 (I,a) es el subgrupo conmutador de 
= 

~I (I,a) . 

Corolario 11.- Para n::t 1, ~(I , a ) / n..D ( I , O) - = 
(que denotaremos 

Du+ (I, O) ) es abeliano . 

la utilización de este grupo suple h condici6n de 

(lI)n-simplicidad y obtenemos que si 1 posee un único final propio, 
= 

la aplicación inducida por la inclusión 

es una blyecci6n . 

Consideremos ahora un par propio (I ,A) donde A posee algún fi nal 

propio . 

Ieore .. 12 . - Para n:te 1, todo camino 11 en A entre dos rayos O y P 
de A, induce de forma natural una biyección 

-~, ~(I,A,a) 

que depende únicamente de la olase de homotop1a propia de 11 

(rel(O xJ, 1 x J)) . Y se verifican propiedades ant10ga6 a 1 ), 2), 

3), 4) Y 5) del Teore .. 1.6. 

DemoRtracióD . - la manera de definir ~ e8 la 8iguiente : 

Se. j : (In. J, r»-I. J,,!,,,"I. J,,!,,,"I. O) _____ (I,A,P,PC O)) 

una aplicación propia que representa a t E ~(I , A, p) 

Definimos un~ homotop1a propia parcial de 1 

. : (TII-1 • O U TII-I. J). r -----;1 A el 
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por : . (X.'.B) - ,(I-s •• ) para cada (x,t.s) t CT:k-l x J)x 1 

Como ~14In-lx O x l es una homotop1a en A de fl a¡n-lxO ' apllcando 

la propiedad de extensión de homotop1a, encontramos una extensión 

F : rn-l )( O x 1 --~ A 

Considerando ahora la aplicación propia 

G, ' (II>-I.J). 1 A 

dada por G I In-lx O xl z: F y 

y aplicando la propiedad de extensión de homotop1a propia, 

obtenemos una extensión propia de G. 

G: I:b-l x Jx! 

t ", l que GO = jI Ir.-l x J 

A 

LlaID4ndo H cHIl X 1 X a la aplicación definida por : 

HI ,n-lx 0)( I = $1 rn- 1)( 0)( I 

y utilizando la propiedad de ex tensión de homtopia . H se extiende 

a una homot opia H : I1I. x O x 1 l con Ho = f I 111. X O 

Si ahora definimos la aplicaci6n propia 

s ' (I" • J) • 1 l 

por S I lb. X O x 1 = H 

y aplicamos una vez más la propiedad de extensión de homotop1a 

propia, obt enemos una extens ión propia de S. 

R : ID. x J )( r l 

tal que RO ""' f 

Como R1 es una aplica ción propia del tipo 

(r". J.r1>-l. J. T"-1 . J.T"-I. O) ~ ( I . A. a . a(O) ) 

repres enta un element o ~ de ~( I , A, a ) 

Definimos 
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Corolario 13.- Para n ~ 2, !1 (A,a) actúa en .:!n(%,A,a) oomo un 

grupo de operadores . (Seguimos utilizando la misma notaoi6n u " ~ que 

en el caso absoluto) . 

Observemos que, analogamente al oaso absoluto, para un camino ~ 

en A entre dos rayos O y ~ de A, se deduce de la propia definición 

que el cuadrado 

~(X,A,CI) 
'd 

--.... , ,,- (X,A,CI( O) ) 

es conmutativo . 

Del Teorema 12 obtenemos que si a es un final propio de A, como 

grupo abstracto ~(l,A,a ) no depende del rayo a elegido para 

representar a y lo denotamos ~(X,A, a ). Si A posee un único final 

propio 10 denotamos h (l,A) y 10 llamamos (~) n-ésimo grupo de 

bomot opia propia de par (1, A) . 

Definioi6D 14.- Diremos que el par (I ,A) es (!l) n-Simple 8ii 

para todo rayo a en A, ~1 (A,a ) actúa trivialmente en ~(X,A,a) . 

Se tienen Proposiciones 15, 16,17 análogas a las Proposiciones 

4 . 6,5 .6,6.6 . 

TooreN 18 . - (I , A) es (~ }D-simple si y 8610 si se verifioa, para 

cada rayo a en A, que si dos aplicaciones propias f, 9 del tipo 
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(ID.x J, Jfi-lx J, Tfi-1X J,T~lX O) __ (X,A,a,Q(O)) 

son hom6topas propiamente mediante un :'". bomotopla H tal que 

H(al"x Jxl) e A y H(x,t,s) = H(x' ,t,s) para cada (x',t,s) 

y (x,t,s) E 1"'-1 xJ xl entonces SOD bomótopas propiamente 

Definioión 19 , - ~* (I,A) es el conjunto de las clases de 

aplicaciones propias 

j: (l" xJ,a¡"xJ) (X,A) 

tales que f(x,t):::f(x',t) para todo (x,t) y (x' ,t) E ~1 )( J; 

donde f y 9 están relacionadas sii existe una homotop1a propia 

H: (1" x J, al" x J xl) (X,A) 

tal que Ha = 1. H1 = 9 y H(x,t,s) = H(x',t,s) para todo (x,t,s) 

y (x' ,t.s) E 1""'l x J xl 

Para cada rayo ex en A, tenemos una transformación inducida por la 

inclusión 

~(X.A,a) ~'(I,A) 

que en el caBO de poseer A un únioo final propio y ser (X,A) 

( ~ )n-simple es una biyeooi6n y podemos induoir en .!n* (I,A ) una 

estruotura de grupo, independiente del rayo base a , que haoe de 

esta biyecoi6~ un isomorfismo. En este caso, ~+ ( I,A ) es la 

interpretaci6n geométrica del grupo abstracto ~(I,A). 

Definioj6n 20.- Para oada n-;,. 2, O,l'(I,A,O) es el subgrupo de -
~(I,A,a ) generado por los elementos de la forma ~ - u • ~ donde 

~ E ~(I,A, a) y u E ~ (A, a). 
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y se tienen pr oposición y corolario anAlogos a . 6 Y 126 

• • • 

Notemos que si JI.. 8S un oamino en 1 entre dos rayos a y ~, de la 

última demostraoión del párrafo 5, de la propia definición de ~ 

para n 
= 

y de la observación al Teorema 1 . 7, deducimos 

inmediatamente que el siguiente diagra~ es oonmutativo . 

.... ¡(X,~(o) ) ~~'J,.(X,p) L "O ",, ( X,p(O) ) ~ ... ... ----+ ~(n ) ~ 

t~O) .. ¡ lh lh 1 (~o). 

.... ¡(x,a(o) ) 'fa, J,.(X,a ) L ~( x.a ) 
CO 

",, ( X,a(o) ) ~ ... . . . ----+ ~ 

Similar resultado se obtiene para un par propio (I,A ) y un camino 

JI.. en A entre dos rayos a y p. 

Para cada rayo a en 1, definimos una acción de lh (X,a) en 

.. ( X,a(o) ) 

como u • 

(. ) : l!¡(X,a) x ",,(X,a(O)) 

t = "3 (u ) • t para cada 

----o, .. (X,a(O)) 

u E ~(I,a) y tE Jt,,(I,a(O)) 

"él (u) • ~ oorresponde. la 'ooión de 1I¡(I,a(0)) en .. (I,a(O)). 

Análogamente para un par propio (X,A) y oada rayo a en A, 

definimos una acción de!l (A,a) en ~(X,A,a(O)) 

,,(I,A,a(O) ) 

como u. ~ ~ca(u ) • t para cada u E l!¡(A,a) y ~ E .. (I,A,a(O)) 

ca(u) • ~ corresponde a la acción de n¡(A,a(OJ ) en .. (I,A,a(O)) . 
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Son inmediatas las siguientes proposiciones : 

Proposioi6n 21.- Si X ((X,A}) es (n) n-simple, entonces la 

acción de !l (I,Q) (~(A,a» en .,.(X,a(O» (.,.(X,A,a(O») es 

trivial para oada rayo a en 1 (en Al. 

Proposioi6n 22 . - Sea 1 un espaoio ((I,A) un par propio) ) tal que 

para alc¡Un rayo a en 1 (en A) , lIo(l,a(O», JO(I,a) y J..-1(1," ) 

(lIo(A,"(O», Jo(A, ., ) y k-l(X,A,"» son triviales, 

Si 1 ((I,A)) es (~)n-simple, entonoes X ((X,A)) es (n)n-simple . 

Un resultado inmediato es que para cada r",yo a en X ,~(X,a) 

actua en la sucesi6n exacta n ---+ l----i! asooiada a (1,0:) . 

Proposjoi6n 23 . - Para cada u E lh(X,a ) el siguiente diagrama es 

oonmutativo: 

.,.(X,"(O» --> '" 

lu, 

" -----> ""'1 (X,"(O» %·'1..(X,")..'!'..., 
"O 

~(X," ) -----> .,.(X,<l(O» -->'" 

An6logo resultado se obtiene para el caso relativo. 

H2lA. - De manera similar a la realizada en los párrafos 5, 6 Y 7 

pueden definirse acciones de II (A,a) en ,Jn(I,A,a), ~(A,a) y 

~(I,A,a), para todo rayo a en A y (I,A) par propio . No 

desarrollamos su estudio pues no resulta interesante para el resto 

del presente trabajo. 
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CAPITULO II 

GRUPOS DE (CO) BOKOLOGIA PROPIA 

El objetivo de este cap.1tulo es introducir teor1as de (ca) 

homologia propia que se utilizarAn en oapitulos posteriores. 

Estas teorias ya han sido definidas en [E-H-RJ . 

W. S . Massey desarrolh en [:ti} la teor1a de (co) homolog1a 

(H*)H,. utilizando cubos singulares en lugar de simples 

singulares (un n-cubo singular en un espacio 1 es una 

aplicación continua de In -----f X, para n ~ O). La ventZlja de 

trabajar con n-cubos en lugar de n-simples es que, en 

principio. se obtienen descripciones geométricamente más 

sencillas y ~chas demostraciones tienen también formulaciones 

más oómodas, debido a que el producto de un cubo por 1 sigue 

siendo un cubo y al hecho que la subdivisión de un cubo es muy 

sencilla . 

Con téonioas parecidas a las de Massey, pero utilizando 

n-cubos propios ( I. 1) Y aplicaciones propias . se obtiene la 

bomolog1a singular propia J. y factorizando por los n-cubos 

compactos la homolog1a final propia Et. ambas en la categor1a 

de 108 pares propios. y relacionadas con la homoloq1a singular 

H. por una sucesión exacta : 

.. . ~ l!,..1 ~ J .. 1 ~ 1:,..1 ~ H" ~ 

Daremos las propiedades más interesantes de estas teorias de 
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(ca) homolog1a propia, completadas respecto a las de [E-H-R} 

por el Teorema de la suoesión de ':Hayer-Viétoris. Asimismo 

recordaremos el algori tmo de cálculo que existe para es tos 

homolog1as en la categor1a de 108 complejos cúbicos propios 

finitos y estableceremos en esta categoria teoremas de esc~si6n 

y Mayer - Viétoris con hipótesis menos restrictivas que serán 

utiles en capitulas posteriores . 

1 . - Grupos de bo.oloq1a propia 

Sea X un espacio topol6gico , 

Definioión 1.- Un n-cubo singular propio de 1 es UDa 

aplicación propia T: Kl x '" x Kn-----+ X donde Xl x . " x Kn 
es un n-cubo propio ( 1 . 11 , Se dice degenerado si existe 

i E {l" , .n} tal que T(xI. ". xi" '. xn} no depende de Xi (en 

tal caso r;, "" L pues T es propia). 

Sea Dn(X ) el grupo aheliano libre generado por todos los 

n-cubos singulares propios de 1 y sea 0n(l) el grupo abeliano 

libre generado por loe n-cubos singulares propios degenerados 

de l . Se denota c:,,(X) al grupo cociente a.(I) I 0". (1) . 

Para cada i "" 1. ' ' . n, se oonsideran las inclusiones 

"11 , KI x . , x K;-I x K;+I x . . x K" ~ KI x .... x. Kn 

<lt1 (xl "" xi_l. xi+l· ' . . Xn ) '"' (xl·' ·· lCt_t.l.x:1+1" .• ~) 

donde 1-0 Ó 1 l5i ~-I Y IsO 8l. ~-J 
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Estas inclusiones induoen 

0,...1 (X) . 

Para el caso K:1=J definimos (~l)·,", O 

Se define un homomorfismo borde ~n : ~(I) ~ ~l(I) por : 

eT = 5- (_1)1 ((";.O)'T - (";.I)'T) 
1., 

Como 33 = O Y e( o,.(X)) e o,...l(X ) queda inducido 

e , <;' (X) , <;"'1 (X) 

El oomplejo de cadenas obtenido se denota por C+{X). 

Definioión 2. - Se llama n-ésimo grupo de homolog1a singular 

propia de X Y se denota Jn(X) a "n(C.{X)) . 

Para un par propio (X,A ), se denota C.(X,A) al complejo 

cociente c,,(X) / c,,(A) . 

Se llama n-ésimo grupo de homologia singular propia del par 

(X,A) y se denota Jo(X,A) a H,. (C. (X,A)). 

Sea G un grupo abeliano . Se define el n-ésimo grupo de 

cohomologia singular propia del par (I,A) con coeficientes en 

G, JO(X,A;G) =HO(C·(X,A;G) donde c+ (X,A;G) = Hom( C.(X,A) ;G) . 

Como en la homologia singular puede definirse: 

Sea S.(l) el complejo de cl!Iidenas de cubos singulares de X. 

Notar que 5.(1) es un subcomplejo de C.(X). 

DefiDioión 3. - Se llama n-ésimo grupo de homolog1a final 

propia de X y se denota 1:,. (1 ) a H,. ( C.(X) / S.(I)) . 

De la manera. habitua.l se definen En fl, A), ~(X ,A;G ) y 
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En(X, ','G) . (X A) b 1 .n para un par propl.o • y un grupo a e iano G. 

l:f.2.lA. . - Para los complejos S .. , C. . c..,/s. se denotarán los 

ciclos por 

respeotivamente . 

Dada una bpbcaci6n propia f: 1 -----.. Y 

la correspondencia T ~ f o T induce homomorfismos 

JnU) • f. 

En (f) • f. 

Jn(X) ~ Jn (Y) 

En(X) ~ En (Y) 

Anál ogamente para el caso relativo. 

Así J. Y r... son tunctares covariantes de la categoría de 

los espacios topológicos (o bien pares propios ) y aplicaciones 

propias, en la clIItegorla de los grupos abelianos y 

homomorfismos . 

J* y E* son tunctares oontravariantes entre las mismas 

ca tegor fas. 

Dado un espaoio topológico X, oonsiderando la sucesi6n 

exacta corta de oomplejos de cadenas 

0_ S. (1) - C.(X) - (C.! S.)(X ) _ O 

se deduce que . 1 tiene asociada la siguiente sucesión exacta : 

Análogamente para todo par propio (I,A). 
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2 . -Prinoipale8 propiedades de 108 grupos de ho.ologia 

propia . 

Oefinigi6n 1.- Para un espaoio 1, se considera el conjunto 

de los 5ubesplIcios compacto-cerrados de 1 dirigido por la 

inclusi6n . Si K es un com~cto-oerrado de l. c(l-K} denota el 

oonjunto de oomponentes conexas de X-K . 

El conjunto de finales de rreudenth~l de 1 se define como el 

limite inverso F(I) "" 1im c(I-I::) . Un final Freudenthal e de 1 
~ 

se representa por e '" (U¡1 E ~ c(l-K ). 

Sea U un subconjuto de X, se denota : 

e < U, si existe un K tal que Ux e U 

UF: l e E EII ) I e < U) , U': U U UF 

Se llama topología de Freudenthal a la topología inducida en 

1 u F (l) por la base {U '*1 U es UD abierto de X } . Este 

espacio topo16gioo se denota l· Y es una extensi6n de 1 . 

1" fué estudiado por Freudenthal en [F .H] . 

Recordamos que se verifican los siguientes teoremas : 

Teore. 2 . - Sea 1 un espacio T2• localmente arco conexo. 

localmente compacto y con un numero finito de componentes 

oonexas . Entonces 1 es abierto en 1'* y 

conexo y además compacto . (Entonces I· se llama compactificaci6n 

de Freudentbal de I } . 

Teore .. 3 .- Sea f : X ----+ Y propia, donde Y tiene como 

base los abiertos con frontera oompacta y además Y es 
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localmente conexo . 

Entonces. existe una unica aplicaoión oontinua f· : l· --t Y t-

tal que j '(E(I)) e E (Y) y el cuadrado : 

I-L y 

1 1 
l' Ly· es conmutativo . 

Un estudio detallado sobre las propiedades de X· y su 

relaoión oon otros espacios topológicos que extienden X. a 

través de los finales de Freudenthal. y a través de los 

finales propios F (I) estA realizado en [Dm . -He . l], de donde 

puede obtenerse el siguiente : 

CorolArio 4 .- Sea 1 un espacio topológico, K1 )( ·· ·x Kn un 

n- cubo propio y 1: K1 x ... )( Ku ----+ 1 una aplicaci ón propia . 

En tonoes queda induoida de modo natural 

continua . 

, ,. 
j , (K¡ x " x K,. ) ~ 1 

Ahora , daremos una lista de propiedades que ver ifica la 

homolog1a singular propia : 

PI ) Existe una sucesión exaota asociada a cada par propio 

(I,A) , 

"---< Jq(A) ---< Jq(I ) ---< Jq(I,A) ---< J q_1 (A) ---< " 

P2) Sean 1, g : (I.A) ----+ (Y, B) aplicaciones propias entre 

pares propios . 

Si 1 y 9 son hom6t opa s propiamente . ent onoes los 

homomorfismos inducidos 1 •. g. : Jq(I,A) ~ Jq (Y,B) son 
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iguales 

P3) Sea P un punto, entonces Jq{P) ~ O si q .., O Y JO(P) = Z 

P4) Sean 1 y las aroo oomponentes de l . Si oada X't es propia 

en l. entonoes oada 

subespacio propio A de X. 

P5) Si 1 es compacto, Jq(I) = H,¡(I) . 

P6) (Propiedad de fuga). Sea f : 1 -- Y una aplicaoión 

propia tal que existe F : J x 1 ~ Y propia y F(O,x) 

= j(x) para cada x E 1 

Entonoes el homomorfismo inducido f. : Jq(I ) ~ Jq(Y) 

es nulo . 

Corolario de P6): Jq(I x J) = O para todo q . 

Pl) Sea U ex t.l que clU e int A y AFU (X_U)F= F ( X) . 

Entonces, Jq(I-U, A-U) -~I Jq (X,A) es isomorfismo . 

Notar que P7) es una propiedad débil de esoisiÓn pues a 

la condiciÓn habitual hay que añadir la que concierne 

directamente a los finales de Freudenthal . 

La homolog1a final propia verifioa propiedades similares 

a PI) ,P2) ,P4) ,Pl) Y ademAs la. siguientes : 

PE3) Eq(I x J) " H,¡-l(I). En particular Eq(J) K O si q-l 

Y E1(J) " Z . 

PE5) Si 1 es compacto, E¡CI) .= O para todo q . 

PE6) E1(1) e6 el grupo abeliano libre sobre el conjunto de 

finales propios de X. 

PE1) Sea (X,A) un par propio de espacios compactos y U el 
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tal que el U e int A. Entonoes : 

Eq ((I-U)x J, (A-U) xJ) 

es un isomorfismo . 

Utilizando las propiedades anteriores se obtiene que : 

si q. n y J. ( R' ) = Z 

Jq(R+', RI>-I ) = O si q' n y J. ( R.", RI>-I ) = Z . 

(R+D. es el semiespAcio euc11deo correspondiente a Xn~ O). 

E,¡([)I>-l x J,SI>-2 x J) = O si q. n y E,.([JI'-lxJ, SI>-2 x J) = Z 

A continuación daremos un teorema que completa las 

propiedades de las homologias J. y E. y no está recogido en 

[E-H-R ) . 

Sucesión exacta de Mayer-Vietoris . 

Sean A Y B dos subespacios propios de un espacio topo16gico 

l . Se consideran las inclusiones propias : 

A n B 

A n B 

A 

B 

---->. A 

B 

--->.1 

--->. 1 

que induoen los homomorfismos ji. ' j2"* k., l. en los 

correspondientes grupos de homologia singular propia . 

Definimos ahora los homomorfismos 

. : J.(A n B) 

, : J.(A) el J.(B) 

por : 

J.(A) el J.(B) 

--~. J. (l) 
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"x) = (jl.(X),j2«x)) 

,(u,v) = k.(u) - 4(v) 

toareN 5.- Sean A Y B 

que 1 = int A U int B y 

para x E Jo(A n B) 

para u E Jo(A) y v E Jo(B) 

subespao~os propios de 1, tales 

T(!) = AFV SF, Entonces existe un 

homomorfismo natural para cada D, 

Jn-l (A n B) 

tal que la siguiente sucesión es exacta: 

.. ~ Jo{A nB) --'L Jn{A) e Jo{B) L J.{I) A... Jn-l (A n B) - . 

(la llamaremos sucesión de Hayer-Vietoris para la homolog1a J.l 

Oemostración . - Sea {/= {A,B} . Como Massey en [M], diremos que 

un n-cubo singular propio T es menor de orden (1 si lmT e A 6 

1m T e B llamamos 0,.(1, (1) al subgrupo de ao{I) generado por 

los n-oubos singulares propios de orden tI . De manera análogA 

definimos o,.{I, (I). y <;'{I, (I) = 0,.(1, (1) / D,,{I, (I) 

Es olaro que .{D,,{I, (I )) ca,...l (1, (1) Y por tanto podemos 

definir 2,,{I, (1). B,.{I, (I) y J.{I, (1) de l. manera habitual. 

AnAlogamente a lo que ocurre en P7), ver [E-H-RJ, la 

condición sobre los finales de Freudenthal, junto con el hecho 

de ser hom6topos el operador subdivisión Sd y la identidad 

id: C.(X) ~ C.(I). permitirtn demostrar en este caso que el 

homomorfismo induoido por la inclusi6n O,: C;(X. (/ )~ C;(X) 

induce un isomorfismo O.: J.(X, II ) ----<1 .J.(X) . 

Notemos que <;'{I, (1) = <;'(A) + <;'{B) 

O. es suprayectiva : Sea [z) E J.(I) donde z =: 
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+T. E Cn(X) es un oielo. 

Para cada n-cubo singular propio Ti de la cadena z, donde 

--.... 1 1 con 01 = n-cubo no compacto, consideramos la 

aplicación oontinua inducida en los espacios de Freudental 

• Ti : 0i U e I 1 U F(X) donde.::::: { U¡} es el único final 

de Freudenthal de 01 . T1·(e) E F {l) ::::: AF U BE Por tanto 

T/(e) EAF 6 bien T1·(e ) E BF . En el primer caso , existe 

un compacto K en 0i ' con U¡ E e tal que Ti ( U¡) e A . Ent onces 

exiete un I1t E N tal que Sd~(T1)::::: ¡ T11 verifioA que 
J 

para todos los n-cubos singulares propios no oompaotos T11, 

Im(T;j) e A. 

En el segundo caso , un razonamiento análogo oonduce a una 

conclusión similar con Im (Tij) e B. 

Como z es unA suma finita de n-cubos singulares propios, el 

razonamiento anterior junto con el de Massey en [l1J (? II). 

peI"miten encontrar un N E Pi suficientemente grande para que 

todos los n-cubos singulares propios oorrespondientes a 

Sd·(z ) estén totalmente contenidos en A o en B. Entonces 

Sd·(z) E Cn(l,ll) . AdemáS es un ciclo por serlo z y como Sd 

e id son aplicaciones de cadenas hom6topas [Sdl"(z)] E J:n(I, (1) 

verifica O. (SdJ(z)) ~ [z) . 

C. es inyectiva: Sea [z} E Jn(l, (1) donde z es un 

n-ciclo de Cn(I, (1). Supongamos que O.[z] ::::: O E Jn(X). Entonces 

exiete una (n+1) cadena y E Czw.l(X, ll) tal que a(,.. ) = z . 

Aplicando el razoDi!lomiento anterior, podemos encontrar q E N 

oon Sdq(y) E C¡w.l (X, l/) . Utilizando de nuevc que Sd e id son 

69 



hcm6topas y razonando igual que Massey. obtenemos que z es el 

borde de UD" (n ... l)-c"dena de Cn+l(I, l/). por 10 tanto 

Considerando ahora los homomorfismos inducidos : 

k' • 
-~, Cn(I) 

---;, Cn(I, U) l' • 
JII ' c;.(A () B)-~' Cn(A) 

los siguientes diagramas son oonmutativos : 

Definiendo los homomorfismos : 

~ Cn (AnB) ~ Cn(A) elCn(B) 

, Cn(A) el Cn (B) ~ Cn(I, (1) 

por: 

---;. Cn(I) 

-~. c;.(I, (1) 

,(x) = (JU (x), J2I(x)) 

,(u,v) = k~(.) - r,(v ) 

para cada )[ E Cn (A()B) 

para c.da u E Cn(A) y v E Cn(B) 

podemos formar la sucesión exacta corta de complejos de 

cadenas : 

O ~ C.(AnB) ---'L. C.(A) elC.(B) L C.(I, (1) ~ O 

Aplicando el Lema de la serpiente, existe un homomorfismo 

natural de conexión: 

que hace exacta la sucesión : 
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--! .J,,(AnB) .Y.., J,,(A) EIl J,,(B) L J,,(I. (I)~ J .... 1(AnB) --! 

Como Jn(X. (1 ) es isomorfo a Jn(I) a través de la inclusión y 

los dlag~amaB son oonmutatlvoS, obtenemoB la sucesión exacta : 

• 
NQtas .- l} Un teorema análogo al anterior se obtlene para la 

homologla t.. 

2) De manera ~imilAr a la de la (oo)homologla B~ngular, 

se del'IJ'lleSf:ra ~Je las (oo)homologlas propias ¡J+, E*) J •• 4. 

!:atl.sfacen un teorema de los coeficlentes llnlversales 

análogo al de la (co)homologla singular (H* )H. 

3 .- Ho.elog1a propia para co.plejos oúbioos propios 

finitos. 

Recordamos en este párrafo, el algoritmo de calculo de las 

homolog1as propias, definldas en el párrafo 1, en la categorla 

de los compleJos cúbicos propios finitos y aplicaciones 

propias 

Sea aD un n-cubo proplo K1 x .. 'x Ku . Notemos que está 

conteni.do en :in Si 9 es un isomorfismo lineal y tuna 

traslación en Rq (q:i!: n) , el subespacio de Rq que es de la 

forma tg(~n) se llamarA también n-cubo propio y 10 denotaremo5 

en Los O-cubos son los puntos . 

Una (n-l) cara de aD es un subespacio de la forma : 
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donde 1=061 si y 1=0 si K;.=J . 

Los subespaclos de oll de la forma tg(an-l ) se llamarán 

(n-l) caras de aD . 

Iterando este proceso pueden definirse todas las caras de 

menor dimens~6n 

La unión de todas las caras de on se llamará borde de on y 
se denotara el on 6 on. 

Definjoión 1. - Un complejo cúbico prop1o finlto X es un 

S"ubespacio de R· con una familizl finita de subespacios 

p 
S"::: {Oil! • 1 verificando : 

Los 

(i I 

(ii I 

0i es un n-cubo propio . para algUn n con O 5 n 5 m 
p 

u 01' ::: X 
id 

{iilJ Sl (Ji es cara de 0j y Cl"j pertenece a S ent onces (Ji 

pertenece a S. 

(i v I Si °i Y 0j pertenecen a S ent onces °i n 0j es vac10 

6 una cara comú.n de °i y 0j 

°i se dirán cubos prop~os de 1 . 

Un subcomple) o cubico prop~o de I es un subespacio propio A 

de X Y una subfamilia S ' de ..ti satisfaciendo (ii) e ( iii ) 

(y por t.anto (i) e (iv ) ) . Al par (X,A) lo llamaremos par 

cúbico propio finito . 

Definimos el x-esqueleto de X y lo denotamos Xr como el 

~ubespacio uni6n de todos los cubo~ propios de X de dimenslón 

menor o igual que r La dimensión de X. que denotamos dim 1, 

eE e] ~Xlmo de las dimensiones de sus cubos 
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Llamaremos t amblen compleJo c\lbico prop.lo finlto a todo 

espacio homeomor fo a uno de los a nteriormente definldos . 

leore.. 2 .- Sea 1 un compl ejo cubico pr opl o finito . 

Entonces : 

i) " :o. ( I D ,Xtr1 ) es un gr upo abeliano libre generado por 

l ~* (x)} dond e x es un generador de J n ( O:o. . dOn ) e 

i ·. (oll , ao:o. ) ~ (Xn , Xtr1 ¡ es la aplicación inclusión de 

un n- cubo propio en de X. 

si q '" n . 

jj ) ~( I1I , X1I-1 ) es un grupo abe llano libre generado por 

(i. (x)J. donde x es un generador de ~( On . aon ). y On un 

n-cubo propio no compacto de X. 

si q'" n . 

reore. 3 . - Para todo q > n : 

i) Jq(X' ) = O 

i i) Eq (X· ) = O 

Si s e consideran l a s ap1icacl ones ' 

dJ , J . ( X· , ¡n-l ) -----> J n-l ( Xn-i ) -----> J n-l ( Xn-l , ¡n-2 ) 

dE' En (X· , ¡n-l ) -----> E..-l ( ¡n-l ) -----> E..- l(Xn-l ,Xn-2 ) 

de manera a nAloga a la homo1'og1a s ingular se tiene que ' 

{J, ( I' . I'-l J,dJ ) y { Eq ( XQ, IQ-l l,dE I son compleJOS de cadena s 

de grupo8 a be1ianos libres y además se obtine el slgulente : 
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TeoreN 4 . - (Algoritmo de C¡;,}oulo) . 

Las homologias de los complejos de cadenas anteriores son 

respectivamente J.(I) Y E. (X) . 

Observemos que por todo lo expuesto anteriormente, si 1 es 

un complejo cúbico propio finito, para calcular las hamo logias 

H., J., E. podemos proceder de la siguiente manera: 

Elegida una orientaciÓn en cada n-cubo propio On de X, se 

consldera el grupo abe liana libre generado por los cubos 

proplos compactos de X. el generado por todos los cubos 

proplo6, y el generado por los cubos propios no compactos 

respectivamente . Posteriormente se toma la frontera geométrlca, 

pero en el caso de la homolog1a E.. , se consideran sól o las 

oaras no oompaotas 

En el caso de un par CÚblCO finit o propio (X,A), se 

oonsideran los complejos de cadenas 

generado por los n-cubos propios de X que no están en A y 

Eq (Iq,X q- l ) está! generado por los n-cubos proplos no compactos 

de 1 que no están en A. Para efectuar l os calculos se procede 

como en el cálculo de 108 grupos de homolog1a absolutos . 

Por otra parte . si Fftra cada n-cubo propio de X, an, 
correspondlente a J(t x . .. x Kn con Xü •...• kis = J Y 

=Kin=I . denottlimos por ~1 al subespacio dado 

+ti5"" 1, observamos que Sl 5=0, ~1 =1 yen 
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cualquier otro caf:o ~1 es un (n-l) simple o un ln-l) cubo 

compacto 

Llamando LD-1 al suhespacio U 11n-1 (unión extendida a todoE: 

los n-oubos prop~os de X), LA-1 es un oomplejo de bolas olás~co 

( [Bu-R-S1 . 1 1) con tantas (n-l) bolas {que son (n- l ) cuhos 

compactos o (n-l) simples) como n-cubos propios no compactos 

t.iene Xn 

Denotando, para cada on, por ~ al subespacio dado por 

t ú + .. . +tis<l observamos que on-~ es homeomorfo a ~l xJ. 

En este sentido, L~l x J e Xn . Entonces se verifica el 

siguiente teorema. : 

Tecre .. 5 . i) Jql Xn ) _ ~ I Xn, LII-1 x J) 

ii) Eq l Xn) _ ~-1 I Ln-1) . 

A 

Sean X" y X las oompactlflcaciones de Freudenthal y 

Alexandroff respectivamente del complejc oúbico propio finito 

x. Entonces se tiene : 

recre .. 6 . i) JqIX) _ ~ I X', TIX) ) 
~ 

ii) JqIX) _ ~I X.~) 

Adem6.s. si J. (resp.E.). es una teor1a de homolog1a que 

satisfaoe las propiedades descritas en el párrafo 2. en la 

categor1a de los complejos cúbicos propios finitos y 

aplioaciones propias, existe una equivalencia natural J.~ J. 

Iresp . E. ---< 4) · 
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Debido al algoritmo de cálcu '·., que existe en esta categorla 

es posible dar teoremas de escisión y sucesión de Mayer 

Vietor i5 para homolog1as propias donde las hipótesis de P7) . 2 

y del Teorema 5 2 están sensiblemente rebajadas. 

Para un complejo cúbico propio finito 1, denotaremos Sq(ll!) 

~l grupo abel~ano libre generado por los q-cubos propios 

compactos de 1, Hq(X q,IQ-l); Cq(!ll)al grupo abeliano libre 

generado por los q-cubos propios \de X J 1- --l J,' , q P, ." y 

(C/S)q(lxl) al grupo abe liana libre generado por los q-cubos 

propios no compactos de 1, Eq ( 1 q , X q-l) . 

El algoritmo de cálculo permite computar las homolog1as H.. 

J • . E.t del complejo X como las homolog1as de los complejos 

En este caso diremos que hacemos el cómputo a través de la 

estructura esqueletal de X 

Análogas notao~ones se emplean para el caso relativo 

Tcoreu. 1 . - Sean Xl Y ~ subcomplejos del complejo cúbico 

proplO finito X. verificando que 1 = Xl U X2 .Entonces : 

Demostraci6n· Observar que ~ n Xl es un subcomplejo de l . 

Por el algoritmo d. cAlculo, Jqll1 u 12 , X2 J y JqlX1, ~ n Xl J 

son los q-esimos grupos de homolog1a de los complejos 

IC.IIX1U!2' x211,dJ J y {c.lll1, 12 n I¡I J,dJ }. respectivamente , 

Ahora bien, para cada n , c;.( 1 Xl U~, X21) es el grupo abe liana 

libre generado por los n-embos propios de Xl U 12 que no están 
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en ~, y <;'{Xl . ~ () Xl) es el grupo abeliano libre generado por 

108 n-cubos propios de Xl que no e8tá.n en Xl () ~ es decir, 
• 

li2l.A. .- Llamando U = ~ - ( Xl'"' X2 ). el enunoiado del teorema 

anterlor es claramente de escisión: Jq(X, X2 ) ;: Jq( X-U, X2-U ) 

Teore. 8 .- Sea X un complejo cUbioo propio finito, Xl y X2 

subcomplejos de X con X = Xl U 12 , Ent onces existe un 

homomorflSmQ 

que h~ce exacta la slgu~ente suces16n : 

.. ~ Jn (1 1 1"\ 12 ) .1..... Jn (1 1 ) I!l Jn (12 ) LJn ( l ) É.....Jn-l (111"\ x2 ) ---; .. 

DeIDostra.c~6D Consideramos los compleJos de cadenas c. {lx!). 

esqueletales de 10B oomp1ejos crublc05 finitos propios X, Xl' 

12 , 1 1 ,",X2 respectivamente . 

Notemos que Cq dXI): Cq (IX11) . Cq (IX21) para cada q . 

Sean los bomomorflsmos inducidos por las inclusiones : 

'1 ' e.d Xd ) e.dII) 

'2 ' c.d~1 ) e.dxl) 

11 : e.d X1 1"\ 12 1) c.(IXd) 

12 : c.( 1 11 1"\ 121) e.d 121 ) 
donde par ... un cubo propio de Xl n 12 , consideramos que 11 6 i 2 

camblan la orientacion de) cubo 

Si definimos los homomorfismos : 
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~ : r .. (1 Ilnl:¡ l) c.III¡/) iIl c,III21) 
, :c,(II¡/) El C. (I I 21) -~. c,lI xl ) 

"x) = lil (x), i2Ix )) 

"u,v) = ' I (u) .'2Iv) 

Obtenemos l~ sucesiÓn ex~cta corta del complejos de cadenas : 

O ~ c, ll XI nI21 ) L c,ll Id) El c,ll x21 ) -L c,ll 1 1 ) ~ O 

Por 10 tanto, existe un homomorfismo 

que hace exa ct a l a s uoes i ón : 

... ~ H,. I c, 11 XI n x21 ) ) --'L H,. (C, ( 1 Id )) El H,. (C, ( 1 x21 ) ) -L 
~ H,. (C,( IXI)) L !l"..1 (C, ( 1 XI nI21 ))--o ... 

Lu ego obtenemos la suces ión exacta : 

·~ J. ( Xl n X2 )-'L J.(X I ) iIl J. (x2)L J.(x )iL Jn-l I Xl n X2 )~ ' o 

Teoremas ~n61ogos a los Teoremas 7 y 8 se obt~enen para 106 

homologlas H. y E. o 

~ - L.J Hernandez demuestra en [He . ] que las homologli!ls J. 

y E. definidas en el párrafo L pueden obtenerse utilizando 

simplemente n-cubos propios de la forma III 6 1 ... 1 x J . 

Seguiremos usando las mismas Dotaciones C. y Ca / S. en este 

OASO . 
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CAPITULO !II 

TEOREKAS DE TIPO HUREWICZ PARA EL CASO PROPIO 

El presente capltulo se dedica a analizar la relacion 

eXlfl:tente entre los invariantes estudiados en los Capitulos 1 

y 11 Entre lo~ grupos de homotop1.a de Hureyicz. ~. y los de 

homolDg1a singular, ~, esta relación viene da,da por la 

aplicación de Hurewicz Pn : ~ --.... H,. y los respectIvoS 

teoremas de HureYicz para los casos absoluto y rela tivo (ver 

[W G. 2) (1 . 1) IV , (1 . 2) IV Y (1 . 10) V) . 

En el párrafo 1. recordamos cómo L . J . Hernández obtiene 

en [He . ) paro un espacio 1 y un rayo a en 1, 

homomorfismos naturales de Hurewicz. Pn : ~ (I , O ) - En-tl {l ) 

y Pt : 1D, (X, Q ) - J n+l (X) que verifican el Teorema de Hureyicz 
• 

para n ~ 1 . Y n l: 2 respectimamente, y hacen conmutativo el 

diagrama : 

.. ~ 

H,..1 (X) -~. H,.(X) --> .. 

Tambi én en es te pArrafo se delDUestra el Teorema de HUreYICZ 

para Pn en el caso relativo . 
= 

En el párrafo 2. se define para un par proplO (X,A) y un 
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rayo a en A. la aplicaci6n (homomorfismo si n l: 2 ) 

Pt : ,Jn (X,A.a) - Jn+l (X. A) y se observa que hace conmutativo 
• 

un diagrama análogo al anterior pero para el caso 

relativo, obteniendo que, cuando (X,A,a) es (1t) n-oonexo. 

(!) (n-l) -conexo, y 'O IA). '0(1). 10 IA,a) y JO (I,a) son 

triviales, Pt es un epimorfismo cuyo núcleo contiene al 

suhgrupo generado por los elementos de la forma t - u .. t donde 

t E .Jn (I,A,a) y u E ~1 (A.a) . que denotábamos en el Capitulo 1, 

0tD(X.A,a) . El resto del capHulo tiene como objetivo demostrar 
• 

que este contenido es una igualdad . Para ello. en el párrafo 

3, se estudia otra manera menos r1gida de definir los grupos 

Jn que la dada en 2 . 1 aún en el caso en el que se sigue 

utilizando l~ celda lb x J, obtenlendo una interpretaG16n 

geométrica de J,.+ IX,A,a) • ,kIX,A,a) I n;:IX,A,a). cuando A 

posee un único final propio, como clases de homotop1a propia 

de aplioaoiones propias del tipo (Inx J. a{1tl x J)) --~I (X, A) 

En el párrafo 4, se da un teorema de adición de homotop1a 

propia y en el 5 se definen unos nuevos complejos de cadenas 

slmilares a los complejos de Eilenberg-Blakers para homologia 

singular y, que en las hipótesis del Teorema de Hurewicz, 

resultan ser homotópicamente equivalentes al de la homologia 

singular propia dado en el Capitulo 11 . 

Utilizando los grupos de homolog1a de estos complejos, 

intermedios entre los grupos Jn y Jn+l' en el párrafo 6 se 

establecen los teoremas de tipo Hurevicz para nuestro caso 
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1.- Relaoión de 108 grupos !-A- y E..,. con los grupos de 

ho.otop1a y ho.ologia 100Al de Hu . Ho.o.orfis.os de 

HureYioz entre estos grupos . 

s. T . Hu introduoe en [Hu . 1] los grupos de hamo logia looal 

dI'! un par (X, A) en un punto Xo E A de la siguiente manera : 

Considera el conjunto de los oaminos en X que oomienzan en Xo 

y no vuelven a pasar por ese punto 

{O" : 1 - X I O{t) =xO si y s610 si t =0 J dotándolo de la 

topologia compacto-abierta; lo llama espacio tangente a X en 

el punto xo' y lo denota T(X,xO) o bien X* . (Nosotros lo 

denotaremos X. para no inducir a error con la campact ifioaci6n 

de Freudent ha 1 de X ) 

Notar que Jo.,. e X .. Define entonces el n-ésimo grupo de 

homo1og1/!1 local del par (X,A ) en el punto Xo con ooeflcientes 

en un grupo G y 10 denota ~(X¡A¡xO;G) como el D-ésimo grupo 

de homologl~ singular del par (x .. , A. ) CaD coeficientes en G 

Es decir L,.(X.A.xO;G) = H,, ( X • • A,;G) . 

Si G = Z se denota ~(X, A ¡xO) y si A = Xo ¡ se obtiene 

I,., (X.xO) -H,,(X.) . 

También en [Hu . 1} define los grupos de homotopia local de un 

ee:pacio 1 en un punto xo' basados en a E I-t, Y los denota 

1-,.(X .xO;O ), como 1-,. (X,xO;O) = ",,(X •. O) . 

(Aquí exige que la arco componente de 1 que contiene a xo sea 

no degenerada para que T{I.xO) no sea vacio) . 

Cuando I es arco conexo "alr~dedor de xo ", (I .. arco conexo). 
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~C!.,O) no depende de la elecci6n del camino O de X. y en este 

caso se denotan Au(I,xO) . 

Si A es un 8ubespacio de X que oontiene a Xo y la arco 

componente de A que oontiene a Xo es DO degenerada, define los 

grupos de homotop1a local del par (I,A} en el punto Xo para un 

camino base OEJo..., denotándolos ~(I,A,xO ;0), como: 

AsimiEmo, establece un Teorema de Hure"icz 
\ 

entre Au(I ,xO) y 

Para el caso relatlvc es lnmediato comprobar que también se 

v~rifica un teorema de Hure"iaz . 

Por otra parte, dilldo un par propi o (I,A) y una aphcaciOn 
~ 

propia, o: : J----+A. Z.Cerin demuestra en [Ce] que · 

I\n ( X, A, a ) '" ""o1(I , A,a ) 

siendo donde X Y A denotan las 
~ 

respectivas compactificaciones de A1exandroff de X y A, (1 l . 
~ ~ 

(análogamente (A).) es el espacio tangente a X en el punt o ~, 

pero oonsiderando ahora caminos, que en vez de comenzar, 

a caban en ~ sin haber pasado antes por ese punto, es decir : 

- -(X), ~ {o : ( 1 , 1) ~ (X,oo) ¡o-1(00) ~ 11. Y 
~ 

PaE{A). es el camino dehnido por Pa(t) :a(tll-t) si O:s:t< 1 

y Par 1) E 00 . 

An610gamente para el caso absoluto . 

También en [Ce], Cerin define los grupos de homologia propia 

M,.=H,.o¡ y hace notar que ~(I,A,,,) Y M,.(X,A ) 60n 

precisamente los grupos de homotopia y homolog1a local de Hu. 
~ ~ 

y lu( X,A,~) respectivamente 

102 



En [He], L.J .HernAndez demuestra que los grupos de homolog1a 
, 

final propl ~ de X son los grupos de homolog1a local de A en ~, 

perl) de u:.", dimensión menos, es deoJ.r · 

Deduce de forma inmediata que para un espacio 1 con un rayo 

a, existe un homomorfismo de Hurewioz : 

P~ : ~ ( X,a) - E".¡ (X) 

que satisface el Teorema de Hurewicz para n:l: 1 . 

Observa también. que puede definir un homomorfismo natural 

de tipo Hure"icz Pr : Jn(X,a) -- Eb.l (I) para cada n ~ 1. 
; 

haciendo conxrutativo el diagrama : 

.~ "",¡ (X,O(O)) ~ J,.(X,O ) ~ ~( X,O ) ~ .,, ( X,O(O))~ · . 

lpn lPJ lp~ 1 
H,..¡ (X) I Jn+l (X)--+ E".¡ ( X) H,,(X ) ~ .. 

y de manera inmediata obtiene que si para n ~ 2, (X, a ) es 

( 7t ) n-conexo y (!) (n-l)-oonexo, entonces Pt : Jn (X,a) --+ Jn+l (X) -
es isomorfismo 

Notemos que podemos generalizar el resultado de L. J . Hernandez 

en [He) para el oaso relativo 
, ~ 

E".¡ ( X,A) - r,,( I,A, ~) 

y asj obtenemos el siguiente : 

Ieareaa 1 . - Sea {X,A} un par propio donde X y A poseen un 

único final propio Sea ex un rayo en A. 
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Para cada n:t: l. eXlste una aplicación natural (homomorfismo 

si D2'2) 

PI: JIu(X,A,a) -_o I:,..,(X,A) -
verificando que Sl. ~(I.A,a):::: O para todo J. < n (o:t: 2). 

entonces Pn. e8 un epimortismo cuyo núcleo es OnlJ. (X.A,a) 
= ::: 

(Def 20 7 .1) 

DemQ~traci6n . - La manera natural de definir la aplicación Pn. 

es la siguiente : s.. 1 : (¡n x J, ¡I\-' X J, 1"'-1 x J, 1"'-1 x O) ~ (X,A,a.a(O) I 

una aplicación propia representante de un elemento tE~(X.A.a ) 

Entonces t también es una aplicación propia del tipo 

Si denotamos in+l : In x J ------* In x J la aplicación identidad. 

la olase [l.zt..ll en el (n+l )- ésimo grupo de homologia final 

propia ~l(In)(J. ClrDx J) genera a éste como ciclico infinito 

(ver 3 lI ). Se define PnCt l = I.C[i",¡)) = [1' i,..¡), es decir -
como la (n~l) clase de homologia final propia representada por 

Para demostrar el Teorema. basta comprobar que el diagrama 

1" 1" ,.. ..... 

1-,,( I,A,~;Pa) - .,.«X)" (A)"Pa) 

1 P
n 

..... A ..... A 

I,,( I,A,~I - H,.( (1 )" (A),) _ 1:,..1 (I,A) 

es conmutativo . 
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El isomorfismo '1 viene definido de la s~guiente forma : 
A A 

Sea ~'E "n((I) • • (A) • • P~) representado por una apli cáci6n 
A A 

--~, ((X).,(A)"Pa) 
A 

Como para oada x E In, 1 (xl es un oamino en I que aoaba en 

00 y no ha pasado anteriormente por ese punto. f induoe la 

aplicación propia 

l ' (In,J, lll-l x J, 1"'-l x J , 1"'-1 x O) -~, (X, A,a,a(O» 

dada por : I(X,t) = l(x) (tll+t) 

f representa a un elemento ~ E ~( X,A,a ) y se define 

A A 

Para un n-cubo slnqular en (1 l •. T : rD -- (1 l., se define 
- - , 

'2(T ) =T, donde T(x,t) =T(x )(t/l<t) . No t emos que si TES.((A).), 

entonoef: TE (C.fS ... 1 (A). 
A A 

Ahora, oonsideramos t' E '1tn( (1 l •. (A) • • Pa l representado por 1 
A A 

Entonces 1 induce 1.' H,,(In,al')-~' H,, (( X)., (A).) . 

Si denotamos por in : rn ___ In la identidad, la clase [in) 

genera Hn(In,ar ll ) como grupo c1clico infinito y Pn( ~ ') = 

'" f. ( [in] ), es decir la n-clase de homolog1a de f o in, en 
A A 

Hu( (I l ... , (A).) . Entonces '2( [t o in)) es la (n+! )-clase de homolog1a 

fina 1 propia de f o in ' 

Como Id.(x,t) = (l.i.)(x)(tl1+t) = l(x)(tll.t) = l(x,t)= 

-"'1 0 iz.+1(x,t) y 1 representa a '1 ( ~), deducimos que 

• 
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= 

SP,A (I,A ) un par propio y a un rayo en A. 

Definimos para n::t 1 : 

Pt : 1n(I,A, CX) ~ J"'I(I,A) -
de la siguiente forma : 

Sea ~ un elemento de Jn(I,A.O) representado por una 

aplicación propia 

Entonces f también es del tipo 

e induce por tanto 

Si denotamos ~1 la clase [lu.l } en el (n+1 )-ésimo grupo de 

homologlA pr opia J n+ l (IDx J, iI (ID-l x J ) ) . d onde 1n+! ' rDx J -. rZlx J 

e$ la ldentidad. Caln.l genera este grupo como clcl.ico infinit o 

(ver 3. II ) 

Definimos : 

Más expli el tamen te, f es un (n+ 1 ) -cubo singu lar propio en X 

cuyo borde es una n-cadena singular propia en A. Si denotamos 

por [11 al (0 +1) ciclo de ZZ¿I(X,A) que representa t, entonces 

Pt ( ~ ) es la (n.1 )- 01ase de homologla propia de Ij] · 
• 

Notar que si f' también representa a ~ , f. - 1'. I luego Pt -
está bien definida , 

De manera análoga está definida Pt para el caso absoluto y 
= 

D:t 1. 

~. - Alguna vez. cuando no haya lugar a confusión, 

den otaremos Pt simplemente por p . 

106 



Propo.ioión 1 .- Sea 9 : (I , A, a ) --+ (Y,B,Pl una aplicación 

propia . 

Entonces el siguiente cuadrado es conmutativo : 

9. A 
~(I .A. Q I ----< J,. (Y.B •• I 

lp lp 
J ... 1 (I.AI .1!..... J ... 1 (Y.BI 

Otmoftra e i ón - Sea 

j · (IAX_l. Il>-l x_l. T"""l xJ. l"xOI ~ ( I . A. Q . Q(O)) 

una aplicación propia que representa a tE Jn(l , A, Q) . Entonces 

g-j repre.ent. A g.(~1 e J,, (Y.B. PI. luego pg.(t l k (g-1]

~I (Y.BI 

Como P ( ~ I - (1] - ~I ( I.A I. g.- P (t i = (g-1] _ ~I (Y .B). Y 

por tanto p 9. - g.p • 

IerQreu 2 . - Si n > 1, 11:1 apl icac16n 

p : ,ln (I,A,Q) - JJt.+l (X, A) es un homomorfismo 

DemQ~t U!ci 6D - Sean ' 

(lA xJI __ ((ti ' " .. 'D' ti e rD xJ lo • tl.1 ~ 21 

(IDxJ), - (('l . ... . ... !) e l" xJ 1112 .tl,1) 

Llamamos xa - .«11* xJ)_) u a{{ 1D xJ) .. l y oonsideramos las 

inclusiones propias : 

', : ((ID xJI,. a (r D xJI,) ----< (rD xJ. 1(") 

, _ : ((lA xJL. a(ID xJL ) - (ID xJ . 1(" ) 

Daremos a oontinuaci6n dos lemas : 
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LeN 3,- Las: inclusiones , .. y ,_ induoen un ~somorfismo : 

,., J ... 1 ((I"xJ ).' a(I"xJ).) SU ... 1 ((I"xJ )_,a(l"xJ) _)~ J ... 1 (I"xJ ,1:") 

definido por '. (0 $b) - (l.).(o). (,_).(b) . 

Oemounoión . - Como In)( J, (IIIx J) .. e (IIIx J L retraotan 

propiamente a J. considerando las sucesiones de homologja 

propia (J. ) de los pares respectivos 

Por tant~, basta prohar qu~ · 

.baj o las aplica ciones inclusión. 

Observemos que en este caso no se veIlflcan las hipótesis 

de Mayer - ViétorH para homologia propia, pero el hech o de que 

cl (( IZLx J)+) Y d((I Z1x J) _ l sean subcomplejos del complejo cúbico 

propio finito xn haoe que se verifique la tesis (ver el Teor ema 

8 . 3 .11), es decir , ex ist e : 

haciendo exacta la siguiente 8ucesi6n : 

. ~ J, (a( (I"xJ).) n a ( (I"xJ U) .!!. J,(a (( I"xJ ) .) • J,(a( (I"xJ U) 

'Y" J,(I:") ~ J,_1(a((I"xJ).) na((I"xJ)_)) ~ . . 

Como a((I"xJ).) na((I"xJ)_)=I .... 1xJ retroct. propiomente • 

• 1, deducimos qlJe '. ' J, (3((I"xJ).) ) $ J,(a (( I"x J) _)) ~ Jq(Xn ) 

u: úomClrti smo En partioular 
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Le .. 4.- Sean 1. y 1_ aplic!!llcioneB propias del tlpO 

(¡DxJ, ¡ ..... l x J, T"""l x J, ¡DXO) ~ (l,A,a,a(O)) 

talea que 

y se!!ll 

l!!ll !!IIplic!!IIci6n propi& dad& por : 

9/ (IDx J). = f. / (ID X J). 

Entonces, 

DemoH[/'Ici6n , - Se. ~ . (lDxJ, a(lD xJ)) --..... (j"xJ,](D) lo 

&plicación inclusión . Notar que es propia . 

Como fH. ( ~1 ) E J1)+1 (In x J , KI'-) del lema 2 deducimos que 

!). ( .... 1) • Il.). ("'. ) • "_l. {"'_ I Don "'.E J ... 1 {{j"x JI . , a«¡"x JI. 1 I 

y "'_E J ... 1{{I"xJI_,a{{In x JUI . 

Se& 91 : ( 111. x J, }(II. ) -- (X,A) la aplicación definida por la 

restricción de 9. Como 9 ~ 91°~' tenemos : 

g.{ .... 11 = {gl1 . {!). { .... I) I = (91)' ( {f.I.{"'.1 • (f_ ). {"'_ ) 1 = 

• (91 ).Il. I.(",. ) • (9¡).1l_1.{",_) 

Ahora bien, 910 '. - 1.°'. y 91°'_ - Lo ,_, por lo tanto 

Haciendo lo mismo para (1.). y (1.). obtenemos: 

(f.I.( ..... 11 - U.).{ ".I. {"'.I· (,_).{"'_)) = {f. ).".).{"'.1 Y. 

<¡1le u.). '''_l. = O pu •• f.' ,_{{IDxJ I_ I CA . 

Antr.logamente , como Lo ,. (( IDxJ).) CA, deducimos que 
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Por 10 tanto, 

(f_).(~I) ~ (f_).('_).(~_) · 

g.(~I) = (j+).(~I)· (Ll.(~I) · 

DemQstraremos ahora el Teorema 2 : 

• 

Sean ~. ~ E l.(I.A.a) y g •• g_ repre.ent.nte. d. ~ Y ~ 

reFpectiv~Dte . CODsideramos y 

L - "cr ... g_ (en el Feotido de 1 . 2 .1) . 

f ... , 1-. g satisfacen la hip6tesis del Lema~. luego ' 

Notemos que 1 ... y L representan los mismos elementos ~,,, 

E ~(I,A.cr ) que g ... y g_ respectivamente . Por tanto 

Entonoes obtenemos : 

A continuación introducimos algunas notaciones y observa Clones 

que tendremos en cuenta en el desarrollo posterior de este 

capitulo' 

Par~ I nx.1. denotaremos ' 

si 1<1<n y lEIO.I) 

si i ... n + 1 Y 1 - O 

(donde ~l estAn definidas en 1.11) 

Hn
i 1 = U (IaxJ)j 
"j")f(i,l) ,C 

Pan. cada 1 ~ i $: D ,lE {O. l} ; consi deramos el siguJ.ente diagrama: 
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11 

J,,((I"xJ)i 1- HI'1(\(I"x J )11 ) 

- 1" -

rE! evidente que ( ~l ) . ef: lf: omorfamo . e. es el isomorfismo 

de e!lci si on (Te orema 7 . 3 . 11) . Par/!l ver que j. (inducid o por la 

inc lusi ón ) es isomor fi smo, bas t a considerar la (J . )-slJ cesi6n 

del par (CI (In x J ),HI\ J y tener en cuenta que 
-

n Hi 1 retra ct a 
-

propi amente a J . Ut i lizando la s ucesi ón de homologli!!1 pr opia 

as ociada al par ( ¡DxJ, CI ( IDx J )). como ¡nx J retrac t a pr opiamente 

a J , se dedu c e que a. es i s omorfismo . 

Definiendo 

1 .. >-1 · -1 ( " , 1 ) '1'1 como a composl c 16n (1* o J. oe.o ~ .. . tenemos que 1 es 

un lsomorf i smo . 

Sea ~ el generador de Ja{ID-1x J , Ct(In-lx J)) indu cido por la 

id I "'l x J " 

(~1). transforlM ~ en el elemento t.,)'n inducido por : 

~L I .... lxJ--. (I"x J )i 1 
-

El i~oIOOrfiamo de escÚlión e. transforma c.l ' D. en el ele~nt.o 

(&)"n inducido por ~1 : I:A-lx J ~ el (J"'! x J ). 

Como ImQjCcH¡,~l cuando j -i 6 si j-i , [>tl , dedu c i mos que : 
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Entonoes llamando z a la cadp.na 
n 
.¡ (-l)i( (ajO)_(a/)) + (-1)r>+1¡a!1) 
Jol 

(_1)1.1z. "i1 (m6d c:.(H;.",1)) 

y por tanto W" ZI. está inducida por (_1)1+1z . 

Como :k estA inducido por la inolusi6n. la cadena (_1)1+1 z 

induoe Ií)"~ =: j.-l{W"n) · 

Ahora bien, 
n o 

~'("""I) -[hdl'XJJ -.¡ (-l ) j ( (ajO)_ (a/ ) )+(-l) .. I (ar>+l ), 
J= 1 

lu p.go a.(~l ) estA inducido por z, de donde : 

"'i1 (",,). (-1)1.1 ( ...... 1) 

.AJ)al ogame ntt':, para 1 = n -t] Y 1 = O. consideramos e l diagrama : 

11 

Como antes , es ·evidente que (aO~l). es isomorfismo . e. es el 
. 

is omorfismo de eSClsi6n (ver Teore~ 7 . 3 . 11 ) . Oue j. ( induc ido 

por la inolu:s iOn ) es isomorfismo se deduce de considerar la 
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sucesión de homolog1a propia del par ( ~ ( Inx J)' ~1.0 ) y observar 

que J,.(~I ,0) = O = J ... 1 (~I ,0 ) pues a.::1 ,0 = 3In x J y podemos 

aplicar la propiedad de fuga (ver P6) . 2.II) . 

Definiendo 'I'~I : Jn(In, 3In) ~ JI>+I (( rn x J),3 ( rn xJ )) 

como la composición a. -10 J. -loe. o (~1).' 't'':'1 es isomorfismo . 

Si denotamos ~ Al generador de Jn (III.,I1III. ) inducido por la 

id¡u, <az!..I). transforma ~ en el element o W'II. inducido por 

a!1 : I n _ ( rnxJ) I>+I,O " 

El is omorfismo de e~cisi 6n e. transforma W' n en el elemento 

(1) " 11. i nducido por a:..l : 1%1. --+ el ( In )( J). Como 1m a .1 E ~l O l , 

para l~j~n y lE {O,l), deducimos que 

verifica ' 

(-1 )1>+1 z • 0::.1 (mód C. ( ~I O)) , 
y por lo tanto W"n está i nducido por {-l) b+l z . 

Como j. est á inducido por la inclusión, la cadena (_l)MI z 

induce 

Como a. ( ~l ) viene inducido por z, obtenemos que 

"';'1 ( 0;.. ) = (-1 )1>+1 !ol,..1 " 

Teore .. 5. - El diagra~ siguiente es "conmutativo": 
a " " "-. ~(F,a) ~ 1..-1 (Fl 2-0 J..-I (IF .a. 1".1 (Ii~a) -. 
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Demostrac:i6n . - Sea ~ E ~(A, O) representado por la aplicaclón 

propia 

i es la inclusión (A, a, 0(0)) ---+ (l. a. 0(0) L representa a 

4(~) E J,,(I.a). por tAnto p 4(~) E [io¡J+ Ec ... l (1) . 

Como 4 p(~) = 4([jJ + Oc ... l (A)) = [i o n+ Ec ... l(I). deducimos 

que P 4 - 4 p . 

De manera an6.10ga se prueba que p j. = j. p. 

Consideramos ahora t E Jn,(I,A,O), representado por una 

aplicación propia 

j ' (ID x J.I .... l xJ . Tn-lxJ.ln xO) (I.A.o . a(O» ) 

Entono .. P ( ~ ) = [ j]+Ec ... l(X.A ) y d.P(~ ) =[d jJ +EcD+l(A ) . dond • 

. dj=.2 (-l ) i ( (aiO ) ·(f ) - ( ail)·(j )) +(-l ) ",I ( a~l ) · ( j ) · 
.l:; ~ 

Como f (x.t ) =a ( t ) para x E TI>-l . j (y. O) =a (O) para y E ID. 

df!duc:imos que t odos los n-cubos singulares propios f o ~ son 

df!generados excepto para 1'"' n y 1"" o . Por tanto, 

d.p I ~ ) = I -1 )D [ j o a,. 0) + Ecn IA) 

Por otra parte, d ( ~) está representado por f IIZ\-l XJ ' es decir 

per ¡oa,.°. luego pdl~ ) = Ijoa,.°]+EcnIA) . 

As1 se obtiene que a. P I ~ ) = (-1 )" pa ( ~ ) . • 
Observemos que el diagrama puede ser estriotamente 

conmutativo. definiendo Pt para dimensiones oonsecutivas, 
• 

teniendo en cuenta el signo . Es deoir. si en dimensión n se 

dimensión n .. 1 se tOm!l el generador 
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y se define P,([f)) = (-1)"1'("""1) . 
= 

Esto corresponde a considerar orientaciones coherentes, pues 

según hemos visto anteriormente. el isomorfismo 

'f"O . J,,(I ... I x J. i(I ... 1 x J)) 

transforma .". en (-1)" """l . 

Haremos ahora alguna oonsideración sobre el homomorfismo de 

Hureyicz H,, ( I.A ) 

Los grupos de homotop1a de Hurewicz pueden definirse 

considerando aplicaci ones del tipo ' 

(I .A • • ) 

6 bien (In. ¡n-2 x O x l. 1"""1) (I.A • • ) 

entre otras . Ambas han sido utilizadas a lo largo de este 

trabajo. y la equiva lenclA viene inducida clarAmente por el 

homeomorfl.smo : 

d~dC'l por L{t1,t2' . ,tn-l't.II.) = (t l ,t2" . • t n,tn-l) para cada 

(tl· · · · t.)EI· . 

Ahora bleD, L es un homeomorfismo que invierte la 

orientación del cubo 111. , En efecto • • i ~ es el generador df 

Hz.,(IIl,aID.) inducido por la idIlI., sabemos (ver Lema 2 .4 .4. de 

[W .G. l)) que 1.(0;,.) - - 0;,. . 

Entonces, cuando se toma oomo definici6n de Px la siguiente : 

Para un elemento ~ E Wa(I,A,.) representado por 

---, (I.A •• ) 

",,(~). 1,(0;,.1. e. decir . la el .. e de 1 en H,,(I.A ) . 
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Si para representar ~ se eligE' una aplicaci60 9 del tipo : 

P. (t) • -9'("\.). e. deoir lo ola.e de -9 en H,. (I,A ). 

Ieor ... 6, - El siguieote di!llgrama es "conmut!lltivo": 

' - !l"., ( X , A ) 
1 
~ 

p ~ 
J ... , (X,A ) - 1:,.., (X,A) - H,. (X,A)-

Demo:;traci6n.- Sea ~ E 1tz:w.l (I , A, Q(O) ) representado por uoa 

aplicaci ón f del t ipo ( I%l+t , Iz.-1 x Ox I , pIl ) --+ (I,A, Q(O» ) 

Entonces Pn ( ~ ) = [- fJ • Bs"" ( X, A) . 

", I ~ ) Iver párraf o 4 . Cap . I) es el element o de J,,(X , A.a ) 

repre sen t ado por 

definida como Ft (x,s ) :::: F (x ,l,s) para cad21 (x ,s ) E IlI. xJ, 

donde F es una aplicaci ón propill. de In x 1 x J ----. X verificando 

que 

F( x, t,O ) =j (x ,t) para cad. (x , t)EI~xI 

F(y.t,o)EA para cada (y.t,s) EIJl.xOxJ U aln x l x J 

Entonces F e6 un {n.2)-cubo singular propio en l. cuyo borde 

es : 
nH 

aF c .:1: (_1)i( F. ":10- F. ":1') + (_1)1>+2 r. 00"'2 ... 
F o Q'Jn+J "" F1 , F 111 0° ... 2 • f y los demás (0+1 )-cubos del 

borde de F. s on degenerados o están en A. Por lo tanto : 
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[-j]. Bc",I(X.A) = [Ftl. Bc"'I(I . A) 

Como Pl", ( ~ ) -[Fl ] 'Bc"'I(I.A) y l ([ -I].Bs"'I (X. A)) =[-f]' 

Bc ... 1(I . A). obt enemos que lP'(~) = P,'a(~) . 
= 

Por otra parte es inmediato oomprobar que PI't'· P Pt y 
• 

~P. = (-l)"'lp."il . • = 

Notemos que la cOIUllJtatividad resul Va estriota , SiD más que 

def inir los respect ivos homomorfismos de Hurewi cz con e l s i gno 

ad ecuado (( _1 )A+1en e l paso de dimensión n a ( n+ 1 )) . 

Ieor.u 7 .- Para n l: 2, si (I , A, O) es (Jt ) n- conexo y 

( ~ )( D- l)conexo. y .d .... . XO (A). "0 (1 ). Jc (A. a ) y lo (x . a ) SOD 

t r i viales , entonces 

PI : J,. (X. A. a ) ~ J"'1 (X. A) es epl.mor fi smo 

Demost rA ción . - Las hip6t e .s is garantizan que A y ! poseen un 

único final pr opio y que (I ,A,a ) es (! ) (n- l) conexo . Entonces 

lI e ver i fica el Te oreIlll.l 1 . 1 . Además se ver ifica el Teorema de 

Hurewi oz para P"q oon q :S D + 1 . Aplicando el Lema de los cuatro 

al diagramA del Teorema 6. se obtiene la tesis . • 

Notar que resulta inmedi ato comprobar que n,A (I , A,a) -
(Def . 10 . 6 . I) est6 contenido en Ker P, n . 

• 
Notar tambien que si un espacio 1 con un rayo a, verifiCl'l 

que (I . a ) •• (_ ) l-conexo y (l ) O-oonexo. en tonces • 
P, : Ji (I , a ) -----+ J2 (1 ) es epimorfismo . (Basta raz ona r como e l 
• 
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el Teorema 7) y además '11(I,Q) (Def.13 . 5.I) está contenido 

en Ker Pt1 . 
~ 

El objetivo de los siguientes párrafos es demostrar que los 

contenidos a 108 que hemos aludido son igualdades . 

3.- Otra. interpretaoione. d. loa qrupoa J. 

Dado UD triple propio (I,~.a) se ha definido en el Capltulo 

1. Jn(I.A.a) como el oonjunto de clases de homotop1Z1 propia 

(rel ( 1b--l)( J. Tb--l)( J. In x O) de Zlplicaciones propias del tipo : 

(Inx J,¡lP-l x J, TlP-l x J, ¡nxO) ----"'(I,A,O,O(O)) 

tales que f(x.t ) =Cl ( t) s; (x,t) E T""l x J. 

Notar que son también aplioaoiones de l tipo . 

( l' x J, ¡j (lnxJ). T""l x J, ¡'xO) ----"' ( I,A,O,O(O) ) 

y los homotop1as son relativM a ( CI(I1\ )( J ). rtt- I x J, I1\ x O)) Y 

viceversa . 

Para propósitos posteriores, deseariamos tener UDlI 

definición menos r1gida de 105 grupos Jn(X.A,a ) y h 

posibilidad de tomar como referencia una (n+1 )-celda no 

COlll~eta cualquiera E (espacio bomeomorfo a In x J) . 

Si 1: rDxJ_E es el bomeomorfisllIo. denotamos elE_l(el(IDxJ) 

Considerando en el{ID)( J) el rayo dado por v x J oon 

v = (1,0, . . ,0) E ID, tenemos un rayo e en elE definido por 

para oada t EJ . 

Dada una aplicación propia 

. : (Inx J, ¡j (Inx J). TIP-l x i, Inx O) ----"' (E, n,., e( O) ) 
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COD .(X, t) := e (t) si (x, t) E ,..-1 x J; para cada aplioación 

propia f : (E,clE,e}---+(I,A,a) oon. j08_0, fo. es una 

aplicación propia del tipo: 

(IaxJ. a(la x J).T""l x J. IaxO)_ (I.A.CI.CleO)) 

Si denotamos ~(I,A,a) al conjunto de las clases de bomotop1a 

propia (rel(clE,e.e(O») de apliclIciones propias del tipo: 

(E. aE.e) _ (I.A.CI) con j. e = CI . 

la correspondencia induoe una oplicaci6n 

Además si ~. representa el mismo elemento de Jn{E.dE,e ) que 

•. es Udl ver que e.= e." luego 9. sólo depende de la clase 

de. en Jz.(E.H.e ) . 

En el caso de ser e. una biyección. induce en Cn(X,A,O ) una 

operac~6n que lo dota de estructura de grupo y hace de e. un 

isomorfismo de grupos . Entonces podr1amos representar Jn(I.A.Q ) 

de la manera desorita . 

En orden a estudiar Jn (E. d E. e ) damos los siguientes teoremas . 

recre .. 1.- Sea Q : J ___ ¡,n propia . Para n> 1 : 

Z si q:a::n-1 

o si q < D-1 

Demostraci6n .-
A 

~(Ra ... ) _ .q«¡¡a) .... ) _ .q«Sa) ••• ) _ Aq(Sa •• ) 

Por {Hu . 1]. si 1 es un complejo simplicial, • un punto de 1 

y F la frontera de la ~t ( .. ) en I (ver definiciones en 2 . 3 Y 
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2 .4 de [Ha] ), ent onces Áq (I, .. ):: 1lq (F) para c e. :. :. q:t 1 . 

Considerando SU oon un estructura de complejo simplicial. F 

es homot6picamente equivalente a SD-l y p or tanto 

o si l~q<n-l 

Luego obtenemos que 

Z si q=n-l 

o si l:1>q<n-l 

Mora bien , como para n > 1. En pose un unico final propio, 

~o ( Rn ) :: O, 10 que complet.'l la demostración . • 

Corolario Z - Para n>1 y a c J ~ RO propil! , 

= ( 

Z s, q "" n - 1 

;q ( RO, a ) 

O s i q < n - 1 

Demoftri'!ción . - Por ser En oontractible, n.( RD, a(o) ) ~ O para 

todo m . 

Considerando l a suoesión exacta : 

.. ~ "q+1 (Ro,a(o))- Jq ( I/O, a )_ ~q ( RO,a )- "q (Ro,a(o) ) ~ .. 

.. ~ lit ( l/o, a(O)) -lo(l/o,a ) - t'O(Eo,a)- "o (EO,a(o) ) 

deducimos que Jq (ED. a ) :: !q (Rn. a ) para todo q . , 

Corolario 3 . - Para n> 1 ya : J __ liD propia , 
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DemQ$traci6n . - Por ser R n+l , 

Z si q =n 

· o si q < D 

y contractibles, 

Jl;(Il+n+l,E,D..O(O») = O para todo q . Por tanto : 

Jq( R,"'l, Rn, CI) = ~(R,"'l, Rn, Cl) para todo q , 

Si consideramos ahora la (~) sucesi6n exacta asociada a 

( R .. "l, Rn, CI) , 

.. _, ( R ",1 CI ) -' (R "'1 En CI ) -J l(En CI ) -' l ( E ",1 CI ) - " %q +, zl¡ + ,. _q- , .:q- + ' 

.. ,_, ( E ",1 En a) _, (En a) _, (E ",1 CI) 
.:1 + •• .0' =0 + • 

Como R+n+1 retracta por deformación propia fuerte a J , 

Ji (E,"'l ,a ) = O para todo i, luego .h'l(E,"'l ,R",a ) " Ji(En,a) 

para todo i . Además JO { :R+n+l, Illl.) = O. 

Basta aplicar el Corolario 2 para obtener el resultado . • 

~ - R tiene dos finales propios, luego dada a : J ___ E 

propia, ~O(ILa) - {l.O J donde O indica el final propio 

representado por (J . Por ser Jto(R,o(o») y 7t1{R,Q(0» ) triviales. 

deducimos que JO(&'O) tiene s6lo dos elementos y lo indioamos 

{1. O} donde O representa la clase de a . 

Ahora bien. R~ retraota por deformación propia fuerte a J, 

luego Ji{R~,CI) - O para todo i, de donde Jo{R,2, R,CI) • O, 

Considerando ahora. la (l)suoesión exacta a.sooiAda a(R+2.R.a) 

"- Jl{Rt a ) ~ 11(R~,R,a) ~ 10(R, a J ~ .Jo(E~ , a) 

deducimos que ;1 (R+2, E,a) tiene dos elementos y lo indicamos 
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como antes por {l,O} 

Corolario 4. - Para n ~ 1 Y ex : J __ El)+l propia, 

Px ' ~ (R"'I, a) , 1:".1 (RMl ) -
y 

son isomorfismos . 

Demostrac:ión . - 2 M1 contractible, junto con el Teorema 1 y 

CorolZlrio2 , aseguran que (Rn+l,O) es (1t)-cone:xo, (~ ) (n-l)cone:xo 

y ( ~") ( n-l ) conexo Por 10 tanto (ver parrafo 1 j . Pn y Pt son 

epimor f ismos . 

Por otra parte (ver panafo 2 . II), E,..1(RM1 ) =J .. 1(RM1)= Z 

Del Teorema 1 y Corolario 2, deducimos que p~ y PI son 

isomod iemos . • 

Corolario 5 . - Para n::t2 y o : J _ Rn propia . 

Pn ' ~(R; .. I, R",") ---> E,..1( R,Ml, Rn) -
y Pt : ,k (R/'+l, R,n,O) ---+ Jn+l(R.+n+l.Rn) son isomorfismos . 

= 

Demostn.ción - Por el Corolario 3. 

(K)n-conoxo, (;)(.-l)conoxo y (~)(n-1) conoxo . 

Luego, por los Teoremas 1 . 1 y 1 . 2, Pn. y Pl son epimorfismos . - -
Mom6.. (ver parraf02 .n) !1..1(R,,,,I.Rh)-J,,,I(R;,·I.Rh)=Z . 

Del Corolario 3 de nuevo, obtenemos que Pn y Pt son 
= = 

isomorfismos. , 
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Corolario 6,- Para n l. 2. 

PK : l!n(E.H. e) ---< Ez..1 (E.H ) 
= 

y '1. : J,,(E.H. e) ---< J"'I (E, H ) 

eon is omorfismos , 

Deseamos probar abora que 5610 el element o geDer~dor {tl (6 

el opuesto) de J:n (E. el E, e) induoe e. biyeoci6n , 

Cons i deramos la sigui ent e cAtegor1a (: : 

Los objet os s on cua t ernas (I . A. S.C ) donde 1 es un espacio 

topo l óg ioo. A un subespacio propio de l . B un subespa ci o 

propio de A t a 1 que 8 = U R. Y que admi te una ap l ioación 
't al ""t 

pr opia a : J ____ B , C es un Bubespacio compacto de A tal 

que c n s :: sO y ademá.s ex i st e una retracc i ón propia 

r ' ( X, A.B,e ) -~, ( X,A, Cl (J). Cl ( O») tal qu e r (Xt ) = Cl ( t ) para 

cada Xt E a" e s una re t r acción por def ormac.:ión f uerte de B a 

Cl (J) , 

Cuando B", u a ( t ) y C""a (O). indicaremos ( l , A. a , acO) , .. , 
Los moril smos de (I ,A. B.e) en (1 ' ,A' , B' , C' ) Bon l as ol aseB 

de bomotop1a de aplicaciones propias 

f : (I,A,B.e) ---< (1 '. A' , B'. C') 

toles que f(l\ ) c: Bt para cad. tEJ y fCl(t ) -a ' (t) para 

cadatEJ , 

Donde f. 9 si existe una aplicación propia : 

H ' (XxI , AxI, Bx I, ex I ) --~, (X', A' , B', e ') 

tal que 
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B(x,O) 

H(x,l) 

= 1 (x) 

= q(x) 

B(a,.),.) - a' (t) 

B(1lt x I) e lit 

para oada J: E 1 

para cada x E 1 

para cada t E J Y a: E 1 

para cada t E J 

Observemos que (ID.xJ.a(IIl)CJ),~lxJ.IllxO) es UD objeto 

de C : 

Consideramos la aplicación propia J --+ ~1 xJ dada por 

t - (v.t) donde v= ( l ,O, .. ,O)ET""'I. 

Sea L un homeolDorf lSlDo de ~1 x J ---_. ID-l x J oon 

L(v. t) = ( 1, O, .. . O. t) ; que por ejemplo parA dimensión 2 se puede 

representar por el siguiente dibujo : 

0'---- / 
/ ¿ 

Sea G la aplicación propia definida por : 
__ 1 L. id, 1 ~ 1 L:' 
¡- x J x 1 I In- x J)( 1 ---''-~I ID- X J -"'-~I ~l x J 

donde P(L(x,t) •• )=(l-.)L(x.t) •• L(v.t) 

pora oadA (x,t •• ) eT""'lxJxI. 

Notar que G(x,t,O)-(x,t) y G(x,t,l)-(v,t) pora oadA 

(x,t) e T""'I xJ y.de",&. 

y 

G(x,t,a) e T""'lx(t) 

G(v,t,.)=(v,t) 

Definimos AhorlJl 

para cada (x,t,e) e'P""l x J "xl 

para oada (t,a) eJxI 

b : Tn-l x O x 1 U IA)( O X O ú In x O x 1 --...... , ID. X O 
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por : h(x,O , s) =G (x,O,.) <1 (x,O,.) ET'>'l x O x 1 

h(x,O,O) = (x,O) ei xE 1" 

h(x,O,l) = (Y,O) ei xE l· 

Aplicando la propiedad de extensi6n de bOlllOtop1a. obtenemos 

una extensión de h. 

H: rZl.x O xl -----<, IZl.x O 

Si definimos F: ID x O x 1 U ,.-1 x J x 1 --~I ¡n x J 

COIllO rI1nxOXI=H 

F es propia . F(x,t .O) =(x,t ) 

(x, t,) E ¡D.)O'O V ,..lx J 

y f(x , t,l ) = (v, ti para cada 

Apllcando FuceSlvament e la propi edad de extensión de 

homotop1a propia, encontramos una extensión propla de F 

6 : ID x J x 1 J ID X J 

verlficando que : 

6 (x,t,O) = (x, t ) para cada (x, t ) E InxJ 

6 (v,t, s ) • (v, t ) para cada (t , e ) E JxI 

6 (x,t, . ) c Tl>-lx (t) para cada (x, t, B l E r»-lxJxI 

6(x, O, . ) e ID x O para cada (x, O, e) EID.xOx I 

6(x, t,.) cd(l"xJ) para cada (x,t,e) E d( l"xJ) xl 

6(x , t ,l) - (v , t ) pAra. oada (x,t) E rZlxo uT'>'l x J 

La aplicAci6n propia ¿1 : ¡D)(J xl , In)(J definida por 

<'>t(x,t) - 6(x,t,l) 

pruebo que (l·xJ,d(l·xJ),r""lxJ,I"xO) es un objeto de (' 

Hotemos tambHn que todo modismo f : (I,A.B,C)~ (1 ' ,A ' ,B ' ,C' 1 

induce de l a manera habitual f. ' J,(I,A) --t Jq(I ' .A ') para 

todo q (si f-9. f.-g.) , 
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Consideramos los objetos fijos de e : 
(1l1.)( J. a{In)( J). rzr-l)( J. 1l1.)(0) que denotamos 1 

(E.H ••• e(O)) que denotamos E . 

Aplioando el Lema de Yoneda (ver [P] 1.14 Y 1.15): 

More (Í.E) ) ~ ~ h. E Morf(hE. hI ) 

es una biyección que induce biyecci6n entre los isomorfismos 

en More (l,E) y los isomorfismos naturales en Morf(hE • hY) 

donde bE es el functor Morc{E,-) y bI es More (Í.-) 

(notar que hI(I.A.a.a(O))=J,.(I.A.a) y hE(I.A,a.a(O) ) =C.(I.A.a)) 

h' es la transformación natural dada por h'( I , A,B.C )(g) " go~ 

para cad. 9 E Hore (E.(I.A. B.C) ) 

Es fAci1 observar que la condición necesaria para que 

~ E Kor e (r. E) sea isomorfi smo es que la ap1icaci6n inducida 

=±w donde W es el generador del grupo c1clico infinito 

J ... 1 (E, aE ) 

Como More (l, E ) ""Jn (E, I1E , e ). por el Corora1io 6 , 5610 existe 

un elemento (y 5U opuesto) cumpliendo tal condición . 

Ahora bien, utilizando la homotop1a propia 6 construida 

anteriormente . 5e prueoo de modo inmediant o que 1 o 6 1 es un 

isomorfismo cuyo inverso es i o 1-1 E Mor e (r, Í) donde 

L (I·.J.a(I·.J).v.J.v)- (I·.J.a(I·.J).1"""l.J. 1".0) 

es la inc1usi6n. 

Por lo tanto las únicas transformaciones naturales que son 

equivalencias naturales entre los functores y hI son las 

inducidas por el generador (o el opuesto ) de Jn(E.a E.e), que 

estA represente.do por lo 6 1. 
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Si consideramos la subcategor1a C' de e cuyos objetos son 

los de la forma (I,A,a,O(O), la propiedad que tiene todo 

objeto de e de retractar a un objeto de C', hace que las 

únicas equivalencias naturales entre los functores hE y hI 

restringidos a c' (que 60n c;. y .!n respectivamente) sean las 

descritas anteriormente. Por lo tanto fijada una orientaci6n 

para la celda E el isomorfismo P, : .lIl.(E.aE,e) ---+ JZt+l(E,aE) 
= 

fija el generador (.1 de 1D,(E,4tE,e) y éste induce la 

equivalencia natural e. , 
Entonces podemos representar ,h (X,A,O ) como el conjunto de 

las clases de homotopiz.li propia (rel(cE,e,e(O») de aplicaciones 

propias del tipo 

( E, H, e, e(O) ) -~. (I,A,a, a(O) ) 

(Análogamente para el caso absoluto Jn-l (A,a) puede 

interpretarse como el conjunto de las clases de homotop1a 

propia (rel(e,e(O))) de aplicaciones propias del tipo 

(aE,e,.(O)) ~ (A,a,a(O) )) . 

En el caso ~rtiC\llar en el que la celda E=Il'lxJ y l::::idID.xJ 

fijada ll'l orientaoión ~1 de Il'lx J, existe un (mico elemento 

ItJ de J,,(I"xJ,a(I"xJ)) tal que P,utJ) =$.("l:..1) ="l:..1 ' Notar 
• 

que • es homóloga a idr"x J (rel. a(I"x J)). 

Entonces queda induoida la equiva1enoia natural e. cuya 

inversa es la equivalencia natural inducida por la inclusión i 

de (I"xJ,a(I"xJ). vxJ,v) en (I"xJ,a(I"xJ), T""'l x J, l"xO) que 

denotaremos 4 . 

Observar que la aoción de ~1 (.A,O) en ,k(t,A,a ) induce a 
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trav~s de ~ una acción en C]¡,(I,A,Q) . 

A partir de ahora denotamos, Jn(I.A.a) para referirnos a 

cualquiera de los dos conjuntos y hacemos un tral5vase de las 

notaoiones y del estudio realizado en el Capitulo l . 

Asi. ei utilizamos la. notación ~(I,A,a) para indioar el 

oociente de Jn(I.A,a) por el subgrupo generado por los 

elementos de lA forma u. ~ donde u E !l(A.a) y ~E~~(I,A.a) ; 

en el sentido r1gido del CApitulo 1 hay que interpretarlo como 

el conjuto de claees de aplicaciones propias del tipo : 

(lox J, 111-1 x J, T""' x J, IOx O) _ (I,A, a,a(O )) 

donde f ' f· pertenecen a la misma olase sii existe una 

homotopla propia 

H , (1° x J xl, I (1° x J) xl) - (1, A) 

tal que H(x,t,s) =-H (x',t ,s) para cada 

(x,t. s ) y (x',t,s) Eln xOxI u~lxJxI. 

En el sentido menos r1gido que hemos introducido en este 

párrafo, s. interpreta como el conjunto d. clases d. 

apli cacjones propias del tipo : 

(IoxJ,I(I"xJ)xI,v xJ) - (l,A,a) 

donde 9 , 9 perteneoen e le mU.IIIa clase sii existe une 

homotop1a propia H , (I"xJxI,a(I"xJ)xI) _ (l,A) 

Para un par propio (I.A) tal que A posee un \lnico final 

propio, si denotamos Jn+(I.A) al conjunto de lu clases de 

aplicaciones propias del tipo : 

(I° xJ, I(I°xJ)) - (I,A) 
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donde dos aplicaciones j y 9 pertenecen a la misma clase sil 

exi~te una homotop1a propia 

tal que 

H , (In, J d, d(In, J), 1) ~ (I,A) 

Ro=l, R1 =g; 

se tiene que , para cada rayo a en A, la inclusi6n induoe una 

biyec:ci6n : 

J,.·(I,A,a) ~ ,k' (I,A) 

que dota a ,ln'*'(1:,A) de una estructura\ de grupo respecto a h 

cuál e$ isomorfismo . 

• SJ. A es aroo conexo y denotamos n zw.l(X,A ) (ver [W.G.l)2.2) 

al conjunto de las clases de aplicaciones del tipo ' 

(In+l, dI"'I ) ~ (X,A ) 

donde dos aplicaciones 1 y 9 del tipo anterJ.or pertenecen a la 

mi$~ clase sii existe una homotop1a 

H , (In+l xl, dIJ>tl x l ) ~ (X,A) 

tal que HO = I y "1 = g; 

se tiene que, para cada punto Xo E A, la aplicación inducidll por 

la inclusión : 

"»+1(I,A,xO ) I O.n+l(I,A,xo ) = ~\+l(I,A,xo) ~ ~'J>tl (I,A) 

dota a Jf n.l (I,A) de una estructura de grupo respecto a la 

cuál es isomorfismo . 

Entonces para UD par propio (I,A) donde A es arco oonexo y 

posee UD únioo final propio, el homomorfismo 

'o: .... l(X,A,ae O)) ~ J,,(I,A,a) , donde a •• un rayo de A, 

induce '*Q : n*""l (X, A,Q(O) ) ---+~·(X,A,a) y éste por último un 

'*' . '*' '*' 1 homomorfismo,. n n+l(I , A,) --- Jn ( ,A) 
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Recordemos (ver[W ,G,l] ,2 . 2) que la interpretación de la suma 

en ~+(I.A) viene dada de la siguiente manera : 

teore. J.- Sean j; g : (IZl,c'HZl) -----+{I.A) aplicl!lciones tales 

que f(l,x):g (O, x) para todo • E 1 ..... 1 , y h : (In , 1111-1)----> (I,A) 

la aplicación definida por : 

f (2.,x) si O~8~1I2 

h(s,x) : 

g(2s-l,x) si 1/2~s~ 1 

Sean a.b.c los elementos de "'n+ {I.A ) representados por f, 9 . h 

respectivamente . Entonces 

(~J denota aIn. uaIn_ 

r,or,. 8 . - Sean f, j' : (In,dln ) ~ ( I,A ) tale. que 

f'(fi,x ) =f{l-s,x) para todo (S,x)E Ixln-l . Si ay a son los 

elemeDtos de 'nu+(I,A ) representl!ldos por f y j' respectivamente, 

entonces l!I::: -a' . 

Los ~iguientes teoremas darán una interpretación de la suma 

• enJ,. (I,A). 

T,or ... 9 . - Sean t, 9 : (IZlxJ,a(IlI.xJ)) --+ (I,A) aplicaciones 

propias tales que j(1,t2" ., tll.,t) -= g(O,t2" . ,tn,t) parl!l todo 

('2, .. , t", t) e 1 ..... 1 • J, Y h : (In. J ,K") ~ (I,A) la aplicación 

propia definida por : 
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si Ost1sl/2 

q(2t¡-1.~, .. ,t",t) 

Sean a,h,c, 108 elementos de Jn·(I • .A) representaodos por 

f.g,b respectivamente . Entonces, c=a+b 

Demo:troci6n . - Sea 

una aplicaci6n propia tal que 

M(t 1• · • to' t. O) =: (t1'" t DI t) para cada ( ti' " t n • t) E 111.)( J 

H(t l , . ,tn ,t,I ) = (1,0, . ,O,t) par. c.d.(t¡, "tn,t)E ¡nxOuro-1xJ 

H(lxll>-l, Jxl) e lxll>-l x J 

(puede tomarse como K la aplicaci6n 6 construida anteriormente ) 

Sea r : rll.x J __ 111.)( J la reflexi6n de IOx J respecto a 

{ti" 1 /2}, r (tl ,t2 ' . ,tn ,t) "'" (1-t l ,t2 ,. ,tZl ,t). que es una 

aplicación propia . 

Definimos H' , (luxJxl, ~(luxJ )x 1) ~ (Iox Jx 1, a(l.xJ)) 

por M' (tl' .. ,tn,t,s)=ro}i (r{t l • · ., tn,t), s ) 

para cada (tl •. . • tn.t,S)EIlI.xJxI. 

Consideramos abore. las aplicaciones propias F,G : I.~x J)( 1 -t 1 

dadas por r-fo'M y G-g.M' 

Llamando 1 al rayo en A definido por 1 (t) .., f (1, O, . . ,0, t) 

para cada t E J, Dotemos que Fl y G1 (definidas por 

F¡(t¡, . ,ta,t) -F(tl' . ,ta ,t,l) y G¡(t l , .,ta,t) -G(t l , ., t a ,t,l) 

para cada (tI' . , tZL,tl EIll.xJ l son aplicaciones propias del tipo 

(IaxJ,~(loxJ), Tl>-lxJ, 10xO) ------. (I,J.,l,l(O)) 
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y representan respectivamente a los elementos a y b deJn* (I . A}, 

Como G(O, t2' " ta ' t. a l :: 9 o ro 11 ( 1. t2' ' . t n• t . 5} =9 o r( 1. t2' ' . t~. t' )e 

: 1( 1, '2' ·' t~, t') ~ f oM(l, t~, . , tn,t,.) ~ F (l, t2' · ' ' n", 8) 

para cada. (t2' .' t", toS) E 11>-1 x J x 1 

Podemo8 definir la aplica ción propia 

H : (1" x J x 1 ,0(1" x J) x 1) --~, (I,A) 

F(2'1 ' t2' . ' t", tos) si O't l ,1I2 

si 1/ 2 ,tl~1 

• Entonoes oomo HO",h. HI representa a l elemento c de Jn (I ,A) , 

Pero tambi~n HI representa al elemento suma en ~( I ,A.l) de los 

elementos representados por FI y G1 , Por 10 tanto H1 representa 

al elemento aotb de J-n+ {X.A) y obtenemos que clEaotb . • 

Icor ... 10 . - Sean f,f' : {rnxJ. a {In xJ)_ ( X.A) aplica ciones 

propias tales que j ' (t l ,t2' .tn.t)cj(1-t1.t2, . . t n .t) para cada 

(t l , . ,tn.t ) E IZlxJ . Sean a ya los elementos de J¡,.+ (I.A) 

represenudos por j y j' respectivamente . Entonces , a=-a ' , 

Demostnción .- Sea g : ( IZl xJ. a (In xJ)) _ (X.A) la ap licaci6n 

propia dada por : 

si 1I2:s:tl,1 

Por el Teorema. 9 , 9 represent a al element o a + a • de J,. (I,A) . 

Notar que g (t1,t2' . ,tn,t)= g (1-tl .t2 ' . • t n ,t) . 

Definimos una aplicaci6n propia F : In x J x I __ X por : 
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9{(1-s)tl"8.~ •.• tD!t) si 1/2~tl~1 

Como Fo-q y F(I1(lDx J)x 1) e;. • 9 Y F1 representan el 

mismo elemento de Jn+ (I.A) . Ahora bien , Fl (ID. xJ) e A y por 

tanto 9 representa al elemento cero de .1b*(I.A) . , 

Teore.. 11. - Sean I (¡ ... I,a(¡ ... I)) 

y 9 (¡h, J,a(¡hx J)) __ 

(I,A) 

(X,A) 

aplicaciones propias ta les que j(tl , .. ,th,l). 9(t1 , .,th, O) 

• a el elemento de "i;..1 (l. A) 

representado por f • y b el elemento de Jn (X.A) representado 

por g . 

Entonces , el elemento c de Jn* (X • .A) repres~Dtado por la 

aplicación propia 

def inída como : 

( 

j(tl' . ,th,Zt) 

h(tl,t~"th,t)= 

9(tl " .. tn,Zt-l) 

verifica que c-,·(-a) .. b 

n O:s:t :s:l /2 

Demostración . - Construiremos en primer lugar una aplicación 

de (ID-xI xl. I1(ID- x I)xI) en (I.A) de forma que la restricción 

a l"x1 xO sea f. la reatricción a ID-x 1)( 1 sea tal que envíe 

pD. x 1 ( donde pD. denota la unión de las n-CAras de I~l 

distintas de I~lxOxI) en f(v')(dondev'=(1.0 •..• 0.1)Eln+l) 
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y adelll6.. envie (l"x 1) x I en j (Iax 1) . 

Sea L' un homeomorfismo de pZl en ID. Cj, . é: transforma v en 

(1,0 , .. , l) e la , Por ejemplo, pa.ra n=2 el representado por la 

siguiente figura : 

@-:; . 
. ':. - . 

Consi deramos abora la aplicaoi6n F : pAx 1 ----. A definida por 

la composici6n : 
L ,id, _ 1:1 ( e f ' f 

p1Lx 1 I ¡-"X 1 __ ID. __ pon -- A 

donde ~ viene dada por p(x , s). (l-s )x •• L ' (v ') para oad. 

No temos que para cada y E tJA, 

FO (y ) =F(y,O) = j(y ) F1(y ) =F (y , I ) =j(v ' ) . 

Memas para cadtl. (x . 1 . 8 ) E IIlX 1 x l . 

F(x , 1, . ) _ j • (L ' )-1 • P (L' ( x , 1 ) , s ) Ej. (L ' )-1 • P (L' (Iax 1 ) x l ) 

que esth. cont enido. por s er L' ( ¡Zl.x 1 ) convexo , en fo (L' )-10 L' (111. )( 1 ) 

_j(Iax l ) . 

No t emos que a (IaxOx I ) .(II>-l xOx I ) nP" . 

es una homotop1a parcial de ti ID-lx O x l ' 

Aplioando la propiedad de extensión de homotop1a, se extiende 

a una homotop1a de IIIa-lXOXI ' 

Con esto oonseguimos una homotop1a F: ¡(taxI) xl I A 

de 11.(1a)(I) ' Aplioando de nuevo la propiedad de extensi6n de 

homotop1a. F se extiende a 

verificando que FO-j. F1(p")-j(v') , j(¡ax lxI ) cj(Iax l) . 

Notar que F(cl (IIl )( I) x l ) c: A y por tanto F1 representa el 
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mismo elemento que t en ...... 1 (I,A) . Ademe: f 1 es una aplioación 

del tipo 

(l"xl, 100l x Ox l, pO) ______ (I , A,j (v' ) ) 

luego representa UD elemento de ~1(I,A , 1(v · }) . 

A continuación definiremos una apl icación propia de 

(IA )( J)( 1, it{IAxJ )x I} en (I , A) de forma que la restrioción a 

III x J x O sea 9. la restrioción a ID ~ O x 1 U ~1 x J x 1 sea 1 

(donde 1 : J - A es l a aplicación propia definida por 

l ( t) -g ( 1I O, . ,O,t ) ) Y además la restriooión a IDxOx1 ooinoide 

oon r !ID. X1XI ' 

Sea L un homeomorf ismo de ID)( O U ~l x J en IIP-t x J que 

transforme (1. 0, .. ,0, t ) E~l x J en (1, 0 .. ,0 , t)EI~lxJ . 

Por ejemplo , para n:::: 2 , el representado por la siguiente 

figura 

Llamaremos v al punto (1, O .. , O) E lA X J . 

Defin imos la apli cación propia G : (IDxO u'fA-t I< J ) x l _ A 

como la oomposioión : 

(I"xO U T""'l x J) x 1 l. . id¡, lo-l x J xl Llo-lx J L:', T""'l x J -L A 

donde y elU definida por : 

y(L(x,tl,o) - (l-o)L(x , t) .0L(l,O, .. O, t) 

Observemoo que GO(x,t) -G(x , t,O) -g(x , t) y 

Gl(x , t ) cG (x, t ,l ) c1 ( t ) para oada (x,t) EI"x o uT""'l xJ. 

Adem,h , para oada ( t 1, t 2, .. ,tll , O, s) E In )(Ox l 
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G(tl.t2 ...• tn.0 •• )=g( (1-' )( tl· · ··tn ·0)+s(I.0 •. . • 0))= 

=f( (l-s) ( tl.· · .tn.l)+s(I.0 .... 0 . 1) )=F(tl' . .• t •• 1. 8 ) . 

AnÁlogamente a 10 realizado en la primera. parte de la 

demostrAción, aplicando 6ucesivamente propiedad d. 

extensi6n de bomotop1a propia. G se extiende basta una 

aplicación propia 

verificando bos condiciones requeridas . 

Entonces G1 representa el mismo elemento que GO==g en ln*(I.A ) 

No t ar que además G1 es una aplicación del tipo 

(¡.xJ. ¡n-lx Ox J. T"""lxJ . 1·xO ) ~ (X.A.l.l(O» ) 

y por tant o representa un e l emento de h* ( l. A.l) . 

Consideramos ahora la aplicación propia H: rnx J x 1 ---+ 1 

dada por : 

Observar que 

¡ F l tl ' . . t • . 2t.s ) 

G( tI' . tn ' 2t-1. s ) 

y H(d (¡"xJ )x 1 ) CA. 

si Ostsl /2 

si lf2st 

por tanto H1 

representa el mismo elemento que h en Jn* (X.A) . 

Definimos ahora otra aplicación propia R: In xJ xI~ 1 como 

R(t 1,t2· · ,tll...t •. s):o:: 

si Ostls1-sJ2 

0.,<112 

ai 1-s12st1s1 
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G¡(O , '2 , .. , ,",2t-1 )=1 12 '-1) 

112 s t 

GI ((2'1-0) /2-0 , t2' . , t . , 2t-1) 

Notar que RO =HI Y R ( ~II·xJ ) x l ) e A , de donde se deduce 

que RS representa e l mismo elemento que Hl en ~" { I . A ) . 

Si cons ideramos por ultimo las aplicaciones 

K y K ' : ¡D, x J -- X definidas respectivamente por : 

Kltl,tz ,· . , t., t)-RI (t l /2, tz " . ,t. ,t) 

K' I t i ' tz' . , t., t ) - RI II t 1 .¡ ) /2, tz , .. , t b , t ) 

propias 

~r .. oad .. (t. ¡ . t.2 • . . . tl1.t) E 111)( J , ec ev ident e que K reprecenta. 

+ en Jo (X , A ) la imagen por ,+ del e l emento de • • .. 1 ( X, A) 

repres entado por -Fl . es decir ~· (-a ) . Y K ' representa en 

Ju+ {X. A) e l mismo elemento que representa G¡ . es decir b . 

Como 

K(2t l ,t2 ' .. ,tb , t ) 

K' (2t l-1 , t2 " " t. , t ) 

del Teorema 9 deducimos que Po1 representa en Jn. (X.A) la suma 

de los ele~ntos representados por X y X' . Como RS representa a 

c . obtenemos que • c=, (-A) .b . • 
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4 . - Teore.a de adición de hoaotop1a propja . 

Sea (1, A) un par propio u .l que para cada rayo Q en A 

J1I (A. a ) y "O(A.acO») Bon triviales . 

teoreM 1 .- Para D ~ 2, sea f : 1D+l x J --+ 1 UDa aplicaci6n 

propia tal que transforma toda n-cara de 1n+l x J en un subespacio 

propio de A. 

Para cada l!S:i~n+1 y IE{O,ll, sea 'ti1 el elemento de 

Jn* (I ,A) representado por la aplicación propia 

f0"tL (InxJ.a(In xJ)) - (l. A) 

Y sea y.,' (y) EJ,,· (I.A) donde y es el elemento de n:.l (I.A) 

representado por 

Entonces : 
... t 1 
~ ~ ( _l )i+lyil _ (_1)1>+2 y-o 

.i.d ho 

DemQstración . - Supongamos prlmero que f (~l ( In)( J)) e A para 

l>l.IEjO.l ) y f(a O"'2 (Jn+l )) cA. lo que significa que 

Yi1=O para i>1, lE{O,l} y y= O. Entonces f es una homotop1a 

propia entre foOl0 y foa!l , con f(1x(t(I DxJ)) CA , por lo 

tanto Yt° ,.. Yl 1 Y la fórmula se verifica . 

Probaremos el Teorema por inducción sobre el número m de 

caru (i,l) con i > 1 tales que 1111(1 o~l) ;lA . 

Lo demostrado anterionoente corresponde al oaso m'" O . 

Supongamos pues, que la fórmula 58 verifioa para m ~ O Y veamos 

que tambHn se verifica para 11:1 + 1 

Para ello probamos una serie de Lemas : 
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Le .. 2.- Sea O una penrutaoión de {L . . , ni y 

Cí : (I'<J,a(I"<J)) ~ (I'xJ,a(I"<J)) 

la aplioaci6n definida por -O(tl ,· · t.,t):(tO(1)' · 

Entonoes, la aplicAción inducida 

verifica que 

Lfflmostución . -

definida por a (tl' . . , t ll , t) = (t(j(1 l' . , t(j (nl)' y ésta induce 

a. : Jn ( rll.,arl\ } _ Jn(IIl,aIl\ ) 

Sabemos , por Lema 2 .4 .4 de fW .G. l] que a. ( ~ ) EsigO . C&ln 

EntonceB, si probamos que el diagrama (ver párrafo 2 ) : 

es comnutativo, tendremos 

El dib.grama aludido es en efeoto conmutativo, pues como 

a... 'J. , e. conmutan con los homomorfisIDOs inducidos y ademá.s 

o - -" a ... IO(tl' . . . , tal = IT',..I (to(l)' · ·· ' to(.») : (to(l)' ··· ' to("),O): 

KoaOD+l(tl, .. . ,tn) para cadZll (t1, . . . ,lz¡,) Eln , obtenemos que 

todos los cuadrados que forman el siguiente di&grama son 

conmutativos . 
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-
J",I ( l~ x J, d (l~ x J)) 

<f. 
J",I ( I~ xJ, d ( I~ ,· J)) 

ld. ld. 

J~(d(l·x J)) 
a-. 

J~(d(IAX J)) 

F· F· -
J.(d(IA x Jl,H""'1,0 ) 

<f. 
J~ ( d (l~ x Jl, H"",I,O ) o 

je. j e. -
J A((IAxJ)"'1 O ,d(I~ xJ) ... 1 o) 

<r. 
o J~( (IAx J ) ... 1 , 0' d(In x J) ... I ,O) , , 

j (~1 ). j (~I )' 
JA(IA , dIn ) 

<1". J n pn, dl n ) 

&stZl ahora tener en cuenta que ",°1>+1 
-1 - -1- O 

= d. (J. ) e'(" ... I )' · • 

Para cada (i,l) con l<isn.l , llamaremos 

R; l=,,;l (In xJ) U "11 (ln xJ) c: 1",l xJ , 

y paa i = n+2 , 1 = O 

R,..2 , 0 = ,,°'''2 (11)+1 ) U "11(IAxJ) c: I ... I .J 

y definimos b.5 aplicaciones propias 

de la manera eiguiente : 

Si 1< i~n+l. 1.,,0 
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Si 1 < i" n+ 1 , 1 = 1 

Si i=n+2. 1=0 

\ 
(1.t l , . ,t ... l ,tn,2t-l ) 

si O"t,,1/2 

si 1/2"t 

Le .. 3.- Para l<isD+l , lE {O,l} 

fo~l : ( In xJ, a(In xJl)_ (X,A) representa al elemento 

YII, (_I )i+1 Yi1e J,,+ (I ,A) 

y fo4l°zw.2:(InxJ,a(InxJ))- (X, A) representa al elemen to 

YII - ( _1)D+2 Y e J,.* (I , A) 

Demostración . - Para 1 < i s n .. 1 , sea O la permutación 

~ 

( 1,2 • .. ,i -1 ) de {l, .. ,n} y O la aplicaci ón del Lema 2 . 

Entonces : 

.i 1,,", 0, jo~O= jo,,<0oo, jo Ql1 

1 = 1, 1 1 1 -f o ~ :: f o al - f o 0i o O 

Como por el Lema 2, o*(""'I)=.igO · ""'1 y .igO=(-I)1, 

aplicando los Teoremas 9 . 3 Y 10 . 3. deducimos que 

repre.enta .1 elemento (_1)" YiO, YII d. J,,*(I,A) Y jo'" 

repre.ent •• y,'- (-l)'vi ' .Como J,.+(I,A) e. abeJi.no, j o ~l 

representa a.l elemento y1l .. (_l)i+l yil de ln+(I.A ) . 

Ahora, para i:n+2, 1= 0 , sea': la permutación ( 1,2 , .. ,n+l) 

en {l, .. ,n+lJ . Si esta definida por 
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r(t1· · · 'tn't%)+1)::::(tn+l· t l···. t n,), por el Lema 2 . 4 . 4 de (W .G 1] 

la inducida;: . J (ID+l itIn-+l) _ J (ID+J inn+l) _. n+l' lttl" ve.rifJ.ca que 

<.(0;...,) = oig. · 0;...,. 
Notemof: que 

Como f <) ~OD+2 = f o a°n+2 o K -+ f o a 1
1 (en el senudo del Teorema 

11 . 3) aplicando los Teoremas 8 3.10 3,11 . 3 y Jn·(I.A) abeliano. 

obtenemos que f o ~Oh+2 representa al elemento Yt 1_(_1 )n+2y de 

• ,),. ( X,A) . # 

LeN " . - Pari!ll cada ( i ,1) (donde 5l l<J.sr.-+l. lE {O ,!) y Sl 

1=n+2,1=0 ). exüte una apli:::aclon propla 

venflcando' 

1 ) <I> (u,O) = j iu) 

2 ) <I> (U.5 ) E A 

3) ct> (u, 1) E A 

4 ) <I> (u,,) E A 

4> : Ib+lxJxI -- I 

para cada \l E 1Ml x J 

51 (U,5 ) E. (( ¡M'xJ ) i,~ )X ¡ con 

( 1,1 ) . ( J,~ ) ' (1,1 ) 

E:l u E (In+ 1 x J ) . . l.,1 

~ l (U ,S) E ( In+l x J ) j,r¡ xI con 

j ( ( ¡M' X J) . ) e A J ,~ 

para cada x E rnl( J . 

Demostracion . :"" Para cada (i,l) con 1 < i s n .. l, 1 E {O,l} 

construimos una aplicación propia 

definida como sigue : 
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! 

Ol;Sj;l fZ 

1 /258s1 

1 (1, tI ' " t 1_2 ,2 t 1_1-1. ti' " t", t) 

Para 1 - L t (QII(t l , .. , t.,t), . ) -

(l(l,t l , .. ,t1_2 , (h2.)t1_I , t 1 , .. ,t. , t ) 

OjÓssll2 

l j( 1. t I ' . , t 1_2 ' (1-2. ) ti_l' 2., ti ' . , t. , t) 

si 1/2st1_1s1 

J1<1. tl ' . , ti_2 , 2ti _1, t i . . ,to , t ) si Osti_ls1 / 2 

1/2~e~1 

ll(2(1-.) . 2(2.-1)(1 -t1_I ).t l , t1_2 ,1.t1 ' " t. , t ) si 1/25t1_151 

y defini mos la ap licaci6n propia 

como : 

1 1 '~ ( tI ' .. , t", t) si 0.s551 / 2 

Para el caso i - D • 2. 1- O, oonstruimos la aplicaofón propia 

de la siguiente manera . 
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~(all(tl' . ,tn,t),s) = 
, 

f(1,t1, 
,t", (1-20)t) oi Ost:s:l/2 

0$5$112 

f(1,tl' . ,tn, (1.20)t-20) si 1/2 s t 

f(2(1-0) .2(20-1)t,tl' . ,tn,O) si Ostsl/2 

1/2s6s1 

f(1,tl' .,tn ,2t-1) si 1 / 2 s t 

y definimos la aplicación propia 

oomo : 

si O:s:ssl / 2 

si 1 / 2sss1 

Asi para cadZ!l (i , l ) { donde si 1 < i sn + 1 ,lE {O, 1} Y si 

i :n+2 . 1", O), tenemos definida una aplicacl.6n propia 

Llamando K a la uniOn de las n-caras de ¡n+l x J y de 

aquellas (n+l)-caras (In+l)( J)j;rl con j > 1, para las cuales 

f ((ID+J x J );,'1 J eA. tenemos definida de manera propia 

. : (l\,lxI.(K()l\,l)xI)~ (I,A) 

Aplicando la propiedad de extensión de homotop1a propia, • se 

extiende a una aplioación propia 

~ : (IlI+l x JxI,KxI) ----- (I,A) 

cumpliendo laZl oondiciones requeridas . , 

Estamos ahora en condioiones de realizar el prooeso 
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inductivo al que nos refer1amos al comienzo de la demostr~ciór 

de 1 Teorea 1. 

Sea 1 una aplicac1.6n propia de IJM-l xJ en 1 que env1a todas 

las o-oaras de IJM-l xJ do _nora propia a A y tal que para 

m+1 (.+1)-04rao (I"'l x J)1,l con i>l, f«I"'l x J)1,l) rj¡" 

Elegimos uno de estos pares (i,l) y para éste. cODsideramos 

la aplicaoión propia ~ del Lema 4 , Entonoes definimos 

f':IJM-l x J _ 1 como f'(u}=4>{u,l) para cada uEIJM-l x J , 

La aplicación f' satisface las hip6tesis del Teorema 1 y 

a.demás 6ó10 hay como máximo m carAS (In+l xJ)j.'l oon j> 1 para 

las que l' «(In+l X J)j,r¡) r/ A. Por 10 tanto podemos aplicar la 

hip6tesis de inducci6n a f ', 

Si denotamos vj'l al elemento de }¿a+tX,A) representado por 

f ' o Qj'l, de las condiciones que verifica 4> en el Lema 4, 

deducimos inmedi~tamente que 

Yj~= Yj~ salvo por. (j,~ ) =(l,l) 

y~l = O 

Como. por el Lema 3. 10 +tI, representa al elemento 

YI I +(_1)1+1 Yi1 si (i,l ) o (.+2,0 ) 

YI I _(_1)1>+2 y si (i,1)=(.+2,0), 

obtenemolt que 

ó bien 

y;1 - YI I + (_1)1+1 Yl 

y;l_ YII_ (_1)"'2 Y 

6 a 

.i (i,1). (n+2.0) 

oi (i,1)=(.+2,0) 

Aplicando la hipótesis de inducciOn, 
,,+1i. I 2 ..... il j 

O 0.I í: (-l)j+~ Yj~ - (-1)1>+ y;"2· ,í: í: (-1) +~ Yj~ -
JO! 't"0 JO! ,,¡oc 

Qbiorvaoi6n , _ 
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?les ,h(X.A,a) no es un grupo . Ahora bien. para el ca ~· 

absoluto, si n= l. el resultado es análogo . Hay que reemplazar 

A por Q y Jn·(X.A) por J.z,.*(I). imponer las condiciones JO(I.Q) 

... 0= 1to(I.a(O») y la delllostraci6n es más sencilla . 

5.--GrupolI de ho.ologia propia del tipo Eilenberg-BlakerB 

En este parrafo consideraremos un par propio ( X,A ) tal que 

para cada rayo <l en A, "1l II,<l(O» ) , "1l IA, <l(O) ), ~II,<l ), ~o (A, <l) 

s on triviales. e introduciremos unos grupos que son intermedios 

entre 106 grupos de homotop1a prOp l.A ~. y los de homolog1a 

propia Jn+l . Estos grupos jugaran el mismo papel que los grupos 

de Eilenberg-Blakers . para la homolog1a singu lar (ver 5 . IV 

(W G . 2J ) en orden a probar el Teorema de Hurewicz 

Para un rayo a en A definimos ~(n)(I,A) oomo el 

subcomplejo del oomplejo de cadenas C.(I) (ver Capitulo 11. 

nota final ) generado por todos los cubos singulares propios 

T : O __ 1 (donde O=IQ-l x J 6 O:=Iq ) que verifican : 

1) T env1a todos los vértices de O a atO) 

2) T env1a el n-esqueleto de O a A 

3) Si O 8S un q-oubo no compacto, T env1a todas las l-oaras 

no oompactas de a a. a. 

Notemos que se verifioa: 

1) C.II) :::J C.(O)II,A) :::J c.(I)(I,A) :::J .. . 

2) n C.(·) II , A) = C.(O) IA,,, ) 
n 

3) c..(n){X,.A ) y c.(O) (A, O) tienen los mismos q-cubos 
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singulares propios para q s: n . 

4 ) Si q>n, un q-cubo singular propio perteneoe a c.. ( rL) { l , A ) 

si y s6lo si todas sus OAras pertenecen a c.(Jl.) ( I . A) 

Yeoro. 1.- Si (I,A,a) ee (Jl ) n-conexo y (t) (n- l)-oonexo, la 
~ 

inolusión 

es una equivalencia de pares de oomple~os de cadenas . 

Demoftu c i 6n . - Construiremos F - {Fql c on Fq : Cq ( I ) - Cq+1(I ) 

ver i f icando : 

1 ) Si T es un q-cuho singular propio compa c t o 

FqT es (q+1 )-cubo singular pr opio oompa c t o 

(T : O_X . rqT : 1 )( 0---. X ) . 

2 ) ( F,T ) oalO-T 

3 ) (F,T ) oal
l E C,(·) (X. A) 

4 ) F,(T o ,,;1 ) : (F,T ) 0 (1x,,;1 ) para cad. ;'1 

es estacionaria Sl 

entonces 

TE C,(n) ( I,A ) 

F,T E C,+l (A) 

(no c ompacto) , 

(no oompaoto 1 

Definiendo r : C. ( I ) ~c.(n)(I,Á) por rT=FT1 1x o para 

cada cubo singular propio T: O ~ 1, se obtiene que 

:o:idC.'nl(X . l) e r.i:::=idCJX I siendo r la homot op1a de cadenas . 

Definimos r de manera induotiva : 

Para q:: O , sea T E CO(I ) . Como 1 es aroo c onexo podemos 

elegir Un oamino "', : 1 - 1 de T( eO ) a a (O) . Si T(eO ) E A, 
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elegimos el camino A! en A pues A es arco conexo . Sl T(eDJ :: 

0 (0), tomamos A! el camino constante . 

Ent onces, definÍlIlos FT (t,eO}=A , (t) p;ua cada tEl . 

Si q::1. para construir F1 = C1 (1) --+ ~(!), consideramos un 

l-cubo singular prop1o T : 0--+ 1. donde O:: 1 o 0= J . 

Si TE C1(l:I.)(I,A). tomamos FT e5tacionaria En otro caso : 

Si 0=1. def inimos g : O x 1 U 1 x al ---+ 1 por 9 lo xl = T Y 

gil x 6I = F(TlaI) · Entonces g representa un elemento de 

n
l 

(X,A, O(O» ) que es tnvia l y por tanto 9 se extlende a una 

aplicac10n fT : 1)( 1 -----1 X 

51 o=J , definimos la aplicac16n prapla 9 · Ox JuI x dJ --1 X 

por g ' !Ox3=T y g'! I )( ~=r ( TI~ ) Entonces 9 representa un 

elemento de Jo CLQ ) que es trivlal y por tanto g ' se extiende 

a una apllcac10n 

FTlxJ---+X que verlÍlca FTI 1XJ =" 
Es inmediato comprobiu que F · Cl (X) --- C2 (1 ) asl consuulda 

verlflca las condlclones requeridas . 

Supongamos F construida hasta 

Sea TECq(X ) Si TECq(n) (X.A ) , consideramos FT estacionaria . 

En otro caso: 

Si T es un q-cmbo singular propl.o compacto. T : tq ----+ 1, se 

hace un razonamiento similar al caso q = 1 Y el hecho de ser 

llq (!,.A,Q(O)) trivial garanuza que existe F T : 1 )( Iq I X 

cumpliendo las .condlciones requendas: 

Si T es un q-cubo slngu lar propio no c ompacto. T : lQ- l x J' --1 ! 

deilnlIDOS 
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h' 0)( r q- 1 )(.J u r )( (1( r q- 1 )( .J) --~, K por 

y 

Entonces h representa un elemento de Jq_l ( X,A,Q) que es 

tr1v1al y por tanto eX1ste una extenslOn proplA de h, 

Fr · 1 x 1q-l x J --1 X que venhca las condlClones requerld~s 

Como (1 , .0\ , 0 ) es (1t ) n-conexoy <J,.)(n-l )conexo , es t e proceso 

es v.!llldo ~n'!. q ~ n En el caso de q::: n -t 1, procedemos de la 

51 T t'!s un (n .. 1) cubo s1ngular compact o en X. deÍinlmCl5, 

9 . 0)( 1»+1 u 1 )( drl'k+1 --+ X por 

y 

Apl1cando la pr op1ed3d de eXtenslon de homotop1A se ext1ende 9 

a una aphC?lCl On F T ])( I»+1 -----t X r:on la f: condl el onef: 

requerld?ls No tar que FT oQ1 1 E c~~l ("X , A ) A pesar de qUE'; 

FT ( l x 1»+1 ) pueda no estar c onten1do en A 

Si T e~ un ( n.1 ) cubo .5lngular pr oplC'I n Cl Clompac: to en ~. el 

ra:onam1ent Cl ef analogo utlhzand o la pr oP1edad de ex t enSH'lO 

F~r :'ler ! arco-conexo, tOIIl"l.ndo .... 0 , obtenemos el sHj\.llente 

Corolario 2.- l' C.(O)(X,Q) -----. C.(X ) es una equ1valenC:1l\ 

de hOmCltOpll\ 

Como A e~ un :o:ube5paclo proplo de I, por deflnlclon 

C.(O)(I,A ) =C.(O)(I,O ¡' por tanto : 

CoTolario 3.- i : C.(O) (l,A ) - C. (I ) es una equlvalenC:Hl 
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de homot opla 

Definición 4.- DeÜnlmos 105 grupo~ de homolog13 propla del 

opo E~lenherg-BlackerE: para (X,A,a): 

Jn(q)(X.A) "H,,(C.(q)(X.A ). C.(q)(A.a)) 

(Cuando sea preclso especlIlcar el rayo D, ~(q)(X,AJ lo 

escnbuemos C.(q)(I.A.al y Jn(q)(I.AI 10 denotaremos 

Jn(q)(!·A.all 

En el Cl\':O ab~oluto, dlldo a rayo en X, defln~mo~ ' 

Jn(q) ( X) :H,,(c.(q) (X. a l • c.<q)(aIJ 

Nl"ltar que Jn(q) ( X,A j = (1 p.'lrll n~q 

~:l l ' p:,fI.,Clj- (Y,B,~j es una aplJc,:H~.len propHl, entonces 

la lIpllc!lc.lon de cadenas de ('..., (X¡ en C ... {Y¡ ~nduclda por L 

envlll c ... (q) (X,A) en c ... (q) (Y,B¡ ~nduc.lendo homomorflsmo~ 

i.(q) , Jn(q)(X.AI ~ Jn(q)(Y.B) 

ASl Jn(q) es un luneto! Ademas los homomorllsmos .lndUCldos por 

son tran~i('lrmaelOnes naturales 

Por otra parte, como los grupos JIl(q)(X.A) son grupos de 

homolog1a del par (c:.( q) ( I,A).~(O) (A. a }). existen operadores 

borde 

d.(q) · .1n(q)(X.A) -----> Jn-l(O)(AI 

.~plJr:lIndo el CorohIl.o 2, i.(O) . Jn-l(O)(A¡ - Jn-l(A) es 

lsom('lrf~sm('l y podemos por tanto cons.lderar los operlldores 

borde como homomorflsmos 
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a. eq) ; Jneq)(X,A) - J,..I (A ) 

Asl a.(q) es una transformacH::-, natural de functores y ~demas 

se observa claramente que el d133rama: 

'~~ '" 7' 
Jn-I (A) 

es conmutatIVO . 

6.-Teoreaas de tipo Burewicz para el caso propio 

Teore.a 1 - Sea (X, A) un par propio con na CE). no (A). Jo (X) 

JO (A) trivlales Sea ex un nlyo en A En tonces. para n> l · 

... _ en) 
1. (X,A, a ) = Jn+I (X,A,a ) 

DemostracÜ"ln - DeflnlIDOS 

del sIguiente modo: 

Dada un apl icacion propia 

j (IDX J, lr>-I xJ, rn- I x J, InxO) ~ (X,A, a,a(O) ) 

que representa a un elemento ~E.k"(I,A.Q ). 1 es un (n+l) -cubo 

singular propio en X que envla las n-caras de InxJ a A. todas 

las l-caras no compactas a ex y todos los vertices a 0 (0) . Es 

deOlr. es un (n+1 )-cubo singular proplo que pertenece a 

e.en) I ! , A,a ) y por tanto es un (n+l)-ClClo relanvo 

Imod e.eO)IA,a)) . 
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Entoncee: deflDlmos ¡;t(~) como h clase r:.:. f en el (n+1 )-é~lmO 
= (nl 

grupo de homolog1a propia del tipo E .B, Jn+l (I,A,a) . 

Sea l' otro representante de t del mismo tipo que f 

EntoDce!t eXlste una aphcaclón propla F : J'le rDxJ I X 

,,1 que fO=j, f¡=j ' Y F[Ixd [r' xJ)) CA . Notar que f e. 

(n+2) cubo slngular proplo de ~(n)(I,A,Q) 

Como H= 1' - 1 + ~ , [_1)1+1 r0"11 + (_1) ... 2 r°cx".2 
1tun'l r.c.t 

y cAda ro Qj 'l con j > 1 es un (n+ 1 )-cubo s 1ngu lar prOp1Q que 

pertenece a C.(O)(f.,a ) , [IJ=[I'J (modC.(O) (A,a)) 

Lup.go ~( ~ ) esta blen deünlda . La demostraC1ón de qlJe es 

hOmOlDor!lSlDO es analoga a la que se diO para P, 

Ahora, 051 4 · J~l(I,A,aq ---+ Jn+l (X,A) es el homomorflSlDO 

lflr.!.U Cldo por la l.nc1US10n 

y denotamos 

induC':ldo por el homomorfismo pt • J,, (X,A,Q) - Jn+l(X,A), 

Se!l T un (n .. l)-cubo singul!lr proplo en 1, tal que las 

n-c:araf las en\'H. l'I A, los vertlces a 0(0), y 5l es no 

comflllcto la~ 1-caras no compactas en Q . 

T representa un elemento 5l T es del opo rn')CJ - X 

• de Jn (X,A, a ) que denotamos TlT . 

Sl T es del tlpO Jn., J - X, T representa un elemento Tn 
• X • • d. I!,;.¡( ,A, a(O)), y definimos ~T oomo ~~ (-T.) E J" [X,A,a) 

CuandQ T es degenerado, si T 111.)( J ---+ X, T (In x J) e A, 

luego ~T=O EJ,,' (X,A,Q) y Sl T . r .. 1 _ X , T(r"'¡) e A, 
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As1 tImemos defl.nl.da 

en) ... 
~ ,C ... ! (l,A,a) - 1. (l,A,a) 

Ahora bien, Sl. T es un (n+l)-oubo singular propio de ci0) (A, Q) 

1m T e A. luego T} T == O 

AdemM:. para un (n+2)-aubo singular propi o r de Cil1)(I,A.a¡. 

si r es del tipo Ilt+l x J __ 1, 

donde Vil para i == 1. ,n+ 1 es el elemento • de 1. (X,A, <1 ) 

represenT.ado por r oal y y es la l.magen. por "rz· del elemento 

d~ J("'zw.l(I .• ~,(l(O)} rt'!present?\do por roa~2 

.~ph cando el TeorelDll; de adl el On de homot OpHl proplZl 1 2, 

ded1lr.l.mOS que 'l (ar) = 0 E ,Jn* {X, A,a) 
... 2 i . 

Sl. r es del upo rn+l x I __ X. oF:o) ) (_1)1. ... 1 r.,a ,l 
i-;"1 Í:.o l. 

Llamando Vil al elemento de J(·~1 ( I ,A, CX(O) ) representado por 

Fo al. el Teorema de adlclon de homotopla (ver 2.4 . l[W .G lJ ) 

a~f'!gura que 
, !n (X,A, a) 

... ~;2 1 
~ ~ (_1)i.1 Vil • O. Luego ~ ( ~ F ) • ,'.(0 ) = O E 
h1 1:0 

Por tanto Tl envia todo (n+l) borde de C.(l1) ( I.A,Q ) (m6d 

<:.(O)(A,O)) Al elemento OE ,l.'(X,A,a ) . 

Observemos que todo (n ... l)-cubo de C.(Zl)(X.A,(l ) es un ciclo 

(mod . <:.(0) (I>,Q) ) 

En~onces ~leda lnducldo 

(~ . 
~ . Jn.! ( X,A,a ) - !n ( X, A,<1 ) 

Es l.nmediato q11e T}. Pt = l.dtTl·CX,A.,a) • = 
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Ahora, si denotamos [1] A la (n-tl )-c lase de homo loglA 

(mód r .. ( O) i A, O )) de TEc,..I(n) ( I,A,O ), es evidente que p,lI< ¡T] 

= ¡T] "".ndo T ' 1" , J ~ 1 

$l T ' 1ll+1 __ 1 , por ddlnlci6n • lI< ¡T] = '" (-T.) 

Conslderemos un representante de f de TK, del tlpo 

(II>+I , I".O x I, p" ) - (I , A, O(O) ) . 

= 

Notar qu~ 1 representa la misma (n+ 1) clase de homo1ogu que T. 

p! 11 .. [T1 e s la (n +1 ) clase de hOlDolog1a de un representante de 

• • '. ( -T. ) = •• ( - jn) 

Recordando la deÍlnlclon de ~ (ver parraf o 4 . Cap J ). 

sahemo$ que eXlste una 8pbcac i on pr opla F : In)( J )( J __ X 

ve r iflcand Cl que F (x.f':,O) = f(x,5) para cada ( x , ~ ) EIJl )( l , 

F ( J%lx Ox J LJ ~J%I)(lxJ) CA y F1 : In)(J __ X de flnl da por 

F1{x.tl :::F (x.1.t) representa 8 CPQ:· (f n) · Entonces PJ,11 .. [T]:E [-F¡l 

Notemos q1le F e.s un (n -+2 ) C\lbo slngular proplO de C .. ( n) { X,A,f1 ) 

Coml) 

clr:::~ i (_1 )i+lr o a .1 +( _ 1)n+l (F o aO 1- F o ol 1 ) +(-1 )n+2 Fo OO 2 
1.01 100 1. n+ n+ n .. 

donde 1m (F oQ"i1 ) CA 51 (n -+1.1 ) - (i,l). (n -+ 2,O). foo1n+l:::Fl 

y F o aO tw2 ::: f 

(n·'¡ ) ClaH en 

deduClmos qu e 

' o ) 
J I>+I ( X,A, O ) . 

- FI y f representan la mHIDa 

y P1 es l.ISOmOrflsmo . 
• 

De ma nera an6. 1098, puede probarse para n:t 1 , que 51 

o e~ un rayo en X con no( I ) y 10 (1 ) triviales , entonces 
In) .. 

-''''1 (1,0 ) " Jn (l,o ) . 

Como un corolarlo del Teorema 1 y del Teorema 1 . 5 se deducen 
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lOE: tt'!oremaE: de t~po HureY~cz q~ e pre tend1amos probar (ver 

~rrdo 2) : 

leore .. 2 . - Para n::t 2, sea (I,A) un par prop~o oon "0 (1). 

.O (A). '!O(I ) y JO (A) triviales . Dado un nyo a en A, si (I , A, a ) 

P.$ (X ) n-oonexo y (J )( n-l )-conexo, en tonces 

• P, ' J" (I.A. a ) 

Corolario 3 . - En las cond~010ne s del TeoreIll.'l 2, Sl ade~E': 

(A, O ) P.S ( ~ )l-conexo, ent onces 

P, Jn (I.A.a ) 
= 

~s l.SOmOrfls-mo 

reareN" - Para D2: 1. Sea a un nyo en X, donde n O(!) ' y 

10 (1 ) !Oon triviales . Si (I,a ) es (n )n-conexo y (J )(n-1 )conexo, 

entonc:e~ 

Jl1+I (I ) 

Y P, Jn· (l . a ¡ --~, Jl1+I (I ¡ 
• 

J,, (x .a ) 

= 

es lsomorflsmo para n> 1. 

es i s omorfi smo pan n == 1 
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CAPITULO IV 

CW COKPLEJOS PROPIOS ! TEOREMAS DE APROIIKACIOK CELULAR 

PROPIA . 

En e~te ~apltulo ~e ~ntroduce una nueva eategorla de 

e~paC:.l(lf, lo::: CW c:omp)eJo~ propIOS, que constltuyen un~ 

ge-nerllllzaclCln de 1M CW compleJOS Claslcos IntUltlvamente. 

~~~o~ u)tlmos :.on ~:.pa=los construldos partlendo de un espaclo 

bordes los 

pegando celdas compactas (~oplas de 

por apllcaclones contlnuas arbltranas de ~lJS 

CW compleJOS propIOS se construyen partIendo 

tamblen d~ un espaclo dlscreto y pegando celda::: compactas ó no 

compact3s (CClpHI.S de En x ,1 ) sucesivamente por apllc3Clones 

propIas arbltrarias de sus bordes (S1 éstas son homeomorfls~o5 

sobre su Imagen se djce que e l CW compleJO proplo es regular) 

Tamblen generallzan a los compleJOS cúbicos proplos fInitos . 

La detlnlClC'ln corrf!SpOndlentt" a la ldea intuiUva de CW 

~omplt"Jo proplo no se d!!l hasta el párrafo 2 (espacio celular 

proplo) En el párrafo 1 se da otra definiclón que resulta ~s 

comoda Pl'ra establecer una tterle de propledades báE10AE, y en 

el parrl'l.fo 2 se demuestra que las dos deflniclones son 

equlvAlentu . 

El parrafo 3 esta dedlcadc ~ dar algunas propiedades de los 

CW compleJos proplos Por ejemplo, que el producto de dos CW 
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compl eJos proplOS un CW compleJo proplo cuando un ~ los 

doE' e~ localmente compacto 

Como ocurre en los CW Cl.!Sl C05, 8e demuestra que un CW 

cQmpleJo proplo es localmente compacto 81 y 8610 81 la famllla 

de las celdas es localmente flnita, pero no lJDpllca que cada 

celda corte :5 ólo a un numero finito de celdas (el reciproco 51 

es cierto) Esta es una dlferenc~a con los CW comp l eJ OS 

claFlco~, donde las tres propledades son equlva lent es . 

Por ot ra par t e , se obtJene que, en e l caso de un CW compleJO 

proplo finHO 1, quedan inducidas de modo natural en las 

com~ ct if:i ca el ones de Freudenth2'l1 y Alexandroff de 1 , 

Iesp~ctl V2'lS estructuras de CW compleJO cláslCO 

Tamban S~ generahza la PrOpOS1C.l6n 10 . 1 1, vlendo que todo 

s 'Jbcomplt'Jo 1 dt un CW compleJ O proplo flnlto 1, p05ee la 

propl eda d absoluta de extens16n de homotopla propla en X 

Flnalmente, en este mlsmo parrafo, se oblene un algorltmo de 

c:o:\loolo de 1215 homologl.!l. S H.,. , J. Y E. para los CW compleJOS 

proplos n'gulares hnJ.tos de dlmensión menor o igual que 3, 

similar al dado en 3 .11 para compleJ os cubicos proplos 

flnitos 

El parrafo 4 tlene como objetlvo establecer las condlclones 

en las que , dada una aplicación propia estre dos CW complejos 

propios , existe otra propla y oelular que es homótopa de 

manera propia a la primera . Esto se consigue , a partlr de una 

serle de tf!oremas que se dan en este llI1SZDO parndo sobre los 

dl~tlntos grupos d~ homotopla n , J' ª de un CW compleJO propl o 

y ~U$ e$queletos . 
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1.- CW-oo.plejos propios 

Consideramos en i h la norma del máximo 

( 111. 11 = ,,*1. I1 xii). x = 
Ul:nl 

(xI' . . " xn) E ¡¡n) 

y denot:amo.s En = Ix E ¡¡ni Ilxll< 1) 

en = I x E ¡¡n i 11 xii < 1) 

Sn-l = (x E ¡¡n i IIxll=l) 

rn+1 = eDx J - ( eDx{ Ol) (n~O) donde J=[O,+oo ) 

~ _ e O - EO - (O) 

Defini oión 1.- Un CW-comple )o proplO es un espacI o de 

Hausdorff X , Junto con dos conJuntos de lndices ~ y En para 

cada entHo n~O tales que AO"'BO ' y An n ~=~. para D>Ú y 

.Qfl EI¡ ---+ X para cada n)' Ú y a E An 
~n ED-l x J_l para clIdll n > O Y P E En 

v~r~flcando las slgulentes propiedades 

PI ) u..,n(c") = X 
"T 
donde ~'"' en 

para todo nl. O 

.i YEA,. Y 

P2) ..,n(c") "'.¡.(o") =? •• 1vo para n-m y y=6 

P3) ..,nlo" •• (1.1) para todo n,O y YEA,.Us,. 

P4 } Sea IIl",U ty.(~J para todo O~m"n y todo YE~Ua. . 

Entonces ' 

para cada n ~ 1 y (JEA,. 
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~n(E ..... 1X{O}US ..... 2 xJ} e x"'" 1 para c.d. n> 2 Y P E B" 
~1(EO}CXO 

P5) Un subconJunto F de 1 es cerrado en 1 si y s610 si para 

oada n~O y oada. YEAnUBz..; ( ...... )-l(F) es oerra.do en EIl 

., yEA". 6 en E .... l x J .i yE a". (n>O) 

P6) Para cada n ~ O se verifica : 

a) ~~( th ) estA contenido en la unión de un nUmero finlto 

de conJuntos de la forma .a· t~) , para cada aEA:" 

h) ~n (En-l ',(J) (n>O) esUo conten~do en lI!II UDlón de 

'Jn número hnlto de conJuntos de la forlIlel ~. ( c" ), 

paro o.d. ~ E B" 

Las apllcaciones ~n se llaman apllCo!!IC10neS cari!lcterlstlcas 

para X Los subespacios $crn (r n ¡ n-celdas compactlls de 1 ; los 

~lJbespaclos 4IJ¡n(En-lx J) n-celdas no compactas de X. ID se 

llamara n-esquele to de X. y si In:::! para algún n, se dice 

que X es de dimenslOn flnita . El menor n para el que esto 

ocurre se llama dlmension de:X Si no existe n tal que Xn==X 

se dlce que X tlene dimenslOn infinita. 

Si J 81610 tlene un número finito de celdas se dioe que ~s 

flDltO Obs~rvar que en este caso 1 es de dimensión ficHa . 

Notemos que para cada n y cada YEAz.U~ . ~n : ¡n_~n(In ). 

donde ¡la. denota [1L si y E Aa. y In denota En-l)( J si y E Bn 
(n> O). es llna apb.C.!lr;lOn propUl 

As~m~smo. notemos que 1 tlene la topologla coherente con la 

iamiha de sus celdas, y además cada celda es un subespa.cio 
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proplo de l . 

Si 1 es: un CW prop1o oon Bn:: f6 par·a todo n> O. entonces 1 

e$ un CW cla~ico (Def . 7.3 . 1 {Ma . ]) y Vloeversa . 

Notar que un ~8mo espac~o topol6gioo 1 puede tener 

difereDtes estructuras de CW propio . 

Por otra parte. 2fi 1 eS un espacio topológico no oompacto 

que admite una estructura de CW prop1o con un número f.lnito de 

oeldas. en oaso de admitir 1 una estructura de C'W clásico. 

e$ta dehe tener un número infinito de oeldas . 

Es inmedlata la siguiente : 

Proposioión 2.- Sea X un CW preplo e Y un e~paclo 

topológH':o Entonces 1 · 1 ---t Y es contlnua Sl y solo si t o$yJJ. 

es oontinua para cada n ~ O 

Proposicj6n 3.- Si X es un CW propio. entonces es un 

K-espaClo 

Demo:tr?!C1Ón - Tnvu.lmente, si r es cerrllido en X. F (") K es 

cerrado para todo subespacio compacto K de X. 

Supongamos aben, que F e 1 verif lea que F n K es ·cerrado en 

y. para todo K oompacto en X . Entonces : 

Para cada n~O y QEAzt,. oomo En es oompacto. Fnt!kD.(ED) es 

cerrAdo en ... ·(E·I. por tAnto ( ... ·I-l(rl_( ... ·I-l{rn.~"{E"11 

es cern.do en Ell 

Para oada n> O y P E En. s~a L un compaoto cualquiera 

de Ea-l x ~'. entonces ~D(l) es compaoto en ., tl{EJt-l x J). luego 
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f r ":'pll(L) es cerrado en ~ll(L ) . Como -,ll(Ell-l x J) es Hausdorff 

por serlo X • .,1I.(L) es un compacto oerrado en ~~En-l x J). 

entonces f n .,JI.(L ) es cerrado en ~1I. ( En-l x J) y por tanto 

(.,11.)-1 (F ("\ .,JI.(L) ) es oenado en tlt-l )( J . Ahora bien. oomo 

(t¡¡0)-I (r) () L z (4\10)-1 ( r ) () (t¡¡0)-I ( ~o(L)) () L), deducimos que 

(.,D)-1 (F) nL eg cerrado en L . 

Por ser &1)(J un K-~spac~o, obtenemos que ( (t¡¡,D)-I(F l es 

cerr1'ld ('l ~n ED-l x ,1, para c~da n> O Y ~ E En 

Es t('l demuestra que F es cerrado en 1 • 
Corolario 1 . - Toda celda de un CW compleJo proplo 1 es un 

cerrado en X 

[JemostraCl(".D . - Para cada n, O y Y EJI .. u E,. , ~n : í" ~ ! es 

propla y, por ser X K-espacio. cerrada, por tanto ~' (r' ) e. 

cerrad /') en X • 

CorolArio 4' . - Para cada celda ~ll ( Ill ) de un CW complejo 

proplo X se verlflca 

$1 e es un cerrado de ~ncrn) entonces e es un cerrado de X 

Corolario 5 . - Toda celda de un CW propio es un K-espacio 

DemQst:u,c i6n , - Aplicar 8,4 de [G , B] y Corolario 4 . • 

Corolario Ci.- Sea 1 un CW prop.o. en t onces pllra caria n ~ O 

y y E "-n l) Bn, t.yA : In --+ tyJl. (Il1) es una identificacion 
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DemQstr2!oi6n.- tyD :¡D--+ tyD(!D.) es propia y 6uprayectiva 

Aplloar ahora el Corolario 5 y V. 2 .16 de {G-M-MJ # 

Proposigión 1.- Sea 1 un CW propio finito e y un 

espaClo topo16g1CO . Entonces. f : J: ----+ Y es propia si y s610 

si f o ty"r! : I"r! --+ Y es propia para todo 1.1. ~ O Y todo y E An V Bn 

Supongamos que f o ~fJ es propia para todo D l' O 

y tode y E An l) ~ Por lb. Proposlción 2. f e~ conunua 

SP.A K un compacto cerrado cualq1llera de Y. entonces 

{~tl ) -1 ( 1-1(y. ) J ef'; compact o cerrado en ¡n para cada n;¡, O y 

y E A" U B,. Por l o t.nto ~. ( ( ~. ) -1 (f-l (Y. ))) es compacto en X 

y , por ser X finito. u &. .D{{dl..n )-1(r1 (K )) ) es compacto en X 
n. "1"')' T"'j 

Ahor. bien. I:U~· ( e"). luego f-l(K ) : U (j-l ( K)()~,. ( e" )) : 
n.y n .r I 

: U ~. (( ~ ) -I ( f-l (K ) (1 ( ~n )( e" )) por ser dI '·Ie" (1-1 ) par. n.y , 

todo n, O y YEA"UB,. 

D •• qUl deduclmo, que f-l (K) : U $.¡' ( ( ~.)-1 (j-l (K ) ). y por 
n.y 

t.ant.o f es propia 

La otra imphcaci6n es inmediata. . , 

Notar que 51 el CW propio no es finito, en general sólo es 

clerta. la lmpllcaci6n hacia la derecha . 

Corolario 7. - Sea! un CW propio finito e Y un espacio 

t.OP01ÓglCO Entonces. f ' X --- Y es propla Sl y sólo si 

fl4rf(¡.) es propl' parA todo n,O y todo YEA"VB,. 
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Definici6n 8 .- Dado un CW compleJo propI o X. un $Ube~pac1~ 

L de ! se dice que es un 5ubcomple jo de ! 61 para cada n). O 

eXIsten l:uboonJuntos ~ y ~ de Iu y En reF:pectivamente 

(con AO=BÓ 1 talee que · 

(.) L= U ~'(c"J paro todo n, O y YE"';'Ur.;. . 

(b) ~' ( !' ) e L paro todo n,O y YE"';'Ur.;. 

L se 1l~ subcompleJo finito SJ. tlene s olo un numero finHo 

de celdas 

N ot~r que l~s unI ones e InterseCCIcnes arbltrarlas de 

subcomp) ~J os tamblen son subcomple)os 

ObBr· .. aq on - P~ra cada n ¿ O. el n-esqueleto In es un 

subcompleJo de 1 

Proposición 9 . - Sea I un CW ~o:::OtJ1eJc pr::po. entonces p.ua 

o.)e.: n ). O Y 

eubccmpleJo fInIto de ! . 

DrmouuCloD - Analoga a la de la Prop 7 3 é de [Ha ] 

Proposición 10.- Si L es un $ubcomple) o de un CW compleJO 

propIO l . entoncet; L es un CW compleJO propIO y ademas un 

subespacI o cerrado de l . 

DemoUUClon . - Evidentemente L es Hausdorff '! satisface Pi ). 

P~ ). P3), P4 J. y P6 ) de la Deflnlclon 1. reempla~ando J.~ y En 

por ~ y ~ respectIvamente . 
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Por otra parte las aplicaciones ~D : ID ---+ L para cada n)- O 

Y yE~U~, son oontinuAS y adem1s propias. pues $yfl: ¡n - X 

son propias, la inclusión i : L _ X es inyectiva y el 

dia.gu,ma. In 4JI 1 es oonmutativo 

~n\ /i 
L 

Veamo~ ahor~ que para A e L. A es cerrado en L si y solo Sl 

(~t)-J(A) es cerrado en ID para todo n:t O y YE~U~ ' 

Supongamos que A n ~ n crD) es cerrado en ~yDp:D ) para todo 

II ~ O y y E~U~ Entonces, para cada m:::tO y pEAnU~, 

1;enemos ' 

A n ~p" ( !')' A n L n $p" (¡" ) • U (A n 4I¡n(¡n) n ~p"(¡")) donde 

y E ~ l) ~ Esta unión es fl.nita pues por la Proposici6n 9 , 

'pM {IM) está contenldo en un subcompleJo finito H de X. Y la 

lnterseCC16n LnM es un subcomplejo Ílnit o contenido en L . 

Ah ora blen, cada A n ~n ( In ) es cerrado en ~fl ( r.n ) y por 

tant o cerrado en X luego A n ~h crh ) n 'p. {¡. ) es cerrado en 

~p· cr· " de donde An~p· { !· ) resulta ser cerrado en ~p. { ¡. ) 

Dedl1cimos as1 que A es cerrado en X y por tanto A "" A n L 

es cerrado en L ( Notar que sustltuyendo A por L. se obtiene 

que L es cerrado en X ) 

La otra impliCAción es inmediata . 

Coro lar ío 11.- Si L es un suboomplejo de un CW complejo 

propl.o X. L es un subespacio propio de X 

Proposioión 13.- Si X es un CW complejo propio. las Aroo 
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componentes de I son subcomplejos. Y si I es conexo, entonces 

es arao conexo . 

Drmo:trariÓD - An41og~ ~ la de la Pxop . 7.3 . 8 de [Ma . ] . 

Propo.ioi6n 13.-

CW complejo propio X, 

suhcomplejo finito de 1 

Si K es un l5ubespacio compacto de un 

entonoes K estA contenido en un 

\ 

Drmostri"lqon - An3loga a la de la Prop 7. 3 .9 de {Ha ] . 

Corolario 11.- K es un subespacio compacto de un 

CW comp)e)l"I propio X si y sólo Sl Y. esU conten1do en un 

f:1Jbcomplejo finito de X y además Kf"'I$./"(!n) es compacto en 

~n (rn l par. todo n> O. y E II"UB" . 

pefinici6n 15.- Un CW complejo propio 1 se llama regular 

Sil par~ cada nl:O y YEAn,UBn ~n : In -----+ 1 es inyectiva 

Notar que entonces ~n : In __ t.yn(¡n) es homeomorfismo para n 

~O y y EII"UB" 

Oh~erVAr que todo complejo cúbico propio finito (Def.l. 3 .II) 

es un CW complejo propio regular finito. 
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2.- Espacios oelulares propios. 

Definición 1.- Un espacio celular proplo es un espacio 

topológico X. con una suoesión de subespacios . 

XO e Il e X2 c .... e X, 

tales que -1 E U In, y se verifican las siguientes propiedades : 
n:o 

(a) l° es UD espacio discreto 

(h ) Para cada n> O existen dos conjuntos de 1ndices An , Bn y 

aplicaciones propias 

$on . S .... 1 X"" 1 para cada n> O yClEA¡, 

~n E~lx IOJ u Sll-2 , J - X0-1 para cada n>1 y ~ E En 
$¡In E .... 1'I OJ XII-I para cada D;1 y ~ E En 

xn es Pol P.~paClO obteni do de I~l y copias diSJuntas rnQ de En 

(una para cada O E "'n ) y copias disjuntas (E~lxJ ) p de &1)( J 

('ma para cada P E BnJ por identlÍlcación de los puntos x y 

n-, 
para cada x E Sa: y cada Q E A:... y de los punt os x y 

para c.da x E I E .... l x {O J uS .... zx J J, I IEI1-1x {OJ ), si n= 1) 

y oada ~ E En 
Adl!más para cada n> 1 y P E~, 4tptl (En-l x {Oj V S~2)(J ) está 

contenido en la unión de un tlumero finito de conjuntos de la 

forma ~r. con ' m < n (donde r·r. denota ¡,ea si S E ~ ó bien 

denota (E'"""l x J )¡ .i 5EB" J 

(e) Un suboonjunto F de 1 es cerrado en I si y s610 Sl para 

cada n:t (l F n In es cerrad o en In 

166 



TtoreN 2 . - Todo CW compleJo prcplo es un espaclo celular 

proplo y todo espacl o celular proplo es un C'I'I comple:;:::. propi o 

Pemostnclon . - Supongamos que 1 es CW compleJo proplo . 

Entonces los n-esqueletos forman una sucesl6n de subespaclos 

ID es un CW compleJo y cada punto de ID es un subcomp1e)o, por 

10 tanto todo subcoDJunto de ID es un subcomplejo de ID, luego 

es un cerrado en ID . De aqul se deduce que ID es un espacl o 

dlscreto . 

Por otra parte . para cada n :> O, consldera.mos la restrlcClon 

de las ap1lcacl ones cara.cterlStlcas 

\0 E ~"n ) Y $pn , tn-I x J --, X (p E Bn l a 

$a' I Sn-I Sn-I Xn-l (Cr E. .4"'n J 

iI¡¡' IE"-'x ( O) uS'-'xJ : En-I x lO) u S·-2 xJ ~ Xn-1 IP E Bn y n:> 1) 

iI¡¡' I E'-'x 10) E,-I x lO) Xn-l (p E E, Y n: 1 ) 

respectlvamente . Notar q ue estas apl lcaclones s on proplas . 

!1I es uniCln de 1n-1 y t odas bs n-celdas de 1 Veamos que l a 

topo1og1a resttlCClOn de 1 a 111. cOlncide con la topologla 

que se obtiene en 10 oonsiderando la. union disjunta de In-l y 

COplaS !u¡ de !1I, por identiÍicacion de los puntos x y $all (X) 

para. todo x E S:.-l y a E An y de los puntos x y .~n ( x ) parll 

todo xE(El>-lxIÓ)USI>-2xJ)p ((El>-lx{O}lp si ncl) YPE~ ' 

Sea F un cerrado en In con la topologl.a restncclon de 1 , 

e~ decu F=lflnr · donde r ' es un cerrado en 1 Entonces 
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oerrado en!l pan. todo & E An u Bn, por ser F' cerrado en X 

y 1 un CW complejo propio. Por otra parte F n xn-l E F' n xn-l 

88 cerrado en 1 .... 1 trivialmente . Luego F es un cerrado en 111. 

con la topolog1a identificación . 

Rec:l:procamente, sea F un cerrado en :P con la topologizl 

identificación . Entonoes (~)-1 (F) es oerrado en I na para 

6 E ~ U Bn y F n X~l es cerrado en I~I . Abenl bien 8i F n I~l 

es cerrado en Xn-l entoncef: (t .. t)-l(F n ln-l ) ::: ("t)-I{F) es 

cerrado en !.y para todo Dl< n y yE ~Ua.. (ver ProposiCl6n 

10), por tanto F es cerrado en ID con la topología restricción 

d~ 1 

Ademas por ser 1 un CW complejo prop~o un subconjunto Y dE'! 1 

es cE'rrad('l en 1 si y s 61('l si Y n Xn es cerrado en XII. para todo 

Todo lo anterlor prueba que 1 es un espacio celular prop~o 

Supongamos ahora que 1 es UD espacio celular propio En 

primer lugar, veamos que 1 es Hausdorff : 

Sean x e y dos puntos distintos de l . Notar que eXlSten 

unos Ilnicos n, y E AnU~ y m, & E ..';.us.. tales que x E Cyll. e 

y E of respectivamente . Supongamos que n ~ m. Entonces existen 

U. y V. abiertos en :P tales que xEu., yEV., u.nv.""o . 

En efecto, ei nlEm y y ES, existe t>O tal que las bolas 

a.biertas UI), so B(x,t), VII." B{y,C) , verifican que Uz." VJl e cy
Jl 

lJl),f"'IVI),=ft y además es claro que UII. y VII. son abiertos en IJl 

Si n=m y y-6 , es similar . 
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Si n< m, oonsideramos r > O tal que la bola &bierta B(y , r) e 

er . • ntone •• lw..ndo V.-B(x,C/2) e or y U.=I"-ii (y.C/2) 

dond~ B(y,Cl2) es la bola oerradll, V. y U. son abtos en "f!J 

verifioando las oondioiones requeriaas . 

Ahora, trataremos de ampliar tIa y V. hasta conseguir dos 

abiertos U y V de 1 con x E U. Y E V, U()V=~ . Para ello, 

veremos primero que pueden obtenerse u...1 y V ... 1 abiert os en 

r-+1 tales que u .. l nv ... l -~' u ... ln~-u. y v .. 1n J'l - v • . 

Denotamos G!= ( ~I )-I ¡ U. ). H!= ¡~I I -I ¡V. ) para cada 

5E .... IU~1 

Not ar que Ga y Ha son abiertos, en so- Ei S E ~1 ,6 blen 

en r- x OUS ... 1xJ Sl. Se e....l AdeIl:lás G" n H,,=.P' para todo 

5E .... I U~I · 

Pari'l cada a E ~1' de! l.n.lmos : 

G¿ - [Z E'."l l llzl l> I /2 y z/lIz IIEG.} 

H¿ - [zE .... l lll z lI> I /2 y z/ lI z Il EH.} 

COnSl.dHamOE ahoHl el homeomorfismo 1 : r- x [-1.1 ) -- r- x J 

dado por l(xI' . , x. .t). (xI" . • x.. l· t / l-t ) 

Para cada PE s...l ' deflnlmos 

"i' (z E r, .. 111I1-I (z)ll> 1/2 y 

~ = (z E r, .. 11111-I ¡z)lI> 1/2 y 

1- 1 (z) / 111- 1 (z )11 • 1- 1 (G, J) 

l- I (z) / IIl- l (z) 1I'1-1¡S,J} 

entonces U ... 
1 

y V ... 1 son abiertos diSJuntos de x-+1 • 
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Considerando por ulti~ u- U U. y 
a," 

v _ U V.- obtenemos 

~'" 
los a.biertos que buscá.bAmos _ de donde se deduce que 1 es 

Hausdorff 

Ahora , pan CAda n > 0, extendemos las aplicaciones propas 

taO , S .... ,- 1 .... ' ¡a E .... ¡, t¡¡0 ' E .... 'x I O}US .... 2xJ - 1 .... ' IP E s,. . n>l) 

~O · E""'XIOI~ 1 .... ' si n-l. PEs,. . 

• aplicadone.~ propill~ 

-~, 1° c: 1 ¡p E s,. I de la manera natural 

u'CJ.luando las aphcaclones incluslón de cada ct(y E An U Rn l 

SupongamCl~ que I~l es un CW compleJO proplo con estas 

aphcaclones caracter1sticas (notar que XD lo es) pAra n;t 1 

Entonces In satisface Pl l, P2 ), P3), P4) de la Definici6n 1.1. 

Además r e lb es cerrado en In s i y 5610 si F n In-l es 

cerrado en ID-l y {~ ) -1 ( f ) es cerrado en If para cada 

Como lD-l es un CW compleJO propio, deducimos que f es 

cerrado en lb si y s610 si ("r1-1 (f) es cerrado en ~y 

para cada ID {. n y y E .c\ u a. Luego se verifica PS) 

Por otrA parte, como para cada a E ~ 

compact.o, estÁ contenido en un subcomplejo finito de In-l (ver 

Prop . 13 . 1). entonces tan (E"fJ.cr ) estA contenido en la uni6n de 

este subcomplejo y taD.(ea
n ) . 

Si p E ~. por (b) de la. De! . 1 _ deducimos que 

~n ( ED-l )( (OJ 1...JSn-2)( J) est& contenido en h uniÓn de un numer o 

finito de conjuntos de la forma ..,·(ct 1 con m<n . 
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Entonces -'JL{Ea-l x..l) est~ contenido en es t a unJ.6n junto con 

.,D(~D) Asl pues, se verifica P6) y ID es un CW compleJo 

propio . 

Es inmediato comprobar ahora que 1 e8 un CW compleJo 

propio . , 

3.-Alqunas propiedades de 108 CI-Óo.pIejos propios . 

Proposioi6n 1 .- Sea 1 un CW complejo propio . Son 

equivalentes : 

(ti) Cada punto x E 1 posee un entorno que corta solo o!I un 

número tlnito d~ celdas 

(b) 1 es localmente compacto . 

DeIPQ~trac16D . - Supongamos que verifica ( b ) . Entonces para 

cada x El , existe un ent orno abierto V. relativamente compac to 

(clVx compacto) . 

Por la Prop . 13 . 1, el VI: estA contenido en un subcomple jo 

finito de X, y por tant o contenido en una unión finita de 

conjuntos de la forma ..,D.(cll) . Luego , por P2 ) de la Def . 1.1, 

Va: corta 6ólo A un número finito de conjuntos de la forma 

..,n( c") . 

Ahora bien. notemos que por ser V. abierto en J, si 

v.n.f(r-) 1I-f, entonces v.ntf(c"J1I-ft· Deducimos con esto que 

V. corta e.ólo a un nÚmero finito de celdas 4yll (IJI. ¡ . 
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S'-'pongamos ahora que Be ver1Íica (a) . Dado x E X. sea V:z un 

entorno abierto que corta sólo a un nu~ro finito de celd3s . 

Notar que de todas estas celdas solb eXIste una ftf(I·) tal 

que XE.r(~). Memas 51 ~r(In) es otra celda tal que 

XEVzn~n(!n). entonces XE~n(S~l) O 'vJJ.(En-l)({O]USn-2 x J) 

segun VEA,. O VEs", y m<D. 

Notar que podemos encontrar un entorno de x en ~.(¡.). W, 

l · 1 xEw~vn··(~· · re atJ. .... amente compacto, t.a que '- a "6 - ) . 

Consideremos ahora las demas celdas a las que pertenece x : 

con m < m1 < ... < Dls 

Por ser ~'"; . ! • .l. -- X propla, Wn ~1( S·1-1 ) SI YI E "'-/ O 

W()~I(r-l-lxIOJ US·1-2 XJ ) 51 Yt E Ba.¡ es un entorno relatlvamente 

compacto de x en 

repectlvamente . Utilizando ahora un artlficlo .parecldo al que 

Ee utIliza para demostrar que todo espac1 0 celular propIO es 

Hausdorff. puede encontarse un entorno de x en ~11 ( I·l ) , Wm1.1 

relativamente compacto y tal que 

Wml ,l ("¡ ~l ($1111-1) :: W n ~:(S·Cl ) E'.1 YI E 1\.1 O bien 

Wm1•1 (') o.':¡I
1 (r-Ct x{O} US·C2 xJ)::W (') ~11 ( r-ctX{O} uS·C2 x J) 

.1 v,EB", 
y además W'm1.1 e Va ("¡ .y{(Ia1). 

Repetimos esto para cada celda de d1mennon m¡, obtenando 

Wm1,1 entorno de x en ~.y;(!al) relati\'amente comNcto, para 

cada i= 1. . . . ,rl ' 

Considerando ahora 

Wm1 = W u Wml,l U, .. . • U Wml.rt 
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(notar que ~ es relativa.mente compacto ). y procediendo como 

ante~ en las oeldas de dimensión ~ ( sust i tuir ahora W por Wm1) 

encontramos ~ y reiterando el proceso, se obtiene al final : 

11m" ~ """-1 ~ ... . .. ~ Wm, ~ W 3 x 

oon ~ ('I';~{I"i) - hI,I para toda celda a la que x pertenece~ 

Wm. e V .. y además W"ms es relativamente compacto . 

Independientemente, para las oeldas 

~1I.{I1I. l ('1 V .. " Ji y x ~ ~n (In ) se enl:\lentran entornos relativamente 

c:ompzactos Wn e Vz()~t { ID ). y wn ~n ( In} CW%l: 

$1 llamamos q al numero de estas celdas y W1, . . • Wq a los 

respect1vos entornos. definiendo V = Wms U W1 U ... U Wq• V es 

un entorno de x en X relativamente compacto. 10 que prueba 

que 1 es looa lmente oompacto . , 

~. - La. cOlldición (a ) puede expresarse diciend o que la 

famil1a de las ce l das de 1 es localmente finita . 

Definición 2 . - Un CW complejo propio X se dice que es 

localmente finito si oada oelda corta sólo a un número finit o 

de celdas 

Propo.ioióll 3.- Si un CW complejo propio 1 es localmente 

finito entonces es localmente oompacto . 

DemQ~trapjon - Sea x un punto cualquiera de l. entonces existe 

una única celda tal que x E ".ll (rfl ) . Por hipót esis 
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tales que su intersección oon ~~n} es distinta del vacio . 

Sean L, L", . .. Lq los subcomplejos mnimos que contienen ~ 

l~s celd~8 .. JI.(!J:I.). ty,.J:l.1(!J:l.1), . . . • ~qnq(!nq) respectivamente . 

{Notar que por l.e. Proposioi6n. 9.1. siempre existe un 

subcomplejo finito que oontiene a una oelda dada, y que la 

interseoción de subcomplejos es un subcomplejo} . 

Consideremos a.hora el subcomplejo finito VI: -= L U L¡ U . . U I,¡ 

que es un entorno de x. Entonoes su interior oorta s6lo a un 

número finito de celdas . , 

Nota.r que el reciproco no es oierto para. un CW complejo 

propio X cualquiera (cosa. que si ocurre en un CW complejo 

olásioo, ver Prop . 3 6 II de [Lu-W]) . Por ejemplo, oonsideremos 

el CW complejo propio X : 

989 
o , J 

con una O-celda {Ol, una l-celda no oompaota J y en cl!lda punto 

i de J tal que i E M, una 2-celda compacta E2
i donde la 

aplicación caraoter1stioa 

~ : E2 -J viene dada por ~(x) .. i para todo xES1 

1 no es localmente finito pues J corta a infinitas oeldAs. Sin 

embargo, oada punto de 1 tiene un entorno que corta s6lo a un 

número finito de celdas . 

Es interesante estudiar para propósitos posteriores cuAndo 

dados X e Y CW complejos propios, el espacio tOPOlÓglcO 
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producto 1 x Y es un CW oomplej o propio . (~ : a CW clás icos ver 

Teorema 7 . 3 . 16 [M • . J) . 

Notemos que J x Y es Hausdorff . Si An , En s on los conjuDtos 

de indices y tyf1 , YEAnUBza las aplicaciones caracteris ticas 

par. 1 t · . '. u' . wr" ,y respee l.VameDte A'b "'"'J). T los c orrespondientes 

a y, consideramos en 1 x y, l os conjunt os de indices 

A,...,c (Anx ";' ) U (~x ~) y 

B,...c ( Anx e,;, ) U (B"x -. ) U (B"x e,;,) U (~ x !lb ) U ( B" x ~) U (B" x s;. ) 
y las aplica cione s caracter i st icas t-yi x 'fIy,j 

(notar que ED. x ( r- xJ ) ;: En.. xJ:: ( EZl. xJ)x r-, EhxJxJ ;: Elrl-l x J 

(ED. xJ)x ( ¡:II x ~l) :: E~ xJ xJ :: ElH*+l xJ . Es tos home omorfismos 

e~tan impl1 c:itos en la s aplicaciones c a r acter1 st icas de 1 )( y , 

pero por oomodidad no se es criben) . Es t as aplicacIones 

cara ct er 1s ticas y la familia de oeldas asociada ver if ican las 

condicione s necesarl.as para que el e s pacio topo l ógico producto 

1 x Y sea un CW comp l e jo pr opio, sa l v o quizá s la re l a tlva a 

la t opología coh eren te ( P5) . Def . l . l) . En orden a determinar 

cuando efec tivamente l' x Y es un CW compl ejo pr opio daremos 

l os ~iguiente teoremas 

Propolioi6n 4.- Sean 1 e Y CW comple jos propios localmente 

c:ompactos , entonces el espacio produc t o 1 x Y es un CW c omplejo . 

Demos t ración . - Notar que las celdas corr espondientes a las 

aplicaoiones +.y11 x 'Y'. 80n preoisamente el produot o de las 

celdas ~. t !ll. ) x lf'Y'-{I- ) que es cerrado en I xY por s erl o tyD. (rll. ) 

y "'1,-{I- ) en 1 e Y respectiva.mente . 
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Además 1& familia de las celdas {tyD(,ID.} x 'i'y'-(!-)} -es 

looalmente finita en el espacio producto 1 x Y. pues dado (x,y) 

E 1 )( y, por ser 1 e Y localmente compactos, existen Va. y V'1 

entornos abiertos de x en 1 y de y en Y respectivamente. 

tales que cortan s610 a un número finito de celdas en 1 y en 

y respectivamente . Entonces VI:)( V'1 es un entorno abierto de 

(x,y) en 1 )( Y Y 5610 corta a un número finito de elementos 

de la fomili. {~'(I')"'I'r'(I')} 

Como 1: xY = U (4tyll.(,IlI.) x'f'Y'·(,Ia)) , aplicando el Teorema V. 5 . l1 

de [G-M-HJ la topolog1a producto en 1 )( Y es la coherente con 

la fami ha de las ce Idas . • 

YecreN S. - Sean X e Y CW complejos proplos . Si uno de los 

dos es localmente compacto, entonces 1)( Y es un CW complejo 

propio . 

Dewostuoión . - Supongamos que X es localmente oompacto (la 

demostración en el caso en el que lo es Y es análoga). Como Y 

es K-espacio (Prop . 3 . 1), deducimos del Teorema 8 . 11 de [G .B] 

que la topologia producto (la denotamos T) en 1 x Y aoindice 

con la topolog1a coherente generada por la familia de los 

compactos de T . 

Denotando por "t la topolog1a en 1 x Y coherente con la 

familia de sus celdas (existencia garantizada por la Prop . 

V. 5 . 5 de {G-Jl-Jl)), T c: 't y (1 "Y, 't) e. un CW complejo 

propio . Entonces por la Proposici6n 3 . 1, 't coincide con la 

topolog1a coherente generada por los oompactos de "t . 

176 



Para ver que a.mbas topolog1as T y t coindicen bastad pues 

comprobar que los COlDpaotos eo una y otra 500 los mismos. 

Si K es un compacto en (X X Y, t) es claro que e5 compacto eo 

(1 xY, T) (ver reor.V . 5.7. d. (G-II-II]). 

Consideremos ahora UD compaoto X de (1 x Y, T) . 

Sean Pi: X x Y ---... J y P:z : 1 x Y --+ Y las proyecciones; 

Pi (I() Y P2(K) soo compaotos en J: e Y respectivamente luego 

existen Bubcomplejos finitos 1, y ~ ae 1 e Y respectivamente 

t.les que PI (K) e L1 y P2(K) eL,¡ . 

Así, K e PI (K) x P2 (K) e L1 x L,¡ e 1 x Y. 

Notemos que K es compacto en L1 )( ~ y como L1 y ~ 80n 

loc~lmente ~om~ctos. L1 x ~ con la topologla producto (que 

es T[L1A 12) es un CW complejo propio (por b Proposición 4 ) . 

Luego TIL1 )( 12 coincide con la topolog1a coherent.e con la 

familia de las celdas de L1x ~ . que es preci5amente 'tILn.: 12 

de donde se deduce que 1( es compacto en (Ix Y.'t ) • 

Corolario 6 Si 1 e5 un CW complejo propio, entonoes 1 x 1 

y 1 x J son CW complejos propi05 . 

• • • 

Supongamos ahora que 1 es un CW complejo propio finito . 

Entonces, las arco-componentes Il de 1 Bon subcomplejos (Prop 

12 . 1) y por tanto cerrad05 en 1 (Prop. 10 . 1) . 

Como 1 es finito, 1 '" UI). uni6n finita y disjunta. de donde 

se obtiene que cada arco-oomponente es abierta en .1, luego 1 
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es looalmente arco-oonexo (ver V. 5 .4 . de [DuJ) . Por otra parte 

la familia finita de las aroo-oompooeotes de 1 ooincide 000 

la de las component es coneXAS de l . Adelllo\s por ser I CW 

complejo propio finito es localmente compacto (ver Prop . 3 . 2) . 

Entonces l· - 1 U F(I) con la topolog1a de Freudenthal (la 

demotaremos T·), que es la inducida por la base 

(¡fl U es abierto en 1 J, donde ¡f _ U uUF y 

UF. (. E F(I)I.<uj 

es Hausdorff . localmente conexo y compacto (ver Teor . 2 . 2 . JJ) 

y (X· , T· ) se lla~ compactificaci6n de Freudenthal de l . 

Notar también que el conjunto de finales de Freudenthal F(l ) 

e~ finüo . 

feoreN 1 .- Sea 1 un CW complejo prop~o fin~to. entonces la 

compactificaci6n de Freudenthal X· es un CW complejo clásico 

finito . 

Demo!ltración - Sean "n y En, los conjuntos de indices y 

(~nl (n::t O. y E Az.. U ~ ) las aplicaciones caracterlsticas para I 

Sean el ' e2 "" eq los puntos finales de Freudenthal de l . 

Consideramos ahora los conjuntos de indices Uo• Aou p, .. . q), 

UA & Az.. U Bn para cada n> .O y las aplicaciones, inducidas por 

las aplioaoiones oaraoter1etioaa 

(~A)' : (l:A)' l' 

donde . si y E .A" (~A)' : (EA)' = EA 

y si y E B,. 1+ 

y ademAs para n., O se consideraD 
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Para i = l . . . • q (+;0)': E0--o I{X) e X' definid. por 

(+;O)'(EO ). e1 ' 
Notar que (tyn )'. son continuas para todo n~ O y Y E Un (ver 

Corolario 4 .2.11) . AdemAs l •• celdas 

y yE .... Ve,. . 

Es inmediato comprobar que (X+,T·) verifica con estas celdas 

las propiedades (a).(b),(c) (e) de la Definición /.3.1 de 

[Mal Oueda probar la propiedad (d) que es la referente a la 

topologla coherente, pero esto también resulta sencill o, 

puest o que oada oelda 

B' ubee:paoio cerrado de (1*, T*), x* _ U ( ttr. )" (En ) y sólo hay un 
11,,0 ry 
i" un 

numero finito de celdas. luego por la Prap . V 5 . 11 de [G .H.H] 

T* es la tapolog1a coherente con hI familia de las celdas 

• 

Notar que en el Teorema anterior si X 

también lo e s 

• es además regular . X 

De manera similar se obtiene UD resultado análogo 

-considerando la compactificaci6n de Alexandroff l . 

• • • 
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DarelJ)Os ahora UD teore~ que generaliza la Proposiciclon 

10 . 1.1. 

T,or ... 8 . - (Propiedad abeoluta de exten.eiÓn de homotop1a 

propia para CW pares propios) . 

Sea (I,L) UD par propio donde 1 es UD CW complejo propio 

finito y L un subcomplejo de 1 . Entonces L posee 1& propiedad 

absoluta de exten.eión de homotop1a propia en l . 

Demostrªción - Hemos de probar que dado un es~cio toPOlÓglCO 

cualquiera Y. una aplicación propia y y una 

homotopla propla parcial de t, H LxI --~I Y. existe unZll 

extensión propia de H, r : 1 x 1 ~ y, que es una homotopla 

propi a de t . 

Ent onces se trata de ex tender la aplicaci 6n propla 

F ' I xIu l x I--. y , dehDlda por F (x,O) = f{x) parll cllda 

x E J, F (y,tJ .. H(y,t ) pan cada (y,t) E Lx l, hasta una 

llplicacion propia r · !)( 1 ~ Y . 

Est o lo haremo~ extendündo r de forma inductiva a }{D x T, 

donde )("fI. '" ID U L . 

Para n-O. se extiende r a XOxI definiendo F(v,t) = 1(v), 

par.. toda O_o.ld.. v d. 1 qu. no •• té .n L . Not.ar que la 

aplicación obtenida 

F : lxOuXOxI Iy 

es propia pues es propia en cada celda del CW complejo propio 

finito 1 x O u KOx 1 

Supongamos ahora que r se ha extendido hasta una aplico!Icion 
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propu. 

F I xOu~lxl_Y 

Para cada n-celda tyA(!A J . ~ 1 que DO esté en 1 , consideramos 

la AplioAoi6n proplA : 

, Si Y eA,.: 

f'¡~ 
EAXO U S~lxI .L..... ~·(E· J xO u tyA(SIl-J }X 1 e 1 xO V 1(l'I-1)( 1 L y 

Si y es,.: 

(n > 1) 
.n ., 
,. .. lCl¡ 

(tD-l xJ )x O u (EIl-J xO U SD-2 x J )xI r I 

---t+yD (ED- 1x J ) x O U •• ; (ED-l xo U SD-2x J ) x l e l xO U~l )( ILy 

(En e l oallo n .. 1 considerar ([O x J ) x O U EO)( 1 ) 

En cualqu ier cas o tenemos una retracc ~ ón prop~a 

--~, l"x O U .ro x I (ver Propos ici ón 10 .1 1) 

Ent onoes , Clomo ~n l cl' e$ (1 -1 ) y r (z , t ) "" (z , t ) para cad2.1 

( z , t) E ID )( O u arn )( 1 , oh t enemos una apllcac~ ón continua ' 

, ' , ~o ( ro ) x I ~ ~o( !o ) x O U ~o( .!o ) x I 

dada por r ' (x, t ) - ($yll. x idI ) o r (z . t) donde 2 E rn e s t a l que 

"D (Z ) EX . Ade.m.!s r ' es propi a, pues 

r ' . ( ~O x idI ) = ( ~OxidI ) .r : rO x I ~ ~o( !O ) X O u~'( .!. ) xI 

es propia y .,.n x idI : ID x l _ tyD (ID ) x l es 15uprayectiva 

Asj la aplicación ror ' : tvll. (III. )x l ---+ y es una extensión 

propia de r a. ca.da n-celda tyll (IIl) de 1 que no esta en L. y 

ésta nos proporoiona 

F : Ix O U~xI ---+ y 

quf! es propia por serlo en cada celda del CW complejo prOpIO 

I xOu xnx! 

Como el CW compl ejo propio 1 x 1 es finit o, está claro que 
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a&1 se obtiene uc ext ensi6n propia F 1)C 1 - Y . (ver 

Corolario 7 . 1) . 

• • • 

rRldo un CW complejo propio 1 y un par propio (Y.B), toda 

apliclllci6n propilll 1 (tyn.(!Il.), .,n.(aIIl.) ) -----t (Y,B) representa 

(al un elemento de Kn (Y,B ) si la oelda es compacta . 

(b ) un elemento de ~1 { Y.B ) si la celda es no compacta 

en el sentido de que definen unas únicas aplicaciones propias 

(a ) f.lIy' (E·.Sn-l ) ~ (1Iy'(E· ). 1Iy'(Sn-l ) _ (Y. S ) 

(b) f.lIy· (En-l xJ. En-l xO U Sn-2 x J)-

~(IIy' ( En-lxJ )). 1Iy' (E'-l x O U Sn-2 xJ)) - (Y.S ) 

Asimismo 9 : 1Iy"(ar" ) ~ S propia representa : 

(. ) un elemento de n.-l (B) SI la celda es compacta. 

(b) un elemento de Jn-2 (B) • i l • celda es no compacta . 

{Fijado v pertenf'!ciente a Sn-l(en el caso (a)) 6 bien a Sn-2 

{en f'!1 caso (b}). se considera el punt o base 10 "vJJ.. (v) en el 

ca.so (a). ye! rayo baseO : J--+Bdefinidopora(t)::::fo"'r'(v,t) 

en el caso (b) . Los omitimos por oomodidad) . 

Proposioi6n 9.- g : •• r(aIlI.) - B propia se extiende a 

una aplico!loci6n propilll g : ~n(!n) I B si y 15610 si 

representa al elemento O de : 

(a) ~1 (B) si ~n(¡Il. J es una celda oompacta 
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(b) Jzr..2(B) si +yn(¡Il.) es una celda no compacta 

Demostración En el caso (a) ver Prop . 14 . 15 de [G . RJ . 

En el caso (h) : 

Supongamos que la aplicación propla g : ~ Il.(Elt-l x O U Slt-2)( J) ) ..... S 

se extiende a una aplicación propia 9 : ~1l.(En-l)( J}--t B. 

Ent onoes 9 o fy'fl: (E"1 x J, ~l x O u Slt-2 x J)--+ (B. B) representa 

un elemento de ~l(B,B) que es trivi,l . 

Como go4l.r!Elt-l)(D usn-2xJ representa a la imagen mediante el 

homomorhsmo el : Jn-l (B,S ) ~ Jn-2 (B) del elem~nto de ln-l (8 , 8 ) 

representado por g o ..,n deduC1IDcS qu e representa al O de 

Jn-2 (B) 

Supong3.mos ahora que 9 : $yfl (Efl-l )( O u Sn-2 x J )) __ B propla 

repesenta al element o O de Jn-2 (B ) . 

Entonces existe una ap l icaci ón propla 

G : 1 x En-l x O U 1 )( ~n-2 x J __ B 

t.l que G(O,x,t ) = go~n ( x,t ) y G( l,x,t ) = (l ( t ) para todo 

(x, t ) E Elt-l)( O U 1 x Sn--2)( J . 

Consideramos ahora la identlficaolon proplil 

p IxEn-l x O U IxS~2xJ _ 
1 x rn-l 

1 x En-l 
x O U 

1 x Sn-2 

1 x Sn-2 

Notar que G es compatible oon p y por tanto dehne una 

aplicacion continua G' 
1 x En-l 

1 x [:.-1 
x O U 

1 x Slt-2 

1 x Sn-2 

tal que G' o P = G. (ver Prop V 2 . 13 de ¡G-M-M . J) 

Además G' es propla por serlo G (ver Prop . 3 . 1 .1 ) 
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Por otra parte eXlste un homeomorfismo 

1 )( O U 
1 x S..-2 
--'-- x J _ E:D-l X J 
1 x S..-2 

de modo que lop(O.x.t)=(x.t) para todo (x.t) E E"" 1 x O uS .... 1xJ 

Llamando G": ~1 x J ---+ A a la aplicación propia dada 

por G" _G'ol'",l . notemos que G" (x.t}=.go tyJJ. (x.t) para todo 

(x.t) E Ea-l x O uSn-l x J. y ademas G" es oompatible con 

~n : En-1xJ -+ tyn(E .... 1XJ) 

Por tanto queda def~nida una apl~cac~on propla 

g: ~n ( EI>-IXJ ) -+ A 

con 9 o ~n = G' ' . que es una extensiOn propia de g . # 

• • • 

Supongamos que 1 es un CW oomplejo proplo regular f~nito . 

En orden a establecer un algoritmo de calcul o para las 

homologlas H •• J •. E. de 1 , como se daba en 3 . II para el 

caso de los complejos CUblCOS pr opios fioHOS , no es dificil 

hacerlo para la homologla singular H. {X). pues debido a que 

toda celda no compacta retracta por deformacion . aunque no de 

forma propia . A su borde . se obtiene que Hq{ID. Xn.:.l) "" O para 

todo q'n y H,. (In. 11>-1 .) es el gr\lpO abeliano libre generado 

por {l.t(Xa)}CtEAn donde xaes un generador de Hn(IDQ .. tUn
a ) e 

es la ~nclusion de la . n-celda 

compacta IDa de X. 
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Si se obtuviera un Teorema an~~ ogo al Teorema ~.3 . I1 para CW 

complejos propios regulares finitos, procediendo como en iv . 4. . 

d. 1M], tendr1amos que las homoJog1as J.(X) y E. (X) son las 

homologlas de los complejos de cadenas {J~ ( In,X~l ),dJ J y 

lEn(llJ..ID-l).d¡1 respectivamente, donde 

dJ : JA(IA.II>-I) - JI>-I(XI>-I) _ JI>-I(XI>-I . XI>-2 ) 

y d¡ : ~( IA.II>-I ) - E,..I (II>-I ) - E,..1(XI>-I . XI>-2 ) 

IIltent amos por tanto probar que dado un CW compleJo propio 

regular finito X : 

(1) Jn CXn , Xn-l ) es e l grupo abeliano libre generado por 

{i .. (xyll yeN!uBn donde Xy es un generador de Jll(IyD,aIy) 

e i: (!yn,aIyll ) ~ (Xn , Xn-l ) es la inclusión de la n-celda 

;u de X. 

para todo q;E n. 

(2) Eu (Xn, lrt-l ) es el grupo abeliano libre generado por 

( i. (', )) 'E BII donde " es un generador de ~ (I,· . ar,uJ y 
!~n es una n-celda no compacta de l . 

Eq (ln,XD-l ) = 0 para todo q "" n . 

Para ello segu~mos un proceso similar al utilizado en 

[E-H-R) para el caso de los complejos cübicos propios finitos : 

Sea ~1 el subcomplejo de las celdas oompactas de Xn-l . Las 

celdas de 111. que DO están en pD-l son las celdas DO compactas 

de IA-l y las n-celdas de In . 

Si enoontramos O entorno regular de prr--l (compacto y retracta 

por defoI1IlAción a pZ'-t ) Y denotamos N(Xrt-l 1 = O u Irt--l , 

N(XI>-I ) retracta propiamente a Xn-I y Jq ( Xn.Xn-I ) =Jq (XU.N ( Xn-I )) 
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Considerando un abierto U ta l que olU es un entorno regu ~!~ 

de pD-l contenido en O y pn-l e U • zn - U "caza" todos los 

finales de Freudentbal de 1 y por tanto se puede aphcar la 

escisión por U (P7) . 2 .11). obteniendo : 

Jq (In, 10-1) " Jq(In _ U, N (XI>-I ) - U) 

Notar que para cada n-oelda compaota ¡na' Illa - (U n !Da) 

es una n-celda cOmpllcta, que denotaremos t (!lla}· Adems 

t ( I~ ) n t ( !~ ) "'~' es decir, las n-celdas oompactas que se 

obtlenen a hora están separadas . 

Por otra parte (N(XD-l ) n IDQ) - (U n ¡na ) retracta a at C!DQ ) ' 

y. ID_ U z U t ( !a)U LIk-l)(J con tn-l )(J CWcompleJ o regular 
CltA" 

cIa sico con tantas (n-l ) celdas compactas como n-celdas no 

compactas tlene XD ( l as un lones son disjuntas ) . 

N(! ... I ) -U=U (N(Xn-I ) n Y.o ) - (U nI·o ) U (Ln-l xJ) n N(Xl>-I ) 
att:A., 

retrac ta propiamente a U at (!a) u (Ln-l x O U ln-2 )( J) donde 
co:.~An 

Ln-2 es e l (n-2 ) esqueleto de LI\-I . 

AsI , 

Jq(Xn, Xn-I ) 

Ahora bien , 

= 8l J ( t (In ) at ( ~n )) 8l J (Ll>-lxJ Ll>-lxO U LI>-2.J ) -~t"' .. q Q ' - Q q • 

Jq (t (yno)' a t (¡na )) • Hq (t ( yno )' a t (yn. )) • Z 

y Jq (Lo-l x J,tl>-l . o u tI>-2.J)" Jq_l(tl>-lxOutI>-2xJ) " 

" Jq_1 (LO-I, tI>-2 ). 

Estos isomorhsIDos se obtienen considerando las (J . ) 

sucesiones exactas asociadas a los pares 

(LI>-I x J , tl>-I. O u t1>-2. J) , (tl>-I. O U t1>-2. J, t1>-2. J) 

y utili=ando las propiedades de la homologla J. dadas en 2 .11 . 

Como (lA-l, Ln-2) es compact"o, J,_1(LD-l,ln-2 )=Hq_l (lZl-1.tlt-2 )= 
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El grupo abeliauo libre generado por las (n-1) oeldas de L:D-l 

Finalmente no es dificil ver que 

J,{IIl. 1a-1) Bon los indioados . 

105 generadores de 

Haciendo lo lirismo para la homologia E. se obtiene: 

~(In. I~I) " "~,,.~ (t(In~). itt(In~)) • ~(L1>-1 x J. L1>-1 x O U L1>-2 x J) 

~(t(In~). at(In~)) _ O para todo q 

~(L~lxJ.L~lxO UL~2xJ)" ~(L~lxJ,L~2XJ ) "Hq_I(L~I.L""2) 

Estos isomorfismos se obtienen oonsiderando las (E.) 

suoesiones exactas asooiadas a los pares 

y aplicando las propiedades de la bomolog1a E. dadas en 2 . 11 . 

Asi pues, el probl ema consiste en encont rar el entorno 

regular de ~1 que DOS permita seguir el proceso descrito . 

La parte de este entorno que corresponde a las n-celdas 

compactas ¡no: de In es sencilla, pues basta considerar 

aIn~ U (x E o" llIxll > 1/2 l . 

El problema est6 en las oeldas no compaotas de In, pero é8t~ 

ae soluciona ai demostramos el siguiente : 

Le- ,. - Sea una k-celda no compaota oon una estruotura de 

CW regular propio finito lf oon la oa.raoter1stica de qu~ M 

tenga una sola k-celda y sea no compao~a . 

Entonoes puede subdividirse M hasta una nueva estructura de 

CW regular propio X' de modo que 
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Ademas, si L es la unión de las celdas compactas de M, 

L e [1_ [~I. 

DemoJ5tración. - Notar que para k. .. 1 es obvio . 

Supongamos que es cierto para ID ~ 1. vamos a intentar probarlo 

para una (m + 1) celda no oompacta K oon las oaracterlstioas 

descritas . 

Consideramos ahora en las celdas no compactas del borde de 

Ji, la estructurA regular inducida del hecho que verificase en 

ellas la hipotesis de inducci6n . Notar que esta no afecta al . 

Compactificamos la celd2ll M por el punt o CID , obteniendo un2ll 

(m+l ) bola re+ 1, en cuyo borde, que es un2ll m-esfera , queda 

inducida una estructura de CW regular finito olásico . 

'" 

Consideramos ahora una CW estructura simplicial en la 

m-esfera que sea subdivisión de la anterior (ver Teoremas 

1 .1 . !!1 Y 2 . 1 .111 de [Lu) y denotamos Ji' a la nueva 

estructura de CW regular induoida en ~1 . Entonces, por Prop . 

3 .4 . 3 de [11 • . ], Linlt(~) ( frontera de l. estrella st(~» es 
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bomotópioamente equivalente a S--1 . Si resulta cierta la 

oonjetura de Poinoare. esto significa que es bomeomorfa a S--1, 

si no, sOlo puede asegurarse parA. m.e.4 . 

Por la Proposioión 5 . 3.23. de [Ma . ]. el oomplemento en la 

m-esfera del Link (00) tiene dos oomponentes conexas de las que 

Link (00) es la frontera com:J.n. 

Para m" 2. Link (co ) U Ci donde ei es una componente conexa 

es una m-bola . 
\ 

Si elegimos ahora un punto P E re+1_ S· y llamamos 

E.{x E ¡;e+l ! x.Á P. (1-Á )r donde rELink (~ ) y Á E [0.1)} 

y h al homeomorfismo : Link (oo ) _ S--l, la aplicación 

d.d. por h (ÁP. ( 1-Á)r ) ' 1. .0. (1- 1. ) h (r ) 

es un homeomorfismo de E en ~ . 

E E" 

S--' 

Esto significa que E es una bola E" en la bola re+1, 

cuyo borde divl.de al borde de r-+1 en dos m-bolas. entonces 

ii'. ¡:o+l U ¡;e+l 
EM 

Arrancando abara el punto de compactificaci6n 00, se obtiene 

una nueva estructura de CW regular propio M' en la (m + 1) 

celda DO compacta M de modo que 

M' ;; ¡:o+l U E"x J 
E~ 

Notar que este proceso garantiza que L c: r-+1 - re . 
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Por lo tanto el Lema. es oierto siempre que i. ~ 3 . Luego, 

mediante este prooedimiento, 8ólo podemos dar UD algoritmo de 

cAlcmlo de las homolog1as J.(I) Y E..{I) para el casa en el 

que 1 sea. un CW oomplejo propio regular finito de dimensión 

menor o igual que 3. 

4.- Teore .. e de aproxi .. ci6n oelular propia. 

Definiqi6n 1.- Sean 1 e Y CW complejos propios . Una 

aplicación g : X ~ Y se dice que es celular &i g(Xn ) e yn 

para todo n~O . 

Tntaremos de establecer en este parrafo cuAndo una 

aplicación propl.a entre CW complejos propios f: 1 I Y 

admcite una aproximación celular propl.a . 

Es decir, cuándo existe una aplicaci6n oelular propia 

g : X -- Y tal que t y g son hom6topas propiamente . 

En el oaso de aplicaciones continuas y CW compleJOS 

clásicos, puede verse un estudio de las aproximaciones 

celulares continuas en 1 .4 de [Mal . 

Notemos que si hay aproximaci6n celular propia, ésta es 

continua, pero en general no es cierto el rec1prooo. Por 

ejemplo, consideremos J con las dos estructuras de CW regular 

propio 1 e Y siguientes : 

x y 

o 1 J 3 
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1 tiene una O-celda en cada n E z+ y cada intervalo [n, n + 1] 

es una l-oelda oompacta . Y tiene UDa .O-oelda en el punto O, y 

una l-oelda no oompacta J . 

La aplicación f - idJ : 1 --~I Y tiene una aproximación 

celular oontinua 9: 1 --~I Y oon g{x) _ O (Considerar la 

homotop1a B : J ~ I--~. J dada por B( •• t)~ (l-t) •• Bo~j 

y H1 - 9). sin embargo no tiene ninguna aproximaoi6n celular 

propia, pues toda aplioaoión g : 1 --~I Y que sea oelular 

verifica que g-I(O) = Z. luego no es propia . 

reor ... 2 . - Sea I un CW oomplejo propio ~dimensional . 

Entonces : 

para todo l~D<m y '0 E xa-I 

Demostración . Sea f una aplicación continua de 

(1, pool , xO) repre6entante de un elemento 

cualquiera de 1tz..(I, X--1, xO '.( en general, no baremos referencia 

a los puntos base) . 

Probaremos que f puede "empujarse" de modo continuo basta 

Para ello consideramos las m celdas [h/!I·y)} yel!ii.uB. de 1, 

e introducimos algunas notaoiones : 

En el CASO de una m-oelda. oompaota oon aplioaci6n 

oaraot er1st ica ~. : ~ --~ 1 

llamamos u., al subespacio abierto de 1 b·y{x E ~ll1x 11 < 2/3} Y 

Vy al aube.pAoío oerrado .".{ x E ¡,el IIx 11 t:. lf3} . 

Y en el oaso de una m-celda no oompacta con aplicaci6n 
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caracter1stica h.,.: ¡,e-l xJ -----+ 1 llamaremos u., al subespacio 

.biertodeI, h{{(x,t)E~I.Jlllxll<2I3 y t>1/3) y 

V, al subespaoio cerrado hy.{(1l,t)E~lxJIII1l1l<1I3 y t,2/3) 

Si denotlllllOo 1 _ U V" L n ~n(l;n) -1 para oadn n < JI) y 

para oada 'Y E Aa U S.. Por tanto L es un 

subespaoio oerrado de 1 y 1 - L es abierto . 

Por último,definimoo para oada yE A"UB", w.¡ -llyn(I-L) . 

NotAr que Wv es un subespacio Abierto de l . 

La colección de conjuntos 

cubrimiento Abierto de In . Como In es un espaoio métrioo 

compacto. exilste un número real S> O (el número de Lebesgue 

a.sociado al cubrimiento) tal que todo subconjunto de dioetro 

~nor que & esta oontenido en uno de los abiertos del 

cubrimiento, y por tanto existe una subdivisión de In , que 

induoe una estruotura de CW regular finito K en In tal que oa.da 

oelda de K es ' llevada por f A 1 - L 6 bien a uno de los 

oonjuntos u,.. 
Notemos que jIn es UD subcomplejo de M. 

Ahora construiremos una aplicación g : K ~ 1 verificando 

que para cada r-celdn .,r([r) d. 11, si ~r([r) e rl(I-L) 

entonces gl.,([r)= fl.,([r) y .i .,r(Er) e r 1(Uy) entonces 
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9.,r(Er) c: W, . 

MemA. 1'" 9 (rel.ar"). los puntos de M que f lleva a l ~ , , 
permaneoerÁn en U, ... lo largo d. la homotoplA y en partiaula.r 

si UnA celda de J( esta. oontenida ' en f-1 (1 - L) la homotop1a 

.er' '"la oouetant_ 1" . 

La oonstruooi6n de 9 la haoemos por induooión sobre lo • 

• ,queletoB de M: 

Dada una O-oelda v de l'f . ai f (v ) EI-L definimos g(v)-j(v) 

y la homotopia en v oomo el oamino constante . Si f (v) E Uy • 

como Uy es arco-conexo, f (v) pu ede unirse por un camino a un 

punto df! Wy • elegimos 

homotop1a 

éste como g(v) y el camino como la 

Sllponqamos que 9 está definida en }ir-t , con r ~ n . verificando 

las condiciones anteriores . 

Dada UnA r-celda .,T ( ET ) de 11, si .,r ( ET ) e f-l(I-L ) 

definimo~ q en '{(Er ) como f y la homotop1a estacionaria . 

Si O{ (El') c: rol (Uy)' en t onoes f t{ (Sr-l ) c: Uy y por tanto 

q ~r ( Sr-l ) C:Wy' Notar que gl.r(Sr-l) representa un elemento de 

"'_1 (Wy) . 

Ahora bien . si w., oorresponde a una oelda no oompaota. W, 

retraota por d.toI."lJlAoi6n fuerte a. S--1 y "r-l (Wy) • "r-l (~1), 

entonces por ser r ~ n < m, deduoimos que Kr-l (Wy) "" O. 

Si Wy oorresponde A una oelela no oompaota, Wy retraota por 

defoI."lJlAoi6n fuerte (aunque no propia) a R~l que es 

cantraotible, luego tambien en es t e caso Kr-t (Wy) = O 

Aplioando ahora la Prop . 9 . 3, 91.1' (51'-1 ) se extiende a una 

aplioaoión 9 de .,r (E') en Wy . 
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Por otra parte, la homotop1a que exist1a entre t y q en 

~r (Sr-l), puede extenderse a una 

11.,(1."") y gl.'(Er), ?Je.to que la 

.,r(l."") x O U .,r(E') x 1 U .,r(5'-I) xI 

bomotopia en lly entre 

aplicación definida en 

por las anteriores 

representa un elemento de Ir (U,) . Como 11y es oomtraotible, 

.... (U,l:c O y existe la. extensión oitadA. 

Notar que por ser M un CW complejo la aplicación 9 4S.1 

construida es continua y verifioa ad em6. s las condioiones 

requeridas . Notar también que si "E ¡Un y t (" 1 e Xo E p-l, 

g(,,) :::: Xo y la homotop1a en " es la oonstante . 

Entonoes t y 9 representan el mismo elemento de An(X,X--1 ) . 

Cons iderando el homomorfismo inducido por la inclusión 

---;1 ~(X, p-l), 9 representa a la imagen 

por 4 del elemento de .,.(X - L, p-I) representado por 

g : (I1I., arll ) --+ (1 _ L, p-l) . Pero p-l es un retraoto por 

deformación fuerte de X-L. luego n¡,,(X - L, X--1) le O. de donde 

deducimos que la olase representada por t en An(I, X--1 ) es 

lb. clase O. , 

1i2..U.. - Como pegando oeldas no se aumenta el nllmero de arco 

componentes, para cada 111~ 1 4 : Ko(p-l) ----<1 Jlo(I} es sobre, 

e. decir 110(1, p-I) K O. 

Teo,e .. 3.- Sea 1 un CW oomplejo propio, entonoes 

.,,(1. la) _ O para todo r~ D . 

DemQstnción .- Sea i : III __ ~I In+l la inclusión . Por el 

194 



TeorelM 2 . . .,. (¡»t1 .IA) = O para todo r ~ n , y cons ~ j erando la 

(al-suoesi6n exaota asociada a la par ej a (¡M1,IIl ). deducimos 

que 4 : IIr(Ill) ----.. 1z.{IM1) .s biyeoci6n para o, r < n si 

yaobrepara n=O. • 4 : ... (Iu) _-+ .... (1 ... 1 ) e •• obre . 

Por lo tAnto para todo ID:l n . Xr {IJa ) ---<. Kr {p ) ee una 

biyeooi6npan r < n y ... (IU)~ ... Cr") es eobre . Luego 

.,.(r" , IU) * 0 para todo r<n . 
\ 

Cons i deremos a hor a un elemento cua l quiera de 

represent ado por una aplica ci6n j : ( ¡r, a¡ r ) -----> (I.Iu ) . 

Ent onces f (Ir ) es un c ompacto de l . y es t a rá contenido en un 

esque let o r oon m::t n (ver Pr op . 13 . 2) . 

Por consiguient e. f representA en Ar (I . In ) la imagen por 

4 : "r (p, In) - "r (X, Xn ) del elemento d. "r (p , Iu ) repre.ent ado 

por j : ( ¡r,a¡r ) -----> (p , In ) . Como "r (p , Xn ) - O pan t odo r" n 

deducimos que t repres enu. al elemento O de ft¡. (I , XD. ) . , 

ObservAci 6n . - Dado un CW oomple jo propio 1 tal que ID. 

admi t a una ap licación propia a : J --+ 

sucesión a s ociada a l tr i p le (1 . XII., a l: 

. ~ ,,(1, In, a(O) ) -+1.-1 (I , Iu, a ) -+ ~-1 ( I , In,a ) -+ '1-1 ( I , Iu, a )~ 

. .. -+ "t(I , Iu,a(O) ) 

y aplicando el Teorema 3 . • obt enemos : 

Jn{I . ID., al I LeI. 111.. al e8 euprayeotiva para todo D:ll. 

J._l(I , IU, a ) -----> ~_I(I , IU, a) .s biyeci 6n para todo 2 s qsn . 

Ade1D6.s , par a todo D::t l : 

Si ~o ( III. , a l -- 3o {I,a ) es sobre , entonces ~o ( Ill,a ) -.lo{X,a ) 

es sobre . 
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toore_ • . - Sea 1 un CW oomplejo p,ropio m-dimeDsional. tal 

que toda oelda de X--1 corta solamente a un número finito de 

m-celdas . Entonces, para cada rayo a en X--1; 

~I (1. :P-I • a) K O para todo 2:s n<m-l 

DemootrAciOn.- S •• j : (I .... l x J . a(I ... l x J) •• xJ)-(I.:P-1.a) 

una aplicación propie que representa ti. un elemento cualquiera 

de ~1 ( I , ~l , a J . Probaremos que 1 puede "empujarse" hasta 

X--1 de modo propi o . 

Consideramos las m-celdas 1b.f (r-nYE .A.u& de 1 y utilizeDlos 

las mi smas notaciones Uy ' Vy• L Y W't que en la demostración 

del Teorema 2 . 

La colección de abiertos 

1D-l x J _ ~ 1D-l x [k , k + 1 ] . Para cada k, entero DO negativo , ,,' 
1D-lx Ik , k+1) es com~cto mé t r i co , luego existe un número real 

positivo ~ (nUmero de Lebe.sgue J tal que todo subconjunto df 

1D-lx [k , 1:+1} de di6.metro menor que ~ esU contenido en uno de 

108 abiertos de l cubrimient o . Por tanto existe una subdivisión 

en 1 .. 1 x [k . 11:+ 1] tal que toda oelda esU contenida en uno de 

estos abiertos . 

111111111111111 

Ent onces , queda inducida en 1 ... 1 x J una estructura de c:w 

c omplej o regular pr opio n-dimensional . M, c on infinitas celdas 
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compactas verificando que cada oelda de M está totalmente 

contenida en uno de 108 abiero: -:' s del cubrimiento . Observemos 

que cada n-celda de M tal que una de las oeldas de su borde 

está contenida en atI~lxJ) es llevada por f al-L . 

Por otra parte, para cada m-oelda no compacta de 1 con 

aplicación caracter1stioa by-: ~1 x J _ 1, consideramos 
~ 

en ~lx J la sucesiÓn oreciente de compactos {~lx[O . Nl}.o' 

obteniendo la sucesión oreciente de compactos 

¡hy.(~IX¡O,N]));.D cuY' unión es hy.¡~IXJ) . 

Notar que hy-{r.--1x [O,N)) está estriotamente oontenido en 

hy. (~IX ¡O, N.l] ) . 

Como 1 es propia , 1-I(hy.(~IX ¡O,N])) es compacto en 

ID-l x J, luego cerrado y acotado. por lo cual existe una sucesión 

de compactos (lll-I x [O, d.¡Ji]) en IIl-I x J con IJl-1 x [O, d.¡Ji] c 

Ill-l x [O,d.¡"'] tajes que 1-I(hy.(~IX [O,N])) CIJl-l x [O,d.¡Ji} . 

Describiremos a cont inuación la construoción de una 

aplicación propia 9 : M -- 1 verificando que para cada 

r-celda. .,r(Er) de K, si .,r(E') CI-I (I-L) entonces 91.'(Er) 

=11.'(Er) Y si ~r(Er) e j-I(Uy) entonces 9 .,r(Er) elly . 

Ademh 1 "'p 9 (rel. a(IIl-I x J)), los puntos de K que 1 

env1a en U, permaneceran en Uy a lo largo de la homotop1a y 

en particular si una. oelda de ti estA oontenida en ji {I - L} la 

homotop1a serÁ "la constante j". 

La oonstrucción la hacemos por inducoión sobre los 
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esqueletos de K de la forma siguiente: 

Dado una O-oeldo v de K •• i j(v) E I-L definimos g(v)=f(v) 

y la homotopiA (que denotaremos F) oomo F(v,t}::f{v} para todo 

t El. Si f (v) E U, oorrespondiente.a. una. m-oeldA oompaota de 

1, oomo Uy es aroo conexo f (v) puede unirse por un camino 

a UD punto de W, . Elegimos este punto como g(v) y el camino 

como la homotop1a . Si f(v) E U, correspondiente a una m-celda 

no compacta, tambi~n Uy es aroo conexo, pero la elección del 

camdno ~e hace de una manera más especial : 

Si v" 1--1 x [O.dyI] entonces l(v)" h.¡"~lx [D.N]). como 

Uy () hy.{~lX (N,+DOl) es arco conexo, entonces f(v) puede unirse 

por un camino en Uy () h.¡" (¡!,-Ix (N • • ~ ) ) • un punto de 

Elegimos este punto oomo g (v ) y el camino como la homotop1a . 

Si v E 1--1 x [O . dy°]. como l(v) EUy () h.¡" (¡!,-Ix (O,.~»),._ 

procede como antes para N E O. 

Supongamos que tenemos 9 definida en lir- I , oon r s n, 

verificando las condiciones requeridas . 

Dado uno r-c_ld • .,' (E') de K .• i .,'(E') c: 1-1(1 - L) 

definimos g en ~r(Er) oomo f y la homotop1a estacionaria . 

Si .,r (Er) e f-I (U,) oorrespondiente a una m-celda comPl'cta 

de 1, razonando como en la demostración del Teorema 2, 

91.'cS·-
I
) 

se extiende a una aplioación 9 de .,r(E') on W,. 
y lo homotop.1a F existente entre 1 y 9 on .,'(S'-I) .0 

extiende a uno homotop1a en U, entre j 1.'IEr ) y 9 l.' CEr
) 

Cuando ~'(E' ) c: 1-I (U. ) d ' l~-"'lI I correspon ~ente a una .ce ~ no 

com~cta de 1, se procede de la siguiente manera : 
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S i -,r([r) c: , »01. J-I .... 1. (O. d.,JL entone .. f -,r([r) e 

(by.( ...... 1x J) - by. ! ...... 1. [O,N] )) nu., (denotarelDO" este úl timo ~J I 

y g-,r(Sr-l) c: U;J n W, (que denotaremos~); 9'1.'(Sr-l) 

representa. un elemento de "r_l(W;.l . Notar que ai NeO, w.;. 
e8 contractib1e y pAra N.O, W;. retracta a ~2 aunque no 

de ~nera. prop~a . 

Como r.:s:o<lIJ-l. deducimos que 1tr_l(W~I)=O para todo N, y 

por lo tanto 91_rCSr-1) se extiende a una aplicación 9 de 

-,r CE' ) en W~J c: U;J 
Ahora la homotop1a r ex i stente ente 

. d h n'J extlen e a una omotop1a en , entre 

f y g en ~r (Sr-l) se 

fl.,([r) y g l.'(Er ) 

ya que la aplicación def inida por las anteriores en 

~r ( El" 1 x O U ~r ( El" ) x 1 U ~~r ( 5r- 1 ) )( 1 representa un elemento 
, 

d. "r(UyJ ) -O. 

En el ca~o en el que 

f .,r(E' ) c: U~ O y por tanto se procede como en el caso 

anterior para N- O. 

~ homotop1l1i F : Ir.-l)( J x 1 ----+ 1 construida de la manera 

indicada ao t en.ormente es oontinua por ser continua en cada 

celda del CW complejo M y verifica las oondiciones deseadas . 

Sol<'l queda probar que es propia . lo que hacemos a 

continuación . 

Sea K UD oompacto cerrado cualquiera de l . 
~ 

Entonces por la Prop 13 .1, K z .u (Kn\c"(¡" ) ) U (K n(l-l)) 
fLN.t¡. , 

con 
~ ~ L _ U V donde 

'1 fA.ÚB"" 'l 
~ E A" , Vq ' h,¡"¡ x E !."ll(x 1( < 1/2) para 
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~ 

y para ~EB" V~ - h,¡" [ (x, t) E ~1 . J I l/ xii <1 /2 Y t> 1/ 2 j 

~ 

Not ar que 1 - L es un s ubespacio cerrado de X. cont enido en 

J - L. por tanto la homotop1a F en 1-L es estacionaria . 

-K "(I- L) ea un oerrado contenido en el compact o X; como 1 

es Hauadorff, K n (I - L) es UD compacto cerrado en 1 y por 

.er f propia , 1-1 (1::: n (1-1)) es un c ompacto oerrado en Ia-l)C J , 

luego 1-1 t K n (I - L) } x 1 ea un oompacto oerrado en 1~1 x J x l 

Ahora bi en. Dot emos que por la cons t ru cción de F, el cerrado 

r 1(K n{ X- L» es t á oont enido en f-l {K n{I-l. »)x I. l uego es 

compacto . 

Si bya (Ia ) es una m-ce lda compa cta de l . observemos qu e por 

III CODlIt r ucci6n de F . el cerrado ti (X n h.rp:- )) est6 cont e nido 

en 1- 1 (ht <I a )) x 1 que e~ un compa cto en la-l x J x 1 por ser f 

propi a , lu~go es compacto 

S i hya Cr,· ) es una m-oelda no oompacta de l. como K n by-(rra ) 

e$ compa c t o en by- CE- ). existe un N E N, t al que K nh.¡- (I- ) 

e .,," ( ~I X [O, N}) . Ent one •• ¡-I (K n .,," (¡" )) e 11>-1 . [O, dy. ] 

o. aqui •• d.duo. que ¡-l(K n hy.(I-») •• t~ oontenido en 

1 .. 1 x {O , dyl] x 1 (s i esto n o ocurriera , existir.1a (x , t) E 

1,,"1 • J xl oon F(x, t j E K n hy"(I" ) y x ~ 1,,"1 x [O,dy.] 

Ent onoe6 por la OOD6t rucci6n de r, F(x, t) E hy.(~1 x {O, N), y 

por otra part., F(x,t ) E K n .,,"(I") e hy"(~I . [O, N]). lo 

que es una contradicc i6n) . Luego el oerrado r 1 (K n hy. (¡e» 

es oompacto 
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Por ooosiguieote, rl (K).url(K n"I (r") ) Url(K n(I-L)) 
finita -, 

es compa oto lo que prueba que F es propia y por lo tanto 

tAmbl.~n Fl = 9 lo es 

Entoncu 1 y 9 representan el mismo elemento de 

Ja...l (l. :P-1,a) . Como. por hipótesis. cada celda de ~1 cor t a 

s610 A un nUmero finit o de ~oelda8. r--1 es un retraot o 

por deformaci6n propia fuerte 

J,....I (1 - int L , X-- I , a ) : o . 

Ah ora b i en. 

de ~ - int L y por tant o . 

l uego 9 representa a la imagen por el homomorfismo induc ido 

por la inolusi ón 

i. , !"..I (1 - in t L , X-- I , a ) ~ !"..I (1, X-- I , a ) 

de l elemento de ~1 (1 - in t L, ~1 . a l representado por g , de 

d onde dedu cimC'l s que 9 y por tan to 1. representa le c l ase O de 

• 

t!Q.lA - Si las m-celdas de 1 son todas compactas , siguiendo la 

demost.rac i 6n anterior . se deduoe que Jn-l (I , :r--1• a ) -= O para 

todo 2 snsm-l . 

Obttervación . - Si J: es un CW complejo propio de dimensión 

finita): l. como al adjuntar oeldas A xl no se aumenta el 

número de finales propios, la aplioaoión 

!o (IJ , Q ) ----t 3o(I , a) es 8uprayectiva , luego para n~ l.tamhién 

lo es 30(11,Q ) ---- 1o (111 , Q ) y por lo tanto es suprayeotiva 
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la aplicación !O(IIl,O ) -- ~(I,o) . 

Teniendo en cuenta ahora la observación al Teorema 3 

decucimos que la aplicaci6n Jt¡(XIl.O) -lo{I,a) e6 suprayectiva 

para oada n ~ 1 . 

reore .. 5 Sea I un CW oomplejo propio de dimensión 

finita> n, tal que cada oe1da de 1 t (k ~ n) oorta s610 a un 

número finito de (k + 1) oeldas de l . Entonces, para cada rayo 

a en ID, 

parZl todo 1sr<n . 

Demo~tr?!q,ión - Utilizando el Teorema 4 y razonando de manera 

Fimilar ~ l~ demostr~ci6n del Teorema 3 se obtiene el 

resul tado , 

Le .. 6.- Sea I un oomp1ejo oúbico finito oon un único final 

propi o . Entonces , para cada D ~ 3, dada una aplicaci6n prop~a 

f' (1 .... 1 x J, a(I .... 1 x J» ~ (1, In) 

existe UD aplicación propia S : 1n-1)( J -- In tal que f::: pS, 

mediante una homotop1a propia H oon H{it(In-1 xJ)( 1) e lb . 

~lIIQstraci6n . - Pa.ra oada rayo a en IJ)., se tiene que 

lh(I, In, a). o. Como por hip6tesis !eI(I). O, se deduce que 

~(In)_O 

AdemAs, por el Teorema 3 y el Teorema 5, Ji-l(I, ID.,a) -o para 

todo l~i<n y -,. (I,In,a(O».O para todo O s i s n , y por 

tanto !i-l (X, Xll,O) :E O para todo 1:s i < n . Estamos pues en 
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condicione8 de aplicar el Teorema de Hureyicz 1 .1. lII, 

obteniendo que PI: : ~1 (1 ,ID,a) -----+ En(I, IJl) es un epimorfif::mo 
e 

cuyo núcleo e8 el 8ubgrupo 0.. .. 1 (X,ID,a) generado por 108 -
.lemento. de la formo ~ - u • ~ donde ~ E !.-I (I, In, a). u E 

y u ~ t denota la aoción de \l en t . 

.Ahora bien, aplioando el algoritmo de 0'lou10 para las 

bomolog1as H~, J~, E~ de los oomplejos cúbicos propio8 finitos 

Consideramos ahora el di~grama siguiente : 

y obtenemoft 

Ker Pt =~I{I,Xn,Q) "~I { I,In,a) = Ker p. = O.J>-' {I,In,Q ) 
• = == 

Luego =~l{I , In,a ) =Otll'-l(X,Xll,Q), el subg:rupo generado por 
• 

108 elementos de la forma t-u~t donde tE,k.l(X,Xll,a ), 

u E~(IIl,Q ) y u • ~ denota la acci6n . 

Por lo tanto ~1 (1, IIl) ... O. Teniendo en cuenta la 

interpretación de los elementos de J:..l(I • IJl) (ver 3 . III) se 

deduce el resultado . • 

Si el .algoritmo de cAlculo dado en el párrafo 2. 

pudier.!! aapliarse para CW oomplejos regula.res finitos de mayor 

dimensión, notar que la demostración anterior seguiría Blendo 

válida para é~tos y por lo tanto el Lema 6 se generalizarla . 
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feote. 7.- Sea I un complejo cúbico proplc finito 

Entonces. para n ~ 3. dada una aplicaci6n propia 

existe una aplicación propia g: 1»-1 ~ J __ In tal que f ~pg 

mediante una homotop1a propia T tal que T(a(I~l x J) xl e In 

Demostraci6n.- f induce de modo natural una aplicaci6n 

continua entre las respectivas 

compactificactiones de Freudenthal (ver Corolario 4 .2.11) . 

f* envla el punto final de Freudenthal e de (1n-l x J)* a un 

punto final de Freudentbal de 1 .... O . Recordemos que 1* es un 

CW comple jo clasico regular finito y que O es un vértice de 

X'*' (ver Teorema 7 . 3) . 

Consideremos el subcomplejo Y = cl {st (O)) de X'*'. entonces 

3 p E Pi tal que f (l:t-l x (p,.oo) ) e y - {Ol que es un suboomplej o 

M de 1 oon un onico final propio . 

Observemos que la restricci6n de 

representa un elemen to de 1tz.-l (M. lf!I. ) = O. por 10 tanto existe 

una bomotopla 

F: (1 .... 1. ' (p)' I,a(I .... l ¡x(p)' 1) -_o (I!, M" ) 

talque Fo=tII .... 1'(p} y F¡(I .... l,{P)1 cM" . 

Aplicando ahora la propiedad de extensi6n de homotop1a 

propia, Fj '(IZl-1) x {p) x 1 se extiende a una aplicaci6n propia 

F : aI .... ¡' (p,+~ ) x 1 ~ M" 

tal que Fo=flu .... 1 x (p,.~) 
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Utill.zando de nuevo la propiedad de extensión de hOlDOtop1a 

propi.!! , eOlIO ., (r~1x [p, +_)) _ rD-1)( {p 1 U UD-l x [p, +00 " obtenemos 

UDa extensión propia de F: r~l)( [p, +00 lxI -- M verif icando 

que FI ' (l .... 1 x [p, _), ~(l .... 1 x [p, +~» _ (M, I!") 

Aplioando ahora el Lema 6, exi.te una aplioaoión propia 

G: ¡D-1 X [p, +00) )( 1 __ M 

verificando que GO.F1 , G{It(I ..... l x [p,+oo)x1} e MI' y 

G
1

: 1D-1 x [p , +_) __ }Pl 

Definiendo h i!J,plicación H: 1 .. 1 x [p , +-))( 1 -- M e 1 por 

¡ F(x,t,2s) 

H(x,t,s ) : 

G(x ,t,28-1 ) 

B.l O~B~1/2 

si 1/2J:ElJ:l 

notemos que H es propia, HO"" f l I~t x {P.+OO) , H1 : ¡D-lx [p , ~oo ) _ In 

y adfl'má s H (cUn-l x [p, ~oo) )( ¡) c: In . 

Considerando HlaIlk-l X {p} )( I Y utilizando la propiedad de 

ext ans iÓn de bomotop1a. se enou entra una ex tensión de esta 

aplicación , 

s , (l .... l x{O) U al .... lx [O,p» xl _ 1" 

t.l que So - f 11 .... 1 x {O} U 51 .... 1 x 10,p! ' 

Si llamano. R • la aplioación de l .... lx [O , p]Ua(l .... l x [O, p]) xl 

en 1 dada por 

RI(I .... IX{O} un .... lx 10,p)) x I - S 

RII .... l x ¡O,p) - 1 11 .... 1 x ¡O,p) 

RII ... lx{p}XI - HII ... l x{}lxl 

ent onces ~ representa un elemento de 1tn (X, XD) = O Y por tant o 
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se ext iende a R , I~lx IO , p] xl , 1 tal que 

ji (I~lx IO,p] ~ 1) c: In 

Si por ültimo definimos T : Izr.1 x Jx 1 ~ 1 como : 

-H 

resulta. inmediAto comprobar que T es propia.. TO= f , 

y 

Observación anÁloga para este Teorema que la de la. 

nota anterior . 

Teoreu 8 .- Sea 1 un CW complejo propio regular finito y 

de dimensiÓn 3. con un único final propio . Entonces. para todo 

rayo a en 12 . 

JI (I, 12 , O) = O 

A 

DrmQ:trn ci6n .- Sea :x la compactificación de Alexandroff de X 

por el punto c:o y 12 la compactificación de .Alexandroff de 12 

por c:o que es la inducida por la. a.nterior . 
A 

1 es un C'W oomplejo clásico regular y finito del oual 00 es 

'2 A 

un v~rtioe (ver 1 . 3) Y 1 es el 2-esqueleto de 1 . 

Deseamos probar que la. aplicación induoida por la inclusi6n 

4 : 51(12 , Q)--- .l1(I,Q) ea 8uprayeotiva . 
~ A 

Como 51(1,0) = 1I1((I).,~) - }.I(I,~) y 

(ver 1 .III) 

bastará probar que la aplioaoión inducida por la inclusión 
A A 

4 : A.I ( 1 ,00) ----t A.I ( 12,00) es suprayectiva . 
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Notemos que por .er 1 un (' co:mplejo propio regular 

finito 3-dimensional, existe un. subdivisión K, de forma que 

U = .ti (~) ~ (~) con L CW regular clásico, que 

induce una subdivisi6n Y en 12 de forma que V .. Iti(oo) .. 

(L~) siendo Ll el 1-esqueleto de L . 
~ 

Observemos que U es un entorno oónioo de - en X y el U - U '"' 

-L)(O y V es un entorno c6nico de 00 en Y y clV-V .. Ll x O. 

Ahora bien, aegün [Hu . 1]. dad.o un e.ntorno oónioo A de un 

punto. en B, AI(S,. ) ~ llt{clA-A) . Por tanto, obtenemos ' 

l.¡ ( I,~)=l.¡(K,~ ) = n¡(LxO ) y 1.¡(i2,~)=I.¡ (Y, ~ ) = n¡ IL¡xO) . 

Pero sabemos que 'Rt(L )(O.Ll)(O) =0 (ver Teorema 3). luego la 

aplicación inducida por la inclusión 'Rt(llxO ) - n¡(LxO) es 

6uprayeotiva, lo que prueba que it : 1..1 (Í.oo) ---+ 1..1 (12,00 ) 

también lo es . 

Considerando ahora la (~) sucesión exacta asociada a 

(I,X2,,,) 

111 (X,a) 

Por tener :x un único final propio, r2 también posee un unico 

final propio, por lo tanto ~(I2.Q)=O y j. es suprayectiva . 

Como it también lo es, se deduoe que !t(I,X2.<x)=o . Aplicando 

.1 r.or .... 3, lI;(I,X2)=O pora i<2, lu.go 1¡(I,I2,Cl)~O . 

Corolario 9.- Sea 1 un CW oomplejo propio regular y finito 

con un ünico final propio. Entonoes para todo rayo Q en 12, 

J¡(I,X2,Cl) - O 

Demosu·ación .- Con:5iden.r la (t) sucesi6n exacta asociada a -
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(I,13,12, a) (Prop . 8 . 2 . 1) 

." ----< h(I,I3,a) ----< 11 (13,12, a ) ~ JI (1,12, a) ~ JI (I,¡3,a) 

Por el Teorema 8. Jl(I3.12. a ) - O Y por el Teorema 5 

JI(I , 13,a) -O, luego JI(I,12, a) -O . , 

teore. 10 .- Sea 1 un CW complejo propio regular y finito . 

Entono.', dada una aplioaci6n ! : (ID x J .a(l x J)) ~ (1.12). 

existe UnA aplioaoiOn propia 9 : 1)( J -- 12 

mediante una homotop1a propia T . oon T(a (lxJ)x I ) e 12 . 

O,mostnci60 . - Haciendo un razonamient o similar al de la 

demostración del Teorema 7, se deduce que existe p E N. 

t a l que f(Ixfp,+CI(»} est~ contenido en un s ubcomplejo ti de X 

con un Unico final propio . Y de manera an61098. se obtiene una 

ext ens16n propia F : 1 x{p} )( 1 -- M tal que Fo= !I Ix(p) 

FI : Ix{p l - M2 Y F(Hx{p) x 1) e ~ . 

Entonoes. la aplicación propia 

H : lx{plxl U I x (p,+~ ) - M 

definida por HII x {p} x l· r y HII x [P._) - f 11 x [,._) 
representa un elemento de ll(K. "2) (notar que 

(Ix{p) x 1 U Ix (P. -~). Ix{p) x 1 U al x {pJ xl U al x (p._ ~)) •• 

bomeomorfo a (IxJ . i(IxJ))) . 

AplicAndo el Corolado 9. 11 (1'1,)12) - O Y por tant o, H se 

extiende a una aplicación propia 

jj : Ix [p. _) x 1 ~ I! e 1 

t a l que ii (arx (p.+~)x I ) C~ e 12 y ¡jI : I x (P . +~)~ M2 c;12 

Por otra parte, la aplicación 
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r , Ix [O,p] vIx {pI x 1 ---+ 1 

definida por rlI xIO,p! - jllxIO,p! rIIx{p)XI = HII x{p)xI 

8& extiende (oomo en el demostración del Teorema 9) huta unll 

apliOlllci6n 

R, Ix [O,p]xI---+ 1 

tal que RlIx{O)xI valx [O,p]x I vlx [O,p]x 1) CX2 

Entonoes definiendo por : 

TIIxIO,p !x I<R y TIIxIP,_)XI- H 

Tes propi., TO=j, Tla(IxJ)xI ) e 12 y Tl=g , IxJ~12 

• 

Teore_ 11. - (Teore .. de Aproxiaaoión oelular propia) . 

Sea 1 un CW complejo propio finito e Y un oomplejo cIlbico 

propio finito 6 bien un CW oomplejo propio regular finito de 

dimen~i6n menor o igual que J 

Sea f : I - Y una aplicación propia tal que f ItI es oelular 

para alg'UD sl.lbcomplejo ti de X ( ti puede Ber ~) . Entonces, 

exú¡te una aplicación celular y propia g : X - Y tal que 

g/ti "" f!n y g::-p f mediant e una homotop1a estacionaria en M. 

OeIPOstración , - Consideramos la aplicación propia 

F : 1)( O U "xl~ Y definida por F(x.O) cf(x) para cada xEJ 

y Fla,t) - jla) para cada a E}f Y t El . Tu taremos de 

extender F hasta una aplicación propia r : 1 x 1 ---+ Y tal que 

q _ F1 : 1 ----. Y es una aplioaoión celular . Esta exten8ión la 

haremos de forma inductiva sobre los esqueletos de l. 

Para cada O-celda x de X que no está en M, siempre existe 
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un camIlo en Y uniendo 1 (x) oon algó.n vértioe v de Y (ver 

nota al Teorema 2) . Elegimos g(x) "'" v y el oamino oomo h 

homotop1a. Asi obtenemos 

F : l° x 1 U I! x 1 - Y 

Supongamos ahora que r está bien 'exteIldida a p-l)( 1 Y que 

F(X .... l x l) cyJ>-1. (n.l) 

Dada una n-oelda hyD.(!fl. ) de 1 que DO está en M, definimos 

la aplioaoi6n propia k oomo la siguiente oomposioi6n : 

k : ¡nxO ua¡nxlh¡·i'7hyn(I")XO uhy"(aI" )xI e XxO UX .... 1xr 
L...y 

Si h oelda es compacta , (rl\~!D ) = (ED,Sn-l ) y k representa 

un elemento de ~(Y, yn) = O (ver Teorema 3) y por lo tanto k se 

extiende a uno?!. aplicaci6n continua 

G(Efl.x 1) e yn y ésta proporciona una extensión oontinuA de 

Flhl"(En ) x O UbY'(sn-1) xl ' 

F : hyn(En ) xl ----> Y 

y por tanto F(hyn (En) xl) e 1". 

Si h oelda es no compacta, (In.~In ) =- (En-l x J. a (En-t x J», 

oonsideramos un homeomorfismo l : E&-l x J x 1 -_1 1.-1 x J x 1 

que transforme EJrolx J x O U a (E&-1 x J) x 1 en 1 .. 1 x J x O y 

ED-l x Jxl en rD-l x Jxl u~(r .... lxJ)xr. 

Entonce. k .1-llrn-1x Jx O: (1 .... lx Jx O, ~(rD-lx J)x O) ----< (y,1") 

es una aplioaoi6n propia . 

En el caso en el que n = 1, Bea ~ . (J,O ) 
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P representa a un final propio de Y (es decir si X 

posee alguna l-oelda no compacta Y posee al menos un 

final propio, y por tanto también yl) . Como la Aplicación 

inducida por la inclulSiOn 4 : !o(yl) - ~(Y) e8 s obre, 

existe una aplioación propia H : J)( 1 _ -y tal que HO" P 

y H(J)( 1) e yl . Entonoes BIO)(1 representa un elemento de 

"1 (Y, yl, p(O» - O. No resulta a.hora difioil deduoir que existe 

una aplioaoión propia 

G: IO x J x I y tal que GjIO x Jx O - kol-1 l Io x J xO y 

G(IO x J x 1 U ~(IO xJ )x I ) e y1. 

Para n E 2 aplicando el Teorema 10 y par a n::t 3 observando 

que Y = yn en el cas o de ser Y un CW complejo propio regular 

finito con dim Y s: 3, ó bien aplicando el Teorema 7 en el caso 

de ser Y un Cl olIlplej o c:úbic:o propio finit o, se deduce que 

existe una aplicaci ón propia 

G : In x J x l J Y tal que 

GII .... l)(JxO -k o l-1II .... 1)(J XO y G(ID-l)(Jxl Ucl(ID-lxJ )x I ) C.yII. 

Entonce!: (para n::t 1) Gol : rD-l x J )( 1 --+ Y es una 

exten6i6n propia de k y verifioa que Go l(ED-l)( J)( 1) c: yn, y 

ésta proporciona una extensi6n propia de r a 

F , hyn(El>-lxJ) x I~ Y 

(F. (hynxid¡)-G) verifioando que F(hyn([I>-lxJ)x 1) cyn. 

Notar que 18 extensión F : 1 x 1 __ Y obtenida mediante 

este proce~o e~ propia , pues 1 es un CW oomplej o propi o fini t o 

(ver Prop 7 . 1 ) , 
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Observaciopee: . - De la demostraoión Anterior se deduoe que si 

dilD 1 ~ 2, el Teortlml 11 es válido cruando Y es un CW complejo 

propio regular finito de di.men!i6n cualquiera . 

Por otra parte, si I verifica las hipótesis del Teorema 11 e 

y e8 un CW oomplejo propio reqular finito de dimensión 

cualquiera. pero verifioando que las oeldas de dimensión mayor 

o igual que 4 son todas compactas también !e verifica el 

Teorema 11 . (ver la nota al Teorema 4) . 

Si 1 verifica las hipótesis del Teorema 11 e Y es un CW 

complejo propio regular finito de dimensión cualquiera. dada 

una aplioaoión propia 1 : X ---+ y, siguiendo la demostraoión 

del Teorema 11 y utilizando para n l: 3 el TeoreInZl 5. se 

obtiene una aplioaoión propia F : 1 )( 1 ~ Y con FO == 1. F 

estacionaria en K y F1: 1 _ Y verificando que F1(XO} e yO. 

F1(I 1¡Cyl, Fl(X2 ¡ Cy2 y F1(In¡CyD+l par.o.d. n,3 . 

Por ultimo. notar que si el algoritmo de oálculo de las 

homolog1as J •• t... lit se generaliza a CW oomplejos propios 

regulares finitos de dimensión aualquiera, tambi6n se 

generaliza el Teorema 1 y se obtiene, siguiendo la demostraci6n 

del Teorema 11. un Teorema de aproximación celular propia ús 

general . 

212 



[A. 1J 

[A . 2J 

(A . 3J 

(AIJ 

(A-VJ 

(BIJ 

(Bo J 

[BrJ 

(BroJ 

(B", 1J 

[Bnr 2J 

(BI-I!J 

BIBLIOGRAFIA 

ALlIdDER J .. . "Combinatorial Analisis situs" 

Trano . Am. Kath. Soco 26 301-329 (1926) 

AIJtIAmlU J ... -On the ,,\,"ino of a oomplex and 

tbeir duale " Proc . llath. Aoad. Sci . U.S .A. 21 

509-511 (1935) 

ALEI.AlfDD J .. . MOn the oonnectivity ring oi an 

abotraot opace" Ann . Kath . 31 696-106 (1936 ) 

ALEIüOROIT P . MUntersuohungen uber Gestalt 

und lage abgesohloaaener Kengen beliebiger 

dilDenoion" Ann . of Kath . 30 101-161 (1926) 

AIJtIAI'DER J .• . and nBLD D. "I!anifold of 

n-dilDen.ions ". Ann . I!sth . 14 163-116 (1913 ) 

BI.Al"ERS A. L. "$ome relations betyeen homoloqy 

and homotopy groups" Ann of MAths (2 ) 49 

426-461 (1946) 

BORSUI. ~. "Conoerning bomotopy properties oi 

compacta" Fund . I!atb . 62 223-254 (1966) 

BAABAlIA 'f .R . "A tbeorem about looal Betti 

groupo" I!iohigan I!sth. J. 4 13-31 (1951) 

BROWI" R . "Groupoid8 aud van tUlpeD' s tbeorem" 

Proa . Lond . I!sth . Soo . (3) 11 365-401 (1961) 

BROIIJI l... "On the propar hOlDOtopy type of 

simplicial complexas" L.N.M. nI! 375 Springer 

(1915J 

BROWJf K .• . "ContrAotible 3-manifolct. of finite 

genus at infinity" Trans . Amer . Katb 500 . 245 

503-514 (1918) 

BUD:RS A. L. and IlASSET • . S . "Tbe bomotopy 

213 



groupa of • tri.d " Ann . of lIath . (2) 53 

161-205 (1951) 

[8-TJ BRII II.G .• nd TBlcrsTOl T .L. " 00 the propar 

Steenrod. homotopy groupe: and proper embeddings 

of planea into 3-manifolde" 

[Bnr-I!J 

[Bnr-TJ 

[Bu-R-S J 

[C . 1 J 

[C . 2J 

[Co J 

[0.1 

BR<JW.- E .•. arad IlISSER R . MThe 01888ifio&tioD 

of tyO dimensional Jlanifolds" Trans . Amer . MAth . 

SOCo 255 377-402 (1979) 

BROIIII E .II . • nd TOCD:R T .•. "00 propar homotopy 

theory for non oampaot 3-manifolds" Trans . 

Amer . l!ath . 500 . 188 105-126 (1974) 

BUOICRISTIAlO S .. ROURD c. P . .nd SAlDERSOI 

B. J . "A geometric approach to homology theory " 

Londen Katbematical Sooiety . Leotura Note Series 

18. Cambridge University Press . 
v 
CECB E . "Tbeorie g6n~rale de l' homologie dans 

un opaoo queloonquo" F'undam . lIath . 19 149-183 

(1932 ) 
v 
ClCH E . "Les groupe8 de Betti d'un 

infini" F'undam . l!ath. 25 33-44 (1935) 
v 
CERI. Z. "On variOU8 relative proper 

groups 

(1980) 

Tsukuba J . &th . Vol 4 nR 2 

complexe 

homotopy 

177-202 

DOWUR C. B . "Homology qroups of xelatiens" 

Ann . lIath . 56 84-95 (1952) 

¡U;UIDJI J. "Topology" Allyn and Baoon Ino . 

Bo.ton (1966) 

[D-HJ DEBI l. and BEEGAARD P. "Analy.i. .itu." 

[I:II>-H. 1 J 

[I:II>-H. 2) 

Enaylr:lopadie der Katbematiecben WissensohAften, 

111 AB, 3 153-220 Lsipziq (1907) 

DOIIIIIGllEZ E. Y BERlAlUEZ L. J . "Some 

relationahipe betyen proper 
Freudentb.al ' ti ends" Por apareoer . 

DOlfllGUEZ E. y HERlAlUEZ L. J . 

enda and 

"Groupes 

d' homotopie prope associ's a una oategorie de 

214 



[E . 1] 

[E . 2] 

[Ed-H.] 

[E-I!] 

[E-S . 1] 

[E-S. 2] 

[E-Z] 

[E-H-R] 

[F .B . ] 

[G.B . ] 

[Gi . 1] 

[Gi.2] 

proborctisme " C.R . Aoad . So . Pari. 295 161-166 

( 1982) 

IILEJIBERG S. "00 the relation between the 

fundamental qroup of a spaoe and the higher 

hOlllOtopy groupo" Fund. IIAth . 32 167-175 (1939) 

II:ILDBEIIG S. "Singular homology tbeory" Ann . 

of IIAth . (2) 45 407-447 (1944) 

EDWARDS D. And IlASTIIG B. "Cech and Steenrod 

homotopy tbeories Yith applioations to Geometria 
Topology" L.N . I! . ~2 Springer (1976) 

EILDBEIIG S. and ll6C LAIE S. "Aoyclic model." 

Amer . J . l!atb. 75 189-199 (1953) 

EILUBERG S. and STEUBOD • . E. "kdomatic 

approaoh to bomoloqy tbeory" Proc".Math. Aoad . 

Scl. U. S .A. 31 117-120 (1945) 

EILDBK.RG S . and SfIDROD •. E. "Foundationa 

of a.lgebraic topoloqy" PrincetoD University 

Pre.. (1952) 

EILDBERG s. and ZILBER J.A. 
"Semi-simplicial complexes and singular 

bomology" AnD . IIAtb . 51 499-513 (1950) 

EI'fREl!IAlfA J. I.. HEOAIIDEZ L. J. Y RITAS 

•. '!' . "UnA (co) homolog1a propia .. Actas 1 

JornAdas Hispano-lusAs de MateD. tialla. Murcia 

(1985) . 

FRJ:UDDTB.AL B. .. Uber di. enden topologi8oher 

numo und gruppen" IIAth . Z . 33 692-713 · (1931) 

GRAY B. "Homotopy tbeory" Aoademic Presa: 

(1975) 

GRIFFI'!'IIS B. B. "Local Topologioal inva~iant. " 

Proc . London l!atb . Soo. (3) 350-367 (1953) 

GRIlTlt'IIS B. B. "Tbe fundamental group of two 

spaoes yith a cOIllDOn point" O. J . L. Matb . Oxfor¡;1 

(2) 5 , 175-190 (19~) ,oorreotion (2) 6 • 

154-155 (1955) 

215 



[G-l!-l!J 

[HaJ 

GARCIA-BARGALEF-O~O-ourERlLO-PI.ILLA. 

"Topoloq1a" Tomo 1 , Alhambra (1975) 

1üRJtOLD O.G . "Euclidean domaina witb uniformly 

a.belian looal fundamental groups" Trlms. Amer. 

l!atb. 500. 67 120-129 (1949) 

[Be . ] HlUdDEZ L.J., "A Dote en proper invariants " 

Publicaciones del Sem. KAt. Gare1a de Galdeano . 

[Hu . 1J 

[Hu 2J 
[H. 1J 

[H. 2J 

[Hw-SJ 

[ JJ 

[XJ 

[K-KJ 

[KuJ 

[L 1J 

Serie Ir. aección 1 ni 12 (1984) 
BU S. 1'. "Alqebraic Looa.! in.variante of topologi

cal .pao •• ·· Compo.itio l!etb . 13 ln-218 (1958) 

BU S.1'. HHomotopy theory" Academic Press (1959) 

BURDlCZ •. "Beitriiqe Zur topologie der 

deformationen I-IV" Neder Akad Wetenscb Proe . 

S.r A 38 112-119,521-528 (1935) ; 39 

117-126,215-224 (1936) 

IlUR.EWICZ ... "OD duality theorems" Bul1 . Amer . 

l!atb . 500. 47 562-563 (1941) 

HURPlCZ • . aud STIDROD 

relations in fiber apaces " Proe. 

U.S .A. vol 27 60-64 (1941) 

•... Homotopy 

Nat. Acad . Soi. 

JORDAlI' c. "Des oontoura trao6s our l •• 

.urfac .. .. J . l!atb. p.lres appl. (2) 11 110-130 

(1866) 

X.AJI D.1I. ".Abtstraot homotopy" Proo. 

Soi . U.S .A. 41 1092-1096 

255-258;419-421;542-544 (1956) 

I:ODAIIA Y. aud I:OYAIIA A. "Hur.vi"" 

the!>rem fer Steenrod bomoloqy" Am . 

363-367 (1979) 

l!atb . Acod . 

(1955) ; 42 , 

ieomorphism 

l'tAth . Soo . 

~ERBIRG ~. "An ilJomorphism theorem of the 

Hureyicz type in Bor8uk' s theory of sha.pe" 

Fuudamento l!atb . 51 21-33 (1972) 

L1tFScm:T2 S . "Topology" Am . l!atb . Soc o 

Colloquium Publ . uR 12 Noy York (1930) 

[L 2J L1tFScm:T2 S. "an ' siugular eh.iu. on ayol .. .. 

216 



[L 3J 

[LeJ 

[Lu-WJ 

[NJ 

[1Ia ) 

[Ky J 

[Ho) 

[Kr-UJ 

[OJ 

[P J 

[Po) 

[PrJ 

Bun .' Am. llath . 500.39 124-129 (1933) 

UFStHitZ S. "Alg.br~io Topology" M . Xath. 

500 . Colloquium Publ . n' 21 New Yo. (1942) 

LISTIaG l. B. "Oer Ceosu8 rJiumliohe oomplexe" 

Góttinqon (1862) 

LllIIDltll A. 'f. aDd RIIIGIWI S. "n. topoloqy of 

C"Ir-oomplexes" !he Univereity Beries iD. Rigber 

MAtematica . Van Noatrad ~einold Campany (1969) 

IlASsn lf. S. "Singular homoloqy theory" GTI! 10 

Sprinq&r (1980) 

BADIDER C.R.F. 
No'tr.nd (1910) 

"Algebraic Topology" VAn 

IlATER ... "Uber abstrak.t e topologie" Kh . 

Kath . 36 1-42 (1929) 

1I0RITA l.. "The Hure"icz And Whitebead tbeorems 

in abape theory" SoL Rep . Tokyo Daiqaku, Sec A 

(12). 246-258 (1914 ) 
v 

IlARDESIC S. and OIIGAR S. "rbe relative 

Bureyicz theorem in sbape tbeory" Glasnik Hat. 9 

311-321 (1914) 

OLUJI P. "Non-abelian oohomology and van 

Kampen · . th.orem" Ann . llath . 68 658-668 (1958 ) 

PARlIGIS B. "Categories and functors " 

AcAdemio Pre.' (1910) 

POIBCARE R. "Analyeis .itus" J. Ecol e 

Polytooh . (2) 1 1-121 (1895) 

PORTER T. "Homotopy groups fer atrong shape and 

proper homotopy theory" Conveqno di Topologia 

Sorio Ir n'4 (1984) 

[O 1J OUlGLItT J. B. "Shape thoory. Approaohinq thoory 

[O 2J 

and A Hureyioz tbeorem" thesis India.na 

University, Bloomington (1910) 
OUlGLIY J . B. "A1:J exaot seque-noe 

to tbe (n_l)l!It fundamental groups 

11 195-210 (1913) 

217 

frODl the n tb 

FUnd . Kath . 



[R} 

[Se} 

[Si} 

[St} 

[S-T} 

[T} 

[V K 1} 

[V K 2} 

[Ve} 

[Vi 1} 

[Vi 2} 

[W} 

[W .G. 1} 

[W .G. 2J 

RAUSSD R. "Hureyioz laomorpbism and Whitehead 

theore. in pro-oategorie." Arob . Hath . (Basel) 

Vol 30 153-164 (1978) 

SERRE J . P . "Romologia sinquli6re des espacee 

fibr68" Ann . of l!ath . 54 425-505 (1951) 

SIIBDIUI'W L . C . "Infinita simple homotopy 

tipa. " IndAg . l!ath . 32 479-495 (1970) 

S'rIDROO •. 1 . "Regular cicles oi oampact 

metrio .pao .... Ann . of l!ath . Vol 41 0 8 4 (1940) 

SJ:IFEIIT B. and rBRI:LFAU. "Lehrbuoh der 

Topologie " Teuhner Leipzig (1934) 

tIETZE B . "Über die topoloqischen invarianteo 

mehrdimeosionaler Kannigfaltigkeiten" Kh . Katb . 

Pbys . 19 1-118 (1908 ) 

TAl ~n I.R. "Die kombinatorische topologie 

und dio dualitatBsat" tbe Rague . Tbesis Leyden 

(1929 ) 

TAl KAIlPEI E.B. "On tbe oonneotion b.t ..... n the 

fundamental groups of some related apaces 

Ann . J. Hath . 55 261-267 (1933) 

HBLD O. "Analysis .itus " Ann . l!ath . Soo . 

C0110quium Pubb . o' 5 Parte 11 • N •• York (1922 ) 

nErORIS L. "Uber die bOhereo Zusommenho.g 

kompakter JUiume und aine 
Zusammenhaugstreuen abbildungeo" 

97 454-472 (1927) 

tIaese von 

l!ath . Ann1n . 

TIErORIS L . "Obor die homo1ogie gruppan der 

veireinigung zyeier komplexe " l!b. . llath . 37 

159-162 (1930) 

WALL C.!' .C. "an the exaotne •• of interlooking 

sequenoea L" enaeignement KAthematique 12 

95-108 (1966) 

IfHlrEHEAD G .• " ooHomotopy theory " Masaachuaett8 

Institute of reohn01ogy (1966) 

WHITEHEAD G" W. "Elementa of homotopy theory" 

216 



[W:h 1) 

[Wb 2) 

[WiJ 

G.T.K. 61 Springer (1978) 

WBITIHEAn J . B . C. "00. tbe qroups -r(Vn,m) and 

spheree bundles " Proo . LondoD llath . Soo . (2) vo l 

48 243-291 (1944) 
WlIIrERIIdl J .B . C. "Combinatorial homotopy l" 

Bull . Ano . Katb . Soo . 55 213-24 5 (1949) 
WBlDET B. "On produots in a complex" AnD . 

Katb . 39 397-432 (1938) 

219 


