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INTRODUCCION

La presente memoria tiene como objetivo estudiar algunos
invariantes de homotopia propila y las relaciones gue existen
entre ellos. Con esto se intenta establecer una base adecuada
sobre la que elaborar un estudio de la extensién y
clasificacién de aplicaciones propias (tema central de la
meworia gque est4 realizando J I. Extremiana, compafiero con el
que mantenemos vuna estrecha ocolaboracién) y que podria
resultar interesante de cara a la clasificacidén de variedades

abiertas

Este tema fué sugerido por el Dr.L.J.Hernandez, bajo cuya
direccién se ha realizado todo el trabajo, en Octubre de 1 983
cuando inicid un curso especial sobre “Elementos de homotopia

propia” en el Colegio Universitario de la Rioja

Al cominenzo de cada uno de los cuatro capitulos de que
consta la memoria hemos hecho un breve resumen. No obstante,
realizaremos uno aqui, para que el lector pueda tener una idea

general sobre el trabajo realizado.

Ep el C#pitulo_l se hace un estudio detallado de los grupos
v
de homotopia propia §, definidos por Cerin (Ce] y I, definidos

por L.J.Hernandez [He.] para espacios topolégicos con rayo



hase o pares propios con rayo base.

Para ello se dan otras definiciones alternativas de estos
grupos, oconsiderando como espacio de.partida un (n+l)-cube no
compacto I® xJ (I = [0,1], J = {0,+=)) y aplicaciones propias
bastante "rigidas” Estas definiciones permiten demostrar
michas propiedades con una formulacién geowétricamente may
cémoda, como ncurre cuando se elige como espacio de partida el
n-cubo compacto I® para definir los grupos de homotopia de
Hurewicz, M

En este msmo capitulo se obtiene, tanto para el caso
absolute como para el relativo, que la relacién existente
entre los grupos anteriormente citados viene dada por una
sucesién exacta:

M Iy —— Iy Ty ——

Por otra partve, se demuestra que, entre otras, existe una

accién del primer grupo de homotoplia propia absoluta de Eerln,
R(. en todos los demis grupos (tanto en el caso abscluto como
en el relativo) que ademids es compatible con la sucesion
exacta que los relaciona.

Agl comc  la accidén del grupo fundamental en los demds
grupos de homotopia de Hurewicz conduoce a la interesante
nocién de n-simplicidad (que en este trabajo llamaremos
(A)n-simplicidad), condicién que permite dar una
interpretacidén geométrica de los grupos de ' Burewioz
independiente del punto base, las aociones definidas dan lugar
2 nociones de (T) n-simplicidad y (%) n-simplicidad, con las‘que

se obtienen interpretaciones geométricas de los grupos de



homotopia propia I, y R, independientes del rayo base

En 1.984, L J.Bernadndez (de quien fueron las ideas
originales) junto ocon J.I.Extremiana y la autora de este
trabajo, definieron unag nuevas teorias de (co)homologia
(J*)d» y (E*)Ex que llamaron (co)homologia singular propia y
(coYhomologia final propia respectivamente (E-H-R].  Ambas
estan. definidas en la categoria de los pares propios Yy
aplicaciones propias, y constituyen invariantes del tipo de
homotopia propia

Estas teorias estédn inspiradas en la teoria de homologia
singular H; que W S Massey desarrolla en [M] utilizando n-cubos
singulares (aplicaciones continuas de un n-cubo compacto en el
espacio en cuestion). Con técnicas parecidas a las Suyas pero
uvtilizando n-cubos singulares propios (aplicaciones propias de
n-cubos compactos o no compactos en el espacio) £e obtiene la
homologia J; y factorizando por los cubos compactos la E;.

Estas teorias estédn relacionadas por una sucesién exacta:

. » Hpyy > Imi > Enug » By —

En [E-H-R] se desarrollar algunas propiedades de estas

teorias de homologia y se definen unos nuevos complejos, los
complejos oubicos propios finitos (espacios oonstruidos con un
nimero finito de cubos compactos © no compactos) inspirados en
los complejos simpliciales, pero con los que es posible
conseguir egpacios no compactos de un modo finito.

Egos nuevos complejos resultan adecuados para estudiar las

bhomologias propias pues en ellos es posible dar un algoritmo



de cadleulo basado en la estructura esqueletal.

El Capitule II de la memoria estd dedicado a introducir
estas teorias vy completar algunas de sus propiedades, asi
como a establecer teoremas de escisién y Mayer-Vietoris para
la categoria de los complejos cubicos propios finitos con
bipétesis wmenos restrictivas, pues en general para estas
homologias propias a las condiciones habituales para estos
teoremas hay que afadir otras concernientes a finales de

Freudenthal de los espacios involuocrados.

En toda teoria de homotopia es importante encontrar la
relacién existente entre grupos de homotopia y grupos de
homologia. Aqui nos planteamos también este problema y a é1
estd dedicado todo el Capitulo III.

La relacién entre los grupos de homotopia de Hurevwicz y los
de homologia singqular es ampliamente conocida, viene dada por
la aplicacién de Hurevicz, que denotamos pg. n—— H,, y los
respectivos teoremas de Hurewicz para el caso absoluto vy
relativo

Por otra parte, para el casoc absoluto, en [He.), se prueba
que los grupos de homologia final propia E,((X) son isomorfos
aln(i,M), siendo estos ultimos los grupos de homologia local
de Hu {Hu.1] y % 1o compactificacién de Alexandroff de I por
el punto . Esto, unido al hecho de que los grupos de Eerin:gn
son los de homotopia local de Hu [Bu.l]} de la compactificacién
de Alexandroff del espacio en cuestién (también en el caso

relative), conduce a obtener en [He.] un homomorfismo de



Hurewicz (para el caso absolutec y n » 1) pg:lln—v E .1 que
satisface el teorema de Hurewicz. También en [He.] se obtiene
para el caso absocluto y b > 1, un homomorfismo natural de
tipo Hurewicz, plié—» Jney (isomorfismo s1 los grupos Ly
Xy 50on triviales para r < b, con n : 2) que hace conmutativo

el diagrama:

b —— nn"l__) }n_ﬁh > nn
Px Py Py

T By dpy —— By > By
De manera sencilla en el pirrafo 1 del Capitulo II]1 se
obtiene un homomorfismo de Rurewicz y el correspondiente

teorema, entre los grupos T y E;, | para el caso relativo y
n2> 2

Posteriormente, en el parrafo 2, se define una aplicacién
de tipo Burewiocz para el vaso relative y n 2 1, p;, entre los
grupos I y Jy,.q. Se comprueba que es homomorfismo para n : 2.
Asimismo se observa que hace oconmtativo un diagrama andlogo
a2l anterior para el caso relativo. También, que para un par
propio con un rayo base (X,A, @) de forma que los grupos
(X, AQ(0)) = 0 para cada r < n , I (X,A0) = 0 para cada
r < n-1, vy mMp(X), ng(a).3p(X, @), Ip(A.@) son triviales,

A1 (R AQ) ~— Jp 4 (X,A) es un epimorfismo ocuyo nucleo
co:)tiene al subgrupo generado por los elementos de la forma
t-u .. donde § € T (X, AQ) , uE R(AO) Yy u b denota
la accién de u en §.

Intuyendo que ésta puede ser efectivamente la forma del



nicleo (nétese que no es la habitual), el resto del cépitulo
va encaminado a demostrarlo, siguiendo uh proceso en cierto
modo paralelo al que suele utilizarse para probar el Teorema
de Hurewioz entre los grupes N, y Hp.

Para ello, se estudia otra manera menos rigida de defipir
los grupos I, que la dada en el Capitulo I, aunque se siga
utilizando como espacio de partida I® xJ, estructura que aun
nos interesa conservar para tener formulaciones geométricas
sencillas. Esto permite dar up Teorema de 2diciép de homotopia
propia, parecido al clasico, en el que esti involucrado el
bomomorfismo M, — J,. MAs adelante se contruyen unos
complejos de cadenas parecidos a los de  Eilenberg-Blakers
para homologia singular, que dan lugar a grupos de homologia
propia que son una especie de puente entre los grupos I, v J,.q
y & través de ellos se obtiene finalmente el resultado

deseado.

Es bien oonocida la importancia de los CW complejos (que aquf
llamaremos  clasicos), generalizacién de los complejos
simpliciales, en la teoria de homotopia. Nos habiamos
planteado el problema de encontrar espacios que generalizaran
a los complejos olbicos propios finitos y a los CW complejos
clédsicos y que fuesen un marco adecuado para el estudic de 1la
bomotopia propia.

Ezra generalizacién se da en el Cépitulo IV, donde se
definen los CW complejos propios (intuitivamente, son espacios

construides pegando sucesivamente celdas compactas y no



compactas por aplicaciones propias de sus bordes)

En el parrafo 1 se da una definicidén gue no corresponde a
esta 1idea intuitiva (lo que se -hace en el parrafo 2
introduciendo los espacios celulares propios y viendo que son
equivalentes las dos definiciones) pero con la que se
demestran mds fédcilmente alqunas propiedades basicas.

Entre otras, se prueba que todo subcomplejo de un CW
complejo propio finito posee la propiedad absoluta de
extensién de homotopia propia en éste.

También se observa que es posible obtener un algoritmo de
cidlculo de las homologias Hx, Jx y Ex, a través de 1la
estructura esqueletal, para un CW complejo propioc regular
finito (en el caso de J.» y E., debe afadirse la condicién de
que la dimensién sea menor o igual que 3).

Si I es un CW complejo clasico, I® el n-esqueleto y x, € X®
el heoho de que nr(X,Xn,xo) = 0 para cada r < n, permite
demostrar de wmanera sencilla el Teorema de aproximacién
celular (ambos resultados fueron probados por J.H.C. Whitehead
[Wh.2)). Si se obtuviera para los grupos R, y T._; del par
(X,I®), donde ¥ es un CW-complejo propio, la trivialidad para
r <n, seria facil entonces demostrar un Teorema de aproximacién
celular propia. En el o0aso de los grupos de Hurewicz
demostramos que el resultado de Whitehead puede generalizarse
sin ninguna restricoién, pero en el caso de los grupos T,
s6lo se obtieme trivialidad para r < n, y ya oon algunas
restricciones. No obstante, utilizando los nuevos Teoremas de

tipo Hurewicz y los grupos de homologia propia, se van



elaborande una serie de teoremas que permiten dar condiciones

suficientes para que exista aproximaoidn celular propia.

A continuacién, incluimos unas pequefias notas histéricas
sobre algqunos conceptos fundamentales que aparecen en este
trabajo

El concepto de homotopia, al menos para aplicaciones del
intervale vunidad, es debido a C. Jordan en un articule gde
1.866 [J]. la palabra homotopia fué utilizada en pramer lugar
por N. Debn y P. Heegard en un articulo conjunto de 1.907 [D-H)

El grupo fundamental, uno de los conceptos IAs lmportantes
de la topologia algebraica, es debido a H. Poincaré, que hablé
de é1 en su “Analysis situs” de 1.895 {Po}. En este mismo
articulo dié también varios ejemplos de odloulo, algunas
aplicaciones e introdujo el término simplemente conexo. En
1.908, H.Tietze [T] demostré para poliedros diveros teoremas
de célculo del grupo fundamental. Uno de 1los tecremas de
cdlculo mar importantes, el Teorema de Van Kampen, fué probado
originalmente por Seifert y posterior e independientemente por
Van Kampen en 1.933 [V.K.2]. H.B. Griffits [Gi.2) ep 1.955 vié
con un ejemplo que el teorema no es valido para espacios mis
generales. No obstante, P. Olum [O] en 1.958 y R. Brown [Bro]
en 1.967 dieron generalizaciones del teorema.

La nocién de grupos de homotopia de dimensién superior es

debida a E. Cech [C.1] en 1.932, sin embargo quien los estudié



y desarrolle fué W.Hurewicz [Hv¥ 1} en una serie de articulos
de- los afios 1.935-36. Trabajo con ellos como grupos de
homotopia de espacios de tunciones ;propiados Yy la notacion My
que hoy es habitual es debida a é1l.

El primero en demostrar que el grupo fundamental actua en
los grupos de homotopia de dimensién superior fué S. Eilenberg
[E.1] en 1.939.

Los grupos de homotopia relativa de un espacio topolégico,
modulo un subespacio, en un punto dado, fueron introducidos en
un articulo conjunto por W. Hurewicz y N. E. Sceenrod {Hw-§5)
en 1.94), e independientemente en 1.944 por J.H.C. Whitehead
{Wh.1]. Grupos de homotopia de un triple fueron definidos por
A.L. Blackers y W.S. Massey en 1.951 [Bl-M].

Seifert y Trelfall [S-T] en 1.934 definieron grupos
fundamentales locales de espacios triangulares, que obviamente
se generalizaron a grupos de homotopia locales de mayor
dimensién. En espacios generales, un metcdo para definir
grupos fundamentales locales, y por tanto grupos de homotopila
local de mayor dimensién, fue sugerido por 0.G. Harrold (Haj
en 1.940. Una definicién explicita de éstos fué dada por
Griffits [Gi.1l]) en 1.953 y en 1.8958 S.T. Hu [Hu.l] definié
grupos de bhomotopia local como grupos de homotopia de Hurewicz
de un espacio tangente, que en buenas condiones coinciden con
los de Griffits y Barrold.

La utilidad de estos grupos es grande y muy 1mportantes sus
aplicaciones al <campo de la topologia algebralca: la

bibliografia al respectc es demasiado extensa come para



intentar siquiera resumirla aqui. Con estos conceptos se
trabajé siempre, en diferentes oategorias, oon aplicaciones
continuas.

En el estudio de espacios no compactos, el primerc eb
proponer gue las bipdtesis de homotopia deberian darse en la
categoria de las aplicaciones propias mejor que en la de todas
las aplicaciones ocoptinuas fueé L.C. Siebenmann [Si]) en 1.970.

Functores del tipo de los grupos de homotopia, pero que son
invariantes del tipo de homotopia propia, fueron dados por
E.H. Brown en 1.974, ({Brw.1) y [Brw-T). Definié éstoz como
clases de homotopia propia (relativas a [0,+2)) de
aplicaciones propias de SB ([0,+x) Jjunto con una n-esfera
distinta pegada en ocada entero) en un espacio X.

Ep (Brw.1] caracterizé las equivalencias de homotopia propia
en la categoria de Jlos complejos simpliciales conexos
localmente finitos y de dimensién finita en funcién de estos
nuevos grupos y de los fl;. Ademds hizo chlculos de estos grupos
tomando el li{mite inverso de sitemas inversas de grupos de
homotopia cldsicos.

En [Brw-T}, [Brw-2), y [Brw-M) se dedica a estudiar con estos
grupos variedades abiertas.

T.Porter en [Pr.) indica que Waldbausen, en una comunicacién
privada en 1.980, le babia sugerido una idea, en el marco de
la pro-homotopia, para oconstruir nuevos grupes de homotopila
propia.

Estos grupos, oon una traducoién geométrica, y algunos mas

aparecen definidos en un artfculo de 2. Cerin [Ce] de 1.980.

10



Los depota 1, vy los relaciona oon los grupos de bhomotopila
local de Hu. También relaciona estos grupos y los de Brown con
los definidos por OQuigley ([0.2] en el marco de la teoria
shape. Independientemente, T.Portqr obtiene en [Pr.] esta
relacién.

Grupos de homotopia propia asociados a upa teoria de
bordismo fueron definidos por E.Dominguez y L.J. Herndndez en
un articulo conjunto de 1.982 [Dm-He.2].

Posteriormente en 1.984, L.J. Hernandez define unos nuevos
grupos de homotopia propia, que denota 1, [Be.], que junto cop
Jos de Cerin y los de Hurewicz son los que se utilizaradn, como

hemos sefialado anteriormente, en la presente memoria.

En ocuanto a la bhomologia, los grupos de homologia de un
poliedro fueron introducidos por Poincaré [Po] en 1.895. la
generalizaocién de éstos para el ocaso relativo fué dada por S.
Lefschetz en 1.927. S. Eilenberg, en el prélogo de su artioule
"Singular Homology Theory” [E.4], esencial para el desarrollo
posterior de la teorfa de homologia, relaciona los grupos de
homologia con la teoria de complejos abstractos [L.3}, y dice
que para copstruilr una teorfa de homologia para espacios
topolégicos existen dos métodos. E]1 primero de ellos esté
basado en el estudio de aplicaciones continuas de un espacio
topolégico dado en un poliedro. E1l segundo es opuesto, pues se
basa en el estudio de aplicaciones continuas de un poliedro en
el espacio topolégico dado.

El primer método estd ilustrado por el procesc de

11



Alexandroff-Cech [A2], [C.1), ep el que el espacio es enviado
sobre los pervios de sus cubrimientos. También en la teoria de
Viétoris (Vi.1], en la de Alexander [A.3) y en la de los
ciolos regulares de Steenrod [St.] se utilizan métodos de
este tipo (Dowker probé en (Dwv] que las definiciones de
Viétoris y Alexander son equivalentes a las de éech).

El sequndo métodoc oconduce a la teoria de homologia singular,
desarrollada en primer lugar por S. Lefsochetz [L.2] en 1.933,
utilizando simples singulares (pareja (8.T) doende s es up
simple orientado y T upa aplicacién continua de s en el
espacio dado). Parece ser que la idea original fué de Veblen
(Ve] en 1.822.

Posteriormente, S. Eilenberg, siquiendo la idea de Lefschetz
pero utilizandc simples con vértioces ordenados, desarrollé mas
la reoria de homologia singular.

la demostracién de que los grupos de homologia son
invariantes del tipo de homotopia fué dada por Veblen [Ve) y
Alexander [A.1] (ambos trabajos estan realizados en el
contexto de homologia simplicial de un poliedro).

La sucesidn exacta de homologia asociada a un par fué
formlada por Eilenberg y Steenrod [E-S.1] en 1.945, aunque la
idea fué de Hurewicz [Hw.2}.

La férmula para los grupos de homologia de la unién de dos
poliedros (teorema de Mayer Viétoris) fué dada por Mayer (My]
y Viétoris [Vi.2]). la formulacién actual del teorema es debida
a Eilenberg y Steenrod [E-S 2] en 1.952.

la homologia con coeficientes en un grupo fué utilizada en

12



primer lugar por Tietze en 1.908 y por Alexander y Veblen en
1.913 [A-V), todos consideraron el grupo Z,. la generalizacidn
a coeficientes en ZP’ para varios enteros p, fué hecha por
Alexander [A.1] en 1.926. Cech (C.2), en 1.935, definié
homologia oon coeficientes en un grupo arbitrarioc y establecié
un teorema de coeficientes universales,

la teoria de cohomologiz se originé con los pseudocidos de
Lefschetz [L.1) en 1.630 y fué desarrollada posteriormente por
Alexander [A.2], Whitney (a quien &8e debe la palabra
cochomologia) [Wi.] y el propio lefschetz [L.3).

Grupos de homologia local fueron introducidos en primer
lugar por E.R. Van Kampen [V.K.l1l] en su tesis (1.929) y otros
por H B. Griffits [Gi.l) en 1.953 y por F.R. Brahama [Br] en
1.957 mediante procesos de limites. En 1.958 S5.T. Ku [Hu.1l]j
introdujoc grupos de homologia local como grupos de homologia
de un espacio tangents.

Recientemente (1.980), W .S5.Massey {M] desarrolla toda 1la
teoria de homologia singular utilizando cubos singulares en
lugar de simples singulares vy haciendo oociente por 1los
degeperados. Sin embargo, ya habian sido utilizados cubos
singulares para desarrollar los grupos de homologia por
G.W.Whitehead en ({W.G.1] donde alude a los trébajos de
Eilenberg y Maclane ([E-M]de 1.953 y de Serre [Se] de 1.951.
Parece,por tanto, que la idea original de construir la

homologia singular con cubos es de Serre.

Existe una relacién natural entre los grupos de homologia

13



singular y los grupos de homotopia de Hurewiccz, dada por un
homomerfismo natural que en buenas condiciones es isomorfismo
(Teorema de Hurewicz, ya citado anterioremente). El teorema
fué establecido en términos de homologia simpliocial y grupos
de homotopia absoluta por el propio Hurewicz en 1.935 para
poliedros simplemente conexos. Fué S.Eilenberg {E.2] quién en
1.944 demostré que el primer grupo de homologia singular es el
abelianizado del grupo fupdamental y Blakers ([Bl] ({(quién
introdujo los grupos de homologia relativa que generalizaban a
lose de Lefschetz) demostré en 1.948 el teorema de Hurevicz
para el caso relativo determinando el nicleo del homomorfismo.

Teoremas de tipo Hurewicz se intentan obtener en toda teoria
de homotopia.

Asy en 1.972, K.Kuperberg [Ku] prueba otro teorema de tipo
Burewicz entre los grupos de homotopia definidos por Borsuk
[Bo} (grupos de teoria shape) y los grupos de homologia de
Viétoris—éech, para el ca2so absoluto y dimensidén mayor o iqual
que 2. En 1.97%, Y. Kodama y A.Koyama [K-K) demuestran, ep este
mismo marco de la teoria shape, otro teorema de tipo Hurevicz
entre los grupos de homotopia de Ouigley [0.2) vy los de
homologia de Steenrod (St.] para e}l caso absoluto. Trabajos
oomo los de Mardasio y Ungar [Mr-U) y K.Morita [Mo] dentro de
la teorfa pshape y de M.Raussen [R] en procategorias se
refieren también a teoremas de este tipo.

En el maroo de. la bomotopia propia, oomo se ha citado ya,
teoremas de tipo Hurevicz para el caso absoluto ban sido

establecidos por L.J.Herndndez {He.) en 1.984.
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Tanto los grupos de homotopia comc los de homologia rse
definieron en principic para complejos simpliciales o
poliedros, espacios muy sencillos oconstruidos con simples.

El estudio de los oomplejos simpliociales de dimensién 1 y 2
se remonta a)l menos a los tiempos de Euler. Un estudio de
complejos simpliciales de mayor dimensidén puede verse en un
artioulo de J.B.Listing [Ls] de 1.862. Estos complejos fueron
generalizados en varias direociones.

S.lefschetz [L.1] en 1.930 trabajé oon oomplejos
simpliciales construidos con infinitos simples. Redugiendo
condiciones de 1linealidad se llega a 1la nocién de CW
complejos, iptroducides por J.H.C . Whitehead [Wh.2] en 1. 949.

los complejos semisimpliciales fueron definidos por
S.Eilenberg y J.A.Zilber (E-Z) en 1.950. Otros tipos de
complejos, han ido apareciendo posteriormente en la literatura
matemdtica, como los complejos de celdas [Lu-W]) vy los

complejos de bolas {Bu-R-S].

Nota.- La memoria estd ordenada por ocapitulogs y éstos por
pirrafos. En cada parrafo se han pumerado correlativa y no
separadamente las definiciones, teoremas, proposiciones, etc,
por orden de aparicién. Cuando se hace alguna referencia, 81
por ej)emplo ésta es al Teorema 3, significa que éste se

encuentra en el mismo pérrafo que estamos leyendo; si es al
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Teorema 3.4 significa que es al Teorema 3 del parrafo 4 del
mismo capituloe que estamos leyendo; si es al Teorema 3.4.I11
significa que es al Teorema 3 del pdrrafo 4 del Capitulo III.
El simbolo # denota el final de una demostracidn.
Las referencias bibliograficas que se realizan, aparecen en
la Bibliografia ordepadas alfabéticamente, dando prioridad en

cada letra a los articulos o libros de un so0lo autor.
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CAPITULC 1

GRUPOS DE HOMOTOPIA PROPIA

El presente capitulo tiene como objetive estudiar
detalladamente los grupcs de homotcopla propia X , definidos
por Z.Eerin en (Ce], y I, definides por L.J. BHernandez en [He ]
¢ independientemente por M G.Brin y T.L.Thikstun en [B-T].

Z.Cerin define, para un espacic X y un rayo @ en X, 1 (X, Q)
come el conjunte de clases de aplicaciones propias

f: (8" 2)—— (I,a) tales que f(«,t) = @(c) donde st =
=38 xJ y «=ax) con . €SN, bajo la relacién de homotopia
propia ( rel %}

Para un par propio (X,A) y un rayo & en A define M, (Z,A,Q)
considerando aplicaciones propias del tapo (QF,; )y —
(¥,A,0) donde D = DM xJ.

L 3. Hernandez define I (X, Q) y  I(%. A a) de manera
analoga pero utilizando en el pramer caso aplicaciones propias
del tipo: (g8, £)— (X,a) donde SB = §P/SPx 0, y en el
sequndo, aplicaciones propias del tipo { Eﬁ,gﬁd,; ), donde

D% = DR/ DR x0.
=0 =

En los parratos 2 y 3 damos definiciones alternativas de
estos grupos, considerando por ejemplo, para definir L (X.a),

aplicaciones propias del tipo:



(I" xJ, 3I® xJ. AI® x 0) —— (X,a,x(0))
y homotopias propias relativas a (31" x J, 9I® x 0)

Si p es la identificacién: I® —— IM/3IR = SP, como J es
localmente compacto, p x idy: I® x J — (IR/AT®) xJ = SBx J es
una identificacién propia.

El lector observara rapidamente que f — § o (p x idj) induce
una eguivalencia natural entre el fupoter R, definido por
Cerin y el que definimos en el parrafo 3, para el caso
absolutc. Consideraciones parecidas conducen a obsevar que lo
mismo ocurre en el caso relativo y tambien para T, .

Un motive para preferir, en principio, las defaniciones que
damos para estos grupos utilizando como espacic de partida
IRy J y aplicaciones propias bastante "rigidas”, comparables a
la definicién de los grupos de Hurewicz Ty que puede verse por
ejemplo en 2.1V y 3.1V de (Hu.2], es que la demostracion de
muchas propiedades puede hacerse con una formulacion
geométricamente muy coémoda, y por otra parte son adecuadas
para el desarroljo de capitulos posteriores

En el parrafo 4 demostramos que la relacién existente entre
estos grupos y los de Hurewicz viene dada por una sucesion
exacta

e My o S Iy Ty ——
tanto para el caso absoluto como para el relativo.

En los parrafos 5,6 y 7 se analiza el papel que juega el
rayo base en la definicién de estos grupos, obteniendose una
accién de Ry ( inocluso en toda la sucesién exacta anterior ),

que da lugar a conceptos de I-simplicidad vy I-simplicidad,
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interesantes en la medida en que son condiciones Qque
permitiran dar ipterpretaciones geometricas de estos grupos

independientes del rayo base.

1.- Notaoién y preliminares

I es el intervalo cerrado (0,1)

n
T

IM =T x.. " x I, 10 = {0)

J es el intervalo semiabierto ([0, +eo)

n
P e

JB =3 %" "x 2
R es la recta real

n
R: = R x

e

. x R

D" es la n-bola unidad

S™ es la n-esfera unidad

Liamaremos n-cubo propio a K; x ... x K  donde K =1 ¢ J
para todo i = 1,..,n (compacto si para toedo i =1, . ..n, Ky =1
Yy no compacto en otro caso).

Denotaremos 9(K; x ...xK,) ( y leeremos borde de K; x .. xXK;)
2 [ (ry....tn) € Ky x ... X Kn| existe 1 € {1,..,n} tal que,

ty =0061581K =1dbienty =0 51 Ky =1J}

int A se leerd interior gde A.
cl A se leers clausura de A.
Fr A se léera frontera de A.

En general a 1las aplicaciones continuas entre espacios

topologicos las llamaremos sencillamente aplicaciones y solo
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emplearemos la palabra continua para el caso en el que

deseemos resaltar por alqun motivo este hecho

Tanto en este capitulo como en posteriores trabajaremos en

diversas categorias :

1.- La categoria de los espaciog topolégicos y aplicaciones

propias ( ver [Dm—Be 1))

Definigjép 1.- Sean X , Y espacios topologicos. Diremos que
una aplicacién f : ¥ — Y es propia sii es oontinua y f‘l(K)

es compacto para todo K compacto-cerrado de Y .

Definigién 2.- Dos aplicaociones propias f , g: ¥ —— Y se
dicen  hométopas propiamente (f =29 q) 811 existe Wna
homotopia  entre ellas (H - XY x I — Y tal que Hy(x) =
= H(x,0) = f(x) y Hj(x) = H(x,1) = g(x) para cada x E k) que

es propia .

2 - la categoria de los espacios topolégicos con rayo base
(X,@). Llamaremos rayo en ¥ a toda aplicacién a: J —— X
propia

Las aplicaciones {: (X,&) — (Y,p) son propias y basadas
(f et = B)

Las homotopfas B entre aplicaciones f y g son propias y
basadas ( B(@(t),2)) =P(t) paracada t €I y a€ I)

Lo indicames  por f:ng (rel a)
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3 - La categoria de los pares propios (X,A) (A ez un
subespacio de ¥ y la inclusién i: A —— X es propia), vy
aplicacioneg propias entre pares propios f : (X,A) — (Y,RB)

Las homotopias H en esta categoria, entre dos apliocaciones f
Yy g. sfon propias y verifican H(A xI) C B. Lo indicamos
por fzp g (rel{A,B}) . Cuando no haya 1lugar a confugion
indicaremor sencillamente {(rel A)

Notar que en este oontexto, aungue flk = 9|A , la notacién
anterior no sagnifica que la homotopia H sea necesariamente

estacionaria en A {(H{(a,t} = f(a) = g(a) para cada a € A).

4 - La categoria de los pares propios con rayo base (X, A, Q)
( a los que a veoes llamaremos también triples propios,
donde (X,A) es un par propio y O un rayo en 4 ) Yy
aplicaciones propias §: (X, A,@) —— (Y,B,B) ( aplicaciones
propias entre pares propios basadas )

Las homotopias entre aplicaciones f y g, en esta categoria
verifican las condiciones de 3) y ademAs son basadas. Lo
indicamos por f_'y_p g { tel ((A@),(B,B)] ) Ouando no haya

lugar a confusién solamente eacribiremos )‘ﬁp g (rel(A,a))

De manera andloga se desoriben las categorias de triples
propios, triples propios basados, etc., Jjunto _con Ssus
correspondientes - -categorias homotépiocas

F(X) denotara el oonjuntoc de los finales propios de X es

decir, las clases de homotopia propia de aplicaciones proplas

f: J— X .
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Utilizaremos los =siguientes resultadoz sobre aplicaciones

propias

Proposioién 3.— Sean f: £ — Y y g: Y — 7Z aplicaciones
continuas:
i) Si f y g son propilas entonces g of es propia
i1) Si { es suprayectiva y g of es propia, entonces g es
propia.
iii) Si g es inyectiva y g of es propia, entonces f es

propia

Proposioién 4.- (Lema de pegado propio)
Sean A vy B subespacios propios cerrados de X talesr
que L =AUB y f{t A—Y 'y fp: B—— Y aplicaciones

propiag con 11|A,33 = f2|A/\B :

Entonces, la aplicacién f: ¥ ——— Y definida por le = {4
Y le = {5 es propia .
Propogicién 5.— Sea f: X —> Y continua y §: ¥ — Y
la aplicacién inducida entre las compactificacicnes de

Alexandroff de Y e Y

~N
Entonces, f ea propia si1 y s6lo f1 f er continua

Proposicjép 6.- Sean fy: X; — Yy ., 1 € A, una familia de
aplicaciones entre dos familias de espacios. Entonces, la
aplicacién definida entre los respectivos productos

M. MY, — MY, por (4] — {f4(x)] . es propia s1 y
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s6ln s1 para cada 1 € 4, f; es propia

Proposiciép 1.- Sean fi: r — Xi , 1 € 4, una familia de
aplicaoiones oontinuas entre un ‘espaocic topolégico y una
familia de espacios.

S1 existe 1 € 4 tal que f; es propia, entonces la aplicacaén

Afy: ¥ — IIX; dada por x —— {f4(x)} es propia

Nota - Dada f: X —— Y continua , si { es perfecta
(o propia) en el sentide de [Du]) o [G-M-M] implica que { es
propia en el sentidc de la Definicién 1

Si Y es Hausdorff y localmente ocompacto, las definiciones

anteriores son equivalentes

Definicién 8.~ Sea (X,A) un par propio Diremos que A es un
reftracto propio de X sii existe una aplicacién r: ¥ — A tal
que r o 1 = 18, (i es la inclurién de & en X e 1id, es la
aplicacién identidad en A) y r es propia. Llamaremos a r
retracién propia de X en A

Diremor que A es un retracto por deformacién propia s
ademdgs 1 o X2 idy
Y 81 la homotopia propia H: X x I —— X entre i er vy

idy verifica que H(a,t) = a para todo a €A , diremos que A

ez un retracto por deformacién propia fuerte de X

Defipiocién 9.- Sea § - X ——> Y propia y A un subespacio

propin de X Una aplicacién propia H: A xI —— Y se dice
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homotopia parcial de § si Hy = ”L

efinicid .— Sea (X,A) un par proplo. Diremos que A
tiene la propiedad de extensién de homotopia propia en X
respecto a un espacio Y, sii toda homotopia propia parcial
H'AxI —— Y de una aplicacién propia arbitraria f: ¥ ——> Y,
se extiende a una homotopia propia F: X xI —— Y de f

Si A posee la propiedad anterior respectoc a cualquier
espacio Y diremos gue tiene la propiedad absoluta de extensién

de homotopia propia en X .

Proposicién 11.- Sea K x .. x K; un n-cubo propio
Entonces d(Kyx . xK;) posee la propiedad absoluta de extensién

de homotopia propia en Kyx .. xKj .

Demostracién.- Si Ky x . x K, es un n-cubo compacto, aplicar
la propiedad absoluta de extensién de homotopia clésica (ver
@I [ 2))

Si1 Ky x .. xK; es un n-cubo no compaato, consideramos

- Kyx o o xKypx T — Kyx o xKpy x 0 U(Kyx . xKp) x 1
la proyeccié6n desde el punto (1/2,...,1/2,2) € R
r es una retraoién y es propia pues es continua y r‘l(K), donde
K es un oompacto ocerrado en Kyx. .xKy x 0 U 3(Kyx. xKj) x I,
es bomeomorfo a K x I y en oonsecuencia es compacto .

Sea f- Kx .. xKg —— Y una aplicacién propia arbitraria
Y supongamos que existe una homotopia propia parcial de f,

H: 9(Kyx.. xK)) x I —— Y
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Definimes G: K(x...xK x 0 U B(Kixu_xxﬁ) x I —o Y

como -

[t}

G(x,0) i(x) 33 x EKyx.. . xKy
G(x,t) = H(x,t) 81 (x,t)€3(Kx.. xKp) x I
El lema de pegado propio demuestra que G es propia
Congiderando ahora la aplicacidn F: Kix...xKy x I — ¥
dada por F =G er , F es propia por serlo Gy r , y verifica:

F(x,t) = B(x,t) para cada (x,t) € d(Kyx .. xK) x 1

Fo(x) = f(x) para cada x €Kyx . xKy 3

2- El functor 1.

Sea X un espacio topolégico que admite una aplicacién propla

Q: J —— X

Pefinigién 1.- Para n >0, }n(x,a) es el oonjunto de las
clases de aplicaciones propias
§-(IBxd , 3I®x 1, TPx0) —— ( %,a,a(0))

tales que f(x,t) = Q(t) para cada {x,t) € dI% x J ; donde dos
aplicaciones { y g del tipo anterior estidn relacionadas sli
existe una homotopia propia

B- ((I®xJIx1, d®xIxI, " x0xI ) — (3aa0))
tal que Hy=19f, H =g y B(x,t,s) =0a(t) para " cada

(x,t,8) € 8I® x 1 xI. Denotaremos f =~y g (rel (1% x 3, 1% x 0))

Estos conjuntos admiten estructura de grupos para n 21
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(y abeliapoa para n 22 ) respecto a la operacién (+) definida
de la siguiente manera:
Si §,q son representantes de { NEL (X, @), N es el elemento
de L,(X,@) representado por la aplicacién propia h dada por:
f (2ty,ta, .., tp. L) 8i Oct <12
bi{ty, tg, . ., ty, t) =

g (2vy-1,tg, .. ty. t) 81 1/2g¢ty<1

Observemos que el elemento neutrao de L (X,a) es el
representado por la apliocaocién oonstante rayo «, Oa , definida
por-U,{x,t) = a(tr) para oada (x,t)€ I® X3, y lo denotamos por
0 E]l elemento inverso de un elemento de ln(x,a) rep.resentado
por f estd representado por T donde

Flrg, to, Ltp.t) = (1=t ty, , ty . t)

Para propiedades que =6lo se refieran al caso no abeliano

utilizaremos notacion multiplicativa ( E'M ), y el elemento

neutro se denotarsd 1 .

Para n = 0, definimos Io(X, @) como el conjunto de las clazes
de bomotopia propia (rel{0}) de las aplicaciones propias del
tipo

f- (J,0)—/— (X, a(0))

Denotaremos por 0 la clase representada por Q.

Es evidente que aplicaciones que representan al mismo
elemento de I15(X,a), también representan el mismo final propio

de I Se tiene entonces la aplicacién

¥:3(X.@) —— F(X)
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que envia el elemento de Io(X.@) de representante { en el final
propio representado por f§

Notar que esta aplicacién Do es en general suprayectiva
Considerar por ejemploc X = {0,1} xJ3 y a: J——> % 1la
aplicacién propia dada por a(t) = (1,t). Claramente (X, a) = 0
y X tiene dos finales propios.

Abora bien, si X es arco-conexoc entonces ¥ es suprayectiva.

En efeoto, dada una aplicacién propia §f: J —— £
representante de un final propio “"a" de X, podemos elegir un
camino PB:I——> X con B(0) =a(0) y B(1) = §(0). Entoncesr
la aplicacién propia g:(J,0) — (X,a(0}) definida por

B(c) para O<ctgcl
g(t)=
f{t-1) para lst
representa un elemento t € (%, a)
la aplicaoién H: I x I — X
B(s+t) para 0 < s ¢ l-t
H(s, t)=

{(e+t-1) para l-t < s

ez una homotopia propia entre g y f (aunque no es relativa a

(0}) y por tanto ¥(%) = a.

Deducimos de 1o anterior que si X es arco-conexo, la
condicion 15(%,@) = 0 es suficiente para garantizar que I sélo
posee un final propio. Notar que no es necesaria, pues basta
oonsiderar el espacio X ocon el rayo a representados en la

siguiente figura:
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O .

Claramente, 14(X,@) estd en correspondencia biyectiva oob 2z

(nimeros enteros) y X sélo posee un final propio .
En el caso en el que X no eB arco—oonexo Ppero 3(X.a) = 0,
#6lo se deduce que la aroo componente del punto Q(0) posee un

inico final propio .

Consideremos ahora un par propio (X.A} que admite una

aplicacién propia a: J —— A.

Definigidén 2.— Para n > 1, b(X,A,u) es el oconjunto de lar
clages de apliocaociones propias

f1(I®x J, I % 3, T lyx J,IB x0) —— (X,A,Q,a(0))
tales que f(x,t) = @(t) para oada (x,t) € ™1y J ; donde dos
aplicaciones § y g del tipo anterior estin relacionadas eii
existe una homotopia propia
B (IBx IxI, I™IxJxI, T IxI, IBx OxI y — (LA a,x(0))
tal que Hy =f , H =g Y H(x,t,s8) = @(t) para oada
(x,t,8) € T IxJxI.

Denotaremos fzp g (rel. (I*Ixa1, ™iy3, IBx 0)).

I™! denota la (n-~1) cara de IR correspondiente a Xxqg=0 .Y

™! 1a unién del resto de las {n-1) caras de I®.
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E2 anmediate comprobar que estos conjuntos admten
estructura de grupos para n > 2 (y abelianos para n > 3) con
la operacién {+) definida al comienzo del parrafo.

Observamos que, oome en 8l opaso absoluto, el elemento
neutro, que denotamos 0, es el representado por la aplicacidédn
constante ¥, y el inverso de un elemento representado por f§

estd representado por §.

Para propiedades que 86lo se refieran al caso no abeliano

utilizaremos notacién multiplicativa.

Proposicién 3J.- 53 §.E‘_31(X,A,a) esté represantadc por f,

con §(I® xJ) CA entonces § es la clase trivial.

ostracién.- la aplicacion
PI®xIxI, I 3 x 1,1 0 % I, I® x OxI) — (R, 4,@,(0))
definida por:
F(ty,ty, . .ty g, by t,8) = f o(ty, tg, .ty g, 5+ty—sty,t)

es propia y ademds Fg=f 'y Fq= 9y - "

Conszideremos ahora dos triples propios (X,A,Q) e (Y,R,B) vy
una aplicacién propia f: (X,A,a) — (Y,B,B). Esta aplicasién
induce para cada p > 1 una transformacidén (que es homomorfismo
para n > 2):

fo = (1) (X, A0a) — L(Y.BB)
definida por ser f4(k) el elemento de b(Y,B,B) representado

por f « g donde g e un represeptante cualquiera de L.
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De manera apadloga puede definirse la trapsformacién inducida

f+ para el caso absoluto, siendo homomorfismo para n > 1.

Es inmediato comprobar que para m > 1 (resp. n > 2), L es
un functor covariante de la categoria de los espacios
topolégicos (resp. de los pares propios) con rayo base vy
aplicaciopes propias en la categoria de los grupos Y

homomorfismos.

Ademaz, son invariantes del tipo de homotopia propia.

En efecto, si consideramos dos triples propios (X,A.x) e
(Y,B,B) y dos aplicaciones propias §f,q: (X,A,a) — (Y.B,B)
hométopas de manera propia (rel. (A,@)), es decir que
exizte upa homotopia propia.

H: (I xI, AxI )—— (Y,B)

tal que B (a(t),s) =P(t), By=4f y H =g
entonces, para unha aplicacién propia

h-(I®xd, I a3, ™1 %3, IR x0) —— (X,4,0,0(0))
que representa a un elemento de (X, a,0a) , H o (h x id,) es
una homotopia propia (rel ( I®1x J,T®! « a1, I x 0)) entre
feh y geh . Y por tanto las trasformaciones inducidas
fa. 9 L(%,A,0) — 1.(Y,B,B) coinciden.

AnAlogamente para el caso absoluto.
Defipicién 4 - Una aplicaciép propia f: (¥,A,@) — (Y,B,B)
es una equivalepcia de homotopia propia sii existe una

aplicacién  propia g: (¥Y.B.B) —— (¥,A,@) verificando
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que g eof = idy (rel {AQ@)) y § eg =, 3dy (rel (B,B)).

Para el ceso absoluto la definicidn es andloga

Esz evidente que 81 { eg una eguivalenoia de homotopla propaa,
fs+ es biyeotiva. Por lo tanto 1,(X,A &) depende sdlo del tipo
de homotopia propia de (X,A,Q). Andlogamente para el caso
absoluto.

En particular 51 A es un retracto por deformacién propia
fuerte de X , la aplicacién inducida por la inclusién
1,7 1, (A0 —— 1.(X,a) es una biyeccion para cada n y cada

@ J—— A propia

Dado un traple propic (X.A,), para cada n > 1 podemos
definir una transformacién
a: (X, AQ) — 1 4(AQ)
de la mapera siguiente-
Sea § un elemento de L (X.48,a) representado por 1la
aplicacién propia
fo(I®xd, 10 %3, ™1 w3 IR x0) — (%,A,0,Q(0))
entonces 1|I"'1XJ es una aplicacién propia del tipo
(I%1x 3, 21 3, 1™ix0) — (A, 0,@(0)) . 8inp>1
4$ bien (J,0) —— (A,q(0)) 81 n=1
Y por tapnto representa un elemento T de ;[n—l(A'a)
Definimoe 8(§) = 1
A la transforma;cién 9 la llamamos operador borde, y eg un
homomorfismo para n: 2.

las inclusiones propias i:(A,Q@)— (X, @) vy j: (2. a)—> (X,A,Q)
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inducen i;, Js <que junto con el operador borde definen una
guCeri6n’

S— :tm(x,A,a)i» ;D(A,a)—i-‘-—» (x,a)—ifa =1n(x,A,0r)a—>

|'qu

e 3 (1,A.Q) 2, Ip(A, @)= 14(X, Q)

que llamamos {7 )suocesién de homotopia propia asociada a

(X,A,0)
Teoremn 6. - la sucesién anterior es exacta.
Demostragidn - En esta demostracién el 0 indicara la clase

trivial en todos los casos.

Imiy, € ¥er j,: Para ocada n>0 sea {f una aplicaciédn
propia del tipo ( I®xJ, 31BxJ, I®x0 ) —— (A,Q,a(0))
que representa a un elemento § € T,(A, ). Entonces el elemento
J 14(%) € L(X, A @) estd representade por la aplicacidn
propia Jjeief . Como jeiof (I®x J) € A deducimos de la
Proposicién 3  que 54 i4(§) =0 .

Tm jy C Ker d: Para cada n>0, sea t € 1 (X, @) Elegimos
upa aplicacién propia f:(I™ J, 8I® J, I®0) — (X, 0, a(0))
que represente a §. Entonces 03,( &) es el elemento de Ip1(A Q)
representado por la aplicacién propia jof |11y g = _f 11w 7
pero esta aplicacién es ¥,. Por lo tanto 33’,(&) =0

Im 8 < Ker i,: Para cada n> 0, sea f una aplicacién
propia del tipo (I®x J, I™Ix 3, T™!xJ, I®x0 ) — (X, A, a,a(0))
que representa a un elemento § € X, (X,A,a). Entonces el
elemento i,8(Y) estd representado por la aplicacién propia

lof ‘In'ij = g.
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Pero la aplicacién propia
G- (I™hJw I, a1 IxI, I™ix 0 xI) — ( A,Q, a0))

definida por G(ty,tg, ... ..ty 1,t,8) = f(ty, tg, ... 5,0)

ST
verifioa Gy=g, G, =9, y por tanto i,8(f)=20
Ker jp © Imi,: Sea & E L(X,Q) representado por una
aplicacién propia f.Si j4(E) = 0, existe una homotopia propia
Hi(Bx Ix I, I™I IxI, ™ IxIxI, IBxOxTI) —— (X, 4,0, a(0))
tal gque Ho= f y H =9,
Entonces definimos
G (I%% dx I, aI%xJIxI, I®x0xI) —— (X,q, a(6))
por:
H(ty, tp ...ty 0., 2tp) 510t 5/2

G(tl,tz, 'tn—l’th't's)=

H(ty, ty, ., tn_i,(Ztn—é/[Z—s), t.,s)sis/2st <1

G es una aplicacién propia , Gy = £ y G es una aplicacién
propia del tipo

(IBx J, 3IRx 3, IBx 0) —— (A, @, Q(0))
Y por lo tanto representa un elemento NE L (A ,@). La homotopia
propia G prueba que i (n) = &.

Ker d € Im j,: Sea % € X.(X,A,@) representade por una
aplicacién propia f La ocondicién 3§ =0 implica que existe una
homotopia propia

H (1% 1y axI, 318 Ix IxI, I™3x 0xT) — (A, Q,@(0))

Sin =1, B: (0xIxI,0x0xI) —— (&, a(0))
tal que Hy = f IIn-l)(J y H =9

Como 8 (IxJ) = I*IxJUTrl%xJUIPXx0 , podemos definir una
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homotopia propia parcial G: 4(I®xJyxI —— A  por
GIIn-lixI=B, G|,n-1xeI =9, v G |I‘x0x1 = a(0)
Aplicando la propiedad de extensién de homotopia propia, G
se extiende a una homotopia propia F: I®xJIxJ — X oon Fy = f£
Entonces F{ es una aplicacidn propia del tipo
(IRxJ, 8IBxJ, I®x0) —— (X,Q, a(08))
Yy por tanto representa un elemento N € T, (X,a). lLa homotopia
propia F demuestra que j,(N) = §&.

Ker i, € Im 9 : Para n >1, sea f una aplicacién propia
que representa a § € T, (A,0). La condicién i,(§) = O implica
que existe una homotopia propia

Fr (I % Ix1, a1 ax 1, 1% xoxT) — (X, @, a(0))
tal que Fyp=of y F; =3,

Entonces la aplicacién propia
g: (Px 3,153, 11y 3,18 0) — (X, A, @, a(oy)
definida por g(ty,t,, . St t) = Flty, t,, . -, thg.t,ty) representa
un elemento T de Li{X. Aa). Como glIn—lx g = 1 deducimos que
on)=t.
Para n=1, sea {: (J,0) ~— (4,Q(0)) una aplicacién propia que
representa a un elemento § € 15(A,a@). la condicién iy (£)=0
implica que existe una homotopia propia
F: (IJxI, OxT) — (X,a(0))
tal que Fy = f vy Fy = &. Entonces la aplicacién propia
g (IxJ, 0xJ, 1xJ, Ix0) — (X.4,a,Q(0))
definida por g(t,s) = F(s,t) representa un elemento 1N de

J(X.A,a). Como g|0,(a = { deducimos que 3(n)=t.
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Es inmediato demostrar la siquiente:

Proposigién 7. 1la (I) sucesién exacta de homotopia propia
e¢ functorial respecto a aplicaciones propias entre triples

propios del tipo (X,A,q).

Consideremog ahora una ouaterna propia del tipo (X,A,B, @), y

las inclusioneg propias

i: (A.B,ay —— (X,B,q) j: (%,B,a) —— (3.A,a)
i (Ba) —— (Aq) Jyo (A,@) —— (ABQ)
i,: (B,a) — (X,Q) Jp (2.@) — (X,B.q)
i (aa@) — (L,0) Jar (3,@) —— (1.,A,0)

Sean d;, 9,,9; los operadores bordes de las (I) sucesiones
exactas asociadas a (4,B,a), (¥,B,a) y (¥,A @) respectivamente
Definiepdo 8 - T (X A @) — I.(A,B.a) como 9 = Jy4 g

Obtenemos una sucesidén

—-—a—e _;5(A,B,a)—i"—> ;n(X,B,a)—j'a b(X,A,u)i» I (A Ba)}—

que llamaremos (X,) sucesién de bomotopia propia asociada a

(X,A,R Q).

Proposicién 8.- la sucesidén definida anteriormente es

exacta vy funotorial respectc a aplicacgiones propias entre
ouaternas propias del tipo (X,A,B,a).
Demostracidn.- Observemos que tenemos el siguiente diagrama

gipusoidal conmutativo:
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ai iZ* 3w

0

Tt (B, B,a) 1,(B.a) L(Xa) ‘tn(X,A,or)_a
;n”(x B,a) 1n(A a) X B,a)
Wk YR A
X, (3a) I.i(%AQ) T, (A, B.a) 1,1 {B.a)

\\\_335,//2 \\\\_é,/f’” \\~H_iﬁ//ﬂ 2

Sabemos por (W] que en estas condiciones
kerd = Imjy ., ker i3 = Im 9 y adem4s
(ker 35 / Xer j, N Imi,) = (Im iy [/ ker j» N Imi,)
Entonces 8i Imi, C ker j, ¢ ker j, € Imiy, la sucesidén es
exacta.
Congideremos abora las inoclusiones propias
I:(A,Ba) — (A,A,a) vy J:(aAa) — (X A0
Como joi =Jel las aplicaciones inducidas
(Feida vy (Jel)e @ L(ABa) — L (X, AQ) coinciden
Pero como por la Proposicién 3, 1;(A,A,a) = 0 obtenemos que
Jele = 0 de donde Im i, © ker 3, .

12 sequnda afirmacién de la proposicidén es inmediata. ¥

Utilizaremos la notacién 14(¥,A,@) = 0 para indicar que
iet 1glA.@) — 153(X¥,a) es sobre, es decir que es siempre
posible mover dentro de Y un rayo que ge inicie en @(0) basta
un rayo en A iniciado en @{0) y ademds que el punto Q(0)
permanezca inmévil.

Notar que en general i, no es suprayectiva . Por ejemplo sea

X =R A=J y a=1id; . Entonces Tp(s.Q) = 0 y 15( Q)

36



tiene dos elementos

Defipigién 9.- Diremos que un par ©propio (X,Q) es
(1)n-conexo 8ii =14(X,(!) eB trivial para todo gsn.
Diremos que un triple propio (X,A,@) es (1) n-conexo 51l

jq(X,A,(!) es trivial para tedo q<n.

3.- E1 funoctor K.

El desarrollo de este pirrafo es andlogo al anterior. Las
demostraciones se omiten pues se realizan de forma muy
parecida a las de los correspondientes teoremas del parrafo 2.

Sea X un espacio topolégico que admite una aplicacidén

propia a: J —— X.

finioié .— Para n21, M (X,Q)} es el conjunto de las

clases de aplicaciones propias
f: (I xJ,T% xJ,3I® x0) —— (X, a,q(0))
tales que  f(x,t) = @(t) para cada (x,t) € 3dI%xJ; donde dos
aplicaciones {f y g del tipo anterior estén relacionadas sii
existe upa homotopia propia
H: (IBxJ x1,01® xJ xI,812 x0 xI) —— (X,a,q(0))

tal que Hy=1f, By =9 vy H{(x,t,s)=0qa(r) par.a cada
(x,t,8) € BInxJ.xI

Denotaremos fay g (rel. (I x J, 312 x 0 ).
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Eztos copjuntos admiten unpa estructura de grupos para n:1l
(abelianos para nz>2 ) definiendo la operacién (+) en I (X, Q)
de mapera andloga a la dada en el parrafo 2.

El elemento neutro es el representado por la aplicacién
¥, Y lo denotaremos 0. E]l inverso de un elemento representado
por § estd representado por f. Para el oasc no abelianc se
utilizard notacién wultiplicativa y el neutro se denotaréa
por 1.

Para n=0, definimos Np(X,a) oomo el conjunto de los finales

propios de X. Denotamos por 0 el final propio representado por

Q.

Consideremos ahora un par propio (X,A) que admite una

aplicacién propia @ 1 —— A

Definjoiép 2.— Para n=>1, gn(X,A,a) es el oonjunto de las
clages de aplicaciones propias

$ (IR 3, I 3, T 3, 12 1x0 ) — (%,A,@,a(0))
tales que f(x,t) = @(t) para oada (x,t) € ™ 1y%J ; donde dos
aplicaciones f y g del tipo anterior estidn relacionadas sii

existe una homotopia propia

He (I Ix I, T 1% 3 I, ™IxJ xI, ™ix0 xI) — (XA a,00))
tal que Hy = f, Hy =g 'y H(x,t,s) =a{t) para oada
(x,t,s) ET™ xJI x1.

Denotaremos )‘;A;p g (rel. (It x3 , 11,3, 121 x0y)

Definiendo la operacién (+) oomo antes, estos conjuntos
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admiten estructura de grupos para n: 2 (abelianos para n: 3).
El elemento neutro y el inverso de un elemento de (YA Q)
son anAdlogos al caso absoluto.

Para n=2, también se utilizard npotacién mltiplicativa.

Propogicién 3.- Si § € X (X,A.Q) estd representado por {,

con §(I®xJ) CA entonces t es la clase trivial.

Como ocurria en el parrafo 2, Bi consideramos dos triples
propios (X,A,a) e (Y,B,f) y una aplicacidn {:(X,A,a)— (Y,B,B)
queda inducida de manera natural una transformacién

B (f) = far B (X,A,@) — R (Y,B,B)
que es homomorfismo para n> 2.

Andlogamente se define {, para el ocaso absoluto, siendo
homomorfismo para nx 1.

Como ocurria ocon 1. es inmediato comprobar gue para n: l
(resp. nz 2), N, es un functor covariante de la categoria de
los espacios topoldgicos (resp. de los pares propios) con rayo
base y aplicaciones propias en la categoria de los grupos y
homomorfismos.

AdemAds también son invariantes del tipo de homotopia propia

verificando propiedades andlogas a las desoritas para los 1.

De manera andloga al caso de los 1,, dado un triple propio
{X,A,a), para cada n>1 podemos definir una trangsformacién.
¢ m (Xaa) — % (AQ)

que llamaremos operador borde y es un homomorfismo para n22.
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Y para cada triple propio del tipo (%,A,Q@) tehemos una
gucesidén asociada.
e R (LA ) 1 (8,0) 25 1 (X,0) (L a,0) 2
3w (3,40) 2 gy (Aa) A5 x(3 )
que llamaremos (f) Bucesién de homotopia propia asociada a

(X,A,a).

ore .— la Bucesién anterior es exacta y functorial
respecto a aplicaciones propias entre triples propios del tipo

(X,A Q)

Como en el parrafe 2, para una cuaterna propia (%,A,B,Q)
obtenemos una sucesion
"—'-*gn(A,B,Q)-i—*bz_%(X,B,Q)L&(X,A,G)L}n’i(A,B,Q)LU-
que llamaremos (f)sucesién de homotopia propia asociada a
(X,A,B,a) y es exacta y functorial respecto a aplicaciones

propias del tipo f: (X,A,B,a) — (X' ,A’ ,B', Q")

Utilizaremes la potaocién ga(X,A,a) =0 para indicar que
ig: (s} — 1, (X,a) es suprayectiva. Esto significa que
dado un rayo cualquiera en X, aiempre es posible moverlo (de
mapera libre) dentro de I hasta un rayo en A.

Notemos que en geperal esta aplicacién no es suprayectiva.
Basta considerar el ejemplo del parrafo 2.

Definiocién 5. - Diremos que un par propio (X, Q@) es
(1) n-conexo sii gq(x,(x) es trivial para todo q<n

Diremos que un triple propio (X,A,@) es (fl)n-conexo sii
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i‘tq(X,a) es trivial para todo g<n

4.— La sBuoesién exaota R >

lled
HY ]

Sea Y un espacio topolégico que admite una aplicacién propia
a. J——X

Existe una transformaciép natural (que es homomorfismoc para
nxl)

By Moep(X,@(0)) — 1.(3,Q)

definida de la siguiente manera:

Sea [ €M,y (%,x(0)) representadc por f: (Tt Aty (% o))
Consideramos la aplicacién propia

G IPxIx0 UIBx0xJ UMPxIxJ — X

dada por-
G(x,t,0) = f{x,t) si (x,t)eI® x 1
G(x,0,8) = Q(s) si (x,8)€I® x J
G(y,t,s) = a{s) si (y,t,s8)EdI® x I x3

Ahora, wutilizando la propiedad de extensién de homotopila
propia podemos encontrar una extensién propia de G,
F: I®xIxJ—> X
Como Fy, donde Fy(x,s) = F(x,1,8) para cada (x,6)EI®x J, es
del tipo (I® x 3, aI® x 1, I® x 0) — (X,Q,((0)), representa
un elemento §'€ Li{l.o)

Definimos () =t

También existe wuna transformacién natural (que es
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homomorfismo para n x 1)
¥ LX) — o (%,q)
definida asi:
Sea teE 1.(X,0), representado por una aplicacién propia
{:(I®xJ, aIBx I, I®Rx0) — (X, Q, a(0))
Entonces § es del tipo ( I%x J, 8IRx I, dI%x 0) — (X, @, a(0))
y representa a un elemento '€ (X o)

Definimos ¥ =t

Por ultimo, oonsideramos la transformzcién natural (que es
bomomorfismo para nz1)
% p(Xa) — m(X,a(0))
definida del siguiente modo:

Sea f:(I® x J, I x J, I® x 0) — (X, &, Q(0)), una
aplicacién propia representante de ¢ € I.(X¥,a). Entonces la
aplicacién “yf, dada por Byf(x) = f(x,0) para cada x € I® es
del tipo (I, 9I®) —— (X, X(0)) y representa a un elemento &' de
7, (X, () )

Definimos QL) =t

Yeorema 1 - Para n > 0, la siguiente sucesién es exacta .

s, (2a(0)) T 1 (3, 0) Yo (%, 0) 2w (X, a(0)) — -

Demostracién. - Es inmediato comprobar que Wo@y , Do ¥ y 9,50
son aplicaciones triviales.
Sélo queda demostrar que

(1) Ker @, C Im
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(2) Ker ¥ € Im Pee
(3) Ker®d C In ¥
Para probar (1) consideramos un .clemento t € T, (X.0(0)
representado por una aplioacién f: (IR, aI™ly . (1 aq).
Sea F una extensién propia a I® x I xJ de la aplicacién propia:
G: T®xIx 0 UIPx0xJ UABxIxJ] — X
definida al comienzo de este paArrafo
La condicién @y(%) =0implica que existe una howotopia propia

H: ®xIxJ— X

tal que H(x,t,0) = a(0) si (x,t)EIPx I
H(y,t,s) = a(s) 61 (y,t,8)EJIPx I xJ
H(x,1,8) = Q(s) si (x,8)eI®xJ

H(x,0,5) = Fy(x,5) si (x,8)eIBxJ
Consideramos ahora la aplicacién propia
K: IRx I x J—1X
F(x,2t,s) 51 0 < t < 1/2
K(x,t,8) =

B(x,2t-1,5) 51 1/2 < £t = 1

Notemos que K representa un elemento EE ;zm(x,a) y'?(_t) esth
representado por y(K). Como Vg (K) = f + Cte ogy, representa el

mismo elemento que f en My.q(X,a(8)) y por tantod(}) = &

Para probar (2), consideramos una aplicacién propia
g: (I®xJ,dI%x 1, I%%0) — (X,a,@(0)) que representa a ¢ € (X.Q)
con ¥(%) = 0. Entonces existe una homotopia propia

Fr ®xJxI— X
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satisfaciendo que

F(x,s,0) = g(x,s) i (x,8) €EI® % J
F(y.,s,t) = @(s) Bi (y.s.t)EQIRxJ x1I
F(x,2,1) = a(s) gi (x,8) €I®xJ

Definiendo abora F: I®xI xJ — X
por F(x,t,s) = F(x,s,1-t)
y f: I®xI — X por f(x,t) = F(x,t,0)
{ representa un elemento &€ W, (X,a(0)) vy tpa(t') es el
elemento de 1,(%¥,&) representado por fl =Fpg=g.

Para probar (3), oconsideremos un elemento E € _I_Lh(x,a)
representado por una aplicaciép propia
h: (I®x J, 8aI® x J, a1 x 0) — (X, a,@(D)).
La condicién %(_ﬁ) = 0 implica que existe una homotopia

F: IR 1 — X

tal que
F(x,0) =%9h(x) gi x €18
F(y,t) = a(0) si (y,t) €3I x1I
F(x,1) = a(0) si x € IB

Definiendo ahora la aplicacién propia

G: IBxIx0 UIRXOXI UAIRXIxI — X

ocomo G (x,t,0) = F(x,¢t) i (x,t)EIRx 1]
G (x,0,8) = h{x,s8) gi (x,8)EI® x J
G (y.t.s8) = Qa(s) 81 (y,t,8)ERx I %

y aplicando la propiedad de extensién de homotopia propia,
obtenemos una extensién propia de G, H: I® xI xJ — X.

Entonces By, definida por H (x,s) = KE(x,1,s) representa un
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elemento {€ 1 (K. ).

La homotopia H demestra que ¥y =¢. P

Consideremos ahora un par propio (X,A) que admite una

aplicacién propia a: J —— 4

Existe una transformaoién natural (homorfismo para nz 2)

Pa’ Tt (L. A,Q,0(0)) — T (X Aa)

definida del siguiente modo:

Sea E € N (XA 0(8)) representado por una aplicacién

f- (I®I,I™1x0xI,P®) — (X, A a(0))

donde P denota la unién de las n-caras de I™! distintas de
>lxoxI .

Entonces flIn-lx ox I Fepresenta al elemento 3 (%) € (A, Q(0)).

S1 consideramos la aplicacién propia

G: I™Ix0xIx0 UIMIx0x0xd UATIxoxIxd — A

dada por:
G(x,6,t,0) = f(x,0,t) si (x,0,t) € I™lyoxT
G(x,0,0,8) = a(s) si (x,0,8) € I™lxox
G(y.0,t.,8) = a(s) si (y.0,t,8) € a1 1xoxIxJ

aplicando la propiedad de extensién de homotopia propia
encontramos una extensién propia de G
G: I™lxoxIxd —— A

Notemos que G, Iy oxd — A representa al elemento

% d(E) €2, 4(A.Q).
Definimos ahora la aplicaocién propia:

G IPxIxOUTIBX OxJUAIT I IxIxJUITIxixIxJUI™ty0xIxI-
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— X

cOomo:
G(a,t,0) = f(a,t) si (a,t) €% I
G{a,0,8) = Q(s) si (a,s) € I%xJ
G(y,r.t.s) = Q(s) 8i (y.r,t,8) €I™lxIxIxJ
G(x,1,t,8) = Q(s) si {x,1,t,8) € ™% 1xIxJ
G(x,0,t,8) = G'(x,0,t,s) 8i (x,0,t,5) € I™lx0xIxJ

Utilizando de nuevo la propiedad de extensién de homotopia
propia se extiende G a una aplicacién propia
F: IPxIx] — X
Como Fy (con Fy(x,s) = F(x,1,8)) es una aplicacién propia del
tipo
(IBxJ, i oxd, T™ix g, IDx0) ——— (X,A,@,Q(0))
representa un elemento §'€ L (X, 4,a)

Definimos ahora @, (§) = &'

Notemos que de la propia definicién se deduce inmediatamente

que el cuadrado

M0 (X 4,0(0) —%, 1,(XAQ)

9 d

R(AQ0) —T%s t (AQ)

es conmtativo.
También pueden definirse de modo andlego al caso absoluto
lag tranaformaciones

¥ L(5.A0Q) — 5 (LAQ)
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D} M (X A0) — W (F 4.Q)

que sop homomorfismos para cada n=x2.

Regulta inmediato comprobar que el siguiente diagrama es

conmu tativo
(LA Yo g (1 A0) —2 n(X,40(0))
3 3 3

D
T (AQ) T I (AQ) —— My (AQ(0))

y de manera anadloga al caso absoluto puede demostrarse que:

Teorems 2. - La sucesiédn
o xa e B s oY e s am)— -

es exacta.

5.- E1 papel del rayo base en los grupos I, para el

caso abgoluto. Accién de x

Sea ¥ un espacio topolégico con algin fipal propio Yy

a,Bp : J—— X aplicaciones propias.

Definioién 1.- Llamaremos camino entre los rayos Q@ y B a
upa aplicacién propia p: IxJ — X tal que P(0,t) = a(t) y
p{i,t) = P(r) para cada t €1.

Observemos que un oamino entre los rayoe a 'y § es una
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homotopf{a propia 1libre entre ambos. Luego es eguivalente
asegurar que exigte un camino entre dos rayos en X a decir que
ambos representan el mismo final propio de X,

Notemos que para ocada ty € J , la aplicaoién pto: I — X
dada por p.to(s) = jl(s,ty) es un camino en X eptre Q(tg) Yy
B(ty)

Sip y v sop dos caminos entre los rayos Q@ y B, se dice
que son hométopos propiamente (rel. (O0x J, 1x J)) sii existe
upa homotopia propia H :IxJxI — X tal que Hp =p , Hf =V
y H(0,t,s) = a(t) y H(l,t,s) = B(t) para cada (t,s) € Ix1

Sea Y: J —— X una aplicacién propia y p un camino entre

B vy Y Definimos el camino L p entre @ y Y como:

f(28,t) 51 0 <s < 1/2
p{2s-1,t) 51 1/2 ¢ 8 < 1
Teoremn 2.- Para ocada n > 1, todo camino P entre dos rayos Q

vy B en ¥ induce de una forma natural un isomorfismo
kot Ln(X.B) —— (X, @)

gque depende Unicamente de la clase de homotopia propia de
R (rel{0xJ,1x3)). Adem&s verifica:

1) Si p es el camino degenerado V¥, , J; es el automorfismo
identidad.

2)Si B y p sobn caminos entre rxayos de X de tal forma que
R(l.t) = p(0,t) para cada t €J, entonces (L-P)y = Pk © Pp.

3) Para ocada camino j entre dos rayos @y B de X, y cada
aplicacién propia f: ¥ —— Y, el siguiente cuadrado es

conmitativo



HAn

1,(X,B) L% a)
11* lf*

(4
(Y, fef) -’CL)“.;:‘(Y,faa)

Demostracién.-  Dado un caminc § entre @y B, definimos p de
la siguiente manera:

Sea f: (I®x J, aI®x J, I®x 0) —— (X,B,B(0)) una aplicacién
propia que representa a tE;‘(X,ﬁ). Definimos una homotopia
propia parcial de f§,

$: 8(I®xJ)x1 —— X
como #(x,t,s) = fi(l-5,t) para cada (x,t,s) € d(I®xJ)xI
(notemos que para cada (x,0,8) € IBx0x I, §(x,0,8) = (p0)~1(s))

Aplicando la propiedad de extensién de homotopia propia,

8NCOnLrames una extensién propia de ¢,

F: I®xJIxl — X
(A este tipo de homotopias propias que verifican Fg= § vy
F(x,t,s) = J{l-s,t) para ocada (x.t,s) € O(I® x J) x I, las
llamaremos a partir de este momento homotopias propias de { a
través de ).

Como Fy es una aplicaci6n propia del tipo

{(IBx J, 3IR xJ, I® x 0) — (X,Q.a(0))
represents un elemento N} de T,(X, Q)

Definimos P (t) =1

Cue pn(t) esti bien definida y sélo depende de la clase de
homotopia propia (rel(0xJ,1xJ)) de | se deduce inmediatamex.ste

del siguiente:
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Lema 3. - Sean § y g dos representantes cualesquiera de
Y € L,(X.B); k. p dos caminos entre los rayos @y P de 1%
hométopos propiamente (rel (0 xJ,1xJ)) y F,G: IBPxJIxI — X
homotopias propias de { a través de B y de g 2 través de p
respectivamente. Entonces Fy y G; son hométopas propiamente

(rel(dI%x 3, I®x 0)).

Demostracién.- Como f,qg:(I®x J, 8IBx J, I®x 0) —— (X,B.B(0))
representan a §, existe una homotopia propia(rel(sI®x J, IBx0))
R: I®x I xI — X

tal que Ry = f v Ry =g.
Por hipétesis, existe una homotopia propia (rel{OxJ,1xJ))
1: IxJIxI — X
tal que lg=p y 1y =p
Consideramos la aplicacién propia
H: IBxJ x0 xI Ud(I®xJ) xI xI —+ X
dada por:

ﬁ(x,t,O,s)

R(x.t,s) si (x,t,0,5) € I®xJ x0 x1

W

B(x,t,r,s) = 1(1-r,t,s) si (x,t,r,58) €3 (I®xJ) xIx1I

Observamos que

By = Fl 1Ry g w0 vacr® xd) x1

By

Gl3my 7 x0 Ua(I®x3) x1
v ademas H es relativa a (8 (I® xJ) x 0, 3(I® x J) x1)

Aplicando la propiedad de extensién de homotopia propia, H
se extiende a una aplicacién propia

H: IBxIxIxI— X
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oon Hy = F
BllI‘x IXx0 va(I®xy) xI = GlI‘x I X0 Ud(I® xJ) xI
Hix,t,1,8) = @(t)  si (x,t,1,5)€d (I®xJ) x1 x I

Yy Hy: I®™JIxI — Y es una homotopia propia de g a través de p.

Eptonces la aplicacidn propia

byt (IBxJ, d1% xJ, IR x 0) —— (X,a,a(0))

dada por hy(x,t) = Hy(x,¢t,1) para cada (x,t}) €I®xJ
es homdtopa propiamente (rel (3I%x J, I®x0)) a F; (basta considerar
la homotopia H Myd xix1)-

Ahora definimos la aplicacién propia

M: I8 JIxI — X
como
G(x,t,1-28) =81 0<s<c1/2
M(x,t,s)=
Bi(x,t,25-1) si l/2c5%<1
Observemos que M(x,t,s)=M(x,t,1-5) para ocada (x,t,s)€3(I®xJ)x]
Consideramos ahora la aplicacién propia
N: 3(I®x2)x] —> X

dada por:
N(x,t,s,r)=M(x,t,8) 51 (x,t,s,r)e I®x IxeIx]
N(x,t,s,r)=M(x,t,8-r5) si{x.t,2,r)€8 (I®xJ)xIxI con Ossx1/2
N(x,t,8,r)=N(x,t,1-8,r) si(x,t,8,r)€d (I®xJ)xIxI ocon 1/25s8x1

M(x,t,s) 81 {x,t,s) €9 (IBxIxI)

o

Notemos que Np{x,t,s)

Ny(x,t,8) = M(x,t,s5) i (x,t,s) € I®x Ixdl
Ny (x,0,8) = a@(0) si (x,0,8) EIBx0x]
Ny(x,t,8) = a(t) i (x,t,s) €3IBxJIx 1

Aplicando de nuevo la propiedad de extensién de homotopia propia,
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N se extiende 2 una aplicacién propia
L: (IBxJIxI)xI — X
Entonces L; es upa aplicacién propia del tipo:
(IR xJ xI,dT2 xJ xI,I®x0 xI) — (X, a,a(0}))
con Li(x,t,0) = Gy(x,t) para cada (x,t) €1I%xJ
Li(x,t,1) = hy(x,t) para ocada (x,t) EI®xJ
De esto se deduce que hy y G; (y per lo tanto Fyy Gy) representan

el mismo elemnento de T, (X,Q). "

En orden a probar el resto de las afirmaciones del Teorema 2,
notemos que 1) es inmediata sin mAs que oonsiderar para una
aplicacién propia

f: (I®xJ, 9I™xJ, I®x0) — (X, (0))
la homotopia propia F: I® xJxI ——> X definida por:
F(x.t,s) = f(x,t) para cada (x,t,s) € IR xJ x1.

2) se deduce inmediatamente de la definicién y del Lema 3.

Para probar 3) consideremos un representante g de g€ (%, B) vy
una homotopia F de g a través de |L. Entonces Fy representa a
p.n(?;) E 3 ( ¥, a) . 1a aplicacién propia G=foF, verifica que Gy=fog
Yy por tanto representa a fa(f) € LS e B). Ademds G es una
homotopia de feg a través del camino fei{l, luego G; representa
a (1o],l.)n(f,.(§)) € 3 (T.foa). Pero Gy = foF, representa a fa lln(t),
de donde se deduce 3).

Sélo queda demostrar que ) es un isomorfismo:

Sean § y t' dos elementos cualesquiera de ;tn(X,ﬁ) representados
por §.,g respectivamente. Sean F,G dos homotopias propias de § y g

respectivamente a través de L. Entonces Fy y Gy representan a un(t)
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Y talg ).
Si consideramos ahora la homotopia propia:
H:I®xJ xI — X
dada por-
F(2t,ty. . .ty,t,5) 581 0 < ty < 1/2
H(tl,tz. tpt,8) =
G(2t4-1,t5...ty,t,8) 81 1/2 ¢ ¢t s ]
obtepemos inmediatamente que Hy, representa al elemento
tet € 1,(X,B) y Hy representa al elemento p_ (§)«py (&) € 1,(X.0).
Como H(tl,l.,tn,t,s) = k(l~-s,t) i (ti,..,tn,t,s) € B(InxJ)xI,
By también representa a H(E(-t' ), de donde deducimos que |,
es homomorfismo.

Para ver que es biyecciédn basta considerar el camino p definide

por p(s,t) = i(1-s5,t) para cada (s,t)€I xJ y aplicar 1) y 2). 4

Corolario 4.- (X, @) actia en L (X,@) oomo un grupo de
operadores.
atracion. - Definimos la accién (x): g,(x,a)x;\(x,a)—»h(x,a)

por uat = pn(l;) donde |L es ub representante cualquiera de u.
Es ipmediato ocomprobar que se verifica:
NG TEAEATE R 4
ua(ve §) =(u.v)s kg
1 ‘t = t ¥
Notemos que si % (X,a(0}) =0, entonoces ;tl(x,a) actua en J((X,0Q)
por “comjugacién”.

En efecto, 51 consideramos la sucesién exacta:
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— 3y (5,Q) X, n(X.a) =, N (X, @0)) —
¥ es suprayectiva, luego dado u€ f; (X, @) ., existe t'e I (X,a) oon
¥t ) =u.
Sea { un representante de f{' (y por tanto de u) y sea g un
representante de un elemento oualquiera § € L (X, a).
Sea F: IxJxI — X una extensidn propia de la aplicacién propia

G: I xJIx0 Ud(IxJ)xI —> X

definida por:
G(x,t,0) = g(x.,t) sl (x,t) E T xJ
G(x,t,s) = {(1-5,t) 81 {x,t,s)€d(IxJT)x1I

Entonces F; representa a uab.
Pero precisamente, F proporciona una homotopia propia
{rel{91xJ, Ix 0)) entre F{ y la aplicacién propia

bt (Ix3,9Ix3, Ix0)—— (X,q,a(0)) dada por:

$(3x,t) 81 0sx <1/3
hix,t) = g(3x-1,t) 1 1/3<x <2/3

f(3({1-x),t) s1 2/3<x <1

Como h representa a t'. k. (¢ )1 e I(X,a) deducimos que

wa E=§ .8 ()

Es inmediata la siguiente:

Proposigiém S5.- Si m(X,a(0)) = 0, son equivalentes
a) 1(X,Qa) es abeliano
b) X (I,@) actua trivialmente en L (X a)

Observamos, a partir del Teorema 2, que para un espacio X oon un
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final propio a, todos los grupos L o donde a es un
representante cualquiera del final propio a, son isomorfos, luego
como grupo abstracto In(X a) mo depende del rayo base @ elegido
para representar a y podemos depotarlo simplemente por (X, a).Lo
1lamaremos (1) n-ésimo grupo abstracto de homotopia propia de X en
a.

Si X s6lo posee un final propio, todos los grupos I (X, a) son
igsomorfos para oualquier @:J —— X propia y como grupo abstracte
;_tn(x.a) po depende del rayo base @ . Entonces podemcs denotarlo

LX) vy lo llamaremos (I) n-ésimo grupo abstracto de homotopia

propia de X.

Definiocién 6.~ Diremos que X es (1) n-simple sii para toda rayo
aen X, T,(X,Q@) actda trivialmente en T1;(X. Q).

Son inmediatas las siguientes proposiociones:

Proposiocién 7.- Si % posee un nico final propio, I es

(1 n-simple si y solo si existe un rayo @ en I tal que B(X, )

actda trivialmente en L (X.@).

Proposioién 8.- Si para algin rayo @en X, (X,a) es (B) l-comexo

entonces X ee (1) n-simple.

Proposioiém 9.- 5i X posee un unico final propic y.L,{X)=0,

entonces X es (T) n-simple
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Teorema 10.- ¥ es (I) n-simple si y solo si, dado un rayo
cualguiera @ en X, si dos aplicaciones propias
f.g: (1% J, 3I%x J, I®x0) — (¥, @, @(0)) verifican que f g mediante
una bomotopia propia B tal que:

H(x,t,&g) = B(x',t,s) opara (x',t,8) y (x,t,s) € O(I®xJ)xI,

entonces fl_ypg (rel(dI% x J, 1% x 0)).

Demostracién.- Supongamos que X es (1) n-simple. Sea @ un rayo

cvalquiera en X vy f, g: (I®xJ, aI®xJ,I®x0) —— (X, @, @(0)) dos

aplicaciones propias (que representardn elementos § y &
respectivamente de T (X, @)) de forma que existe una homotopia
propia,

B: PxJIxI — X
con Hp=f Hy=g y H(x,t,s)=H(x",t,8) para (x',t,s)y(x,t,6)€8(IxJ)x]
Definimos ahora un camino cerrado en Q
p: I xJ — X
por K(s,t) = H(x,t,s) con x € 9I®
Entonces L representa a un elemento w € M (X,@) y uxb' =p (8 )=t
Como por hipStesis la accién es trivial, & =&, de donde
jf_!pg {rel (31B x J,I% x 0)).

Supongamos ahora que se satisface la otra condicién. Sea u un
elemento de % (X,&) representado por M:I xJ —— X.

Sea f: (I® x J, aI1®x J,I® x 0) — (X,a,x(0)) wupa aplicacién
propia que represente a ¢ € I,(X,a). Entonces el elemento
uas ke I,(X,a) estd representado por una aplicacién propia

g {I®x J,8I1® x J,I®x 0) —— (Y,aa(0))

tal que fgpg mediante una homotopia propia B donde
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B(x.t,8) = k(l-s,t) para cada (x,t,s) € 9(I®x J) x I. Luego por

hipétesis fr_upg {rel(d1%xJ,I%x0)), de donde u. § = &, §

Defipnicién 11.- =‘Ih‘(X) es el oconjunto de 1las oclases de
aplicaciones propias {: I2 x J —— 3 tales que f(x,t)= f(x'.,t)
para todo (x',t) y (x,t} €d(I® x J); donde f y g estadn relacionadas
811 existe una homotopia propia

H: I8 xJ xI —— X
tal que By = f , Hy =g vy B(x',t,s) = B(x,t,s) para (x',t,s),
(x,t, &) € 3(I® x J) x I.

Es obvio que para cada a: 3 —— I propia, tenemos una

transformacién inducida por la inoclusién.

X= Ay Lika) —— 1.%(%)

Teorema 12.- 5Si X posee un Unico final propio y es (1) n-simple,

entonces J es una biyeocoién.

Demostracidn.- Sea § un elemento de T *(X) representado por f.
Entonces podemos definir una aplicaoién propia f: J — X
por f{(t) = f(x,t} con x € 3I®. Es evideute gue § representa un

elemento §' € 1. (X.B).
Como X 86lo posee un final propio, existe un camino L entre @ y f.
Por definicién |,Ln(§') € (X, a) estd representado por una
aplicacién propia.
g: (I® xJ, 1% % J,I® x 0) — (X,a,a(0))

tal que g es hométopa a f por medio de una homotopia propia a
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través de p, luego X {Py{§ )) = . Por tanto x es suprayectava.
Consideremos ahora dos elementos §, t,‘e;n(x,or) representados por
1.9 respectivamente, tales que X(%) = x(§ ). Entonces existe una
aplicaciép propia
H:IBx JxI —— X
tal que Hy=1f , HH =g vy B(x,t,8) = B(x',t,s8) para (x'.t,s8),
(x.t,8) € 3(I® xJ) x 1. Aplicando el Teorema 10, deducimos que

§=1Y% . Por lo tanto Y es inyectiva. M

Notemos que, en las oondiciones del Teorema anterior, por medio
de X podemos definir en ;5:(!) unpa estructura de grupo respecto a
la cuval % es isomorfismo. Comprobaremos a continuacién que la
estructura de grupo inducida en _;[;(X) por 1 es independiente de la
eleccidn del rayo base @ en I:

Sean (I® xJ),

[(ty tg ...ty t) € 1B xJ | 0gtycl/2)
(I %) = {(ty.tg, ..., 1y t) € IR xI | 112142 1)
El signifiocado geométrico de la operacién de grupo en ;%*(X) es
el siquiente-
Sean £ y E' € ___‘[;(X), entonces existen aplicaciones propias
f,g: (I®xJ,aI2 xJ,I® x 0) — (X,a, (o))
tales que representan a § y t' respectivamente y ademss
flr® x 3y~ = S Y 9 x3y+= Se
Definiendo h: I®xJ —— X ocomo h(y) = f(y) si y € (I®xJ),,
b(y) = g(y) =si y € (I®xJ)_.
h representa la suma &+ &' en ;L;(X).
Consideremos otro rayo Ben X. Como @ y P representan al mismo

final propio de X, existe un camino {L entre f y a.
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Construimos ahora una homotopia propia F: IPxJ xI——% a
través de | de forma que Fy= f y F(ty,....t,,¢,5)= f(l-s,t) 81
(ty,. ...ty t,8) € (T2 xJ)_ xI

An4logamente construimos una homotbpia propia G: IPxJ x 1— X
a través de P tal que Gp=g y G(ty,... t,,t,8) = H{l-5,t) st
(ty, - .t t.8)E (IR xJ), xI.

Notar que  Fy|¢rny gy-= ﬁﬁ y Gyl (x® x 3)4= Oﬁ
Si definimos la aplicacién propia

H: IPxJ xI— X
por:
H(y,t)=F(y,t) si (y,t) € (I®xJ), xI
H(y,t)=G(y,t) si (y,t) € (I®xJ)_x1I
Obtenemos que Hy=h y H(x,t,8)= ji(l-5,t) 8i (x,t,8) EJ(I™ I)x I
luego Hy representa el mismo elemento que h en =I;(X), esto es £+ ¢

Pero por otra parte Hy representa la suma en =‘I’n(X,B) de los

elementos representados por F{ y G;. Por lo tanto, la estructura

de grupo en ;fn*(X) no depende de la elecciép del rayo base en el

caso de ser X (1) n-simple y con un soclo final propio.

Definioiépn 13.- Para cada n=2> 1, Qf‘(X,(x) es el subgrupo de

1,(X.a), generado por los elementos de la forma §- v . §

donde LETL(X@) y v € n(fa).
Proposicién 14.- Para cada n21, QTn(X,a) es un subgrupo normal

de I,(X,a). En particular, (yl(x,a) contiene al subgrupo conmutador

de 1,(%.a).
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Demostracién. Para n > 1, T (¥,a) es abeliano, luego nln(x,a) es
normal. )

Para n =1, L '(X,@) estd generado por los elementos de la
forma & .{u E,=)-1 oon & € y(X,a), u € g(X,a). Observemos
que si £, b e y(Xa), bbb k) Tsw(t).f  donde
¥ L(X0) — m(Xa) es la transformacién habitual definida
anteriormente.

Consideramos ¢,&§ € I (X,a), v € 1y ().
JRTRE SN S X LN SR A S S STt S M S PRI AU SO I S
(W(EIE ) (W(E)n (wa B )= (W (k)b ) (¥ (E).u) » § )71
(W{E) &) (W (&) v (wiENTw(§)) »g)t=
= W)t ) (v &) e wEN T (wig) L BT e oz

Esto prueba que 0,'(X,@) es normal. )

Ahora, consideremos un generador £ .£°.t1. (Y )7! del conmtador
de 74 (X.@).

Entonces §.8° 670 (5" )= (w(§)xb) (&) = (& . (w(k).g) !
etz

Corolario 15.— Para n 2 |, ;n(x,a)/oﬂl(x,u) gue denotaremos

;nf(X,Q) es abeliano

Observemos que el Teorema 12 puede enunciarse de esta manhera:
Si X posee un Unico final propio, la aplicacién inducida por la
inclusién,
L' (X.a) — % (X)

es una biyeccién.
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Nota.- Para no inducir a confusién, diremos que X es (f)n-51mple
211 para todo xg€ K, ‘n’(X,xo) actia trivialmente en ﬂn(X,>,D;.Y
diremos que X es (%)p-conexo si1 para todo Xg € X, M (X,xq) es
trivial . Andlogamente para el caso relativo.

Denotaremos Qun(x,xo) al subgrupo de % (X,xy) generado por los
elementos de la forma §- u » ¢ donde § € M (¥,xp), v € (X, xg) ¥

u » § denota la accién de u en § (ver 14.1V.de [Bu.2)).

Consideremos un espacio X arco comexo, ocon un solo final propio,
(") (nel)-simple vy (1) n-simple, n 2 1. En estas oondiciones, los
grupos abstraoctos . ((X) y I,(¥) tienen su correspondiente
interpretacién geométrica , nml‘(X), “_5;(X).

Es obvio que podemos definir un homomorfismo:

o M, () — LMY
de la manera siguiente:

Flegimos un rayo @ en X vy oonsideramos el homomorfismo
Pu T (X, @(0)) — I, (X,a) y los 1somorfismos inducidos por la
inClusIon. Ry Mgy (3.0000) — T (X)) v X LT — 17(3).

Definimos ahora P* = Ao ¥ ol&‘(o).

Surge el problema de saber si este homomorfismo depende realmente
del rayo base @ que elegimos en X.

Sea B otro rayo en X,entonces existe un camino H:IxJ —— X
entre B vy a.

Denotamos (p.o)mj: o, (X, Q(0)) — %“X.ﬁ(ﬁ)) al isomorfiemo
inducido por el camino RP entre B(0) y @(0) , y consideramos el

diagrama:
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Mppq (X, Q(0))
(p.ﬂ )ml

Toey (1.3(0)) T 1, (£, B)

Como los tridngulos son conmutativos, basta prober la
conmitatividad del rectangulo de la base para demostrar la
independencia de @* respecto al rayoc base elegido para definirla.

Sea f:(I™! a1™!y — (X, @(0)) un representante de k€ T, (2.0(0)),
y F: I®x IxJ —— X una extensién propia de la aplicacién
propia.
G: B xIx0 U I"x0xJ UMxIx] — X
dada por:
G {x,t,0)=1(x,t) 51 (x,t) €I®xJ
G (x,0,s)=0(s) si (x,0,8)EI%x 0 xJ
G (y,t,s)=Q(s) i (y,t,s5)€31%x IxJ
Entonces Fy: I® xJ —— X definida por Fj(x,s) = F(x,1,s)
representa a Pu(t) € (X, ).
Condideremos ahora una homotopia
H: 1®ly1 — %
tal que:
By =f y H(z,r) = po(l—r) para cada (z,r) € Iy T
Luego M, representa a (pb (%) € T, i (X BCOY)

A continvacidn construimos una apliocacién propia
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R: I®%Ix0xI UIRx 0 xJ xY U3PxI xJ xI —s X

oomo: R(x,t,0,r} = H(x,t,r) 8i (x,t,0,r) € I®xIx (G x I
R(x,0,s,r) = K(l-r,s) si (x,0,8,r) €E I®x 0 xJ xI
R(y,t.s,r) = p(1-1r,8) i (y,t,8,r) € 31 I xJ x I

Observemos que Rop=G. Aplioando la propiedad de extensién de
homotopia propia, R se extiende a una aplicacién propia
L: I®xIxJIx]I — X
tal que Lg= F.
Observemos que L;: I®xIx J —— X verifica que

Ly (x,t,0) = Hy (x,t) si (x,t) € IBx1

Ly (y.t,s) = B(s) si (y,t,s) € 31™x I xJ
Ly (x,0,8) = B(s) si (x,0,5) € I% 0xJ
Por lo tanto Lyj: I®xJ —— X gdefinida  por:
Lig(x.s) = Li(x,1,s) para cada (x,s) € IPxJ

representa a % ( (}Lo)mi(t) ) € 1, (X,B).
Ahora bien, la apliocacién propia
H: (PxIxJIxI — %
dada por M(x.,s,r) = L(x,1,s,r) para cada (x,s,r) € I®xJ x1I
es una homotopia propia de F; a través de [ y por tanto M
representa a |y ( 9u{8) ) € I (L, B).
Pero M;(x,s) = L(x,1,s,1) = Ljy(x,s) para cada (x,8)€ I®"xJ

de donde se deduce que @ (p.o)ml(ﬁ) = L @y (E). 8
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6.— E1 papel del rayo base en los grupos I, para el oaso

relativo. Acoién de Ry

Este pdrrafo tiene un desarrollo similar al anterior. La mayoria
de las demostraciopes se omiten pues se hacen de modo andlogo a las
de los correspondientes teoremas del parrafo 5.

Sea (X,A) un par propio, donde A posee algin final propio.

Teorema 1.~ Para cada n:1, todo camino en A, |, entre dos rayos
@ y B de A induce de forma natural una biyeccidn

Kp (X, 4,B) — 1.(X.AQ)
que depende\picamente de la clase de homotopia de W(rel(0x J,1xJ))

Ademés se verifica:

1) Para cada nx2, |, es homomorfismo.
2) Si | es el camino degenerado ¥, , [, es el automorfismo
identidad

3) Si Py p son caminos en A entre rayos de A, de tal forma
que pB(1,t)=p(0,t) para cada t €J, entonces (|.P)y = PpoPy

4) Para cada camino JL en A entre dos rayos Q,f de A, y cada
aplicacién propia f:(X,A) — (Y,B), el siguiente cuadrado

es conmitativo

1,(X,4.B) A 1,(1,4,0)

Te fe

($ep)p
LLEfef) 20,y yBfeq)

5) El siguiente diagrama es conmitativo :
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e L(AB) =5 1,(X.B) 25, ;(X,A.B)i’ L (AB) — -

S o
o) 2 gy 3 gaae g () — -

Remostracién. — Definimos |, de la siguiente manera:
Sea {: (I®x J,I™1x 3,701y 3 18%0) ——  (%,4,B,B(0)) una
aplicacién propia que representa a § € ;n(X,A,ﬂ)
Definimos ahora una homotopia propia parcial de f,
6: I®x0xI UTIx Jx1 — A c X
por $(x,t,s) = L(l-5,t) para cada (x,t,s) € (IR x0 U T™lJ)x1
Como | a(1>1xJ)xy ©5 una homotopia propia en A de f| =1y 3y,
aplicando la propiedad de extensién de homotopia propia,
encontramos una extensién propia de ¢ a(r™ 1y x1
F: (I™lxdyx] —— 4
(observemos que I es una homotopia propia en A de f'In-lx y 2
través de L y Fy representa al elemento | (8 (¢)) € IL(AQ)).
Llamando @:9 (I™!xJ)x I ———— A a la aplicacién propia

definida por

®(x,t,8) = ¢ (x,t,s) Bi (x,t,8)€IPx 0 U (T™IxJ)x1I
d(y,t,8) = F (y,t,s) 81 (y,t,8)€I™IxIxI
y aplicando de nuevo la propiedad de extensién de homotopia propia,
® se extiende a una homotopia propia
G: PxJIxI — X
con Gy= f (Diremos que G esuna homotopia propia de f através de R).
Como G; es una aplicaocién propia del tipo:
(IPx J , 1™ o1y 3, IBy0) —— (XA, 0,Q(0))

representa un elemento T € _}n(X,A,a)
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Definimos Kp(8) = 1.

La demostracién de que |, estd bien definida y sdélo depende de
la clase de homotopia propia de p { rel(0 xJ,1 xJ)) es apdloga 2
la realizada para el ocaso absoluto, asi oomo la demostracién de
1).,2).3) v 4).

Por otra parte resulta inmediato comprobar que 1, R = R 314,

J& Kp= Py J+¢ ¥ de la definicién se deduce que O = fpd, por tanto

gse verifica 5). # \

orolari .- Para nx 2, M;(A Q) actia en T, (X A Q) como un
grupo de operadores .(Utilizamos la misma notacién u » & que en el

cago absoluto).

Notemos que si a es un final propio en A, a partir del Teorema 1,
se deduce que todos los grupos 1, (X,A, @) donde @ es un representante
cualquiera de a, son isomorfos y por tanto, como grupo abstracto
I(X.A,a) pno depende de la eleccién del rayo base @ elegido para
representar a, y podemos denotarlo simplemente por T (X A a),
(lo llamaremos (I) n-ésimo grupo abstracto de homotopia propia del
par {XI,A) en a). Si A posee un tGnico final propio, todos los grupos
Ia(X,A,@) sop isomorfos para cualquier rayo @ en A y como grupo
abstraoto I (X,A,a) no depende del rayo base. Podemos denotarlo
L(X,8) y lo llamamos (1) n-ésimo grupo abstracto de homotopia

propia del par (X,6A).

finioié .— Diremos que el par propio (X,A) es (I) n-simple

=ii para todo rayo O en A, (A, @) actua trivialmente en T, (X, A,a).
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opogicj .= Si1 A posee un unioco final propio, e} var (X,A)
es (1) n-simple 51 y s6lo si existe up rayo O en A tal que (A Q)

actia trivialmente en I.(X.4,Q).

Propogioiép 3.- Si para algin rayo @ en A , (A, Q) es (X) i-conexo

entonces el par (X,A) es (1) n-simple.

ogicj .— S1 A posee un tnico final propio vy In(X,4)=0,

entonces el par (X,A) es (1) n-simple.

Teorema 7.— (X,A) es (1) n-simple si y 86lo 51 se verifioca, para

cada rayo @ en A, que si dos aplicaciones propias f,g del tipo
(IRx J, 1oty ™1 v 3 IBx 0) —— (X,4,0,Q(0))

son hométopas propiamente mediante una homotopia H tal que

B(I®xJ)y x I) © A y B{x,t,s) = B(x',t,s) para (x,¢,s),

(x',t,8)€ (I®x 0 U T™1xJ)x1

entonces sonm hométopas propiamente (rel{I™!x J,T!x J I1®x0)

Como ocurre en el caso absoluto, si A posee un unico final propio
y el par propio (X,A) es (1) n-simple, el grupo abstraoto L,(X, A)

tiene la correspondiente interpretacién geométrica:

Definioién B.- 1,'(E,A) es el conjunto de las clases Qe
aplicaciones propias

f: (I®xJ, 0(I®x J)) —— (I.A)
tales que f(x,t)}=§(x',t) para todo (x,t) Yy (x',t)EI"xOUT‘“‘li;

donde f y g estan relacionadas siil existe una homotopla propia
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H(IBxJ xI,d3(I% J)xI) —— (X,A)
tal que Hy = f, Hy =gy H(x",t,s)=H(x,t,s) para todo (x',t,8) y
(x,t,8) € (TBx0 U T ixJ)xI

Entonoces para oada rayo @ en A, tenemos una trasformacién

inducida por la inclusién

1= Ao WX A40) —— 1#(3,4)

Teorema 9.- Si A posee un unico final propio y el par propio

(X.A) es (;)n-—simple entonces Y e5 una biyeccidén.

Andlogamente al caso absoluto, podemos definir en T #(X,A) una
estructura de grupo respecto a la cudl Y es un isomorfismo,
comprobandose ademds que esta estructura no depende de la elecciédn

del rayo base que representa al final propio de A.

Definiocién 10.— Para cada n=22, Otn(X,A,a) es el subgrupo de
1, (X,A, @) generado por los elementos de la forma E- usf donde

£ €(I.AQ) v uER(aaq).

Proposjcién 11.- Para cada p> 2, Q.(n(X,A,(x) es un subgrupo
normal de 1L, (X.A,a). En particular, Qiz(X,A,(x) contiene al subgrupo

conmtador de 1,(X,A,0).
Demogtracién. Para n>2, 1,(X.,A,Q) es abeliano.
Para n =2, 012(X,A,(2) estd generado por los elementos de 1la

forma t.(uat)! con t € 1,(%,A,Q), u € Iy (A ). Observando que
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si t,% e nfaa), §.b ¢! o ¥2(&).L"  donde
3: L(X A Q) — (A Q) Y Vi (Aa) — 3 (4,0),
la demostracién se bace de modo similar 2 la de 1la Propogicién

14.5.

Corolario 12.- Para n:»2, ;_Ln(X,A,Q)/ NNR(X,A,Q) (que denotaremos
&* (¥,A,@)) es abeliano.

Notemos que el Teorema 9 puede enunciarse asi:
S1 A posee un unico final propio, la aplicacidn inducida por la
inclusién
k4 *
LA 0) — 1 N(EA)

es una biyeccion.

También para el caso relativo, las condiciones de {fl) simplicidad
y (1) simplicidad permiten relacionar los grupos de homotopia de
Hurewicz y los de homotopia propia oonstruidos geométricamente.

Para n2> 2. Dado un par propio (%,A) con A arco conexo y con un
solo final propio. S5i (X,A) es (f)(n+l)-simple y (I)n-simple, los
grupos abstractos My, (X,A) y I,(X,A) tienen su correspondiente
interpretacién geométrica nml’(X,A) y =1::“'(X,A). Es evidente que
podemos definir un homomoerfismo

0% ¢ Rppt(RA) —— 4 (X.4)
por ¢* = lu.qa.l;i(o)
donde 0 es un rayb elegido para representar el final propio de A,
O © Ty (5 A,@(0)) — L(3.A0) ., Xyo) Tt (X.A,0(0)) 2 L Y
Y Ao WL A@) =3°(14)
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Como en el oaso absoluto, se ocomprueba que ¢* no depende de la

eleccién del rayo base.

7.- E1 papel del rayo base en los grupos R, . Accién de X,

El desarrollo del presente padrrafo es paraleloc al de los dos
znteriores. Las demostraciones se omiten pues se hacen de forma muy
parecida a las de los correspondientes teoremas de los parrafos Sy

6.

Sea X un espaoio topoldégiocc oon alqun final propioc.

Teorems ). Para cada n:l, todo camimo | entre dos rayos & y PBde
¥ induce de manera natural un isomorfismo

bo * By (X.B) — my(X.0)
que depende unicamente de la clase de homotopia propia de

f(rel((0xJ,1xJ)).

Ademds, se verifican propiedades analogas a 1),2) y 3) del Teorema

2.5

ostracién.~ Sélo daremos la definicién de f:
Sea t un elemento oualquiera de 1, (E.B). Elegimos una aplicacién
propia f:(I™x J, 3I%x J, 3I® x 0)— (X,B,P(0)) que representa a §.
Definimos ahora una homotopia propia parcial de f
6 : PI®xJ)xT — 5 ¥
por: &{(x,t,s8) = L (l-s,t) para ocada (x,t,8) € (372 x J) x 1.
Notemos que para oada (x,0,5) € 3IBx 0x I, ¢ (x,0,8)=(phy-1(s).
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Aplicando la propiedad de extensién de homotopia, obtenemos una

extensién de Ql I®x 6 x I
6 I O0xI —— X
tal que 30= f|1‘xo '
Consideramos a oontinuacién la aplicacién propia
®: I(IPxJ)xI —— X

dada por ¢’|I"x0xI=° Yy ® (E!I”‘)(J)XI:0
Observemos que Q= flax® x3)

Aplicando de nuevo la propiedad de extensién de homotopia propia,

obtenemos una extensién propia de @
F: BxIxI —— X

(a2 estas homotopias propias que verifican Fg=f y F(x,t,s)=
= p{l-s,t) 83 (x,t,s) €3I"x IxI, para § del tipo descrito, las
llamamos también homotopias de f a través de fL).

Como Fy es una aplicacién propia del tipo:

(IR x J,9IR x J, IR x 0) —— (%,a,Q(0))

representa un elemento 1 de gn(x,a)‘ Definimos }Ln(f,) =0 #

Para un camino |t entre los rayos @ y B de I, el camino }Lo
entre a(0) y P(0) induce de forma mnatural un isomorfismo
(pu)n: )ln(X,ﬂ(ﬂ)) — 1,(X,a(0)) para cada n> 1. Observemos que de
la propia definicién se deduce de forma ipmediata dque el cuadro

1 (3.8) 2, m (X,B(0))
Fn {3

%, (1,0) 2L 5 3,a0)

es conmutativo.
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Corolario 2.- N(X,a) actia en N (X, Q) como grupo de
operadores. La accidn (=) Be(X,Q) x ;{n(X,c) — ;Ln(x,u)
estd definida por u « t = }ln(t) donde P es un representante

cualguiera de u.

Observemos que dados §, § € m(X, @), §. & =§.k. tY, es decir
que Xy (X,a) actoa en Ry(X,a) por oonjugacién. Entonces son
equivalentes: \

a) Xy (X,a) es abeliano y b) #;(X,) actda trivialmente en I (%,a).

Notemos que si a es un final propio de X, del Teorema 1 se deduce
que todos los grupos I, (X,@) con Q@ un representante cualquiera de
a, sopn isomorfos. Por tanto como grupo abstracto _l_ln(X,(x) no depende
del rayo base @ elegido para representar a y podemos denotarlo
N, (¥,a). Lo llamamos (fl) n-ésimo grupo de homotopia propia de X en
el fipal propio a. Si Y posee un ¥Unioco final propio, oomo grupo
abstracto R, (X,&) no depende del rayo base a. Lo denotamos
simplemente como J.(X) y lo llamaremos (R) p-ésimo grupo de

homotopia propia de X.

Definioiép .- Diremos que X es (fI) n-simple sii para todo rayo

a en X, 1=11(X,(1] actda trivialmente en Lln(X,(!).

Se verifican Proposiciones 4,5,6 anilogas a las Proposiciones

7.5,8.5,9.5.

Teorema 7.- X es (X) p-simple 51 y solo si se verifica, para
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cada rayoQ@ en X, que si dos aplicaciopes propias f, g del tipo:
(I%x J, 3TR2x J, a1®x0) —— (X, ,a(0))

son bométopas propiamente mediante una homotopia H que cumpla:

H(x,t.s)=H(x",t,s) para cada (x,t,s) y (x,t,s)€9I%xIx]1,

entonces son hométopas propiamente (rel( dI%x J, a1%x 0)).

Defipicién B.- L:(X) es el oonjunto de las clases de
aplicaciones propias f: I®xJ — X

tales que f(x,t)=9(x,t) para cada (x,t) y (x',t) € 9I®x J;

donde f y g estan relacionadas s13i existe una homotopia propia:
H: PxJIxI — %

tal que Hy=f, By=g y H(x',t,s)=H(x,t,5) para cada (x,t,s)

y (x.t,s) €3I%xJIx1.

Para cada rayo @ en I tenemos una transformacién inducida por la
inclusién:
o (1a) — 1*®
que en el caso de poseer ¥ un Unico final propio y ser (%) n-simple
es una biyeocién y podemos inducir en b‘(i) una estruotura de
grupo, independiente del rayo base @, que hace de esta biyecoién un
isomorfismo. En este caso g;(!) e8 la interpretacién geométrica

del gupo abstraoto 1, (X).

Definigiépm 8.- Para cada nzl, (R(X,@) es el subgrupo de
f%,(X.a) generado por los elementos de la forma §&-u*t

donde t e m(Lay y vepn(Xa).

73



Proposicién 10.- Para cada nx1, (,2(X,@) es un subgrupo normal
de M (X,@). Ep partioular, 0! (X,a) es el subgrupo conmutador de

R (X,Q).

Corolario 11.- Para n21, R (X Q) / 02(2,a) (que denotaremos
=11,:'(X,(’.!)) es8 abelianoc.
la utilizacién de este grupo suple la condicién de
(f)n-simplicidad y obtenemos que si X posee un Unico final propio,
la aplicacién inducida por la inclusién
LX) —— m'(1)

es una biyeccién.

Consideremos ahora un par propio (I,A) donde A posee algqun final

proplo.

Toorema 12.- Para n:1, todo ocamino |l en A entre dos rayos ayB
de A, induce de forma natural una biyeocién

bn 0 Ep(RAB) ——— m,(3,4,Q)
que depende nicamente de la clase de homotopia propia de
(rel(0 xJ,1 x J)). Y se verifican propiedades andlogas a 1), 2)

’

3}, 4) y 5) del Teorema 1.6.

Demostracién. - 12 manera de definir by e8 la siguiente:
Sea §: (I®xJ, I 3,1 3,11y 0) —— (x,A,ﬁ,s(é)_)

una aplicacién propia que representa a EE€ =1'(:\(X,A,ﬂ)
Definimos uns homotopia propia parcial de f

o (TIxo UMl xdyxlI — A cx
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por: &(x,t,s5) = i(i-s,t) para cada (x,t,s) € {T®ixJ)x I
Como Q]un-lx 0 xI €5 una homotopia en A de f|un—1x o - aplicando
la propiedad de extensién de homotopia, encontramos una extensién
F: I*IxoxI — A
oon Fg = f|In-1X0
Considerando ahora la aplicacién propia
G : (I JIyxI —— A
dada por G|I“1xo «r =F v Glarthayr= o ik xr
y aplicando la propiedad de extensién de homotopia propia,
obtenemos una extensidén propia de G,
G: I™y I x1 — 5 A
tal que 60 = j| ™1y 3
Llamando H @ dI® x I ———— ¥ a la aplicacidn definida por:
H|I""1x0x1 =F vy Bletygur = 0m-iygyy
y utilizando la propiedad de extensién de homtopia , H se extiende
a una homotopia H: ®Mx0xI ——— X con §0=f|Inx0
Si ahora definimos la aplicacién propia

S I xJ)yxI —— X

por S|mygyr=H, S|ilgy1=C v S|eiygyr= °|1‘"‘1x3 x 1
y aplicamos una vez mis la propiedad de extensién de homotopia
propia, obtenemos una extensién propia de S,
R:MxJIxI — X

tal que Ry = f .

Como Ry es una aplicacién propia del tipo

(2% 3,1 1x g, ™Iy 3, ™0y — (3,40 a(0))

representa un elemento N de (X, A Q)

Definimos ia(§) =1
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Corolario 13.- Para n2x2, %;(A Q) actia en R, (X A Q) oomo un
grupo de operadores. (Seguimos utilizando la misma notaocién u « § que

en el caso absoluto).

Observemos que, andlogamente al oaso absoluto, para un camino H
en A entre dos rayos @ y B de A, se deduce de la propia definicién

que el cuadrado
. (X,A8) i’ T, (X, A, B(0))
e (K

°d
R (%,4,0) ——— 7 (3, 4,0(0))

es conmmutativo.

Del Teorema 12 obtenemos que 51 a es un final propioc de A, como
grupo abstracto R,(%,A,@) no depende del rayo @ elegido para
representar a y lo denotamos N,(¥,A,a). Si A posee up unico final
propio lo denotamos R, (X,4) y lo llamamos (M) n-ésimo grupo de

bomotopia propia de par (X, A).

fipjeié .— Diremos que el par (X,A) es (I) n-simple sii

para todo rayo O en A, ! (A,Q) actia trivialmente en L.(X.A Q).

Se tienen Proposiciones 15,16,17 andlogas a las Proposiciones

4.6,5.6,6.6.

Teorema 18.- (%,A) es (¥)n-simple si y 86lo 81 se verifioca, para

cada rayo @ en A, que sli dos aplicaciones propias f, g del tipo
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(I®x J, 11y 3, 101y g, 71y 0) —5  (%,4,@,0(0))
son homotopas propiamente mediante uyr: bomotopia H tal que
B(dI®x IJxI) € A 'y B(x.,t,s) = H(x',t,s) para cada (x',t,s)
y (x.t,8) € T"!1xJI xI , entonces sop hométopas propiamente

(rel(I™1x 3, To1y 3,121y 0)).

Defipjocién 19.- ;ln*(X,A) es el oopnjunto de las clases de
aplicaciones propias
f: (I"x3,01%x J) —— (1,4)

tales que f(x,t)=f(x',t) para todo (x,t) y (x',t}€ Ty J;
donde f y g estan relacionadas sii existe una homotopia propia

Hi (I % J, a1 x J x I) —— (X,A)
tal que Hy = f, H =g y H(x,t,s) = H(x",t,s) para todo {(x,t,s)
y (x',t,8) € T™Ix J x1I l

Para cada rayo & en A, tenemos una transformacién inducida por la
inclusién
(X A0Q) —— (LA
que en el omso de poseer A un unico final propio y ser (I,A)
(R)n-simple es una biyecoién y podemos inducir en ;h:(X,A) una
estructura de grupo, independiente del rayo base &, gque bhace de
esta biyecoién un isomorfismo. En este caso, gn*(X,A) es la

interpretacién geométrica del grupo abstracto I (X, A).

Definioién 20.- Para ocads n2 2, Oﬂn(X,A,Q) es el subgrupe de

M (X,A,@) generado por los elementos de la forma E- ua.l donge

te L (X AQ) v uE m(AQ).
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Y se tienen proposicién y corolario andlogos a ...6y 12.6

Notemos que si L es un oamino en X entre dos rayos Q y B, de 1la
ultima demostracién del parrafo S, de la propia definicién de [
para 1 y Ny de la observacién al Teorema 1.7, deducimos

inmediatamente que el siguiente diagrama es oonmutativo.

o (180) a8y Y By 2 m(2B0)) — -

lw")m lh lu,, l(u")n

r— nm(x,a(o))&»;n(x,a) L L(X,a) i n(X,a(0)) —

Similar resultadc se obtiene para un par propio (X,A) y un camino

i en A entre dos rayos & y P.

Para cada rayo a en ¥, definimos una accién de Jy(X,Q@) en

T (X, a(0))
()0 B(E,Q) x My(K,Q(0)) —— A, (X, a(0))

como U s §=Fu) « § para cada u € B(LaA)y L€ M (X,a(0))
“d(u) » & ocorresponde a la acoién de (X, a(0)) en M (X,Q(0)).

Andlogamente para un par propio (X,A) y ocada rayo & en A,
definimos una accién de f; (A, @) en N, (X,A,Q(0))

(o) Ay(A,a) x My(E,A,Q(8)) — N (X, A (D))

como u x § =%(u) « § para cada u € (A Q) Yyt E M (X, A Q)
“d(u) » § corresponde a la accién de My (A, x(8)) en Ry (X, A,Q0)).
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Son inmediatas las sigulentes proposiciones:

Proposicién 21.- Si X ((X,A)) es (M) n-simple, entonces la
acoién de f,; (X, Q) (M, (A Q)) en T (X, a(0)) ( % (X,4,@(0)) es

trivial para cada rayo @ en X (en A).

Proporicién 22.- Sea I un espacio ({X,A) un par propio)) tal que
para algin rayo @ en X {en A) , My(X,(0)) , Tp(X, @) y I, ((X, )
(Mp(A, @(0)), T(A, @) y T, (X, A @)) son triviales.

Si X ((X.A)) es (1) n-simple, entonoes X ((X,A)) es (7)n-simple.

Un resultado inmediato es que para cada rayoc @ en X , (X, Q)

actia en la suocesién exacta N1 —— 1 — N asociada a (X,Q)

Proposioidn 23.- Para cada v € f{(X,) el siguiente diagrama es

CONIMItativo:
T Mg, (3,Q(0)) ﬁ>;l,1(1!,0t) X, I (X, a) 2, T (X, a(0)) — -
Uy U, u, Uy
T 11,h,,l(X,Ot(ﬂ))*LPEL—)},,(X,oz)—W—> L1, a) Ci» (X, Qo)) —

An#logo resultado se obtiene para el caso relativo.

Nota. - De manera similar a la realizada en los parrafos 5,6 y 7
pueden definirse acciones de I;(A. @) en T,(X A Q), n(AQ) ¥y
Ra(X,A.a), para todo rayo O en A y ({X,A) par propio. No
desarrollamos su estudio pues no resulta interesante para el resto

del presente trabajo.
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CAPITULO 1I

GRUOPOS DE (CO) HOMOLOGIA PROPIA

El objetivo de este capitulo es introducir teorfas de (co)
homologia propia que se utilizardn en capitulos posteriores.
Eatas teorias ya ban sido definidas en [E-H-R].

W. S. Massey desarrolla en [M¥ ] la teoria de (co) homologia
(H*)H, utilizando oubos singqulares en lugar de simples
singulares (un bD-cubo singular en un espacio X es una
aplicacién continua de I —— ¥, para n 2 0). La ventaja de
trabajar oon bp-cubos en 1lugar de n-simples es que, en
principio, se obtienen descripciones geométricamente  mas
sencillas y muchas demostraciones tienen también formulaciones
mie odémodas, debido a que el producto de un cubo por ] sigue
giendo un oubo y al hecho que la subdivisién de un ocubo es muy
sencilla.

Con téonioas parecidas a las de Massey, pero utilizando
n-cubos propios (l1.I) y aplicaciones propias, se obtiene la
homologia singular propia J, y factorizando por los n~oubos
compactos la homologia final propia E,, ambas en la categoria
de los pares propios, y relacionadas con la homologia singular
H, por una sucesién exacta:

o By T gy By — B —

Daremos las propiedades mds interesantes de estas teorias de
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(co) homologia propia, completadas respecto a las de [E-H-R]
por el Teorema de la suocesién de "Mayer-Viétoris. Asimismo
recordaremos el algoritmo de célculo que existe para estos
homologias en la categoria de loz ocomplejos ctbicos propios
finitos y estableceremos en esta categoria teoremas de escisién
y Mayer - Vidtoris con hipétesis menos restrictivas que seran

Utiles en capitulos posteriores.

l.- Grupos de homologia propia
Sea X un espacio topolégico.

Definicién .- Un n-cubo singular propio de X es uba
aplicacién propia T: K x ... xKg—— X donde Ky x...x Ky
es un n-cubo propio (1.I). Se dice degenerado si existe
i€ {1,..,n} tal gue T(x{,.., X{,.., Xy) Do depende de x4 (en
tal caso K =1, pues T es propia).

Sea QO (X) el grupo abeliano libre geperado por todos los
n-cubos singulares propios de ¥ y sea D (X) el grupo abeliano
libre generado por los n-cubos sipgulares propios degeperados
de X. Se denota C;(¥) al grupo cociente Qu(X) /D, ().

Para cada 1 =1,.., n, se consideran las inclusiones

ol K xo % Ky x Ky x o.ox K —— Ky x....x X

1 =
@0, Xgoge Xy X)) = (XL g g Ly, Xg)
donde 1=061 si Ky=I y 1=0 s1 K =1J
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Ecstas inclusiones inducen
()" op(®y —— oy ().
Para el caso Ky=J definimos ((xilj'= 0
Se define un homomorfismo borde 3,: Q.(X) — @ (X) por:
a1 = (- (%7~ (a!)'T)
Como 39 =0 y d(D,{X)) <D, (X) queda induocido
8 @ Gu(X) — G q(X)

El ocomplejo de cadenas obtenido se denota por Cy(X).

efinjoié .— Se llama n-ésimo grupo de homologia singular
propia de X y se denota Jj(X) a H (G(X)).

Para un par propic (X,A), se denota C,(¥,A) al complejo
cociente C,(X) /C..,(A).

Se llama n-ésimo grupo de homologia singular propia del par
(X,A) y se denota Jj(X,A) a Hpi(C,(X, 4)).

Sea G un grupo abeliano. Se define el n-ésimo grupo de
oohomologia singular propia del par (X,A) con ocoeficientes en
G, J®(X,A;G) =HP(C*(X,A;G) donde  C*(X,A;G) =Hom( C4(¥,4);G).
Como en 1a homologia singular puede definirse:

Jn{X,4;G) =H, (C,(2.A) ®G)

Sea 5,(X) el complejo de cadenas de oubos singulares de X.

Notar que S;(X) es un subcomplejo de C,(X).
Defipicidén 3.— Se llama n-égimo grupo de homologia final

propia de X y se denota Ej(¥) a H ( G(X) /S‘,(X))A

De la manera babitual se definen K (X,4), E (X, AGy vy
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E"(X,A;G) para un par propioc (X, A} y un grupo abeliano G.

Nota.- Para los oomplejos S, , Gy, C/S, se denotaran los

oiclos por 2_, Z

B,, B

2545 Y los ‘bordes por B or Bols

s c’ s

respectivamente.

Dada una aplicacién propia f: ¥ —— Y

la correspondencia T —— { ¢ T induce homomorfismos
Ilf) = fa o Jp(X) —— Iy (Y)
En(f) = fo @ E(X) — E (Y)

Andlogamente para el caso relativo.

Asi Jp y E; son functores covariantes de la categoria de
los espacios topolégicos (o biep pares propios) y aplicaciones
propias, en la categoria de los grupos abelianos y
homomor fismos.

J* y E* son functores ocontravariantes entre las mismas

categorias.

Dado up espacio topolégico X, oonsiderando la sucesién
exacta corta de ocomplejos de cadenas :
0 — Sy(X) —— Cu(X) — (G [/ S4)(X) — 0
se deduce que "I tiene asociada la siguiente sucesién exacta:
s Ho (1) — Jg(X) — Eg(X) — oy (X) —

Andlogamente para todo par propio (X, A).
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2 -Prinocipales propiedades de los grupos de homologia

propia.

Definicién 1.- Para up espacio X, se considera el conjunto
de los subespacios compacto-cerrados de X dirigido por la
inclusién. Si K es un compacto-ocerrado de X, c(X-K) denota el
conjunto de componentes oconexas de X -K.

El oonjunto de finales de Freudenthal de I se define ocomo el
li{mite inverss F(X) = lim o{X-K}. Un final Freudenthal e de X
se representa por e = {Uy} € &}g_c(X—K).

Sea U un subconjuto de X, se denota:

e < U, si existe un KX tal que UK cVU
U = (e€ F(¥)|e<U, U*=U LU

Se llama topologia de Freudenthal a la topologia inducida en
T U F(XI) por la base {lJ*| U es un 2bierto de X }. Este
espacio topolégloo se depota xt y es una extensién de X .

X* fué estudiado por Freudenthal en [F.H].

Recordamos que se verifican los siguientes teoremas:

Teorema 2.- Sea X up espacvio T,, localmente arco oconexo,
localmente compacto y con un numero finito de componentes
oonexas. Entonces X es abierto en X* Y X es Tp. localmente
conexo y ademds compacto.{Entonces X' se llama coppactificacién

de Freudenthal de X).

Teorema 3.- Sea f: ¥ —— Y propia, donde Y tiene como

base los ablertos ocon frontera ocompacta y ademds Y es
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localmente conexo.

*

. . . . A * *
Entonces, existe una unica aplicacién continua f°: X" — Y

ta) que j*(F(X)) c F(Y) vy el ouadrado:
£

I — Y

v 15, Y

65 conmutativo.

Un estudio detallado sobre las propiedades de x* y su
relacién con otros espacios topolégicos que extienden X, a
través de los finales de Freudenthal, y a través de los
finales propios F(X) esta realizado en [Dm.-He.l], de donde

puede obtenerse el siguiente:

Corolario 4.- Sea I un espacio topolégico, Kyx...x K, un

n-cubo propio y f: Kyx...xK, —— X wuna aplicaci6n propia.
Entonoes gueda induocida de modo natural f*: (K x..x S%)* — 1

continua.

Ahora, daremos una lista de propiedades que verifica la
bomologia singular propia:
P1) Existe una sucesién exacta asociada a cada par propio
(X.A).
C— Jq(A) — Jq(X) —_— Jq(X,A) — Jq_l(A) —_
P2) Sean f,g: (X,A) — (Y,B) aplicaciones propias entre
pares propios.
Si {1 y g son hométopas propiamente, entonces los

homomorfismos inducidos fs, Q4 Jq(X,A) —_— Jq(Y,B) son
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iguales.

P3) Sea P un punto, entonoes Jo(P) = 0 siq=0 y Jg(P) =2

P4) Sean XY lag aroo ocomponentes de X. Si ocada XY es propia
en X, entonoes Jq(X,A) = ?Jq( X‘Y AN XY) para ocada
subespacio propic A de X.

P5) Si X es compacto, Jg(X) = Hq(X)A

P6) (Propiedad de fuga). Sea f: X — Y wuna aplicaocién
propia tal que existe F:J x X —— Y propia y F(0,x)

= f(x) para cada x € X .

Entonoces el bomomerfismo inducido {4 Jq(X) — Jq(Y)
es nulo.

Corolario de P6) : Jq(X xJ) =0 para todo q.

P7) Sea UCZX tal que clUcint & y AfuU (X-U)f= £(X).
Entonces, Jq(X-U, A-U) —— Jq(X,A)es isomorfismo.
Notar que P7) es una propiedad débil de esocisién pues a
la condicién habitual hay que afadir la que ooncierne

directamente a los finales de Freudenthal.

La homologia final propia verifioa propiedades similares
a Pl) ,P2) ,P4) ,P7) y ademis las siquientes:
PE3).Eq(X xJ)y = H‘_l(X). En partioular E‘(J) =0 8i q-=1
y E(J) = 2.

PES) Si X es compaoto, E (X) = 0 para todo g.

q
PE6) E{(X) es el grupo abeliano libre sobre el conjunto de
finales propios de X.

PE?7) Sea (X,A) un par propic de espacios compactos y U cX
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tal que 6lU < int A. Entonoes:
E1((X-U)>< J, (A-U) xJ) — Eq(XxJ.AxJ)

es un isowmorfismo.

Utilizando las propiedades anteriores se obtiene que:
Jq(Rn)=0 si g=n y J, (R*) =2
SARXD B¥ly -0 sig=n y I (RD R¥) =2
(R, es el semiespacio euclideo oorrespondiente a x;20).

E((DP ! xJ,8%2x3) =0 si q=n y E(D"!xJ, 5™%xJ) =2

A continuaocién daremos un teorema que completa las
propiedades de las homologias Jy y Ei y no estd recogido en

[E-H-R}.

Sucesidn exacta de Maver-Vietoris.

Sean A y B dos subespacios propios de un espacio topolégico
Y. Se consideran las inclusiones propias:
jy : ANB——m— A
ot ANB — B
Xk @ A — X
l : B — X
que inducen los homoworfismos Jys ., Jo+ . k3 , ls en los
correspondientes grupos de¢ homologia simgular propia.
Definimos ahora los homomorfismos
¢: Jy(A N B) —— J(4) & J (B)
¥: Jp(A) ® Jy(B) —— Jp (%)

por:

87



Q(x) = (Jga(x), I (x)) para x € Jp(4 N B)

¥ (0,v) = ke (u) = Le(v) para u €Jy(A) y v €Jy(B)

Teorema 5.- Sean Ay B subespaocios propios de X, tales
que X = int A Uint B y FY(X) = AT U BY. Entonces existe un
bomomorfismo natural para cada n,

A Jp () — I (A NB)
tal que la sigulente sucesién es exacta:
D5 s By 3 sy @ 3By Yo 3,(1) B 3 (A 0 B)——

(la llamaremos sucesion de Hayer-Vietoris para la homologia Jy)

Demostracjén.~ Sea {/= [A,B). Como Massey en [M], diremos que
un n-cubo singular propio T es menor de orden {/ si ImT € A &
ImT € B. Llamamos Q,(X,{/) al subgrupo de Q (X) generado por
los n-oubos singulares propios de orden {/ . De manera aniloga
definimos Dy (X, &), v C(X U) = QX ) /Dy (% U)

Es olaro que d(Qu(X, 7)) € Q (X, ) y por tanto podemos
definir Z,(X, ), By(X, ') y J (X, /) de la manera habitual.

Andlogamente a lo que ocurre en P7), wver [E-H-R], 1la
condicién sobre los finales de Freudenthal, junto con el hecho
de ser hométopos el operador subdivisién Sd y la identidad
1d: G (X) —— G (X), permitirdn demostrar en este caso que el
homomorfismo inducido por la inclusién Og: Cy(X, ¥ )—— Cy(X)
induce un isomorfismo G,: Ju(X, I} —— J.(Y).

Notemos que ((X, 7)) « Cu(A) + CL(B)

0, es suprayectiva: Sea (z) € J,(%) donde z =
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= Ty+ .. +Tya € G (X) es un oicle.
Para cada n-cubo singular propio T; de la cadena z, donde

T

j: 66 —— X con 0; = n-oubo no compacto, consideramos la
aplicacién oontinua inducida en los espacios de Freudental
T, 0, U @ ——— X UF(X) donde e ={Ug) es el unico final
de Freudenthal de o,. Ti'(e) e F(X) = A UBf . Por tanmto
Ti*(e) € A7 6 bien Ti‘(o) € B . En el primer caso, existe
un compacto K en O;, con UK Ee tal que T (Uy) €A Entonces
exigte un ny € N tal que SdR(Ty) = 32 Tij verifica que
para todos los n-oubos singulares propios no oompaotos Tij,
Im(Ty)) < A

En el segundo caso, un razopamiento andlogoc oonduce a una
conclusién similar con Im(Tij) c B.

Como z es una suma finita de n-cubos singulares propios, el
razonamiento anterior Jjunto con el de Massey en [M]) (7.II),
permiten encontrar un N € N suficientemente grande para que
todos 1los n-cubos singulares propios correspondientes a
Sd‘(z) estén totalmente contenidos en A o en B. Entonces
sd¥(z) € Co(X, {7). Ademds es un ciclo por serlo z y oomo Sd
e id son aplicaciones de cadenas hométopas [Sa¥(z)] € Jo (X, )

verifica 0, (Sd¥(z)) = [z].

Oy es inyeotiva: Sea [z] € J, (X, /) donde z es un
n-ciclo de Cy(X, {/). Supongamos que 0,[z) = 0 € Jp{X). Entonces
existe una (n+l) cadena w € C, (X, &) tal que d(v) = z.

Aplicando el razonamiento anterior, podemos encontrar q EN

con Sd9(w) € le(x, {7/ ). Utilizando de nuevo gue Sd e id son

89



hométopas y razonando igual que Massey, obtenemos que z es el
borde de wuna (n«l)-cadena de Cp (X, ), por 1lo tanto

[2) =0 € J (X, V)

Considerando ahora los homomorfismos ipducidos:

kg © Chl8) —— C,(X) 1y : Cy(B) —— Cy(X)

ky : Cu(d) —— Cy(E. V) ly © Cp(B) —— C (X, )

J1a: Gu(A N B)—— C,(4) J28 ¥ Cp(a N B)—— C,(B)
los siguientes diagramas son conmutativos:
Co(X. ) Cp(X, )
V Iy
Cp(A) Gy Cpn(B) Cy
Cu(X) Cn(X)

Definiendo los homomorfismos:
9 : Co(ANB) — C,(4) & C,(B)
¥ Co(A)®C,(B) — Cp(X, )

por:
P(x) = (Jgalx). Jox(x)) para cada x € C; (ANB)
¥(u,v) = k;(u) - l}(v) para cada u € C (A) y v € Ci(B)

podemos formar la sucesién exacta corta de ocomplejos de

cadenas:

0 — C,(ANB) 2, Ce(A) ®Cy(B) i SN Ce(X, V) — 0

Aplicando el Lema de la serpiente, existe un homomorfismo
natural de conexién:
Ay I (X, Uy — Jp 4 (ANB)

que hace exacta la sucesién:
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— I (ANB) L Jp(A) @ J,(B) Y, Jn (X, I/)—A—) Jp | (ANB) —

Como Jn(X,I/] es 1somorfo a Jp(X) a través de la inolusién y
los diagramas son oconmutativos, obtenemos la sucesién exacta:

A
— 3 (ANB) 1 3 (a) @I (B) Yo (1)L I _(ANB) — 4

Notas.- 1) Un teorema andlogo al anterior se obtiene para la
homologia E,

2) De mapera similar a la de la (oo)homologia singular,

se demestra mque las (co)homologias propias (J%, Yy I, L s

gatistacen un teoremd de los coeficientres nuniversales

andlogo al de la (cojhomologia singular (H*)H*

3J.— Homologia propia para oomplejos odbioos propios

finitos.

Reocordamos en este parrafo, el algoritmo de ocaloculo de las
homologias propias, definidas en el parrafo 1, en la categoria
de 1los complejos cuibicos propios fipitos vy aplicaciones
propias

Sea a® un n-cubo propio K{ x 'x K. Notemos que esta
contenido en E® Si g es un isomorfismo 1lineal y t una
traslacion en RY(g2n) , el subespacio de RY que es de la
forma tg{a®) se llamars también n-ocubo propio y lo denotaremos
0® Los 0-cubos son los puntos.

Una (p-1) cara de a® es un subespacio de la forma:

at-! = Kyx....xX Ky_yx 1 x K gx.. . x Ky
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donde 1=0 61 81 K=I y 1=0 si K=1I1

Los subespacios de 0% de la forma tg(a™!) se 1lamaran
(n-1) caras de o%.

Iterando este proceso pueden definirse todas las ocaras de

menor 4dimensidn

La unién de todas las caras de OP se llamarad borde de 0® y

se denotara 90" & oR.

Definiojén 1.~ Un complejo cuibico propio finito X es un

subespacio de K™ con una familia finita de subespacios

5= {Gi]I o 1 verificando-

(3) d; es un n~cubo propio, para algin n con 0 < n <m
I p X

b U a, =

(11) j=i 2

(111) S1 04 es cara de 0y Yy Oy pertenece a S entonces 0j

pertenece a .S
(iv) Si 04y Oy pertenecen a S5 entonces 0; N 05 es vacio
6 una cara comin de Of Y 0y

los 0; se diran cubes propios de X.

Un subcemplejo cibico propio de X es un subespacio propio A
de ¥ y una subfamilia 5 de S5 satisfaciendo (ii) e (1ii)
(y por tanto (i) e (iv)). Al par (X,A) lo llamaremos par
cibico propio finito.

Definimos el r-esqueleto de X y lo denotamos XT como el
subespacio unién de todos los cubos propios de X de dimensidén
menor o igual que r La dimensién de X, que denotamos dim X,

es e) maximo de las dimensiones de sus ocubos

a2



Llamaremos también ocomplejo cubico propio finito a todo

espacio homeomorfo a uno de los anteriormente definidos.

Teorema 2.- Sea X un complejo cubico propio finito.
Entonces:
1) Jn(Xn,Xn’l) es un grupo abelianc libre generado por
{i4(x)} donde x es un generador de J (0%, dcR) e
i (0®,300) —— (¥B,¥*!)es 1a aplicacién inclusién de
un n~cubo propio O® de X.
Jq(xﬂ,xn-l) =0 si gq=n
13) En(Xn,Xb'l) es un grupo abeliano libre generado por
{ia(x)). donde x es un generador de E (6%, 30%), y O un

n-cubo propio no compacto de X.

Eg(12.3>1) =0 51 g =n.
Teorema 3 - Para todo g >n:
i) Jg(X") =0
ii) Eg(3%) = 0

Si se consideran las aplicaciones:

dy: I (ERZ™ly —— g (3% — 3 (Xt p2)

o {
dE: En( xn’xn—l) N En-l( xh—l) , En-l(xn-l' Xh—2)
de manera apiloga a la homologla singular se tiene que-

{ 3! x9,29-1),d;) v {Eq(x‘I,xq-i),dE] son complejos de cadenas

de grupos abelianos libres y ademis se obtine el BJguiente:'
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Teorema 4 .- (Algoritmo de Csloulo).
Las homologias de los complejos de cadenas anteriores son

respectivamente J,(I) y Eu(X).

Observemos que por todo lo expuesto anteriormente, si X es
un cowplejo cdbico propio finito, para calcular las homologias
Hy, J,, E4 podemos proceder de la‘sig—uiente mATIEeTA :

Elegida una orientacién en cada n-ocubo propio 0P de X, se
considera el grupo abelianc libre generado por los cubos
propios compactos de X, el generado por todos los cubos
propios, y el generado por los oubos propics mno compactos
respectivamente. Posteriormente se toma la frontera geométraica,
pero en el casoc de la homologia E;, se consideran sé6lo las

caras no oompaotas

En el caso de un par cibico finito propio (X,4), se
consideran los complejos de cadenas {Jq(iq, iq'l),da) Y
{E (X% T%l) dp) donde T = 39 U 4, JQ(EQ,EH) esta
generado por los n-cubos propios de X gue no estdn en Ay
Eq(iq,fq'l) est4 geperado por los D-oubos propios no cCowpactos
de X que no estdn en A. Para efectuar los cdlculos se procede

como en el cdlculo de los grupos de homologia absolutos.

Por otra parte, s8i para cada n~cubo propio de X, 0%,

correspondiente a }(1 X .. .xKn oon Kil . . .= kis =) vy
Ki,., = -=Kj =1, denotamos por M,y al subegpacio dado
por T ¢ sty =1, observamos que s1 5=0, M _, =# vy en
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cualquier otro caso M, ( es un (n-1) simple o un (n-1) cubo
compacto

Llamando 12! a1 subespacio U M4 (unién extendida a todos
log n-oubos propios de ), 1*! 65 un oomplejo de bolas oldsico
([Bu-R-5].1I 1) oon tantas (n-1) bolas (gque son (n-1) oubos
compactos o (Dn-1) simples) como n-cubos propios no compactos
tiene I&.

Denotando, para cada O®, por R, 21 subespacio dado por
ti¢...+t,<1 observamos que Gn—Fﬁ es homeomorfo a M _4xJ.
En este sentido, I} x J < X0 Entonces se verifica el

sigulente teorema:

Teorema 5.- i) Jq(Xn)

1) E () = Ho (L)

e

Ho (22, ™1 % J)

Sean X* vy % las compactificaciones de Freudenthal vy
Alexandroff respectivamente del complejo cubico propio finito

K. Entonces se tiene:

Teorema 6 - 1) Jg(R) = H (X% £(X))

Ho( X, e0)

11) Jq(X)

Ademis, 581 3; (resp.E*), es una teoria de homologia que
satisface las propiedades descritas en el parrafo 2, en la
categoria de los complejos cibicos propios finitos vy
aplicaoiones propias, existe una equivalencia natural Ji— s

(resp. B, — E,)
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Debido al algoritmo de calcu™» que eyiste en esta categoria
es posible dar teoremas de escisién y sucesién de Mayer
Vietoris para homologias propias donde las hipétesis de P7).2
y del Teorema 5.2 estdn sensiblemente rebajadas.

Para un complejo cibico propio fipito X, denotaremos Sq(|X])
al grupe abeliano 1libre generado por los g-cubos propios
compactos de X, Hq(Xq, Y a1y, Cq(|X|)a1 grupo abeliano libre
generado por los g-cubos propios yde X, Jq(Xq, -l vy
(C/S)q({X|) al grupo abeliano libre generado por los g-cubos
propios no compactos de I, E( 19, g1y,

El algoritmo de cAlculo permite computar las homologias H,,
Js. Ey del complejo X como las homologias de los complejos
{S«(IX]), dgt. {Ce(|X]), a3} v {(C/S)a (|¥]).dg} respectivamente.
En este caso diremos que hacemos el cémputo a través de la
estructura esqueletal de X.

Andlogas notaociones se emplean para el caso relativo

ore 7.~ Sean X; y Ky subcomplejos del complejo cibico
propio finito X, verificando que X = X¥; U X, Entonces:

Jq(Xl W Xy, Xp) = Jq(Xl . ¥ N X;) para cada g

emostracitn: Observar que ¥ M Xy es un subcomplejo de X.
Por el algoritmo de caleculo, Jq(11 Ui %)y Jq(Xl. I, N &)

son los q-ésimos grupos de homologia de los complejos

{C..,([XXUXQ, 32| ).dy} v | C,,,([Xl, I, N Xx| },d3}. respectivamente.
Ahora bien, para cada n, Cn(l Uk, 12]] es el grupo abeliano

libre generado por los n-cubos propios de X; U X; que no est4n
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en X5, v G, (Xy.,¥3MN X;) es el grupo abeliano libre generado por
los n-cubos propios de X; que no estan en Xy N I, es decir,

los de ¥{ que no estan en .

Nota.- Llamando U= X,- ( 5y N X, ), el enunciado del teorema

anterior es claramente de escisién: Jq(X,XZ) z JQ(X—U, X-U)
Jeorema 8.- Sea X un oomplejo oubioo propio finito, ¥y y X,
subcomplejos de X con £ = ¥ U I,. Entonces existe un
homomorfismo

A Jn(Z) —_— Jn_l(Xl M XZ)
que hace exacta la siguiente sucesidn:

A
A (B N E) e 3 (3,) @ 3,(3,) Y53 (3) Bo3, (5N, —

Demostraciép .- Consideramos los complejos de cadenas Cel|X]),
C,(|X1{), C;(|le),C,(|Xl N XQ|) asociados a las estructuras
esqueletales de los complejos cubicos finites propios X, I,
X,. X{NX, respectivamente.
Notemos que Cq (|X|) = Cq (|X1|} 4 Cq (|X2|) para cada q.
Sean los homomorfismos inducidos por las inclusiones:
¥ Co(]Xq |y ———  Co(fx])
v2: CullZg)) Cat|2])
ig: Call Xy nEp|) —— Gu(]4g])
ig: Call }ynZy|) —— Cu(]Xg])

donde para unp cubo propic de X N X,, consideramos que i, ¢ ip

cambian la orientacasdn del cubo

Si definimos l¢s homomorfismos:
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P (] ZyNL,|) C(]X 1) ® C(]X,])
¥:Co(|3¢]) ® Cu([Eg]) — Cu([ X[)

por-

L

@(x)
¥{u,v)

(iy(x). 1p(x))
¥i(u) » ¥y(v)

Obtenemos la sucesién exacta corta del complejos de cadenas:

0— Col[ 1N E,[) T (12,11 ® Cu(IZ]) Y= ]2y — 0
Por lo tanto, existe un homomorfismo
A By (Co(X])) — Hpy_( (Ca(] BjN35]))
que hace exacta la sucesidédn:
s B (G (] Iy ) o By (Ce(1T,1)) @ My (Ca(]Tp] 1) Y
— Hy (G ([3])) B sy (Cul| 3y A Tp] ))— -
Luego obtenemos la sucesidn exacta:

JA)

Teoremas analogos a los Teoremas 7 y 8 se obtiaenen para los

homoelogias Hy v E,.

Neota - L.J Hernandez demuestra en [He.] que las homologias J,
y E, definidas en el parrafo 1, pueden obtenerse utilizando
simplemente n-cubos propios de la forma I® 6 I™!xJ.

Segquiremos usando las mismas notaciones C, y C*/ Se &n este

OAso.
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CAPITULO III
TEOREMAS DE TIPO HUREWICZ PARA EL CASO PROPIO

El presente capitulo se dedica a analizar la relacion
existente entre lor invariantes estudiados en los Capitulos I
y 11 Eotre los grupos de homotopfa de Burewicz, M, y los de
homologia singular, Hj, esta relacién viene dada por la
aplicacién de Hurewicz pg: A, — Hj Yy los respectavos
teoremas de Hurewicz para los casos absoluto y relativo (ver
WG.2) (7.1) IV, (7.2) IV y (7.10) V).

En el parrafo 1, recordamos <cdémo L. J. Herndndez obtiene
en (He . } para un espacio X y un rayo Q@ en X,
hopomorfismos paturales de Hurewicz, pg: R, (X,a) —— E_ (¥)
Y Py I (R,a) — 3,4 (X) que verific;; el Teorema de Hurewicz
par; nzl |y nzx2 respectimamente, y hacen oonmutativo el
diagrama:

o M, (3.a(0)) — L(E,a) — L (X,0) —— K (X,a00)) —

Pa J' pl pg_'[ Pn

e g (8) — Jg g (1) Epg(F) —— Hy(3) —
Tambiép en este parrafo se demuestra el Teorema de Hurewicz

para P, en el caso relativo.

En el pérrafo 2, se define para un par propio (X,A} y un
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rayo Q en A, 1la aplicacién ({ homomorfismo si 1n22 )
Pr: (X, A a) — J,,((X,A) y se observa que hace conmutativo
un diagrama andlogo al anterior pero para el caso
relativo, obteniendo que, ouando " (¥,A, &) es (M) p-oonexo,
{(3) (n-1)-conexo, y Rg(A), M(X), I (A,@) y I(E &) son
triviales, p; es un epimorfismo ouyo nucleo contiene al
subgrupo gené;ado por los elementos de la forma &§-ua.§ donde
4 € T,(K,AQx)y u €& (A ), que denotabamos en el Capitulo I,
NP™(X,A,a) El resto del capitulo tiene como objetivo demostrar
q;e este contenido es una igualdad. Para ello, en el parrafo
3, se estudia otra mapera menos rigida de definir los grupos
L que la dada en 2.1 aun en el caso en el que se sigue
utilizando la celda I® x J, obteniendo una interpretacidén
geométrica de L#(L,AQ@) = L(L,Aa)/ Q)L AQ), cvando A
posee un unico final propio, como clase;-de homotoplia propia
de aplioaciones propias del tipo (IRx J, 3(IBxJ)) —— (X, A).

En el parrafo 4, se da un teorema de adicién de homotopia
propia y en el 5 se definen unos nuevos complejos de cadenas
similares a los complejos de Eilenberg-Blakers para homologia
singular y, que en las hipétesis del Teorema de Hurewicz,
resultan ser homotépicamente equivalentes al de la homologia
sinqular propia dado en el Capitulo II.

Utilizando los grupos de homologia de estos complejos,
intermedios entre los grupos I, Yy J,,4, en el parrafo 6 se

establecen los teoremas de tipo Hurewicz para nuestro caso

100



1.- Relacién de los grupos X, y E, ocon los grupos de
homotopia y homologia 1looal de Hu. Homomorfismos de

Hurevioz entre estos grupos.

S. T. Hu introduce en [Hu.l] los grupos de homologia local
de un par (X¥,A) en un punto xg€ A de la siguiente manera:

Considera ¢l conjunto de los caminos en I que comienzan en X
Yy no vuelven a pasar por e&se punto
{o:1— X |o(t)=x; si y s6lo s5i t =0} dotandolo de la
topologia compacto-abierta ; lo llama espacio tangente a X en
el punto xj, y lo denmota T(X,x3) o bien ' (Nosotros lo
denotaremos X, para no inducir a error con la compactificacién
de Freudenthal de X))

Notar que A, C Xy . Define entonces el n-ésimo grupo de
homologia local del par (X,A) en el punto xy cop coeficientes
en un grupo G y lo denota L (X, A, xy,G) como el n-ésime grupo
de homologia singular del par ( X,,44) con coeficientes en G .
Es decir Lo(X, A, x5:G) = Hy( X4, A4.G).

Si G=2 se denota Ln(X,A,xD) y s1 A=x4, se obtiene
Lo (X, xg) =Hy(%,).

También en [Bu.l] define los grupos de hometopia local de un
egpacio X en ‘un punto xy, basados en 0 € ki, y los denota
ln(x,xo;o), como ln(X,xa:O)=1Ln(X,,G).

(Aqui exige que la arco componente de X que contiene a xy sea
po degenerada para que T(X, xg) no sea vacio).

Cuando I es aroo conexo “alrededor de x;", (%, arco conexo),
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N {X4.0) no depende de la eleccién del camino 0 de I, y en este
caso se denotan A, (X, xg).

S1 A es un subespacio de X que oontiene a x5 y la arco
componente de A que contiene a x; es no degenerada, define los
grupos de homotopia local del par (X,A) en el punto ¥, para un
camino base 0 € A,, denotandolos AL(X,A, xy,0), como:

Ap(X,8.%9;0) = M, (X4, A4:0)
Asimismo, establece un Teorema de Hurewicz entre A (X,x,) y
Li(%.xq)-

Para el caso relataive es inmediato comprobar que tambien se
verifica un teorema de Hurewicz.

Por otra parte, dado un par propio (X,A) y una aplicacioén
propia, @ :J—— A, Z.Eerin demuestra en [Ce] que:

A (X A,Q) = e I(X, A,0)
siendo I(X,A,Q) = ((i),‘(g),,pa) donde i y E denotan las

”~

respectivas compactificaciones de Alexandroff de X y A, (X)g
(andlogamente (g)ﬁ) es el espacio tangente a } en el punto oo,
pero oonsiderando ahora caminos, que en vez de comenzar,
acaban en o sin haber pasado antes por ese punto, es decir:
(Lo = {00 (L 1) — (L) [0l () = 1], y

PaEE(Z)* es el camino definido por pg(t) = @(t/l-t) 81 0<t<|
Yy Pall) ==

AnAlogamente para el caso absoluto.

También en [Ce), Eérin define los grupos de homologia propia
§n==Hn oI y hace notar que M (X AQ)y gn(X,A) s0n
precisamente los grupos de homotopia y homologia local de Hu,

l‘(i,Znn;pu) y Ln(i,g,m) respectivamente.

102



En [He), L.J.Hernédndez demuestra que los grupos de homologia

final propi:z de ¥ son los grupos de homologia local de 1 en oo,

pero de urnz dimensién mence , es8 decir:

Ep(X) = Ly(T.c0)
Deduce de forma inmediata que para un espacio X con un rayo
&, existe un homomorfismo de Hurewioz:
Py Tp(X, @) —— Epy(E)
que satisface el Teo;ema de Hurewicz para nz1l.
Observa también, gue puede definir un bhomomorfismo natural

de tipo Hurewicz p,! L (X, Q) — Ee1(X) para ocada n2 |,

haciendo conmitativo el diagrama:

T g (L0(0)) — L(Ee) — & (Xa) — M{Ta0) —
P Py Py

—— Hp (X)) — Iy (X)) — B (B) ——— Hy(X) —

Yy de manera inmediata obtiene que si para nz2, (f,Q) es
() n-conexo y (1) (n-1)-conexo, entonces pl: n(ia)y— et ()
es isomorfismo i
Notemos que podemos generalizar el resultado de L.J. Herndndez
en [He] para el caso relativo

By (14) 2 Lo(L4,%)

y asi obtepemos el siguiente:

Teorema 1.- Sea (X,A) un par propio donde ¥ y A poseen un

Gnico final propio Sea Q un rayo en A.
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Para cada n>1, existe una aplicacién natural ( homomorfismo
81 nz2)
Py Tn(X.AQ) — By (1A)
verificando que si J(X,A,0) =0 para todo i<n (n2 2),
eptonces Py es un epimorfismo cuyo nicleo es O.nn (X,A,Q)

(Def 20 7.1).

emo S i6n.- la manera natural de definir la aplicacién Py
es la siguiente:

Sea f: (IMxJ, I™yyg, T™-1yJ, ™~1x0) — (I, A Qo))
una aplicacioén propia representante de un elemento T;EL,(X,A,O)
Entonces f también es wuna aplicacién propia del tipo
(IBxJ,3I%xJ)— (X,A) e induce fy: Eml(InxJ,BI“xJ)-—*-’ Ens1 (X, 4).
Si denotamos 1p,(: IBxJ—— I®xJ la aplicacién identidad,
la olase [ipy] en el (n+l)-ésimo grupo de homologia final
propia E (I®xJ, 3I®x J) genera a éste como ciclico infinito
(ver 3.II1}. Se define pﬁ(t) = fa([ipey)) = [f © 1pey]. es decir
como la {n+l) clase de homologia final propia representada por
feine

Para demostrar el Teorema, basta comprobar que el diagrama

Y

A (LA =:pg) = 1((D)s, (B)s.P) = M(T.A,0)
~A A ~ \VZ
(LA = B(@)e, (B)a) = Egy(LA)

es conmutativo.
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El isomorfismo VW viene definido de la siguiente forma:
Sea t' € ﬂn((ﬁ)*,(z),,pa) representado por una aplicacién
fo (1B, 1 1) s (F)., (A)e.Py)
Como para cada x € I®, f(x) es un camino en 3 que acaba en
o y no ha pasado anteriormente por ese punto, f induoce Ja

aplicacién propia

§: (IBxJ, Ix1xyJ, ™-1yJ, T™-x0) —— (X, A,0,0(0))

dada por: f(x.t) = f(x) ({t/l+t)
? representa a un éelemento ¢ € (3, A0) y se define
¥ ( E'y=§

Para un n-cubo singular en (X)4, T:I® —— (¥)4, se define

~

¥5(T) =T, donde T{x,t)=T(x)(t/1+t). Notemos que 5i T ES,((A)),
entonces T € (Cy/S4)(A).

"~

Ahora, consideramos &' € TLn((X)*,(X)*,pa) representado por i
Entonces { induce fy: Hp(I®,d1%) —— H_((X)s, (A)s).

Si denotamos por ij:I® —— I® la identidad, la clase [iy)

0
genera H (I 3I") como grupo ciclico infinito y pg(% )=
=fs(l1g)), es decir la n-clase de homologia de foiy en

Hy ( (§ Y4, (:‘:)*) .Entonces ¥,( (feiy)) es la (n+l)-clase de homologia

final propia de foij.
Como foip(x,t) = (foip)(x)(t/1et) = f(x)(t/1+t) = f(x,t)=
=f_°in+l(x't) y -f- representa a Vl(f;), deducimos que

¥2(Pg(8)) = Py ¥y (E). #
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2.—- El1 homoworfismo de Hurevioz Py

Sea (X,A) un par propio y @ un rayo en A.

Definimos para nx i:

Py L(LAQ)— J. . ((X.A)
de la siguiente forma:

Sea t un elemento de I (X, A @) representado por una
aplicacién propia

f(IBx 3, I3, ™13, IR 0) — (Y,A,a,a(0))

Entonces f también es del tipo (I J, 9(IBxJ)) —— (X, A)
e induce por tanto fai Jgeg (TBx T, (IR J)) — Jp, (X, A).
51 denotamos W,y la clase [i,,y] ep el (n+l)-dsimo grupo de
homologia propia Jo,q(I®x J,9(1™!xJ)), donde iy IPx I— I%x
es la identidad, Wy, genera este grupo como ciclico infinito
(ver 3.11)

Definimos: pl(g) = fal{Wy,)

Mas explicitamente; f es unp (p+1)-cubo singular propio en X
cuyo borde es una n-cadena singular propia en A. Si denotamos
por [f] al {n+l1) cicle de Za‘l(X,A) que representa f, entonces
p(%) es la (n+l)-clase de homologia propia de [{].

Notar que si {' también representa a £, fo= f', , luego Ps
estd bien definida.

De manera andloga estd definida , para el caso absoluto y

n» 1.

Nota.- Alguna vez, cuando no haya lugar a oonfusién,

denpotaremos P, simplemente por P.
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Proposioidén 1.~ Sea g: (X ,A,a@)— (Y,B,B) una aplicacién
propia.
Entonces el Biguiente cuadrado es conmutativo:

1,(X.Aa) —* 1 (Y,B.B)

Degortracjép - Sea
§ (I8 3, IV, Tty 3, IDx0) — (X,A,Q,Q(0))
una aplicacidén propia que representa a t e L{I.A Q). Entonces
gei representa a g,(t) € L(Y.B.B), luego p gu(}) = [gef)+
B(Y,R).
Como P (§) = [§] + BI(X.A), geep(b)= [gef] + BI(Y,B), y

erore .~ S5i n>1, la aplicacién

prIy(X A Q) —>Jy,4(E,A) es un hemomor f1emo

Demostracion -  Sean:
(I®xJ)_ = {{tg,....tg.t) € I®xJ [0 sty <1/2]
(12 x3), = {(t;,....tp.t) € IBxJ | 172 < ¢y <1}
Llamamos KB «= 3((IB xJ)_}) U 3((I® xJ),) y oonsideramos las
inclusiones propias:
¥, (IR x3),. I x3J),) — (I xJ, KP)
¥_o ((IBx3)_, (IR xJ)_)— (I® xJ. K®)

Daremos a ocontinuacién dos lemas:
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lLema ).- las inclusiones ¥y, y ¥_ inducen un isomorfismo:
WaiJg,  ((I%J),,9(I%%J3),) @3, ((I®JI)_, a(IBd)_)— Jp,q (1% J.K)

definido por We(a @®@b) = (¥, )e(2) + (¥_)e(b).

Demostracijén.— Como I® x J, (I® J), e (I® J)_ retractan
propiamente & J, considerando las sucesiones de homologia
propia (J,)} de los pares respectivos obtepemos:

Jpey (12X 3, KB)

3, (KB

th

Jpeg ({(TBx ), L3((I%x 2),)) Jp (8((I%x J),))

Jpep ((IBx 3)_,3((IPx 3)_)) 3 (A((IBx3)_)).

Por tanto, basta probar que-
Jp (8((T"x J),)) & Jn(a((Inx 3)_Y) = Jq (KD
bajo las aplicaciones anclusién.

Observemos que en este caso no se verifican las hipétesis
de Mayer - Viétoris para homologia propia, pero el hecho de que
((I™J),) y 9((I®J)_) sean subcomplejos del complejo cubico
propio finito K® haoe que se verifique la tesis (ver el Teorema
8.3 I1), es decir, existe:

A I (KB) — T (9((I%3I),) Ne({I™JI)_})
haciendo exacta la siguiente Bucesién:
— Jq(a((I“xJ),)r\a((I"xJ)_))&»tha((I‘meeJq(a((I”xJ)_))
Y., 34 (R%) b, gy (U(I™J), ) NA((I™T)_)) — -

Como 8((I%J),) NA((I®J)_)=I"1xJ retracta propiamente a

J, deducimos que ¥, . Jq(a((I”xJ)+)) & Jq(a((In'xJ)_)) —_— Jq(Kn)

er iromortisme En partioular
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Ve Jn(9((I™%J),)) @ Jp(a((I™J)_,, — I (K®) #

Lema 4 .- Sean §, y §_ aplicaciones propias del tipo
(I®x 3, Iix 3, T1xJ, IRx0) — (X, A, a,a(0))

tales que fo ((T®xJ)_)=9y=F_ ({I®xJ),)

y sea g: (I®xJ, 3(IBxJ)) —— (X,A)

la aplicacién propia dada por:

I (@®x 3+ = Lo | (@®@x s - I (1Bx - = f-| (®x3)-
Eptonces, ge (Wh,y) = (fo)e (@) + (Fo)e (@)

Demostracién. - Sea - (I®xJ, 3(I®xJ)) —— (I®xJ, XB) 1la
aplicacién inclusién. Notar que es propia.

Como  Mu(@y ) € Joq (I®x J, K®) del lema 2 deducimos que
Mo () = (W, )e (@) + (Wo)e (@) oon @€ Jpy ((IPx1),,3((I%xT),))
v oW € T ((IBxJ)_.3((I®x3J))).

Sea gq: (I®xJ,K®) ——(X,A) la aplicacién definida por la
restriccion de g. Como g = gyef, tenemos:
FelWhyy) = (I )e (M (Wpyg)) = (gg)a( (W) (W) + (W )e(W)) =
= (g1)a (W, )e (@) + (gy)e(¥_)a({wW)
Abora bien, gyo ¥, = f,o¥, Yy gye¥_ = f_o ¥_, por lo tanto
Ge(@pet) = ()6 (W )a(W,) + (f_)e(¥W_)a(Q)
Haciendo lo mismo para (f,)e ¥ (f.)e¢ oObtenemos:
(fode(@pey) = (£.)e( (W )e (@) « (W_)e (@) ) = (f,)e(¥,)e(w,) ya
que  (f)ee(¥.)e =0 pues f, o ¥ ((I"xJ).) C 4

Anélogamente, como f_o WY, ((I®xJ),) € A, deducimos que
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(f_)e(@n g} = (f_)e(¥W_)e(W).
Por lo tanto, Ge (W) = (F)el@p q) + (Fo)e(@yy)- #

Demostraremos ahora el Teorema 2:

Sean §.,1n € 1,(X,AQ) y g, , g_ representantes de tyn
respectivamente. Consideramos g=g,+g. , f,=g,+Y y
f_=95+g_ (en el sentido de 1.2.1).

i, . §. . g satisfacen la hipétesis del Lema 4, luego-
e (W, g ) = (F)e(@, )+ ($)e(@ppq)
Notemos que f, y f_ representan los mismos elementos t.n

€14L,(%,A,a) que g, v g_ respectaivamente. Por tanto

(fo)e{Wh,1) = (gu)e (@) Y (fl)e(@p,q) = (g )a(@y, ).

Entonces obtenemos:

PIE+M) = Gally,g) = (g, )elllpy ) + (9 )e (W) =p(8) + (M) #

A contipuacién introducimos algunas notaciones y observaciones

que tendremos en cuenta en el desarrollo posterior de este

capitulo-

Para 1I®x ], denotaremos:

o (17 x ) si l<ign y 1€10,1)
(Inﬂxj)i‘1=

o1 (1?) Bi i=n+l y 1=0

{donde 011 estdn defipidas epn 1.1I1)
BB, 3 = U (IBxJ)y
il (j.&)#(i.l() i€

Para cada 1<ixs<n.1€({0,1}; consideramos el siguiente diagrama:
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1
a-
I (I3, 01 1x 3)) ——5 3, ((IBx J)y 1, 3(IPx )y 4)

I
Jn((I™x J)y 4, Hi”’lr\ (I®x J)g 1)

€y

Jn(H V(I 3y 1. By
Co
Jpey (IBx 3, 3(1Rx J)) 2, I (3(IPx J)) 225 J_(3(IPx J), Hy )

Esz evidente que (01'.1)* ex isomorfismo. e, es el isomorfismo
de escision (Teorema 7.3.11). Para ver que j; (inducido por 1la
inclusion) es isomorfismo, basta considerar la (J;)-sucesién
del par (B(InxJ),B;)l) y tener en cuepta que Hf)l retracta
propiamente a J. Utilizando la sucesién de homologia propia
asociada al par (I®xJ, 8(I®xJ)), como I®xJ retracta propiamente
a J, se deduce que 0, es isomorfismo.

Definiendo \Yil : Jn(I"IX J,o(IA % J)) — Jp g (IR x 3,8(I2x J))
ocomo la composicién 8,'10j,'1°e.°(<111)¢, tenemos que "Pil es
un 1somorfismo.

Sea W, el generador de Jn(In'Ix J,3(I% ! J)) inducido por 1la
idgn-1, 5.

(Clil). transforma W, en el elemento @'y inducido por:
ol I3 — (1Bx0)y

E]l isomorfismo de escifién e, transforma @', en el elemento

@'y inducido por (11-1: > 3 —— a(1™fx J).

Como Im C!jt CH;\‘l cuando j=i 6 s1 J)=1i, €=1, deducimos que:
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nz‘zw(—l)’( (€% - (o )+ (=)™ (g y) ¢ (-1 (gl Ty =0
(méd Cy(H'y)) donde 1°€{0,1}-{1}.

Entonces llamando z a la cadena
n

0 1,,0
;i% (13 (050 - (agt) ) ¢ (1™ ag,)
(-1)3*1z = gl (med G (1))

Y Por tanto ", est4 inducida por (—l)i"‘lz.

Como 3j, esta inducido por la inclusién, la cadena (—l}i*lz
induce @"y = j.‘l(&)”n)

Ahora bien,
s (lyp, ) = [didpn, ) =5§1 (-1)7{ (ay%) ~ (a4h) ) « (-1l ),

luego d,(W,,;) estd inducido por z, de donde:

¥idag) = -0 e

Analogamente, para 1=n+1y 1=0, consideramos el diagrama"

(a2, ),

3, (1%, a18) Ip((T™x I)pey 0 - 0(TFx I)pyy o)

n
InC(I®% 3)pet 0. Hpgg,0 N (IPx Iy o)

la

Ja(Poyy 0 U (1% J)nyy 0. By o)
_ ||
n n. o n I n "
Tnet (IP% 2, 3(I%x J)) —= Jp({IPx J) ) — Jp(3(T"x J), Hyyq o)

Como antes, es evidente que (Qoml)* es isomorfismo. e, es el

icomorfismo de escisién (ver Teorema 7.3.II). Que 3,, (induc._ido

por la inolusién) es isomorfismo se deduce de considerar la
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sucesion de homologia propia del par (3(I®xJ), Hp,( o) y observar
que Jn(H;I,o) =0= Jn—l(ﬂ::-rl,o) pues Hn’ll,o =9I8xJ y podemos
aplicar la propiedad de fuga (ver P6).2.1I).

Definiendo ¥ :J (T®, 31R) — J. ., ((T®x J}),3(I%x J))
como la composicién ai'loj—'*'joz*o (u&l Yo ‘P:‘\l es isomorfismo.
Si denotamos &, al generador de Jp (IR, 3I%) inducido por la
idyn, ((I:HJ* transforma E‘h en el elemento (.T)'n inducido por
Gy * 1% = (B J)pyy 0 -

El isomorfismo de escisién €, transforma (T)‘n en el elemento
@“y inducido por (z:n: I —— 3(I®xJ). Come Im Oj-l € H:'I)O
para l<jsn y 1 € (0,1}, deducimos que

a) .

Z 03000 - @ty ) = 0 (mod Gy (B o).

= n

= ~1y] Oy ! _1\ovlg°
Entonces la cadena =z j‘:ii (~1) ((C!J ) (&:l ) )+ (-1 (o)
verifica:
o n
(=171 2 = oy (md Cy (Hpyy o))

y por lo tanto E)"n estad inducido por (-1) i,

Como 5* est4 inducido por la inclusién, la cadena (—l)“'”z
induce (;)"“.‘=3'I (@)

Como 8,(0)“1) viene inducido por z, obtenemos que

¥y () = (~1)™* g,

Teorema 5.- El diagrama siguiente es “conmutativo™:
(X, A,0) i»=tn_1(A,a) g (XLa) J—"»_gﬁ_i(x,A,a) —
P p p p
1 Ix

[ x
o I,y (,8) =2 3 (A) —=—— 3, (X) 3p(3.8) —
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Demostracién.- Sea GE€ I,(A Q) representado por la aplicacién
propia §. (IBx J,01%x J,I®Rx 0) —— (A, @, Q(0)), ief, donde
1 es la inclusién (A, @, (0)) —— (X,a,ax(0)), representa a
i (§) € Jo(1.0), por tanto Piy(§)= [ief]s B™(X).
Como iy P&) = ia([f] + B (A)) = [i0§]+ B (X), deducimos
que Pi, =i, P.
De manera andloga se prueba que PJe=Je P.
Consideramos ahora § € 1, (X,A,@), representade por una
aplicacidén propia
§- (IBxd, I™1y 3, TRl IR x0) —— (X, A, @, a(0))
Entonces p(Y) = [f) «B™!(E.A) v d,p(k)=[2f) + B™I (), donde
A= 3 R0 ) - (@) )+ (DM ag ) ()
Como f(x,t)=a{t) para x € 7e-1, f(y.0)=a(0) para y € IR,
deducimor que todos los n-oubos singulares propios feoQy son
degenerados excepto para i=n y 1=0. Por tanto,
3:0(k) = {-1)® [f ey ?) + BR(A).
Por otra parte, 3(}) estda representado por flI“"xJ' es decir
por fooq®, luego pA(Y) = (fo0p’)+ BP(A).
Asi se obtiene que 3, p(f)=(-1)" pa(k). M

Nota . - Observemos que el diagrama puede ser estrictamente

conmutativo, definiendo Py para dimensiones oonseocutivas,
=

teniendo en cuenta el signo. Es decir, si en dimensién n &e

elige el generador @= {idge-1, 5] € (In‘li,a(Ih"ixJ)) en

dimensién n+ 1 se toma el generador

(~1)2ay,y € Jp,((I®xJ, 3(IRx J))
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y se define PI([fI)=(~1)‘f¢(NM1)-
Esto corresponde a oonsiderar orientaciones coherentes, pues
sequn hemos visto anteriormente, el isomorfismo
W0 I Ix g, (I R T)) —— I (IBxJ, 8(I%xJ))

transforma @ en (-1)% ay,-

Haremos ahora alguna consideracién sobre el homomorfismo de
Hurevicz Pp: Mp(X.A ») — H (X,A)
Los grupos de homotopia de Hurewicz pueden definirse
considerando aplicaciones del tipo-
(1B, 1>1yx0, ™) ————— (1.4,4)
6 bien (IR, 1%2y 0 xI, Py — 5 (1,A,.)
entre otras. Ambas han sido utilizadas a lo largo de este
trabajo, y la equivalencia viene inducida claramente por el
homeomorfismo:
L (I8, 11y o0, TR1y —— (IR I™240x 1, P!y
dade por L(ty, ty, .ty q.tg) = (Ly.tp, ...ty by () para cada
(ty.. -.ty) €TR
Ahora bien, L es un hompeomorfismo que 1invierte la
orientacién del oubo I®. En efecto, si ﬁn es el generador de
H (I®, 8I%) inducido por la idym, sabemos (ver Lema 2.4.4. de
W.G.1]) que Ly(ly) = - &
Entonces, ocuando Be toma ocomo definicién de pp la siguiente:
Para un elemento EE&(X,A,.) representado peor
f (13, 1% x0, T™!) —— (X,A,.)

Pr(%) = fa(@y). es decir, 1a clase de f en Hy{X, 4).
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Si para representar t 5e elige una aplicacién g del tipo:
(1%, 125 0x J, PPy —— (X,A,»)

Px(8) = - 0. (@), es Gecir la clase de - g en Ky (X,A).
Teorema 6.- E) sziguiente diagrama es "conmutativo”:

el 1 (X4, a(0) )(P_d'in(x,A,(!)L }_Ln(X,A,Q)@-) (X, 4,0(0))— "

FTETR

)
e Hmi(x,A) —l—» Jrnl(x"“)i' Em(x'A)—‘Hn(X/A)—' ..

ostracién.- Sea § € m,, (%, A @(0)) representado por una
aplicacién § del tipo (I™! I™1yoxI,PR) — (X, A a(0))
Entonces Pri&) = (-] «»BSNI(X,A),
Pn(§) (ver parrafo 4. Cap.1) es el elemento de L (X AQ)
representado por
Fyi(IBx 3,1 0% 3,1 %3, 18% 0)—— (X,4,,a(0))
definida como F((x,s) ="F(x,1,s) para cada (x,58) € IBx],
donde F es una aplicacién propia de I®xIxJ—— X verificando
que
F(x,t,0) =f(x,t) para cada (x,t) € IBxI
F(y.t,8) € A para cada (y,t,e) € IBx0xJ U dIBxIxJ
Entonces F es un (n+2)—<;~ubo singular propio en X, cuyo borde

es:

neyd
F =3 ((VWHFo®-Foaylye (1) Foal .

it

Fo Utml = FI , F o Qomz = f y los demés (pn+1)-cubos del

borde de F, son degenerados o estin en A. Por lo tanto:

116



[-11 « B™1(X,4) = [F;]« B> (X,4)
Como Py y(8) = (Fy) « B™I(X.A) y 1([-f}+Bg™!(X4)) = (-f}+
BCMI(X,A), obtenemos que 1pg(t) = pl,a(t).

Por otra parte es inmediato oomprobar que pPp ¥ =pp; Y

0pg = (-1)™1p,.

Notemos que la oonmutatividad resul{a estriota, sin mis que
definir los respectivos homomorfismos de Hurewicz con el signe

adaecuado ((—1)“”1011 el paso de dimensién D a (n+l}).

Tcorema 7.- Para n > 2, si (¥.A,a) es (M) n-conexo Yy
(1)(p-1)conexo, y ademas Rg(A), Rg(X), =1_0(A,a) y Ip(X.a) son
triviales, entonces

Py Iy (2.A,0)— Jp (X, A) es epimorfismo

Demostracién.- las hipdétesis garantizan que A y X poseen un
Gnico final propio y gue (X,A,0) es (R)(n-1) conexo. Entonces
se verifica el Teorema 1.1. Ademis se verifica el Teoremz de
Hurevioz para pﬁq oon q < n+1. Aplicando el Lema de los cuatro

al diagrama del Teorema 6, se obtiene la tesis. "

Notar que resulta inmediato ocomprobar que Ol‘(X,A,O)
(Def.10.6.1) estd contenido en Ker p, 2.

Notar tapbién que =1 un espacio I con un rayo @, verifica
que (.a) es (R}l-conexo y (I) O0-ocopnexo, entonces

Py ;,(x,a)——» Jp(L) es epimorfismo. (Basta razonar como el
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el Teorema 7) y ademis [L}(X,a) (Def.13.5.1) esta contenido

en Ker p1l :

El objetivo de los siguientes parrafos es demostrar que los

contenidos a los que hemos aludido son igualdades.

3.- Otras interpretaciones de los grupos I.

Dado up triple propio (X,A,0) se ha definido en el Capitulo
I, 1,(X,A. @) como el conjunto de clases de homotopia propia
(rel(I™1xJ, ™!y J, I®x 0) de aplicaciones propias del tipo:

(I%x 3, 1%4x 3, Ty 3, 1% 0) — (3, A,0,Q(0))
tales que f(x.t)=a(t) si (x,t) € ™lxJ
Notar que son también aplicacicnes del tipo.
(IRxJ, 3(I®xJ), P ixJ, IPx0) — (%, A, a,a(0))
y los homotopias son relativas a (3(I®x J), ™!y 3, IPx0)) Y
viceversa.

Para prop¢sitos posteriores, deseariamos tenher una
definicién menos rigida de 1los grupos (X, AQ) y la
posibilidad de tomar como referencia una (n+1)-celda no
compacta cualquiera E (espacio homeomorfo a IBxJ).

Si1:I®xJ—=E es el bomeomorfismo, denotamos 9E =1(d(I®x J)

Considerando en &(I®xJ) el rayo dado por v xJ con
v = (1,0,..,0) € IR tenemos un rayo e en dE definide por
e{t)=1(v,t) para cada t € J.

Dada una aplicacién propia

¢: (I1®xJ, 3(I®x J), T™Ix J, I®x 0) —— (E,dE.e, e(0))
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con  #(x,t) =e(t) si (x,t) € T!xJ; para cada aplicacién
propia §: (E,0E,e) — (X,A,a@) con. fee=Q, fe es una
aplicacién propia del tipo:

(IBxJ, a(I®x 3}, T 1xJ, IBx0) —— (X,A,&,a(0))

Si denotamos C,(X,A,@) al conjunto de las clases de homotopia
propia (rel(dE,e, e(0)) de aplicaciones propias del tipo:

(E,0E.e) —— (X,A,Q) con joe = Q.
la correspondencia f— f o ¢ induce una aplicacién
By Cu(X.4,0) — L,(X,A,0)

Ademis si1 ¢ representa el mismo elemento de _;ln(E,aE,e) que
9. es facil ver que 9.= B‘-, luego 9. s6lo depende de la clase
de ¢ en L (E.0E,e).

En el caso de ser 6. una biyeccién, induce en Cp(%,A,Q) una
operacién que lo dota de estructura de grupo y hace de 8‘ un
isomorfismo de grupos. Entonces podriamos representar 1, (X A, Q)
de la manera desorita.

En orden a estudiar I,(E,dE.e) damos los siguientes teoremas.

eore .~ Sea @:J —— R® propia. Para n> l:
2 6i g=n-1
- =
2, (RY ) =

0 81 q<n-1

stracién. -

2 (B ) = A ((BR), ) = A ((SP)a,x) = Ag(S®,4)

q( = q(
Por {Hu.1), si I es un complejo simplicial, . up punto de X

y F la frontera de la st(x) en X (ver definiciones en 2.3 y
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2.4 de [Ma]). entonces kq(x,.) z mg(F) para cei: qx 1.

Considerando S® ocon un estructura de complejo simplicial, F

es homotépicamente eguivalente a sa-1

Yy por tamto
2 81 g=n-1
Ag(S®,x) = mp(s™1) =
0 51 lzg<n-1
Luego obtenemos que
2 81 g=n-1
1. (RY a) =

0 si l<g<n-1

Ahora bien, comc para n >1, R® pose un Unico final propio,

o R®) =0, lo que completa la demostracién.

Corolario 2 - Para n>1 y a:J —— ER® propia ,
2 51 g=n-1
IR a) =

0 s1 g<n-1

Demostracién.- Por ser R® contractible, n, ( R®, a(0)} = O para
todo b .

Considerandoc la suocesién exacta
S gy (RR,Q(0))— Jo (R @)— 1 (R a)— n (R® a(0)) —

o 1y (R, a(0)) — 15(R®,a) — g (R?, a)— ny(R2,a(0))

deducimos que _‘_tq(Rn,a) = =ﬂ‘q(Ru,(!) para todo q. P
Corolario 3.- Paran>1 y a:3 — R® propia,
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2 81 q=n

I (R™L R a) = r (B R a) =

0 Bl Q<n

Demostracioén. - Por ser Hf"’l v R® contractibles,
xq(nf‘l,nn,a(o)) = 0 para todo g. Por tanto:
X R, ™! R a) : Bl R ™! RP a) para todo q .
Si consideramos ahora 1la (;] sucesién exacta asociada a
(R,™! R® a):
A._,_,;q(R‘_mllQ) —’:_[q(RJNl, Rn‘a) "“’Jq-l(Rn'a) —'_Iq_1(B.m"“) —-
——y Ii(R+M11 R, a) ""ID(Rn' a) _,-__to(n+n+1, a)
Como R, ™! retracta por deformacién propia fuerte a J,
}i(R*n"‘I,O) = 0 para todo i, luego h+1(R+“1,m,a) = 4 (B a)
para todo 1. Ademas Ip( R, ™1, R®) = 0.

Basta aplicar el Corolario 2 para obtener el resultado. 4

Nota -~ R tiene dos finales propios, luego dada a:J —— R
propia, No(R.a) = {1,0) donde O indica el final propio
representado por @. Por ser Mg(R, a(0)) vy n, (R, a(0)) triviales,
deducimos que ;.O(R,Q) tiene sblo dos elementos y lo indioamos
{1,0) donde 0 representa la clase de & .

Ahora Dbien, R% retracta por deformacién propia fuerte a J,
luego A(RE,U) = 0 para todo i, de donde 30(242' R,a) =0,

Considerando ahora la (l)sucesién exacta asooiada a(R},R,Q)
— 15 (R3a) — 1, (R, R,0) — 1(R,a) — 1,(R%,q)

deducimos que }1(2‘2,3,(1) tiene dos elementcs y lo indicamos
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como antes por {1,0}

Corolario 4.- Paranz! y a:3 — R™! propia,
P A (B™Y @) —— B, (R™)
v op LIR®L ey —— 3, (R™)

son isomorfismos.

Demostracién.~ RP*! contractible, junto con el Teorema 1 y
Corolario 2, asequran que (R®™!, a)es (M)-conexo, (1)(n-1)conexo
y (!__T)(D—]) conexo Por lo tanto (ver pérrafo 1), pgy p.£ son
epimorfismos. B )

Por otra parte (ver parrafo 2.1I), Eml(RNt)=Jm1(Rm1)= 2.

Del Teorema 1 y Corolario 2, deducimes que pyg y Pgr son

i1somorfismos. ¢
Corolarjo 5.- Para n22 y «a:J —— R® propia.

pg._ h(Rq-M(' R o) —— Emi( R+n+1l R™)

y Ppr: }n(R}“, R o) — JMI(R‘NI.B") son isomorfismos.

emostracién - Por el Corolario 3, (R*m'l,ﬂn,c:) es
(% )n-conexo, (;)(n-l)conexo )4 (1=I)(n-1) conexo.
Luego, por los Teoremas 1.1y 7.2, p_,; Y P1 son epimorfismos .
Ademas (ver parrafo2. 1) EM(R*M,_R‘)=3M(R+’M.Bn)=z.
Del Corolario 3 de nuevo, obtenemos que pn Yy Py son

isomorfismos. 2
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Corolario 6.- Para nz: 2,
Py L (E.dE &) — Ep, (E,3E)
Y Py Li{EdEe) — I, ((E3E)

gon isomorfismos.

Deseamos probar ahora que sélo el elemento geperador [§) (&

el opuesto) de 1, (E,dE,e) induce 6. biyeccién.

Consideramos la siquiente categoria

Les objetos son cuaternas (X,A,B,C) donde X es un espacio
topolégico, A un subespacio propio de X, B un subespacio
propio de A tal que B=1L‘)JBt Y que admite una aplicacién
propia @ :J —— B, C es un subespacio compacto de A tal
que CNB=B; y ademis existe una retraccién propia
r (I,4,B,C) — (%, A,Q(J]). @(0)) tal que r(x)=0(t) para
cada x, € B, es una retraccia6n por deformacién fuerte de B a
a(J).

Cuando B=U]Cx(t) y C=a(0), indicaremos (X, A, Q,&(0)).
Te

Los morfismos de (¥,A,B,C) en (I',A",B",C') son las clases
de homotopia de aplicaciones propias
f:(%,48,C)— (3,A,B,C)
tales que f(B,) © Bf para cada t€J y fa(t)=Q'(t) para
cada t €J.
Donde { =g si existe una aplicacidn propia:
H (ExI1,Ax],Bx],Cxl)y—— (¥',4",B,C")

tal que
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B(x,0) = f(x) para cada x € X
B(x,1) = g(x) para cada x € X
B(a(t),e) =a'(t) paracada t €J y s€1l
B(By x I) c B para cada t € J

Observemos que (IBx J,d(IRx J), T 3% J,I18x0) es un objeto
de

Consideramos la aplicacién propia J— ™!xJ dada por
t — (v,t) dopde wv=(1,0,..,0)€ET™!

Sea L un homeomorfismo de T!1yxJ — 11y J oon
L(v,t)={(1,0,..,0,t); que por ejemplo para dimensién 2 se puede

representar por el siguiente dibujo:

4

H

Sea G la aplicacién propia definida por:

x id -4
'I“‘"lixIL#» Ih'lixIﬁ—» I“li—L———a ™1y 3
donde B(L(x,t),8)=(l-8)L(x,t)+sL{v,t)

para cada (x,t,s) € T IxIxI.
Kotar que G(x,t.0)=(x,t}) y G(x.t,l)=(v,t) para oada
(x,t) €T IxI y ademss
G(x,t,s) © T™xjt} para cada (x,t,s) €T iIxJIxI
v G(v,t,s)=(v,t) para cada (t,8) €IxI

Definimos ahora

h: iy OxT UIPXO X0 UIBXO X1 — IBx0
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por:  h(x,0.8)=G(x,0,s) c1 (x,0,s)€T™Ix0x1
h(x,0,0)=(x,0) si xe I®
h(x,0,1)=(v,0) si xe I®
Aplicando la propiedad de extensién de homotopla, obtenemos
una extensién de h,
H: I8 0xI —— I®x0
Si definiwos F: I®x0oxI U™ Ix I —o I2x]
como F|I"‘x0xI=H 5 FI,n—xxeI=G
F es propia, F(x,t,0)=(x,t) 'y F(x,t,1)={v,t) para cada
(x.t) € IR0 U ™1y ]
Aplicando sucesivamente la propiedad de extensién de
bomotopia propia, encontramos una extensién propia de F
A I"xJIx] ——— I8xJ

verificando gue:

A(x,t,0) = (x,t) para cada (x.,t) € I%xJ

Alv,t,8) = {(v, t) para cada (t.8) € JIx1

Alx,t,8) € Ty (v} para oada  (x,t.s) € T xJx1
A(x,0,8) € 1% x 0 para ocada (x,0,s) € I®x0xI
A(x,t,s8) €3(I% x J) para ocada  (x,t,s) € 9{I™xJ)xI
Alx.t,1) = (v,t) para oada (x.t) € I®x0 U T 1xJ

La aplicacién propia 4;: IPxJIxI —— I®xJ definida por
Af(x,t) = A{x,t,1)
prueba que (I®xJ, d(I%xJ), ™1y J,IB%0) es un objeto de ("
Notemos también que todo morfismo f:(¥,A,B,C)— (X',A",B",C")
induce de la manera habitual .- Jq(X,A) — Jq(l‘,A') para

todo g (61 §=g, fe=3y).
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Consideramos los objetos fijos de & :

(IRx J, 3(I®x J), T !x J, I®x0) que denotamos I

(E,0E,e.e(D)) que derotamos E.

Aplicando el Lema de Yoneda (ver [P) 1.14 y 1.15}:

Mor ;~ (—f,f) 3¢9 — ht e Hor_f(h-f, hi)
es una biyeccién que induce biyeccién entre los isomorfismos
en Mor ~ (T,E) y los isomorfismos naturales en Horj{hi, hi)
donde bf es el functor HOIC’(E,—) Y l'xE es Nor,~ (‘f,-)
(notar que h'f(x,A,a,a(O))=_1h(x,A,a) v hE(X,A,Q,Cx(O))=Cn(X,A,G))
h? es la transformacién natural dada por h’(X,A,B,C)(g) =god
para cada g € Mor,~ (E,(%,4,B,C))

Es facil observar que la condicién necesaria para que
¢€HorC(T,E) sea 1isomorfismec es que la aplicacién inducida
G Jpy g (IB% 3, 3(IPxJ)) —— Jp (E.3E) verifique que & (@, )=
=*@w donde W es el generador del grupo ciclico infinito
Jpey (E.OE)

Como Horc(f,§)=;tn(}:,6 E.e), por el Cororalio 6, sélo existe
un elemento (y su opuesto) cumpliendo tal condicién.

Abora bien, wutilizando la homotopia propia A construida
anteriormente, se prueba de modo inmedianto que 1o A; es un
isomorfismo cuyo inverso es i o1l g Horc(f,f) donde

i {IBxJ, 3(IBxJ), vxJ, v) — (IBx J,3({IRx J), T=1x 3, I®x 0)
es la inolueiémn.

Por lo tanto las unicas transformaciones paturales que son
equivalencias naturales entre los functores h:E Y h-I_ son las
inducidas por el generador (o el opuesto) de L (E,3E,e), que

esté representado por le A
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Si copsideramos la subcategoria ¢’ de ( ouyos objetos son
los de 1la forma (X,A,a,a(0)), la propiedad que tiene todo
objeto de £ de retractar a un objeto de ', hace que las
Unicas equivalencias naturales entre los functores h-fy h-f
restringidos a &' (que son G, v I, respectivamente) sean las
descritas anteriormente. Por lo tanto fijada una orientacién
para la celda E el isomorfismo Py I (E.dE,e) — J, ((E,0E)
fija e)l generador [§] de ;In(-E,BE,e) y éste induce la
eguivalencia natural 8‘.

Entonces podemos representar I.(X,A,a) como el conjunto de
las clases de homotopia propia (rel(dE,e,e(0)) de aplicaciones
propias del tipo

(E,dE,e,e(0)) —— (X, A, a,a(0))

(Andlogamente para el caso absoluto T, (A Q) puede
interpretarse como el conjunto de las clases de homotopia
propia (rel(e,e(0))) de aplicaciones propias del tipo

(3E, e, e(0)) —— (A,Q,q(0))).

En el caso particular en el que la celda E=IRxJ vy 1=1din,,
fijada la orientacién Wy, g de I®x J, existe un uUnico elemento
(#) de ;[n(Inx J,8(I%% J)) tal que pz( 1¢)) =¢u(, () =@y, . Notar
que ¢ es boméloga a idm, 5 (rel.d{I%xJ)).

Entonces queda inducida la equivalenoia natural B. ouya
inversa es la equivalencia natural inducida por la inclusiém i
de (IBxJ,3(I®xJ), vx J,v] en (I®xJ,3(IRxJ), ™ IxJ, I®x0) que
denotaremos iy

Observar que la aocién de %y(A,Q) en 1,(X A ) induce a
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través de i, una accién en (I, A @).

A partir de ahora denotamos, I,(X,A,a) para referirnos a
cualquiera de los dos oonjuntos y hacemos un trasvase de las
notaocioneg y del estudio realizado en el Capitulo I.

Asi{, #i utilizamos la notacién ___I:(X,A,u) para indiocar el
oociente de L (X,A,@) por el subgrupo generado por los
elementos de la forma u » § donde w € My (A,a) v te (X, AQ);
en el sentido rigido del Capitulo I hay que interpretarlo como
el conjuto de claces de aplicaciones propias del tipo:

(IBxJ, 11y g, ™y g IRy 0) — (X,4,Q,a(0))
donde f , § pertenecen a la misma olase sii existe una
homotcpia propia
H:  (IBxJIxI,d(I%%xJ)xI) — (X,A)
tal que Bo=f . Hy=f" y H(x,t,s)=H(x",t,s) para cada
(x.t,8) y (x',t,8) EI®x0xI UTix3xrT.

En el sentido menos rigido que hemos introducido en este
pdrrafo, se interpreta como el conjunto de clases de
aplicaciones propias del tipo:

(IBxJ,0(I"xJ)xI,vxI) — (XA0Q)
donde g , g pertenecen a la misma clase sii existe una
hemotopia propia H: (IRxJIxI,o(I®xJ)xI) — (X,A)

tal que Hy=g. By=g".

Para un par propio (X,A) tal que A posee un vnico final
propio, =£i denotamos ;ln*(X,A) al conjunto de las clases de
aplicaciones propias del tipo:

(IBxJ,3(I%xJ)) — (X,A)
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donde dos aplicaciones { y g pertenecer a la misma clase sii
existe una homotopia propia

H: (I®xJxI,d(IRxJI)x1) — (X,4)
tal que Be=f., Hy =g;
Be tiene que, para cada rayo @ en A, la inolusién induoce una
biyeccién:

L1 A0) — 1.°(X,4)

que dota a ;;(X,A) de upa estructura de grupo respecto a la

cuél es isomorfismo.

S1 A es aroo conexo y denotamos n’mI(X,A) (ver [W.G.1)2.2)

al conjunto de las clases de aplicaciones del tipo:
(In-ﬂ ) aIml) N (X,A)

donde dos aplicaciones j y g del tipo anterior pertenecen a la
misia clase §ii existe una homotopia

B (IR x1, 31 xT) —— (X,4)
tal que Hy=f y Hi=q:
se tiene que, para cada punto X3 €A, la aplicacién inducida por
la ipclusidn:

R,y (X,A.x5) [ O (X, A, xg) = 7' (X, 4,%g) — Ty, (3.4)
dota a fml(X,A) de una estructura de grupo respecto a la
ouAl es isomorfismo.

Entonces para up par propio (X,A) donde A es arco oconexo y
posee un unico final propio, el homomorfismo
0 Mg (X, AQ(0)) — ;L(X,A,(!) , donde @ es un rayo de A,
induce 1%, (X, A0(0)) — 1,*(¥,4Q) y éste por ¢ltimo un

homomorfiswmo Q‘: “*n-bl (X,A)— =1;(X,A) .
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Recordemos (ver [W.G.1).2.2) que la interpretacién de la suma

en R;(X,A) viene dada de la siguiente manera:

Teoroema 7.- Sean {, g: (IR 0I%} —— (X,A) aplicaciones tales
que §(1,x) =g(0,x) para todo x € I™!, y hn: (I, M¥l)_— (1,8)
la aplicacién definida por:
f(28,x) g1 0<s8<c11/2
h(s,x) =
g{2s-1,x) si 1/2<sxg1
Sean a,b,c los elementos de an*(X,A) representados por f., g, h
respectivamente . Entonces c=a+b
(M™1 denota BIn,‘UOIn_ , con In*= {(ty. -.ty) € I%[1/2 s ty <1}

e I ={(ty,. .. ty) €I} 0 st;1/2)

Teorema 8.- Sean { , f': (IR AI®) —— (X,A) tales que
f (s.xy=f(1l-5,x) para todo (s,x) € IxI™! sia y a' sob los
M

elementos de M, (X,A) representados por § y { ' respectivamente,

eptonces a=-a’

Los =iguientes teoremas daran una interpretacién de la suma

en 1,°(X.4).

Teorema 9.- Sean §,g: (I®xJ,3(I®xJ)) — (X.A) aplicaciones
propias tales que f(1l,tg,..,ty,t) =g(0,ty,..,t,,t) para todo
(tg.. ..ty t) € ™1y 3,y h: (I®xJ,K®) —— (X,A) la aplicacién

propia definida por:
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fi2ty,ty, ...ty t) si O0sgtys1/2
hi{ty.rg, . .ty t) =

g{2ty~-1,ty, .., 4. ¢t) Bi 1/2<tys1l
Sean a,b,c, los elementos de _‘__!;(X,A) representandos por

f.g.h respectivamente . Entonces, c=a+b

(K® denota, como en el Teorema 2.2, 3(IBx J), U(I®x J)_)

Demostracién. - Sea
M. (IBxJIxI, d(I® J)x1) — (IBxJ, 3(I®xJ))
una aplicacién propia tal que
M(ty, ,ty, t,0)=(ty, . ,ty,t) para cada (ty,., ty, t)EIBxJ
M(ty, ..ty t,1)=(1,0,.,0,t) para cada(ty,.  ty t)E IPx0UT k]
M(lx I™1y IxI) € 1xI™IxJ
(puede tomarse como M la aplicacién A construida anteriormente)

Sea r:IBxJ —— I®x J 1la reflexién de I®x J respecto a
{ty = 1/2}, r (ty,tg. ..ty t) = (l-t;,tg.., T, t), que es una
aplicacién propia.

Definimos M : (I®x JIx I, d (I®x J)x I)—— (IBx JIx 1, 0 (I%x J}))
por M (ty, ..tp.t,8)=reM(r(ty,.. ty, t),s)
para cada (ty,..,ty, t,6) € I®xJIxI.

Consideramos ahora las aplicaciones propias F,G: IBxJIxI-— X
dadas por F=foM y G=goM’

Llamando 1 al rayo en A definido por 1(t) = §(1,0,..,0,t)
para cada t € J, npotemos que I; y G (definidas por
Fy(ty, . ta.t) =F(ty, .ty t.1) § Gylty, ., tyt) =6(ty, . tgt,1)
para cada (ty,.,ty,t) € I2xJ ) son aplicaciones propias del tipo

(Ix J,3(I%xJ), T™IxJ, IBx0) — (%,4,1,1(0))
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y representan respectivamente a los elementos a y b de;tn*(X,A).
Como G(0,tg, ..ty t,8)=geroN(l,ty, ..ty t,8)=gor(l,ty, ,t,,t)=
=f(Lty, Uy =feM(L,tg, ., tp.t,8)=F(l,ty, ,t,,¢,8)
para ocada (ta,.,tn,t,s)GI"‘"xeI
Podemos definir la aplicaciém propia
H:(I®xJIxI,d(I®xJ)xI)—— (1,4)
F(2ty.tg. ..ty t,8) i Oxty<1/2
H(ty,ty, ..ty t,8) =
G{2ty-1,ty, ., ty,t,5) si 1l/2<tys]
Entonoces oomo Hy=h, H; representa al elemento o de =!,:(Z,A).

Pero también H; representa al elemento suma en =‘Ln(X,A,1) de los

elementos representados por Fy y Gy . Por lo tanto Hy representa

al elemento a+b de ;_t;(X,A) y obtenemos que c=a+b. A
Yeorema 10 - Sean f,{ :(I®xJ,3(I®x J))— (X, A) aplicaciones

propias tales que f'(ty,tg, ,ty.t)=f(l-ty,ty, ., v, t) para cada
(ty. ,tp.t) EIRxJ.  Sean a y a' los elementos de =Iﬂ’*(}Z,A)

representados por f y f' respectivamente. Entonces, a=-a’.

Demostraoion.~ Sea g: (I®xJ,3(IPxJ)) — (X,A) la apliocacién
propia dada por: |
f(2ty,tg. .. ty.t) 81 O<ty<1/2
glty. ty. ..ty t)=
fr(2ty-1,t9, .., ) 51 1/2zt <l
Por el Teorema 9, g representa al elemento a+a’ de ;(;(X,A).
Notar que g(ty,tg, ..tp. t)=g(l-ty, tg, ., t,, )

Definimos una aplicacién propia F:I®xJxI — X por:
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g{(i-8)ty,tg, ., 1y, ¢) 8i Ostys1/2
F(tl.tg,-,tn,t,s) =
g((1-s)ty+ 8.2y, ., tp,t) 81 1/2cty<]
Como Fy=qg y F(3I®x3I)xI)c 4, g y Fy representan el

mismo elemento de ='5*(X,A). Ahora bien, Fl(InxJ) CA y por

tanto g representa al elemento cero de _‘L;(X,A). M
Yeoremn 11.- Sean § (Im".B(I’”l)) ——— (X, A)
y g {I®x3,3(I%x J)) —— (X,A)

aplicaciones propias tales que Fleg, ootg 1) = gy, .., 1, 0)
para cada (ty,..,t,) EI® Sea a el elemento de ’5;1(“)
representado por { y b el elemento de _gn‘(X,A) representado
por g.
Entonces, el elemento c¢ de ;ln*(X,A) representado por la
aplicacién propia
b: {I8x J, 3(I”xJ)) —— (X, A)

definida como:

f{ty, . ..ty 2t) s1 Oxtgcl/2

hty,ty, .ty t)=
g(ty,...tg,2t-1) 81 1/2¢ ¢t

verifica que c=¢'(-2)+b

Demostracioén. - Construiremos en primer lugar una aplicacién
de (I®xIxI,d(I®xI)x]) en (X,A) de forma que la restriccisn
a I®xIx0 sea {, la restricci6én a IBxIxl sea tal que envie
P2 x 1 ( donde P2 demota la unisn de las n-caras de I

distintas de I™1x0xI) en f(v') (donde v'=(1,0,..,0,1) € I®*?!)

133



y ademés envie (IBx1)xT en f(IBx1).
Sea L' un homeomorfismo de P en IR g.e transforma v’ en
(1,0,..,1) € IR, Por ejemplo, para n=2 el representado por la

siguiente figura:

o~

Consideramos ahora la aplicacién F:PBxI —— A definida por

la composicién:

Pox 1 —»L‘ xidy P

I ] —— 1B L)': Pn—+—b A
donde B viene dada por P(x,s)=(1-8)x+sL'(v') para ocada
(x,8) € I8x I.
Notemos que para cada y € P®,
Foly) =F(y.0)=f(y) . Fyly)=F(y,1)=f(v").

Ademis para cada (x,1,8)EIBx1xI,

F(x,1,8)=fo (L) oB(L (x,1),8) €fe (L' )" eB(L (IBx 1)xI)
que est4 contenido, por ser L' (IBx1) convexo,en fo(L')lo L' (IBx1)
= f(I®x 1),

Notemos que 3(I®x0xI)=(I™lx0oxI)n PR
F[a (1™ 1x 6 xI3 x1 es una homotopia parcial de f|1n-1x 0xI
Aplicando la propiedad de extensién de homotopia , se extiende
a una homotopia de fllh‘ixOXI'

Con esto conseguimos una homotopia F: 3(IBx1) xI —— A
de fI‘(Ian). Aplicande de nuevo la propiedad de extensién de
homotopia, F se extiende a  F:(IBxIxI, 3(I®xI)xI)—— (X,A)
verificando que Fg=f, F((PY)=f(v'), f(IBx1ixI)cCf(I®x1).

Notar que F(3(I®xI)xI)& Ay por tanto Fy representa el
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mismo elemento que f en x‘m(x,A). Ademéds Fy es una aplioacién

del tipo
(I8 I, I™¥x0xI, PR) — (X,4,§(v'))

luego representa up elemento de M (X, A, f(v')).

A ocontipuacién  definiremos una aplicacién propia de
{(I®xJIx I, 8(I®xJ)xI) en (X,A) de forma que la restriocién a
IBxJx 0 sea g, la restriocién a I‘)(OXIUT‘"xel sea 1
(donde 1:J —— A es5 la aplicaciéon propia definida por
1(t)=g(1,0,.,0,t) )y ademis la restrioocién a I®x0x1l coinoide
con FlI‘xlxI'

Sea L un homeomorfismo de IBx0 UTE!xJ en Ir!yxJ que
transforme (1,0,..,0,t)ET 1% I en (1,0..,0,t)eIx1xg.

Por ejemplo, para n=2, el representade por la siguiente

e

Llamaremos v al punto (1,0..,0)€I8xJ.

figura

Definimos la aplicacién propia G:(IRx0 Uil xJ)xI — A
como la composiciém:
(IBx0 U T x 3} x T 22095 101y 30 1 Yooty g K qoety g 8,
donde Y estA definida por:
Y(L{x,t),s)=(1-8)L(x,t}+sL(1,0,..0,¢)
Observemos que Gg(x,t) =G(x,t,0)=g(x,t) Yy
G,(x,t)=G(x,t,1)=1(t) para oada (x,t) EI®x 0 U ™1y,

AdemAs, para oada (tl,tg,..,tn,o,s)EI‘xOxI
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G(ty,tq, .., tp.0,8)=g{ (1-8){ty, . Lty 0)+s(1,0,..,0) )=

=f((1-8)(ty, .., ty, 1) +8(1,0,..,0,1))=F(ty, .., ty, 1.8)

Anélogamente a 1lo realizado en Jla primera parte de la
demostracién, aplicando sucesivamente la  propiedad de
extensién de homotopia propia, G se extiende hasta una
aplicacién propia

G:(IPxJIxI,0(I®xJ)xI) — (X,A)
verificando las condiciones requeridas .
Entonoes Gy representa el mismo elemento que Gp=g en ;;(X,A)
Notar que ademis G, es una aplicacién del tipo
(IPx J, I™Ix0oxd, T™1xJ, IBx0) — (X, 4,1, 100))
y por tanto representa un elemento de __h*(X,A,l).
Consideramos ahora la aplicacién propia H: IMxJIxI—— X
dada por:
F(tl,”,tn,Zt,s) 1 Osgt<i/2
H{ty,ty. ., 1y, 1,8) =
G(ty, .., ty, 2t-1,s) s1 1/2<t
Observar que Hy=h y HQ(I®xJ)xI) € A, por tanto B,
representa el mismo elemento que h en &*(X,A).
Definimos ahora otra aplicacién propia R: IR xJ xI— X como
R(ty.tg, .ty t,8)=
Fi(2ty/2-8,ty, .., g, 2¢) 81 0sty<1-5/2
0<st<1/2

Fy(l,tg, ..ty 2¢) =1(0) 8i 1-8/2st,51
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Gl(O,tQ...,tn,Zt—l)=1(2t—1) si Ostisslz
1/2 <t

Gi((2ty-8)/2-8,t,, ., by, 2t-1) Bl 5/2 sty

Notar que Ry=H; y R(3(IBxJyxI) € A, de donde se deduce

que Ry representa el mismo elemento que Hy en =I,;"(X,A).

Si consideramos por ultimo las aplicaciones propias
Ky K:I®BxJ—— 3 definidas respectivamente por:

K(ty,tg, . tp t)=Ri{ty/2,¢5, . ..ty t)

n’

Kl(tl,tz,,tn,t)=R1((tl+1)/2,t2,,t t)

n’
pata oada (ty,tg. ...ty t) € IBx J , os evidente gue K representa
en gm’(X,A) la 1magen por Q* del elemento de n'ml(X,A)
representado por -Fy, es decir tp'(-a). Y K representa en
h'(X,A) el mismo elemento que representa Gy, es decir b.

Como

K(2ty,ty, ...ty t) 51 0stys1/2
Ry(ty.ty, ...t t) =

K'(2¢4-1,tg, .., tg. t) i 1/2 gtyx1
del Teorema 9 deducimos que R; representa en }‘*(X,A) 1a suma

de los elementos representados por K y K'. Como R; representa a

c, obtenemos que ¢= Q‘(— a)+b. P
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4.~ Teorema de adicién de homotopla propia.

Sea (X,A) un par propio tal que para cada rayo @ en A

(A, @) y Xp(A,a(0)) son triviales.

Teorema 1.- Para n22, sea f:I™!xJ—— ¥ una aplicacién
propia tal que transforma toda n-cara de ™!y J en un subespacio
propio de A.
Para cada 1 <isn+l y 1€{0,1}, sea Yil el elemento de
;Ln*(X,A) representado por la aplicacién propia
feagd: (IPx J,8(1%xJ)) — (X,A)
y sea Y= ¢ (V) E;L;(X,A) donde Y es el elemento de M., (X,A)

representado por f oa:’z: (IR*1 3 (IR+1)) —— (X, 4)

Entonces:
ney 4 N
23 (-nMyt o ™2y -0
izy ls0
Demostracién.- Supongamos primero que f(CLil(Ith)) C A para

1>1, YE(0,1] vy j(aomz(I““)) ST A, lo que significa que
Yil=0 para i>1, 1€{0,1} y Y=0. Entonces f es una homotopia

0 Y facxii, con f(Ixd(I®x J)) € 4, por lo

propia entre feQ
tanto YI°= Y11 y la férmla se verifica .

Probaremos el Teorema por induccién sobre el npumero m de
caras (1,1) con 1i>1 tales que Im()‘oail) ;Z/AA

Lo demostrado anteriormente oorresponde al oaso m=0.
Supongamos pues, que la férmula se verifica para m20 y veamos

que también se verifica para m+ 1

Para ello probamos una serie de Lemas:
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Lema 2.- Sea 6 una permutacién de {1,..,n} ¥y
G (I8x3,3(IPxJ)) — (IR xJ,3(I2xJ))
la aplicacién definida por O(ty, . ., t}= (tou)' o tO(nyt)
Entonoes, la aplicacién inducida
Oa : Jpot (TR x 3, 8(IR x J)) —— Jp, (IR xJ,3(I%x J))

verifica que 6;(“1,,,1) =81g0 -Gy .

Demostracién.- Notar que O induce G: (I®,3I®) —— (IR, 3IR)
definida por G(ty,..,t,. t)= (toesy --tam)). ¥ ésta induce
Oy @ Jp (IR, 8I) —— 3, (I®,31M)
Sabemos , por Lema 2.4.4 de [W.G.1) que 0,(&)=5igq @,
Entonces, si probamos que el diagrama (ver parrafo 2):

~S

02
Jpay (IR J,3(IRx J)) —2— 3, (IPx J,3(I%x J))

Yo '[ _ T LW

3, (1®,317) 7~ 3, (IR, 31%)

es comnutativo, tendremos 3*(%1)= ‘Poml 6,(?°u1)‘1(%1)=
WO, T ((-1)3M@ ) = (-1)™WO0 L (sigody) = (-1)™lsigo(-1)2
El diugrama aludido es en efeoto conmutativo, pues como
a*,j.,z. conmutan oon los homomorfismos inducidos y ademas
al ,0(ty, .. ..ty)= a‘JMl(tm), o tamy) = (tgrys - tormy 0) =
=30°m1(t1, ....ty) para cada (ty,..., t) E I®, obtenemos gque
todos los cuadrados que forman el siguiente diagrama son

conmutativos.
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~

=
Ty (IBx 3,8(I8x J)) —— 3., (I%x J,3(IP~ 1))

ER 04
Ta
Jgl9(I2x J)) —  Jn((I%xJ))
5 5
0‘.‘.’
J‘(a(Inx J),Hnn.,;,o) — Jn(a(InXJ)'H‘nmi,O)

Lk

=
Ipn{I%x J)p,y g.8(1%x J)NUJ)—'» 3 (3% J)pey 0. 0(I8x Jipyy o)

T(@&m _ T(a&l b

3 (I®, 810 T, 3,(1%,01R)

- -
Basta ahora tener en cuenta gue Woml = a'(j‘)-le*(aoml)* "

Para cada (3,1) oon l<isn+¢l, llamaremos

R 1=t (I x3) U oyl (12 xJ) c 1™y
y para i=n+2 , 1=0

Rayz,0 = @n2(I) Ul (12 xJ) & 1™y
y definimos las aplicaciones propias ¢|11'. I®xJ — Ri,l
de la manera siguiente:
Si 1<igmsl, 1e0

(2t4.1.%, . bty 2.0,ty, ., ty,t) 81 Ocry 1<1/2

ﬁl(tl,...tn,t)=

(1,ty, ..ty 0.2Y _(-1,ty, ., ty.t) BY /258y ¢<1
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Sil<ic<n+l, 1=1

i

(l'tl'"ti-2’2t1-1’t1"'tn’L B O‘ti_lﬂllz

Oil(tx. L tgat) =

(2-2v4_q.%y, ., ty 0.1, 8y, ., t,,t) 81 1i2gty (<1

{2t,ty, ..ty 1.t 0) s1 0<tgl/2
O re2(ty o tp t) = \

(1, ty, ..ty 1, tp. 2t-1) si l/2xgc¢t
Lema 3.- Para 1<isn+l , 1€ (0,1}

joﬁl:(lnxJ,a(InxJ))——b (X,A) representa al elemento
vle (-3 yle 1tz )

Y fOODNZ:(InxJ,B(I“xJ)) —— (X,A) representa al elemento
¥ - (1™ ye 334

Demostracién.- Para 1<i<n+1, sea 0 la permutacién

(1,2,..,i-1) de ({1,..,n) vy 9 la aplicacién del Lema 2.
Entonces:
gi  1=0, fod®= foa% G + foa,!
i 1=1, fodl=foay! - joa;led
Como por el Lema 2, ?f,(%”:sigo-%l y sigo= (- 1)},
aplicando los Teoremas 9.3 y 10.3, deducimos que foQiO
representa al elemento (—1)1110‘ 711 de ;;(X,A) y jo@il
representa a Ygl‘ (—1)‘111 .Como ;;(X,A) es abeliano, fo@il
representa al elemento ‘{‘1 + (—l)i’lyil de ;ln‘(X,A)A
Ahora, para i=n+2, 1=0, sea K la permitacién (1,2,.. ,n+1)

en {1,..,m+1). Si % I™ — 1™ o5c4 definida por
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K(ty, . . tn, thiy) = (tpey.

la inducida %, : Jne (

ty,...%) ., por el Lema 2.4.4 de (W.G 1)

Jo+l armly Jmi[IMI,BIMI) verifica que
E*(an-rl) = 5ig r'ami.

Notemos que  sigks= (~1)2*2

Como f o °0m2 = ouomg o X + foail (en el sentido del Teorema
11.3) aplicando los Teoremas 8.3,10.3,11.3 y 1,*(X.A) abeliano,

obtenemos que f o ¢° . o representa al elemento Yll-(—l)n‘*z\' de
L(LA).

Lema 4 .-

Para cada (1,1) (donde s1 1<ai1s<n+l,

1€ {0,1} v 82
1=n+2,1=0), existe una aplicacion propia

P 1My g1 — ¥
verificando’

1) ®(u,0)

f{v)

para cada v € 1M1y g
2y B(u,s) € A

sy (u,s) €J((ID1y J)

j,n)XI con

(1,1)=(3.n)= (2.1)
3) @{u,1) € A gy uE (T™x )y
4) @{u,s) € A

s1 (u,s) € (In“li)j nxI  con

FOI™Ix )5 ) <A
5) Playt(x), 1) =f o0, (x)

para cada x € IfxJ.

Pemostracién. -

Para cada (1,1)

con 1 < i < nil,
construimos una aplicacién propia

1 € {0,1)

0: (I™IxJ), (xI — 1
definida como sigue:
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Para 1 = 0, o(ail(ti,,.,tn,t),s) =
./ r
fllotg, oty g, (1-28)ty q. ¢y, - ..ty ) 51 Osty_1<1/2

0<sg1/2¢

fll.tg, oty 2. (1+28)ty (-26.%,.,t,,t) 1 1/2<yy_¢<1

3(2(1—5)*2(25-1)ti_1‘t1,.,ti_z,o,ti,.,tk,t) 51 0sty (<172
1/25851¢

f(l, tx, . ti_zl Zti—l_l' ti’ ., tn, t) s1 l/ZSti_‘Sl

~

Para 1 =1, Q(ail(tl,..,tn,t),s) =

[1 (Lty, . .ty g, (1e28)ty . ty, .., ty,t) si Osty_y<1/2
0<s5112
“J'tlf"ti-2'(l_25)ti-l'2s'ti'"tn't) 51 ]}2$ti_151
{
f(l,t1, <y ti_2,2ti_1,ti, ., tn, t) si OSti_tsllz
!
1/2ze<1
f(2(1-5)+2(25-1)(1-ts_ (). ty, t 0.1, b5, ., tp.t) 83 1/2<ty (<]
y definimos la aplicacién propia 0: (I“*IXJ)i 1xI — X
como:

foagd(ty, ., tyt) 51 0<s551/2
Oty ..ty t).6)
f(2(1-8)ty, tp, .ty (. 1. ty, ..ty t) 81 1/2<8g]

Para el caso i=ns+2, 1=0, construimos la aplicacién propia

¢ (I"""’ix;l)i’1 x]I — 3

de la siguiente manera .
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¢(011(t1, .,tn,t),3)=

/

f(1,ty, ..ty (1-28)t) i 0sts1/2
0<s<1/2
l f(l,ty,..tn, (1+26)t-25) 5i 1/2 <t
f(2(1-5) + 2(25-2)t,ty, ., t,,0) 81 O0<t<1/2
1/2<5x<1
f(1, 8, ..ty 2t-1) Bi 1/2st

y definimos la aplicacién propia ¢ : (ImxxJ)mz‘oxI — X
oomo

foal  a(ty, .ty thy) si 0<551/2
¢ oty Lty b)), 8)=

f(2(1-8)ty, Ly, .. Tp,1.0) 51 1/2<5x1

As{ para cada (i,1) (donde si l<isn+1, 1€{0,1] vy si
1=n+2, 1=0), tenemos definida una aplicacidén propia
o Ri,l x]— X
Llamando K a la unién de las n-ocaras de IMly J y de
aquellas (n+1)-caras (INIXJ))'.H con j > 1, para las cuales
1((I°’IXJ))-.,]) C A, tenemos definida de mapera propia
¢: (Ri,l"I'(KmRi,l xI)— (X,A)
Aplicando la propiedad de extensién de homotopia propia, § se
e).ctiende 2 una aplicacién propia
©: (I JIxI,KxI) — (X,A)

cunpliepdo las condiciones requeridas . "

Estamos ahora en oondiciones de realizar el prooeso
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inductivo al que nos referiamos al comienzo de la demostraciér
del Teorema 1].

Sea { una aplicacién propia de I™!IxJ en X que envia todas
las n-caras de I®!xJ de manera propia a A y tal que para
m+l (n+l)-caras (I™!xJ)gy con i>1, f((I™ xJ); ;) £A.

Elegimos uno de estos pares (i,l) y para éste, congideramos
la  aplicacién propia @ del Lema 4. Entonces definimos
§.I™1%3 —3 3 como f'(u)=®(u,1) para cada u€ IP! 7

la aplicacién f° satisface las hipétesis del Teorema 1 y
ademis s6lo hay como méximo m ocaras (Ix‘*l)cJ)j‘|1 oon j> 1 para
las que §°( (I XJ)j,n)F/A' Por lo tanto podemos aplicar la
hip6tesis de induccién a f°.

Si denotamos y;ﬁ al elemento de ;n*(X,A) representado por
fro Qj“, de las condiciones que verifica @ en el Lema 4,
deducimos inmediatamente que

Y=y salvo para (3M)=(L1) & (3.M)=(3,1)

vl =0

Como, por el Lema 3, foQ11, representa al elemento

yyle(-1)3*2 y1  8i (4,1)=(ne2,0) & a

Bl- (- 0™y si (4.1)=(ne2,0),
obtenemoe que

=yl -0yl si (4,1)= (ne2,0)

6 bien y!l=yt- (-2 y B3 (i,1)=(p+2,0)
Aplicando la hipétesis de induccién,
red 4 ' .0 ned 4
0=323 (-1 g - 1My =33 (-1 N - (m1)m2y
j-i To Jll llvo
¥
Observaocién .- Para el oasc relativo, hemos supuesto n 2 2,
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pees L (X.A,a@) po es un grupo. Ahora bien, para el car-
absoluto, si n=1, el resultado es analogo. Hay que reemplazar
A por « y;‘[;(x,A) por ;;(X), imponer las condiciones 1p(X, Q)

=0= (X, x(0)) y 1la demostracién es mAs sencilla .

5.—Grupos de homologia propia del tipo Eilenberg-Blakers

En este pArrafo consideraremos un par propio (X,A) tal que
para cada rayo @ en A, My(X,@(0)) , My(A, a(0)), ;O(X,U), Ip(A @)
son triviales, e introduciremos unos grupos Que son intermedios
entre los grupos de homotopia propia 1, , y los de homologia
propia Ji,; Estos grupos jugardn el miswo papel que los grupos
de Eilenberg-Blakers, para la homologia singular (ver 5.1V
(W G.2)) en orden a probar el Teorema de Hurewicz

Para un rayec @ en A , definimos C*(n)(X,A) como el
subcomplejo del complejo de cadenas Cy(X) (ver Capitulec II,
nota final) generado por todos los oubos singulares propios
T:0 —— Y (donde 0=I9"4xJ ¢ 0=19) que verifican:

1) T envia todos los vértices de O a a(0)

2) T envia el n-esqueleto de 0 a A

3) Si O es un gq-oubo no compacto, T envia todas las l-oaras
no oompactas de 0 a Q.

Notemos que se verifioa:

1) G(3) > G0, > aM@a ...

2) 0 G2, 4) = (VA0

3) C,(‘)(X,A) y C,(o)(A,(!) tienen los wmwismos qg-cubos
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singulares propios para q s n.
4) Si g>n, un g-cubo singular propic pertenece a C.{R)(I,A)

81 Yy s6lo si todas sus oaras pertenecen a C.(n)(X,A)

Icorema 1.- Si (X.A,@) es (M)n-conexo y (1) (n-1)-conexo, la
inclusién
i(G®(2,8), GO (A0)) — (Cu(3).Ca(h))

es una equivalencia de pares de oomple?os de cadenas .

Demostracién.- Construiremos F= [Fq} oon Fq : Cq(X) — Cq“(X)
verificando:

1) 51 T es un g-cubo singular propio compacto (no compacto),
FqT es5 (g+l)-ocubo singular propio ocomp2oto (ho oompaoto)
{T.0 — X, FqT:Ixo——» I).

2) (FqT)-cxlu-T

3) (qu)oallecq(n)(x,A)

4) Fq(Toail)=(FqT)o(lxcxil) para cada izl

5) F;T  es estacionaria si TE cq(ﬁ)(x,A)

6) Si TECq(A) entonces E‘qTE Cq“(A)

Definiendo r : Ce(X) ~— Co{®(X,4) por rT=FT|,, Ppara
cada cubo singular propio T:0 — X, se obtiene gue rei=

=idc_(“)(x,A) e roi::idc'lx) siendo F la homotopia de cadenas.
Definimos F de manera inductiva:
Para g=0, sea T € Cy(X). Como ¥ es arco conexo podemos

elegir un oamino )‘l‘ I —— X de T(ey) 2 x(0). Si T(ep) € A,

147



elegimos el camino l, en A pues A es arco conexo. 51 T(ep) =
@(0), tomamos Ay el camino constante.

Entonces, definimos E'T(t,eo)=l,(t) para cada t€1I.

Si g=1, para copstruir Fy: Cy(X) — C,(X). consideramos un

i1-cubdo singqular propio T:0—— X, donde O0=1 o c=1J.

Si TECl(n)(X,A), tomamos FT estacionaria. En otro caso:

Si 0=I, definimos g:0xIuUlIxd] —— X por glguy =7 Y
aly x a1 = F(T|pz). Entonces g representa un elemento de
7, (X, A, 0(0)) que es trivial y por tanto g se extiende a una
aplicacaen FT:IxT — X.

Sy 0=J, definimos la aplicacién propia g "‘OxJul xdJ — X
por g (guy=T ¥ g-llon:F(ThJ) Entonces g’ representa un
elemento de 15(Z, Q) que es trivial y por tanto g se extiende
a una aplicacion

FT IxJ —> X que verilica FTiyg=0

Es inmediato comprobar que F:Cy(¥)— Cy(Y) asi construida

verifica las condaciones requeridas.

Supongames F construida hasta F C

q-1 " ~q-!
Sea TECq(X) Sa TECq(n)(X,A), cornsideramos FT estacionaria.

(1) — Cy (1]

En otro caso:

Si T es un g-cubo singular propaoc cowpacto, T: I8 — X, se
hace un razox.uamiento similar al caso g=1 y el hecho de ser
uq(X,A,u(O)) trivial garantiza que existe FT:IxI9 —— X
cumpliendo las condiciones requeradas .

Si T es un g-cubo cingular propio no compacto, T: I9 iy I — ¥

definimose
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b 0x I3l U T xa(ITixJ)y —— X por
hloxr®1x3=T v h|;aad-ixyy = F(T|aad~1x3))
Entonces h representa un elemento de __}q_l(X,A,a) que es
travial y por tanto existe una extension propia de h,
FT IxTI91%d — 3 que verafica las condiciones requeradas
Como (X,A.Q) es (M) p-conexo y (1) (n~1)conexo, este proceso
es valide para qs<n En el caso de q=n+ 1, procedemos de la

figulente manera-

S1 T es un (n+1)cubo singular compacto en X, definmimos,

g-oxI®lyIxer™ —— % por
g‘0xIn+1=T Yy glq, apmtl=F(T| 1)

Aplicando la propiedad de extension de homotopia se extiende g
a una aplicacion FT IxI®! —— X con las condiciones
requeradas  Notar que FToaiie Cgf“)(X,A) a pesar de que
FT{1x I™!) pueda no estar contenido en A

S1 T es un (n+1) cubo singular propio no compacto en X . el
razonamiento es analogo utilizandoe la propiedad de extensaon
de homotopia propaa

Para q>bp+l, se hace lo mismo "

Por =er ¥ arco-conexo, tomando A= (¢, obtenemos el siguiente
Corolarjo 2.- 1 c.(°)(x,cx) —— C,(X) es una equivalencaa

de homotopia

Como A ez un cubegspacio propio de X , por definicion
C,(o)(X,A)=C,(°J(X,G), por tanto :
Corolario 3.- i:C*(O)(X,A)——» Ce(Y¥) es una eguivalencia
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de homotopia

Definicidép 4.~ Definimos loz grupos de homologia propia del

tipo Eilenberg-Blackers para (X,A,G):
I, (D (2,4) =B (G (B (2,4), ¢,(D(4,a))
(Cuando sea preciso especaticar el rayo Q, C*(Q)(X,A) lo
escrabiremos G (D (X, aa) y I (V (X, A) lo  denotaremos
3,00 (1, 4.a))
En ) caso absoluto, dade Q raye en X, definimos -
.Jn(Q) (%) =Hn(c*(<1) (,a), C*(Q) ())

Norar que Jn(q)(X,A) =0 para n<q.

§1 1 (3,2,a0)— (Y,BR,B) es una aplicacicn propia, entonces
la aplicacion de cadenas de (G(X) en Co{Y) anducida por f,
envia C,(q)(X,A) en Ci(Q)(Y,B) induciendo homomorfismos

(D) Jn(q)(x'A) - Jn(q>(Y,B)
Asi Jn(Q) es un Ifuncror Ademas los homomorfismos inducidos por
las znclusiones
= 0=3, () (X, Ay 2 (21D (3, 2y 3 (22) (2, 8)— >3 (0 (X, 8)- 3, (2, &)
sop transformaciones naturales
Por otra parte, ocomo los grupes Jn(Q)(X,A) son grupos de
homologia del par (C*(Q)(X,A),C;(o)(A,ﬂ)), existen operadores
borde
ERCOR Jﬁ(q)(X,A) — Jn—i(o)(A)
Aplicando el Corolario 2, 1, (0). Jn_i(o)(A) — Jp g (A) es
1somorfismo y podemos por tanto consaderar los operadores

berde como homomorfismos
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3, (VU J (O3, 4) — J_,(4)
Asy 6,(Q) es una transformacicn natural de functores y ademas

se observa claramente que el diajrama:

J(()XA)—»J(XA

N

n.1 (A)
es conmutatavo.

6. -Teoremas de tipo Hurevicz para el caso propio

Teorema ) - Sea (X,A) un par propioc con Mp(X), My(4), (%)

Ip(A) triviales Sea 0@ un rayo en A Entonces, para n»> I

71, 4,q) = n+1(x AQ)
Demostracion - Definimos
Py L (R A,0) — I (X, A, a) =Ky, (C,® (X, 4.0}, C(D(4,a))

del saguiente modo:
Dada un aplicacion propia
$(IBx, I, M0y 3, IRy 0) — (X, 4, .0(0))

que representa a un élemento §tEli‘(X,A,G), { es un (n+l)-cube
sinqular propio en X gque envia las n-caras de I®xJ a A, todas
las l-caras no compactas a @ y todos los vertices a 0(0). Es
decir, es un (n+l)-cubo singular propio que pertenece a
C,(®)(¥,A,0) y por tanto es un (n+l)-ciclo relatavo

(mod Co{9) (4, a)).
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Entonces definimos Bi(t) como la clase ¢« f ep el (p+l)-ésaimo

grupo de homologia propia del tipo E.R, J:’l(X,A,Cx).

Sea {° otro representante de t, del mismo tipo que f

existe una aplicacién propaa
tal que Fo=f, Fy =f"

Entopces F: Ix I¥%xJ —— X
y F(Ix3{I®xJ)) € A. Notar que F es
{n+2) cubo singular propio de C,(®) (X A, )

C oF=1¢"- Y v _,1i¢1 Fo 1 _1h+2 Fo

ome f f ! i(r“l'\'l L-D.l ( ) al * ( ) an’z
y cada F‘oajn con 3> 1 es5 un (n+l)-cubo singular propio que

pertenece a Q(U)(A..&), {11=1[f") (mod C*(O)(A,Q))
Luego

ﬁ((f;) esta bien derfimida. La dewostracién de gue es

homomorfismo es analoga a la que se di6 para .
Ahora, &2 "

L g (2 A ) — J (X, 4) es el homomoriismo
inducado por la anclusién

1 (C(X, 8,0). G0 (4, a)) — (Cu(X), Cu(a))

y denotamos

Py - ;;(X,A,Cx) — Jn,1(%.A) 2l homomorfismo
inducide por el homomorfismo P;

notemos que P

__}D(X,A,Q) —_— Jml(X,A),
pl= 1g®

{E2)

Sea T un (p-lj-cubo sinqular propio en X,

tal que las
a af0), vy

n-caras las epvia a A , los vértaces

1 €5 no
compacto las l-caras no compactas en .

S1 T es del tapo I8xJ—— X , T representa

un elemento

de h*(X,A,(Y) que denotainos nT.

83 T es del taipo I®v 3—— X, T representa un elemento Tp

de nnti(X,A,u(O)) .y definimos N T como Qa*(—’l‘n) Eb*(X,A,u)

Cuandn T es degenerado, si T IRx J—— X, T(I®x J) C A,
luego N T=0 E__&:(X,A,Q)

y sy T:IM x| 11y c 4,
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Iunego Ty=0 Eﬂ‘ml(X,A,a(D)) y por tanto 1NT=0 E_;En*(X,A,(I)

Asi tenemos definida

n: c;ff(x,A,o:) ~— 1'(X.4,0)

Ahora bien, s1 T es un {n+l)-ocubo singular propioc de C,E“J(A,a)
ImT €A, luego NMT=0
Ademat , para un (n+2)}-oubo singular propio F de Cﬁ‘)(X,A,Q),

g1 F es del tipo Iy J — X,

ned
AF= S il poall L 12 o
8F=3 2 (-LM Feagl « (1™ Foogy
n(oF) = éf ?:(,(-1)i+1 D (Foayd) + (-1)™2 n(Foaf,,)
-3 l1_‘(}(—1)1"1 wl- (-2 y

-
-

donde Yil para 1 = 1, ,n+l es el elemento de =‘ln*(X.A,G)
Iepresentado por E'oail y Y es la imagen por QQ' del elemento
de * ., (¥,A,0(0)) representado por Fody,,

Aplicando el Teorema de adicion de homotopia propia 1 2,
deducimos que N(dF)=0 € ;Ln*(X,A,a)

S1 F es del tapo I™!xI —— % 8F ="§_j l2‘(}(—1)“1 Foa,l

Llamando Yil a2l elemento de ﬂ*ml(X,A,;(O))- representado por
Fo Qil , el Teorema de adicion de homotopia (ver 2.4.1[W.G.1})
asegura gque n_?:: léo (-1)itl yil =0. Luego N(8F)= (p’a(O) =0€
L' (% 4.Q) o

Por tanto 7N envia tode (n+l) borde de C,(n)(X,A,C!) {méd
Col®) (A, x)) al elemento 0€ L*(T.4,a).

Observemos que todo (n+l)-cubo de C.(®) (L, A,a) es un ciclo
(mod. Col®)(4,a))

Entonces queda inducado

(n)

Ne gt (L AQ) — (T A Q)

Es inmediato gue "]-M—Jl = id;n*(!‘k,u)
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ahora , si denotamos [T] a la (ns+l)-clase de homologia
(med (9 (4,@)) de TECm_l(n)(X,A,Q), es evidente que PN |[T)
= [T] cuande T IBxJ— X i

Sy T I™!—— §, por definicién T [T] = 9&*(—'1‘“}

Consideremos un representante de f de T,, del tipo

(12 TRy o1, PRy —— (X, A,0(0)) .

Norar que { representaz la misma (n+l)clase de homologia que T.

51“* IT) es la (n+l)clase de homologia de un representante de
O (~Tp) = @' (~fn)

Recordando la definicion de @, ( ver parrafo 4, Cap I J,
sabemos que existe una aplicacien propia F: I®xIxJ3 — 1
verificando que F(x,£,0)=f(x,5) para cada (x,s)€ 1% 1,
F(I®x 0xJ WaIBxIxJ) ca vy Fy: T xJ —— X definida por
Fy{x.t)=F(x.1.t} representa a (pa*(jﬁ). Entonces Bln. [T]=[-Fy)
Notemos que F es un (n+2) cubo gangular propio de E‘(“)(X,A,G)
Comn
oF =8 S (-1)#Feal o<1y (Fea®, - Fealy )4 (-1)™2 Foaly,,
donde Im(Feayl) A s1 (pel,1)=(i,1)= (ne2,0), Foal =F,
y F oaom2=1 ., deducimos que - F; y { representan la misma

(n

)
(pel) clase en I ((X.A.Q).

Por lo tanto 51m=.1d3;,';’1(x Aa) Y Py es ysomorfismo.

Nota - De manera anialoga, puede probarse para n>1, que sa

@ es un rayo en X con M (I) y 1,(X) triviales, entonces

()

Ipey (B.0) = L.%(X,a).

Como un corolario del Teorema 1 y del Teorema 1.5 se deducen
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los teoremas de tipo Hurewioz cue pretendiamos probar (ver

pérrafo 2)-

Toorema 2.- Para n>2, sea (X,A) un par propio con fy(¥),
Ro(A), Tg(X) y Io(A) triviales. Dado up rayo @ en 4, si (X,A,Q)
es () p-conexo y (;)(n-l)—conexo, entonces

plz}n*(X,A,(l) — 2, (3. 4)

es un isomortfismo

Corolarjo 3.- En las condiciones de)l Teorema 2, si ademas

(A.Q}) es (M)l-conexa, entonces
p; : _Ll(X,A,a) — J,(£.4)

es 1somorfismo

Teorema 4 - Parz n:1. Sea @ un rayo en %, donde M (X), y
19(%) =on triviales. Si (X,@) es {fl)p~conexo y (1) (n-1)conexo,
entonces

Py 0 (¥, a) — Jp,(X) es asomorfismo para n> 1.

v Py -_-_(n’(xl(” —— D, (¥) es lisomorfismo para n=1
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CAPITULO IV

CW COMPLEJOS PROPIOS Y TEOREMAS DE APROITMACION CELULAR

PROPIA.

En erte capitulo =ge introduce una nueva ocategoria de
2cspacilos, los (W complejos propros, que constituyen una
generalizacién de los CW complejos clasicos Intuitavamente,
sstos ultimos =on espacios construldos partiendo de up espacio
discrete y pegando celdas compactas (copras  de ER)
sucesivamenle por aplicaciones continuas arbatrarias de 2us
bordes Los CW complejos proplos Se construyen partiendo
rambien de un espacio diascrero Yy pegando celdas compactas & no
compactas {copias de EP x 1) sucesivamente por aplicaciones
propias arbitrarias de sus bordes {s1 éstas son homeomorfismos
sobre su imagen se dice que el CW complejo propio es regular)
Tambiyén generalazan a los complejos cubicos propios finitos.

La definicion correspondiente a la i1dea iptuitava de CW
complejo propio no se da hasta el parrafo 2 (espacio celular
propio) En el parrafo 1 se da otra definicién que resulta mds
comoda para estabhlecer una serie de propiedades basicas, y en
¢l parrafo 2 se demuestra que las dos definiciones son
equivalentes.

El parrafo 3 esta dedicado a dar algunas propiedades de los

(W complejos propios Por ejemplo, que el producto de dos CW
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complejos propios un CW complejo propac cuando un< los
dos es localmente compacto

Como ocurre en los CW clasicos, se demestra que un CW
complejo propio es localmente compacto s) y 86lo s1 la familia
de las oceldas es localmente finita, pero no implica que cada
celda corte s6lo a un numero finito de celdas (el reciproco si
es clerto) Esta es upa diferencia con los CW complejos
clasicos, donde las tres propiedades son equivalentes.

Por otra parte, se obtiene que, en el casc de un CW complejo
proepao finito X, gquedan inducidas de modo natural en las
compactificaciones de Freudenthal y Alexandroff de %,
respectivas estructuras de CW complejo clédsico

Tambien se generaliza la Proposicaén 10.1 1, viendo que tedo
subcomplejo L de up (W complejo propio finito X, posee 1la
propiedad absoluta de extensién de homotopia propia en X

Finalmente , en este mismo parrafo, se obiene un algoritmo de
calculo de lar bhomologias H,, Jy y E para los CW complejos
propios regulares fipitos de dimensién menor ¢ igual que 3,
similar al dado en 3.]11 para complejos cibicos propios
finitos.

El parrafo 4 tiene como objetivo establecer las condiciones
en las que, dada una aplicacién propia estre dos CW complejos
propios, existe otra propia y oelular que es hométopa de
manera propia a la primera. Esto se consigue, a partir de una
serie de reoremas que se dan en este mismo pArrafo sobre los
distaintos grupos de homotopia 7T, 1. 1 de un CW complejo propio

y sus esqueletos.
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1.- CW-oomplejos propios

Consideramos en K® la norma del mAximo

(lix|l=ﬁ}n{|xi|], x = (%,... ..%)€ R
y denctamos B = (xe R® lxli«1)
e = {xe R* [lIxll<1)

si- (xe RP ixii=1)
el = Ry J- (eBx {0}) (n20) donde J=|0,+e)

¢ =e%-£0= (o)

Definjoién 1.~ Un CW-complejo propio es un espacio de
Hausdorff X, junto con dos conjuntos de indices A, y By para
cada entero n:>0 tales que Ag=B;, y Anr\Bn=¢, para n>0 vy
aplicaciones propias
Oy ~ B — X para cada n20 y Q€Aj
0" EP-lxJ—— 3 para cadan>0 y BER,
verificando las siguientes propiedades -
P1) }U)TQY“(C‘)=X para todo n20 'y YEAUB)
donde P=e® 51 YEA, vy =" si YER
P2) ‘yn(cn)f\%'(‘v‘.)=9’ salvo para n=m y Yy=8
P3) Nﬂ‘cg es (1.1) para todon20 'y YEA UB,
P4) Sea I%=U .Y.(C.) para todo O<ms<n y todo YEA UB,.
Entonces:

%n{S"‘l) c xo-! para cada  n>1 y QEA4,

158



@B‘(E"IX{OJUS“‘QX Jy € ¥™!  para cada n22 vy Be R,
%1(}:0) c O

P5) Un subconjunto F de X es cerrado en X 5i y 86lo si para
onda n20 y oada YEA UB,, (QY‘)‘X(F) es oerradc en E®
51 YEA, 6 en E™lyJ si ye B, (n>0)

P6) Para cada D20 se verifioa:
a) %‘(E‘) estd contenido en la unién de un numero finito

de conjuntos de la forma 65'}6:‘), para cada G E Aj

b) %n(En‘lxj) (D>0) estd contenido en la unién de

un numero finito de conjuntos de la forma §4™(c*),

para cada B€ K

las aplicaciones Qf‘ se llaman aplicaciones caracteristicas
para ¥ Los subespacios ¢,"(E™) n-celdas compactas de X : los
subespacios %n(}:n-lx J} n-celdas no compactas de X. IP ge
llamard n-esqueleto de ¥, y si XP=X para algin n, se dice
que ¥ es de dimension fanita. El menor n para el que esto
ocurre se llama dimensién de ¥ . Si no existe n tal que XM=X
se dace que X tiene dimensiaon infinita.

Si ¥ sdlo tiene un nimero finito de celdas se dioce que es

finito Observar que en este caso X es de dimensién fipata.

Notemos que para cada n y cada YEA UBR,, Qynfin——* ¢yn(:°),
donde SB denota E® si YEA, y I denota Brixd sl YE By,
(n>0), es una aplicacién propira

Asimismo, notemos que X tiene la topologia coherente con la

familia de sus celdas, y ademds cada celda es un subespacio
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propio de X.

81 X es un CW propio con Bn=¢ para todo n>0, entonces X
es un OW clasico (Def.7.3.1 [Ma.]) y viceversa.

Notar que un mismo espacio topolégios X puede tener
diferentes estructuras de CW propio.

Por otra parte, si X es un espacio topolégico no compacto
que admite una estructura de CW propio con un nimerc finito de
oeldas, en oaso de admitir X una estruotura de CW clasico,
¢sta debe teper up numero infinito de celdas.

Es inmediata la siguiente-

Proposiciép 2.- Sea ¥ un CW propio e Y un espacio

topolégico Entonces f ¥ — Y es continua s2 y s6lo si jocﬁY"

es continvwa para cada n20

roposicid .= S3 X es un CW propio, entonces &5 un
K-espacio
Demassracion ~ Travialmente, 81 F es cerrado en X, FNK es

cerrado para todo subespacio compacto K de X.

Supongamos ahora que F CX verifica que FNK es cerrado en
¥ para todo K. compacto en ¥ . Entonces:

Para cada n20 y Q€ A, como E® es oompaoto, FN¢,® (E?) es
cerrado en @ "{E®), por tanto (Qun-)'i(i‘)=(¢u‘)'1(F(\_¢an(E“))
es cerrado en EY

Para cada n>0 y PER,, sea L un compacto ocualqguiera

de E*lx 0, entonces Qan(l.) es compacto en &Bn(En'ixJ) , luego
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Fr -;,ﬁn(L) es cerrado en Qﬁ‘(L) . Como Oﬁn(E‘"l x J) es Bausdorff
por serlo X, ‘ﬁn(L) es un oompacto oerrado en OBD'(E“"1 x J),
entonoes Fr\oﬁ“(L) es cerrado en Q:B”(I-Z‘"1 xJ) y por tanto
(Qpn)‘l(l" (\Qﬂ“(L)) os ocerrado em E®! x J. Ahora bien, oomo
(&")HEF) N L= (%™ 1(F) N (¢°)71( 4™(L)) N L), deducimos que
(QB”)“(F)K\L e=x cerrado en L.

Por ser FP!xJ un K-espacio, obtenemos que (%‘)“‘(F) es

cerrado en E*1yx 7, para cada n>0 vy BekRy

Esto demuestra que F es cerrado en I . ¥
Corolario_4.- Toda celda de un CW complejo propio X es up

cerrado en X

Demostracion.- Para cada nx0 y YEA UR, %“:Y“——) I es
propia y, por ser § K-espacio, cerrada, por tanto %n(zn) es

cerrado en X #

orolari .~ Para cada celda @Yh(in) de un CW complejo
propio X se verifica

S1 C es un cerrado de Oyn(in) entonces C es un cerrado de X .

rolarj = Toda celda de un CW propio es un K-espacio
emostracion. — Aplicar 8.4 de [G.B} y Corolario 4. ¢
Corolarjo 6.- Sea X un CW propio, entonces para cada nx0

vy YEALL By, @Y“:}:n — Qyn(}:n) es una identificacién
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Demostracion. - &7 IR Nn(}:n) es propia vy suprayectiva .
Aplicar ahora el Corolario 5 y V.2.16 de [G-M-M) 4

Propomioién 7.- Sea X un CW propio finite e Y un

espacio topolégico . Entonces, f : X —— Y es propia s1 y sélo

51 joOY“IZn—»Y es propia para todo n>0 y todo YEA UBRY

Demostrecaon ~  Supongamos que foQY:‘ es propia para todo n20
y todo YE€ A ,WB  Por la Proposicién 2, f es continua

Sea K un compacte cerradec cualgquiera de Y, entonces
myn)'l(j'l(){)) es compacto cerrado en IR para cada nx0 y
YE A, UB, Por lo tanto an((Qyn)‘l(f'l(K))) es compacto en X
y, por ser ¥ finito, "'UY %A((%n)"(j'l(]())) es compacto en X

Ahora bien , X=,';JT¢YR(C‘) , luego {~1(K)= #‘)T(j'i(l() ﬂayn(c“)) =
-y QRO A QP () por ser @P|a  (1-1) para
todo n20 y YEA URY

De aqui deducimos que {~!(K) =#;J’? %n((%“)’l(f'l(]()) , Yy por
tanto { es propia

La otra implicacién es inmediata. 2

Notar que s1 el CW propio no es finito, en general sélo es

cierta la implacacién hacia la derecha.

Corolarjo 7.- Sea I un CW propio finito e Y un espacio

topologico Entonces, § - X —— Y es propia s1 y sélo si

f‘w‘(?‘) eS propia para todo n:0 y todo YE AL UB)
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Defipiciép 8.- Dado un CW complejo propio ¥, un subezpacic
L de I ce dice que es un subcomplejo de I si para cada n:2 0
existen esubconjuntos A;:‘ Y Bn de Ay B, respectivamente
(con Ag=Bj) tales gque:

(a) L= u¢yn(c°) para todo n20y YEA UE.

(b) Q\yn(.‘:n) c L para tode n20y YEAA\JBA
L se llama subcomplejo finito si tiens sélo un numero finito
de celdas

Notar que 1zs wuniones e 1nterseccicnes arbitrarias de

subcomplelos rambien son subcomplenos
QObservacjon. - Para cada n > 0, el n-esqueleto I® es un

subcomplelo de X

Proposiciép 9.- Sea ¥ un CW complejc propio. entonces para
cada n:0 y Y €A UE,. W“(E“i esi2 contenido en un

subcomplejo fainito de X.

Demostracion - Andloga a la de la Prop 7 3 € de [Ma)
Propogicién 10.- €i 1L es un subcomplejo de un CW complejo

propio X, entonces L es un CW complejo propic y ademas un

subespacio cerrade de Y.

Demostracyon.— Evideptemente L es Hausdorff y satisface P1),

P2). P3), P4), y P6) de la Defanicion 1, reemplazando £,y By

por A, y Ep respectivamente.
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Por otra parte las aplicaciones oyn '¥® — 1 para cada n20
Y YEAUB,, son continuas y ademas propias, pues %‘: I — X
son propias, la inclusién i : L —— X es inyectiva y el

diagrama IR —I—' ¥ es conmutativo

Veamos ahora que para A ©€ L, A es cerrado en L si y so¢lo 521
(Q\f‘)"(A) es cerrado en I para todo p20 vy YEA;UBA'
Supongamos que A N an(fn) es cerrado én QYn(Zn) para todo
n20 y Y EAUB, Entonces, para cada mx0 y pPEA UR,
renemos -
AN Qp-(:-) =ANLnN op'(zl) =U(AN @Y"(En) N %“(E‘)) donde
YF A;LJB:'. Esta union es fanita pues por la Proposiciénm 9,
%'(z') estd contenido en un subcomplejo finito M de X, y la
interseccién LOM es un subcomplejo fanito contenido en L.
Ahora baen, cada Af\myn(Z“) es cerrado en %n(}:n) y por
tanto cerrado en X luego AﬂmY‘(}:r‘) h%‘(}:') es cerrado en
dnp'(i"), de donde Aﬂop'():‘) resulta ser cerrado en %‘(I‘)
Deducimos asi que A es cerrado en I vy por tanto A = ANL
es cerrado en L ( Notar que sustatuyendo A por L, se obtiene
que L es cerrado en X))

La otra implicacién es inmediata. A

Coro io .= Si L es un suboomplejo de un CW complejo

propio X, L es un subespacio propio de X
Proposioién 12.- S1 I es un CW ocomplejo propic, las aroco
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componentes de X son subcomplejos. Y si X es coumexo, entonces

€5 argoo oonexo.

Pemostracién - AnAloga a la de la Prop. 7.3.B de [Ma.).
Proposiciép 13.- Si X es un subespacio compacto de un
(W complejo propio X, entonces K esta oontenido en un
gubcomplejo finito de X \

Demostracjon - Analoga a la de la Prop 7 3.9 de [Ma ].
Corolario 14 .- K es un subespacio compacto de up

C¥ complejo propio ¥ si y solo si1 K esta contenddo en un

subcomplejo finite de ¥ y ademds K(\Qyn(In) es Compacto en

@f‘(i‘) para todo nz 0, Y € Ay UR.

Definiciép 15.- Un CW complejo propio X se llama regular

513 para cada n20 y YEA,UB Q:Yn: I8 — > I  es ipyectiva

Notar que entonces QY": ™ Oyn(}:") es homeomorfismo para n

20 y YEAUB,.

Obzervar que todo complejo cibico propio finito (Def.1.3.11)

ex un CW complejo propio regular finito.
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2.- Espacios ocelulares propios.

Defipnicién 1.- Un espacio celular propio es5 un espacio
topolégico X, con una suoesién de subespaocios.
" cx! ¢ c... <y
tales que X =n§oxn, y se verifican las siguientes propiedades:
(a) X0 es up espacio discreto
(b) Para cada p>0 existen dos conjuntos de indices Ay, By y
aplicaciones propias

Oy so-t »  xrd para cada n>0 y Q€ Ay

%n. Eriy (0jus®2yx) —— g™t para cada n>1 y BER,

%"' Bl (0} ;  yo-d para cada n=1 y B€EBR,

¥® es el espacio obtenido de ¥™! y copias disjuntas EB, de EM
(una para cada @€ A ) y copias disjuntas (En'li)a de E-1yx ]
(nna para cada P € B,) por 1identificacién de los puntos x y
Qun(x) para cada xESE" y ocada @E A, y de los puntos x ¥y
() para cada X € (EF-lx{0]ustZy g )g ( (Ex1x {0))g sin=1)
y cada € By,

hdemas para cada n>1 y BERBR, %‘ (E21y {0} US™2Zx]) esta
contenido en la unién de un pumero finito de conjuntos de 1la
forma ™5 con’ m<n (donde IP; denota E%; si 8 €A, ¢ bien

denota (E™Ix J); ri S§€B,)

(¢} Un suboonjunto F de X es cerrado en X si y s6lo si para

cada n20 FNYX® es cerrado en I
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Teorema 2.- 7Todo CW complejo propioc es un espacio celular

propio 7y todc espacio celular propio es un Cw complejs propio.

ost on.- Supongamos que X es CW complejo propio.

Entonces los n-esqueletos forman una sucesién de subespacios
19 c ¥ c 32 c... c ¥

20 es un cW complejo y cada punto de 30 ec un subcomplejo, por
lo tanto todo subconjunto de X0 es un subcomplejo de X0, luego
es un cerrado en 3%. De aqui se deduce que 7% es un espacio
discreto .

Por otra parte, para cada n> 0, consideramos la restriccion
de las aplicaciones caracteristicas

Bt EP —— X (@ EA) ¥ %h:sh-*xj—»x (B ek a

O™ | o1 . shel D St (R
%n(}:n-&w]USn-QXJ:Er"lx[O]uSn'zx.J — 3! (BeE, y n>1)

%RIE”"X (0} E-1x 10} ; gl (BeB, yn=1)

respectivamente. Notar gque estas aplicacicnes son propaac.
¥® es union de I™! y todas las n-celdas de ¥ . Veamos que la
topologia restriccion de ¥ a X0 coincide con la topologia
que se obtiene en X® oonsiderando la union disjunta de ¥*! y
copias IR de I®, por identificacién de los puntos x y $,%(x)
para todo xes¥! vy @ €e A, y de los puntos x y Qﬂn(x) para
todo x@(r:!*-ix{c)ustJ),3 ((E¥Ix{0))g sin=1) y BeBRy:
Sea F un cerrado en XI® con la topologia restriccion d.e'X,

ec decir F=Y2NF donde F' es un cerrado en ¥ . Entonces
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(o)L = ()L (ER) ()7L () = TR 0 (&)™ (F) = (671 (E)
verrado en Xff para todo de AjUB, , por ser F' ocerrado en X
y Y un CW complejo propioc. Por otra parte Fnl= pra !
es cerrado en Y™! trivialmente. Luego F es un cerrado en IX®
con la topologia identificacién.

Reciprocamente, sea F un cerrado en X® con la topologia
identificacién. Entonoes (§f)"!(F) es oerrado en I% para
dea UR v FAY™! o5 cerrado en XI™! Ahora bien si FNY*!
es cerrado en X™! entonces (@Y')‘I(F‘ 2 G DI (GY')"(F) es
cerrado en ‘Z‘Y para todo m<n y Y€EAUB, (ver Proposicion
10), por tanto F es cerrado en X2 con la topologia restricciédn
de X

Ademas por ser X un (W complejo propio un subconjunte Y de %
es cerrado en X si y sdlo si YNEI® es cerrado en I® para todo
n20

Todo lo anterior prueba que X es un espacio celular propio.

Supongamos ahora que I es un espacio celular propio . En
primer lugar, veamos que X es Hausdorff:

Sean x e y dos puntos distintos de X. Notar que exasten
unos Unicos n, Y € AVUB, y m, 8 € AJUB, tales que xecyn e
y Eca‘ respectivamente . Supongamos gque ns<m. Entonoces existen
Upg v V, abiertos en XI® tales que xEU,, YEV,, U,NV, =0.

En efecto, £1 n=m y Y =68, existe £>0 tal que las bolas
abiertas U, = B(x,£), Vp= B(y,€), verifican que Uy, V, < cyn'
UpnVy=& v ademss es claro que Uy y Vy son abiertos en I®

Sin=m y Y=8, es similar.
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51 n<m, consideramos £> 0 tal que la bola zbierta B(y,£)<
cf'. entonces llamando V,=B(x,€/2) Co® y U,=Y"-B(y,e/2)
donde B(y,€/2) es la bola oerrada, Vo v U, son abtos en I
verificando las condiciones requeridas.

Ahora. trataremos de ampliar U, y V, hasta conseguir dos
ablertos Uy Vde I con x€U, yeEV, Unv=g Para ello,
veremos primeroc que pueden obtemerse U, Yy V., abiertos en
™! tales que Uy NV =@ U NIP=U, y V NE=V_.

Denotamos Gs=(0{”)"1(U.), HS=(®§”)'1(V.) para  cada
b€ Any1 Y By

Notar que Gy y Hy son abiertos, en S® si 8€4,, .6 bien
en E"x0US™!xJ 51 8€B,,, Ademas GyN Hg=g4 para todo
8 € Ay, VB |

Para ceda € A,,,, definimos:

Gy = {zEea"1| Hzll>1/2 vy z/||z|l € Ga]
"

o= {zee ™| lizil>12 vy z/lzIl € Hy)

Consideramos ahora el homeomorfismo 1:E"x {-1,1) — Efx3J
dado por 1(xy, ., Xp.t)=(Xy.. % let[l-t)

Para cada BE€ B, . definimos -
Gy = {z € g™ i@z y 1) /I llertiey )
Hy = (z € cﬁ"1| N1t (z)ll> 172y 1“(2)/”1"1(2)”5I‘I(Hﬁ)}

Llamando Ug (= Uy Y (SE)ASE)UBH
f 1

Voor= Vo U (U By)

8 € Ay, VB

entonces Up.q Y Vasy EOD abiertos disjuntos de
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UHlf\I.=U. Yy VHI(\X'=V.
Considerando por ultime U= U Uy y V=U Vg, obtenemos
axn myn

los abiertos que buscAbamos, de donde se deduce que X es

Hausdorff

Ahora, para cads n>0, extendemos las aplicaciones propias
&S sl lae s, & EF-x (0)UsP2x] — 1%} (B e B, n>1)
& Bl (0) — ™! sin=1, fER,.

a aplicaciones propias 0 : Efy—— IR CX (TEA,).
4 (E”‘lx\1)ﬁ —— I®czx (Be By) de la manera natural
utilazando las aplicaciones inclusién de cada cYn(YGAnUBn).

Supongamos que ! es un CW ocomplejo Ppropio ©On estas
aplioaciones caracteristioas (notar Qque 10 1o es) para nz 1l
Entonces I® satisface PL), P2), P3), P4) de la Defanicion 1.1.

Ademis F C I es cerrado en P si y s6lo 51 FNI¥! es
cerrado en I™! y (R )1(F) es ocerrado en If para cada
d€ A URy

Como X¥!

es un (W complejo propio, deducimos que F es
cerrade en X® 51 y sélo si (%‘)'1(}") es cerrado en Z‘Y
para cada msn y Y€EA UB, . Luego se verifioca P5)

Por otra parte, como para cada G € Ay &> (SgY) es
compactd, est4 contenido en un subocomplejeo finito de Xn‘l(ver
Prop.13.1). entonces @, (.Eh&) est4 oontenido en la unién de
este subcomplejo y @g" {e>).

Si Be By. por (b) de la Def. 1, deducimos que
%n(}:’*xx {0} US®2x J) estd contenido en 1a unién de up nDimero

finito de conjuntos de la forma ‘V‘(CY.) con m<n.
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Entonces tp“(E"'li) estad contenido en esta unién JuUDTO COn
‘ﬁn(cﬁn) Asy pues, se verifica P6) y I® es un CW complejo
propio.

Es inmediato comprobar ahora que X es un CW complejo

propio. P

3.-Algunas propiedades de los CW-cdomplejos propios.

Proposiociép 1.- Sea X un CW complejo propioc. Son
equivalentes:
(a) Cada punto x EX posee un entorno que corta s6lo a un
nimero finito de celdar

(b) ¥ es localmente compacto.

Pemostracién ~ Supongamos que verifica (b). Entonces para
cada x EX, existe un entorno abierto V, relativamente compacto
(c1V, compacto)

Por la Prop. 13.1, clV, est4d contenido en un suboomplejo
finito de X, y peor tanto oontenidc en una unién finita de
conjuntos de la forma Qyn(c"). lLuego, por P2) de 1la Def. 1.1,

Y

(D).

Ahora bien, notemos que por ser Yy abierto en X, si

corta sélo a un numeroc finito de oonjuntos de la forma

v, N o8 (I ,/dl entonces V,O@{(c“] = . Deducimos oon esto que

V, corta s¢lo a un nimero finite de oceldas ¢Yn(2n).
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Supongamos ahora que ee verifica (a). Dado x EX¥, sea YV, un
entorno abierto que corta s6lo a un numero finito de celdas.
Notar que de todac estas celdas solbo existe una ¢§(I") tal
que xEbf(™). Ademas 1 W‘(En) ec otra celda tal que
x € Vy NQP(IR), entonces xEQyn(Sn'l) o ¢Yn(E°-1x(0}usn-2xJ)
cequn YEA © YEB,, Yy m<n.

Notar que podemos encontrar un entorno de X en %‘(E'), v,
relativamente compacto, tal que x€W C V N ¢ (™).

Consideremos ahora las demas celdas a las que pertenece X:

(%) .. q;x('sh ¢p1 SR, ¢pr(
cCon  m<m <. <

Por ser Wf' @, — X propia ., WN ﬁl‘ts‘x‘l) 51 Y €4, 0
Wf\dl:l‘(E"J'ix{O} US..\-ZXJ) sy Y E B‘i €5 un entorno relativamente
compacto de X en ¢F§,1(S‘1'1) o ¢F§,1(E“1'1 x {O}US®12 x J)
repecravamente. Utilizando ahora un artaf¥icio .parecido al que
ge utiliza para demostrar que todo egpacio celular propao es
Hausdorff. puede encontarse un entorno de X en @‘(2‘1), Wm,
relativamente compacto y tal que

Wmllr\&w(c“l W(\Q\Yic'"l $1 Y € Ay O bien

Wm0 O (BP0} USR]y =W A gy (BN {0} st k)

1.1

€1 Y, € le
y ademas Wm, , €V, N @;1‘(2‘1)

Repetimos esto para cada ocelda de dimension m , obteniendo
Wm, , entorno de x en ¢FQ4(E'1) relativamente compacto, para
cada 1i=1,...,ry.

Considerande ahora

h&nl =W qul.lU,...,UWml,rI
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(Dpotar que Wmy es relativamente compacto ), y procediendo como
antes en las oeldas de dimensién m, (sustituir ahora W por W, }

encontramos Hmz y reiterando el proceso, se obtiene al fipal:

con Wm,h‘;l‘;():'i)=Wml’E para toda celda a la gque x perteneoce,
Wo, CV, y ademis Wmg es relativamente compacto.

Independientemente, para las oceldas QY“(E“) tales que
‘Yn(In) f\thﬁ Vy x@ &1"(2‘) 5e encuentran entornos relativamente
compactos WBCVXHQY“(I“), Y Wﬁcsyn(E“) CH,.

$1 llamamos q al numero de estas celdas y Wy,. W,
respectivos entornos , definiendo V= Wm‘uwxu...qu, V es
un entorno de x en X relativamente compacio, lo que prueba

que I es looalmente ocompacto. P

Nots .- La oondicién (a) puede expresarse diciendc que la

familia de las celdas de X es localmente finita.

Defipicién 2.- Un CW complejo propio X se dice que es
localwente finito si cada celda corta séloc a un nimero finito

de oeldas

P opici .= Si un CW complejo propio X es localmente

finito entonces es localmente compacto.

Demostracion - Sea X un punto cualquiera de ¥, entonces existe
una unica ocelda Qyn():n) tal que x € Qyn(cn). Por hipétesis

sélo existe un numero finito de oeldas ¢Y1’11(In1), i=1, .,q
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tales que su interseccién ocon QY"(Z") es distinta del vacio.

Sean L, 1ly,..,Iy los subcomplejos minimos que contienen a
las celdas "‘(In), Qﬂnx(}:’ﬁ) ) tyqnq(}:nq) respectivamente .
(Notar que por la Proposiocién ., 9.1, siempre existe un
subcomplejo finito que oontiene a una oelda dada, y que la
interseocién de subcomplejos es un subocomplejo).

Consideremos ahora el suboomplejo finito Vy=LUL L. .U Lq
que es un entorno de x. Entonoes su interior corta sélo a un

mnimero finito de celdas. §

Notar que el reciproco no es oierto para un CW oomplejo
propic X cualguiera (cosa que si ocurre en un (W complejo
olasico, vexr Prop. 3.6 Il de [Lu-W)). Por ejemplo, consideremos

el CW complejo propioc X:

SASECEIE.

con una 0-celda {0}, una l-celda no compacta J y en cada punto
i de J tal que i € N, una 2-celda compacta E?; donde la
aplicacién caracteristica

4 F2 — 4 J viene dada por &(x)=1i para todo x € §!

Y no es localmente finito pues J oorta a infinitas celdas . Sin
embargo, ocada punto de Y tiene un entorno que corta sélo a un

mimero finito de celdas.

Es interesante estudiar para propésitos posteriores cuando

dados X e Y (W complejos propios, el espacio topolégico
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producto X xY es un CW complejo propio.(pe:a CW olésicos ver
Teorema 7.3.16 [Ma.}).

Notemos que X XY es Bausdorff . Si A,. B, son los conjuntos
de Indices y ‘yn,YEAnUEn las aplicaciones caracteristicas
para X ,y respectivamente A,'l R, ‘}’Yf‘ los ocorrespondientes
a2 Y, consideramos en XY xY, los conjuntos de indices
Anen= (A X AU (A4 Y
Brea= (A% By) U (Box A1) U (Byx By) U (Ag By) U (Byx Ay) U (Byx By)
y las aplicaciones caracteristicas ¢Yi x ‘PY.j
(notar que ERx (E®x J) = E™™ x J = (EBxJ)xE®, ERxJxJ = EMixJ
(EBxJ)x (E®x J) = E™® x J x J = E™®1y 3 Estos homeomorfismos
estdn implicitos en las aplicaciones caracteristicas de ¥ xY,
pero por oomodidad ©po se escriben). Estas aplicaciones
caracteristicas y la familia de oeldas asooiada verifican las
condiciones necesarias para que el espacio topolégico producto
X x Y sea un CW complejo propio, salvo quizas la relativa 2
la topologia coherente (PS). Def. 1.1). En orden 2 determinar
cudndo efectivamente X x Y es un CW complejo propio daremos

los fiquiente teoremas.

Proposiciép 4.- Sean X e Y CW complejos propios localmente

compactos, entopces el espacio producto IxY es un CW complejo.

Demostracién.- Notar que las celdas correspondientes a las
aplicaciones Qynx‘i’r‘ son precisamente el produoto de las
celdas N‘(In)x‘}‘v'(?) que es cerrado en X xY por serlo QY"(I")

y \PY‘.(?) en I e Y respectivamente.
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Ademias la familia de las celdas | qf(zﬂ) X ?%P(I‘)} es5
loocalmente finita en el espacio producto X x Y, pues dado (X,y)
€ I xY, por ser ¥ e Y localmente compactos, existen V, ¥ V’
entornos abiertos de x en X y de y en Y respeotivamente,
tales que cortan s6lo a un nimero finito de celdas en X y en
Y respeotivamente. Entonoes Vg X V, es un entorno abierto de
(x,y) en ¥ xY y s6lo corta a un numero finito de elementos
de la familia {oyn(zh)x \Pv‘.(?)}

Como ¥ x Y = L (M) x ¥ *(I")), aplicando el Teorema V 5.1l
de [G-M-M] la topologia producto en X xY es la coherente con

la familia de las celdas . Py

eore .- Sean X e Y CW complejos propios. Si uno de los

dos es localmente compacto, entonces XxY es un CW complejo

propio.
Demostracién.- Supongamos que X es localmente oompacto (la

demostracién en el caso en el que lo es Y es andloga). Como Y
es X-espacio {Prop. 3.1), deducimos del Teorema 8.11 de [G.E]
que la topologia producto (la denotamos T) en X x Y oocindice
con la topologia coherente generada por la familia de los
compactos de T.

Denotando por ‘€ 1la topologia en X xY coherente con la
familia de sus celdas (existencia garantizada por la Prop.
V.5. 5 de [G-M-M)), T € T y (X xY, %) es un CW complejo
propio. Entonces por la Proposicién 3.1, T coincide con 1la

topologia coherente generada por los oompactos de 1.
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Para ver que ambas topologias T y ¥ coindicen bastarad pues
comprobar que los ocompactos en una y otra son los mismos.

Si K es up compacto en (X xY, %) es claro que es compacto en
(X xY, T) (ver Teor.V.5.7. de [G-¥-M]).

Consideremos ahora un compacto K de (X x¥, T).

Sean py: X xY — X Y pg: ¥ XY — Y las proyecciones;
p(K) vy po(K) son ocompactos en X e Y raspectivamente luego
existen suboomplejos finitos 1 y I, de X e Y respectivamente
tales que py(K) €L; y potK) CL,.

Asf, K C p((K) xpp(X) €Ly x Ly € X xVY.

Notemos que K es compacto en LyxL, y como L; y L, son
localmente compactos, Lyx 1, ocon la topologia producto (que
es Tlle 12) €8 un CW complejo propioc (por la Proposicién 4).
Luego Ty, 1, coincide con la topologia ocherente con la
familia de las celdas de Lyx L, . que es precisamente 1|I.1><L2

de donde se deduce que K es ocompacto en (XxY,%). ¥

Corolarjo 6 .- Si X es un CW complejo propio, entonces I x I

y X¥xJ son CW complejos propios.

Supongamos ahora que X es un CW complejo propio finito.
Entonces, las arco-componéntes X, de I eon subcomplejos (Prop
12.1) vy por tanto cerrados em X (Prop. 10.1).

Como X es finito, X = UX; unién finita y disjunta, de donde

se obtiene que cada arco-componente es abierta en X, luego X
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es looalmente arco-oomexo (ver V.5.4. de [Du]). Por otra parte

la familia finita de las arco-oomponentes de X ooincide oon

la de las ocomponentes conexas de X. Ademss por ser I CW

oomplejo propio finito es localmente compacto {ver Prop. 3.2).
Entonces X' = X U £(X) con la topologia de Freudenthal (la

demotaremos T*), que es la inducida por la base

[1f| U es abierto en X}, donde v = vy’ y

W= {e€ F(E)|e<u}

es Hausdorff, localmente conexo y compacto (ver Teor 2.2.11)

v (X*, T") se llama compactificacién de Freudenthal de X.

Notar también cque el conjunto de finales de Freudenthal /7(X)

es finito.

Teorema 7.- Sea ¥ un CW complejo propio finito, entonces la

compactificacién de Freudenthal X' es un CW complejo clasico

finito.

Demoatracidn ~ Sean A, Yy Eh' los conjuntos de indices y
[Qf} (n20, Y €A, U B ) las aplicaciones caracteristicas para X
Sean ey, o5, .., eq los puntos finales de Freudenthal de X.

Consideramos ahora los conjuntos de indices Up= AU {2, ...q},

= AJUR, para cada n>0 y las aplicaciones, inducidas por
Yas aplicaciones caracteristioas §7: I® —— 1,
(4 (@) —— 1
donde, 81 Y E A, (qn - (E™y* =B — ¥
y si Y€ B, . (stn) c (Bt gy =2 ——— 3t

y ademis para n =0 se oonsideran
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Para i=1,..,q (6,%)*: E® — AX) © ¥’ Ggefinida por
(40)"(E%) = ¢

Notar que (W‘)’ son oontinuas para tode n20 y Y € U, (ver
Corolario 4.2.11). Ademias las oeldas (%‘)‘(En) son
compacto~oerrados en X' y (”n)*(en) = Q‘n(c‘) para cada p20
y YE€E Ah LJBh.

Es inmediato comprobar que (X*,T*) verifica con estas celdas
las propiedades (a),(b),(c) (e) de la Definicién 7.3.1 de
(Ma]. Oueda probar la propiedad (d) que es la referente a la
topologia coherente, perc esto también resulta sencillo,
puesto que oada oelda (an)‘(}:h) (n 20, Yy &Uy) es up
subespacio cerrado de (X*,T*), x* nnk:o (%)*(En) y sé6lo hay un
nymercs finito de celdas, luego por1f:nProp. V 5.11 de {G.N.N]

T es 1la topologia coherente con la familia de las celdas

(&) (ER)} "

R . ]
Notar que en el Teorema anterior si X es ademAs reqular, X

también lo es

De manera similar &se obtiene un resultado analogo

considerando la compactificacién de Alexandroff X
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Daremos ahora un teorema gque generaliza la Proposicicion

10.3.1.

Teorema 8.- (Propiedad absoluta de extensién de homotopia
propia para CW pares propios).

Sea (X,L) un par propio donde X es un CW complejo propio
finito y L un subcomplejo de X . Entonces L posee la propiedad

abgsoluta de extensién de homotopia propia en X.

Demostraciép -~ Hemos de probar que dado un espacio topolégico
cualquiera Y, una aplicacién propia f: X — Y Y una
homotopia propia parcial de f, H: L xI —— Y, existe una
extensi6n propia de H, F:IxI ~—— Y, que es una homotopia
propia de f§.

Entonces se trata de extender la aplicacién propia
Fr IxT v LlxI—— Y, definida por F(x,0) = {(x) para cada
x € 2, F(y,t) = H(y.t) para cada (y,t) € L x I, hasta una
aplicacion propia F X x1—— Y.

Esto lo haremos extendiendo F de forma inductiva a KPxTI,
donde KB = X2y L.

Para n=0, se extiende F a Kl x 1 definiendo F(v,t) = f(v),
para toda 0-celda v de X que no esté en L. Notar que 1la

aplicacién obtenida
F: ¥x0 U K01 —— v

€8 propla pues es propia en cada celda del CW oomplejo propio

finito I x0 U K0y 1

Supongamos ahora que F se ha extendids hasta una aplicacion
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propia
F-Ix0 v Kl vy

Para cadz n-celda Q”‘(ZD) - I que no esté en L, consideramos
la aplioacién propaa:
Sivesr
EBx0 U S™ixI ¢’—fi»d‘oY’l(}:ﬂ)xo V) OY”(S’H]XIC Ix0 UK-ix1 iy

Siy€B,: .

(n>1) (EP{x Jyx 0 U {E"‘IXOUS”‘“sz)xI&:—I‘
~— B(E™ ) x 0 U GR(EFIx0 U ST %)xT € xx0 ukTix1Eay
{En ) oaso n=1 conmsiderar (E0xJ)x0 L EO 1)

En cualquier casoc tenemos una retraccién propla
r: IRyl — Bx 0 U IItx 1 (ver Proposicién 10.1 1)
Entonces, como oynycn es (1-1) y r(z.t) =(z,t) para cada
(z.t) € B x 0 U 3I® x I, obtenemos una aplicacién continua:

r N‘(I")xl — QY‘(E”)X 0 U a‘,”(azﬂ)x 1

dada por r‘(x,t)=(¢~nxidI)ur(z,t) donde z € I® es tal que
QYn(z)=x. Ademds r' es propia, pues

Lo (@Y’“x idI)=(¢¢x idy)er: I®x1 — %n(zn)xo U@Y"(BZ")XI

es propia 'y §"xidy: Myl — OY"(I"‘) xI &5 suprayectiva

Asi la aplicacién Foer': ‘Y‘(En)xl — Y e5 una extensién
propia de F a cada n-celda QY‘(I‘) de I que no estd en L, y

esta nos proporoiona

F: Ix0 UKBXI — Y

que es propia por serlo en oada celda del OW complejo propio

finito Y x0UXKBxI.

Como e3 CW complejo propio X x 1 es finito, estd claro que
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asi{ se obtiene ur extengidén propia F:% x1— Y. (ver

Corolario 7.1).

Dado un CW complejo propio ¥ y un par propio (Y,B), toda
aplicacién propia f : (ﬁn(In), tYn(BIn)) —— (Y,B) representa
(2) un elemento de M (Y.B) si la oelda es compacta.

(B) un elemento de I, ((Y,B) g1 la celda es no compacta

en el sentido de que definen unas Unicas aplicaciones propias
(a) fo . (ERS™h) —— (§R(ED), §(s™!) — (1, B)

(b) fod® : (™ xJ, E™lx0 us™2xy) —

— (QP(E™1xJ)). @P(E™Ix0 U S™Z xJ)) — (V,B)

Asimismo g @Y%a:h) —— B propia representa:
(a) up elemento de M, ((B) si la celda es compacta.

(b) un elemento de Jn2{B) £1 la celda es no compaocta.

{Fijado v perteneciente a Sﬁ“l(en el caso (a)) 6 bien a SP2
(en e) caso (b)), se considera el punto base {fe Qxyn(v) en el
caso (a), y el rayo base @:J— Bdefinido por u(t)=fo¢\in(v,t)

en el cago (b). Los omitimos por comwodidad).

Proposicién 9.- g: ﬁ‘(BI‘) — B propia se extiende a
una aplicacién propia g: Qyn(I") —— B si y 86lo si
representa al elemento 0 de:

(a) M, y(B) si %‘(In) es una celda compacta
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(b) L 2(B) &1 @Y"(En) es una celda no compacta

Demostracién .- En el caso (aj ver Prop.14.15 de [G.B).
Ex el caso (b):
Supongamos que la aplicacién propia g:OYn(E:"lx 0 U S™2xJ))-B
se extiende a una aplicacién propia g : N‘(En'lx-])—" B.
Entonces Feo QP (E21xJ, E1x0 U S*2x J)— (B,B) representa
un elemento de 1, ((B.,B) que es trivia\lk
Como 9°¢‘{“]E"“x0 us™2,y Tepresenta a la imagen mediante el
homomorfaismo 9: 4, (B.B) —— 1 ,(B) del elemento de 1,_;(E.B)
representado por §o¢y’-‘ deducimos que representa al 0 de
L2(B).

Supongamos ahora que g : W"(E"‘lx 0 USH2x J)) —— B propia
repesenta al elemento 0 de T, »(B).
Entonces existe una aplicacién propira

G:1xE™ %0 Ul xs™2xJ— B

tal que G(0,x.t) = go¢Yr‘(x,t) y G(l,x,t) = a(t) para todo
(x,t) € EFix0 UIxs™2x].

Considerames ahora la identificacion propia

IxEn-! 1x §*2
p o IxERIx 0 U Ixs™2x) , x 0 U ——— xJ
1x >l 1x S22

Notar que G es compatible con p y por tanto define una

IxER-1 1 x S%-2

aplicacion continua G'! —— x 0 U x J > A
P 1 x E-! 1x S&2

tal que G ¢ p =G. (ver Prop. V.2.13 de [G-M-M.])

Ademss G' ec propia por serlo G (ver Prop. 3.1.1)
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Por otra parte existe un homeomorfismo

I x £>1 I x 52
1] ———— X0 U : x J y ERiy g
1 x po-l 1 % 52

de modo que lop(0.x,t)=(x,t) para todo (x.t) EEFix0 USTIxJ
Llamando G'': E™!xJ —— A 2 la aplicacién propia dada
por G''=G'¢1"!, notemos que G’ (x,t) =go Qy‘ (x,t) para todo
(x.t) € B1x0 US™!xJ, y ademas G'' es compatible con
6 BRI g —— gMETTXD)
Por tanto queda definida una aplicacion propia
3: oyﬂ(Eﬁ'ixJ)—» A

con §°¢Yn = G'’', gue es una extension propia de g. 4

Supongamos que X es un CW complejo propioc regular fanito.

En orden a establecer un algoritmo de calculo para las
homologias Hsx , J» . E. de X, como se daba en 3.11 para el
caso de los complejos cubicos propios finpitos, no es dificil
hacerlo para la homologia singular H.(X), pues debido a2 que
toda celda no compacta retracta por deformacion, aungue no de
forma propia, a su borde, se obtiene que Hqu‘. 1) =0 para
todo g *=n y By (32, I™1) es el grupo abeliano libre generado
Por {is(Xq)lq e o, donde x,es un generador de H_ (I%, 33%) e
i (3P, 03%,) — (IR, I™1) es5 la inclusion de la. n-celda

compacta I‘a de X.
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Si se obtuviera un Teorema anslogo al Teorema 2.3.I1 para CW
complejos propios regulares finitos, procediende como en iv.4.
de [M], tendriamos que las homologias Jx(X) y Ex{X) son las
homologias de los oomplejos de cadenas {Jn(Xn,X"‘I),dJ] Y
{En(Xn,Xn'l),dz} respectivamente, donde

dy : Jn(xn'xn-l) - Jn-x(xn-l) — Jn_l(xn-i‘xn-z)

y dg E‘(X‘, xn-l) . Eh_x(xn-l) - En_l(xn-llxn-z)
Intentames por tanto probar que dado un CW complejo propio

regular finito X :

(1) Jn(xn, Xn"l) es el grupc abeliano libre generads por
{1s(%y))ye An UBn donde x, es un generador de Jn(ZY“.aE?)
e i: (EY".BEY“) —— (E2,I™1y &5 1a inclusién de la n-celda
zyn de Y.

Jq(xn,xﬂ-l)=o para todo g = n.

(2) En(Xn,Xn'l) es el grupo abeliano libre generado por
[i’(xb)}ﬁe Bn donde xg es un generador de Em(:ﬁn' azﬁn) Y
Ian es una n-celda no compacta de X.

Eq(X”,X:"I) =0 para todo g =n.

Para elloc seguimos un procesc similar al utilizado en
|E-B-R) para el caso de los complejos cubicos propios finitos:
Sea P*! el suboomplejo de las celdas compactas de IX!, Las
celdas de X2 que no estan en P*! gon las celdas no compactas
de I™! y las n-celdas de I
Si enocontramots Q entorno regular de pe-1 (compaoto y retracta
por deformacién a Ph't) y dehotlamos N(Xn"x)= IEOID L I

N(¥®') retracta propiamente a ¥ ly Jq(Xn,Xn'l)EJq(Xn,N(Zn'l) )
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Considerando un abierto U tal que clU es up entorno regu.::
de P! contenido en O y P*! c U, ¥®-U “caza” todos los
finales de Freudenthal de X y por tanto se puede aplicar la
escisién por U (P7).2.1I), obteniendo:

Jo (3B, 11y = Jo(x® - U, N(X*1) - )

gl

Notar que para cada n-celda oompacta IR, Py (U NI%)
es upa n-celda ocompacta, que denotaremos ‘I(Snu). Ademas
1(}:8) r\‘l(E;) = f, es decir, las n-celdas compactas que se
obtienen ahora estan separadas.

Por otra parte (N(¥*!)nI® )- (U NI%,) retracta a dT(ED,),
y, I®*-U =aLéJA1(Ea)uLn'li con I™!x 3 CWcomplejo regular
clasico con tantas {n-}) celdas compactas como n-celdas no
compactas tiene X% (las uniones son disjuntas}.

N(ERLy - U Z?A(,,N(XM) AR - (U NEB,) U A 1xd) nN(ERly
retracta propiamente a a:')A,.a\T (}:a)u (Ln'lx 0 U [>? %x J) donde
12 e5 el (n-2) esqueleto de IP°1.

Asi,

JQUBRI™Y) = @ 30 (T(T%),01(30)) @ Jg (11 x3, 17 x 0 v 172y J)
By (1(S%y), 31(T%)) = 2
Jq_,(LMmuLWxJ) =

Abora bien, I (T(ER).3T(I%))

% JQ(L“"’xJ,L“'lx 0U1™2y J)

= Jq_l(L"f'i,L”'2).
Estos isomorfismos se obtienen considerando las (Jx)
sucesiones exactas asociadas 2 los pares
(IIx 3, 1200 U IP2x J) |, (I*1x0 U IP2x ], 122y J)
y utilicando las propiedades de la homologia J. dadas en 2.11.

Como (I™!, IP2) es compacto, Jq-l(Ln'l,Ln'z)=Hq_1(L°‘1,Ln‘2)=
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=0 81 4q=n
51 g =n!
El grupo abeliano libre generadc por las (n-1)celdas de L¥?
Finalmente no es dificil ver gque los generadores de
J(I® I*1) son los indicados.
Baciendo lo mismo para la homologia E. se obtiene:
B (3211 = 8, Eq(1(20), 21(2%)) B E (L™!x 3,17 1x 0 U 1*2x )
e‘(t(zna), 81(ZR,)) =0 para todo q
Eq(L’HxJ,L"“xO ulir2y J) = Eq(L“li,L“‘sz) = aq_I(LH,LH)
Estos 1isomorfismos se obtienen oonsiderande las (E«)
sucesiones exactas asooiladas a los pares
(Il 3, 12t o U2y 3y , (I ixJ, I™2xJ)

y aplicando las propiedades de la homologia Ex dadas en 2.1I.

Asi pues, el problema consiste en encontrar el entorno
regular de po-! que nos permita seguir el proceso descrito.

la parte de este entorno que corresponde a las n-celdas
compactas IS, de I® es sencilla, pues basta considerar
T2, U {xe®| lxllz1/2).

El problema estd en las celdas no compactas de Y®, pero éste

se soluciona £i demostramos el siguiente:

Lema 9.- Sea una k-celda no oompaota ocon una estruotura de
CW reqular propio finito M ocon la oaracteristica de que M
tenga una so0la k-celda y sea no compacta.

Entonoes puede subdividirse M hasta una nueva estructura de

CW regular propio X' de modo que M' = Elk_EL'{_l(Ek'li).
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Ademis, 8i L es la unién de las celdas compactas de M,
L c gk gkt

Pemostracién.- Notar que para k=1 es obvio.

Supongamos que es cierto para m: 1, vamos a intentar probarlo

para una (m+ 1) celda no compacta M oon las ocaracteristiocas

descritas.
Consideramos ahora en las celdas no compactas del borde de
M, la estructura reqular inducida del hecho que verificase en

ellas la hipotesis de induccién . Notar que ésta no afecta a L.

Compactificamos la celda ¥ por el punto o, obteniendo una

(m+«1) bola E*!, en ocuyo borde , que es upa m-esfera, queda

inducida una estructura de CW regular finito clasico.

Consideramos ahora una CW estructura simplicial en 1la
m-esfera que sea subdivisién de la anterior (ver Teoremas
1.7.I111 y 2.1.II11 de ([Lu]) . Y denotamos ¥ a la nueva
estructura de CW regular inducida en !  Enconces, por Prop.

3.4.3 de [Ma.], Link(ee) (frontera de la estrella st(e)) es
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homotépicamente equivalente a ™! Si resulta oierta la
oonjetura de Poinoaré, esto significa que es homeomorfa a S*1,
81 no, s6lo puede asequrarse para m=4.

Por la Proposicién 5.3.23. de [Ma.], el complemento en ia
m-esfera del Link () tiene dos oomponentes oonexas de las que
Link () es la frontera comin.

Para m<2, Link (=) U Ci donde Ci es una componente conexa
es una m-bola. \

Si elegimos ahora un punto P € E™l_s® v )lamamos
E={x € E®!| x=L P+ (1-4)r donde r€Link(w) y X € [0,1]}
y h al homeomorfismo:  Link (e0) —— S™! 1a aplicacién
h: E—— E" dada por h(AP+ (L-A)r)=A.0+ (1- A)h(r)
es un homeomorfismo de E en EM.

E

Fo+! s

Link (o)
Esto significa que E es una bola E® en la bola B

ouyo borde divide al borde de E™! en dos m-bolas, entonces

M= By P
ER‘I
Arrancando ahora sl punto de compactifiocacién ==, se obtiene

una nueva estructura de CW regular propio M' en la (m+ 1)

oelda no compacta ¥ de modo que
M= B U]
Eﬂl
Notar que este proceso garantiza que L C e+l _ e
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Por lo tanto el Lema es ocierto siempre que k< 3. Luego,
pediante este prooedimiento, g6lo podemos dar un algoritmo de
célculo de las homologias Je(X) y Eu(X) para el ocaso en el
que ¥ sea un CW oomplejo propio regular finito de dimensién

menor o igual que 3.

4.- Teoremas de aproximacién oelunlar propia.

Defipigisen 1.- Sean ¥ e Y CW complejos propios. Una

aplicacién g: ¥ —— Y se dice que es celular si g(I™) c y»

para todo nx 0.

Trataremos de establecer en este parrafo cuando una
aplicacién propia entre (W complejos propios f: X — Y
admite una aproximacién celular propia.

Es decir, cuando existe una aplicacién celular propia
g:I—— Y tal que § y ¢ son hométopas propiamente.

En el caso de aplicaciones ocontinuvas y CW complejos
clasicos, puede verse un estudio de las aproximaciones
celulares coptinuas en 7.4 de [Ma).

Notemos que si bay aproximacién celular propia, ésta es
continua, pero en general no es cierto el reciprosc. Por
ejemplo, consideremos J con las dos estructuras de CW regular

propio X e Y siguientes:
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X tiene una O-celda en cada n€e 2* y cada intervalo (n, n+ 1}
e3 una l-oelda oompaota. Y tiene upa 0O-celda en el punto 0, Yy
una l-celda no ocompacta J,

la aplicacién § = idy: X —— Y tiene una aproximaciénp
celular ocontinmua g: X —— ¥ oob g(x) =0 (Considerar la
homotopia EB:J x I—— J dada por H(x,t)=(1-t)x , Hy=f
Y By =g), sin embargo no tiene ninguna aproximacién oelular
propia, pues toda aplicacién g: I —— Y que sea celular

verifica que g 1(0)= Z, luego no es propia.

Jeoreman 2.- Sea Y un (W oomplejo propioc m-dimensional.
Entonces:

Ry (X, %1, %) =0 para todo l<p<m y x, €X*!

Demostracidn. - Sea f una aplicacién contipua de

(IB,312,,) —— (X, I*!, Xq) representante de un elemento
cualquiera de M, (X, ™1, Xg)-(en geperal, no haremos referenocia
a los puntog base).

Probaremos que { puede “empujarse’ de modo oontipuc hasta
g1

Para ello consideramos las m celdas {hy'(r.y”yeABUBn de X,
e introducimos algunas notaciones:

En el caso de una m-oelda oompacta oon aplicacién

caracteristioca 1_31".? — X

llamamos Uy 2l subespacio abierto de X he({x € | lxll<2/3} y

Vy al subespacio oerrade }H‘{x € B xl<113).

Y en el caso de una m-celda no oompacta ocon aplicacién
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caracteristioca hY.  E*1xJ—— X llamarewos Uy, al subespacio
abierto de X, h®{(x,t)e E*!x I lxll<2/3 y t>1/3}) y

\{

y 21 subespacio cerrado b"{(x,t)e E"ix\]lﬂxlls 1/3 y t22(3}

Si demotamos L = UV, L N h®(I®) = @4 para cada n<m y
I..(\}:s"(‘i‘)=vY para oada YE A, U B, Por tanto L es un
subespaocio cerrado de X y X- L es abierto.

Por ¢ltimo, definimos para oada Y € A, U B, HY -Uyn (X-1).

Notar que WY es un subespacio abierto de X.

Ia coleccién de conjuntos {f‘I(UY), f"(x ~ L)} forma un
cubrimiento abierto de I®. Como I® es un espacio métrico
compacto, existe un pumero real 8> 0 (el nimero de Lebesque
asociado al ocubrimiento) tal que todo subconjunto de didmetro
menor que & estd oontenidoc en uno de los abiertos del
oubrimiento, y por tanto existe una subdivisién de IR, que
induce una estruotura de CW regular finito X en I® tal que ocada
celda de M es llevada por f a XY - L ¢ bien a uno de los
oonjuntos UY

Notemos que dI® es un subcomplejo de M.

Ahora construiremos una aplicacién g: M—— X wverificando
que para cada r-celda ‘Br(E’) de M, si Oﬁr(Er) c §~i(x-1)

entonces 9'#"(5’): f|“r(gr) y 61 ”’(E’) c f‘l(UY) entonces
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g & (ET) C W, .

Ademds fx~g (rel.dI®), los puntos de ¥ que § lleva a U
permanecerin en U’ a lo largo de la homotopia y en partiocular
81 una oelda de M esta oontenidalen §f1(X- L) la homotopia
serA “la oonstante {"

12 oonstruocién de g la hacemos por induoccién sobre los
esqueletos de M:

Dada una 0-celda v de M, &i f(v)€EX-L definimoe g(v)=f(v)
y la homotopia en v ocomo el ocamino oonstante. Si f{(v) GUy,
como UY es arco-conexo, f(v) puede upirse por un camino & unh
punto de WY, elegimos éste como g(v) y el ocamino ocomo la
homotopia

Supongamos que g estd definida en MT-! con rs<n, verificando
las condiciones anteriores.

Dadsa wuna r-celda @T(E') de M, ei ¢4 (E7) c {-1(3x-1)
definimos g en Qﬂr(E’) como § y la homotopia estacionaria.

Si &T(EY) © 1“’(UY), entonoes f opf(sr-l) cU, 1y por tanto

Y
g %’(S"‘l) CW?. Notar que 9|@’(S"1) representa un elemento de
Ry (Wy) .

Ahora bien, =i S'ZY corresponde a una oelda no oompaota, HY
retracta por deformacién fuerte a S™! y Ry (W) '“r-l(s.-l)'
entonces por ser rsmn<m, dedvcimos que My_¢(¥y)=0.

Si WY

deformacion fuerte (aungque no propia) a R™! que s

oorresponde a una celda no compacta, WY retraota por

oontractible, luego también en este caso T, _, (W?) =0

Aplicande ahora la Prop. 9.3, g|“r(sr-l) se extiende a una

aplicacién g de ‘BY(E’) en W, .
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Por otra parte, la homotopia que existia entre § y g en
%’(Sr‘l), puede  extenderse a una homotopia en U, entre
f,”r(gf) Y g!“r(gr), puesto que la apliocacién definida en
& (E") x0U & (E) x 1V QB’(S"l) x1 por lag anteriores
representa un elemento de II(U'). Como LQ es oowmtractible,
lr(UY)=0 Yy existe la extensién ocitada.

Notar que por ser ¥ un CW complejo la aplicacién g asi
construida es continua y verifioca ademis las condiciones
requeridas. Notar también que si » €3I® y f(a)=%xp€E ™1,
g{»)=%3 y la homotopia en ., es la oonstante.

Entonces f y g representan el mismo elemento de ﬂn(X,X"l).
Considerando el  homomorfismo  inducido por la inolusién
i Mp(X-L, ™l — n,(%, ™1), g representa a la imagen
por i, del elemento de 'ﬂn(X—L, !) representado  por
g: (I®, a1®) —— (X -1L, 1) Pero ¥*™! es un retracto por
deformacién fuerte de ¥ - L, luego (X - L,X"l) = 0, de donde
deducimos que la olase representada por f en (%, X“l) es

la clase 0. #

Nota.- Como pegando oeldas no se aumenta el nimero de arcoe
oomponentes, para oada mal i,: xo(X“l) —— Ry(X) es sobre,
es decir Rg(I, I™!)=0.

Teorema J3.- Sea X un CW oomplejo propic, entonoes
(X, I®)=0 para todo r«n.

Sea 3i: YD, go¢l la inclusién . Por el

Demostracidén.

194



Teorema 2., !,(X"’l,xn) =0 para todo r<n, y oons.ierando la
(R)-su0eBién exaota asociada a la pareja (X! IB) deducimos
que i, : x,(xn)—‘ l,(!n”) es Dbiyesocién para Og<r<n si
nzl y sobre para n=0, e i,: % (XP) —— %, (X™!) es sobre.

Por lo tanto para todo mam, X (X®) —— % (I) es una
biyeoccién para r<n y T (I®) —— R (X®) es sobre. Luego
X (X X®)=0 para todo rx«nm.

Consideremos ahora un elemento cual:}uiera de ﬂT(X,Xn)(r:n)
representado por una aplicacién  f: (IF,dI¥) — (I, XRB).
Entonces {(IT) es un compacto de X, y estara contenido en un
esqueleto Y™ oon man (ver Prop. 13.2).

Por consiguiente, { representa en )‘Lr(X,Xn) la imagen por
ie: A (Y™, %) — 1 (X, XB) del elemento de 7 (X", I®) representado
por f: (I7,817) —— (¥®,%%). Como M (I® ¥®)=0 para todo rgn

deducimos que { representa al elemento O de ﬂ.r(X,X“). s

Ohservacioén.- Dado un CW oomplejo propio X tal que IB
adrita una aplicacién propia Q@ : J —— I® considerando la
sucesién asociada al triple (Y, IR, a):
= (L IR, @(0) — Ly (LINe) = L (LI%a) — gy (LT a)~
c— (X, IR, a(0))
y aplicando el Teorema 3., obtenemos:
LL I a) — & (5, Y%, @) es suprayectiva para todo na 1.
_:’q_l(x,x‘, a) — Ry (T, I®, @) es biyecién para todo 2sgs<n.
Ademss, para todo n2x1l:
Si Kg(E®, @) — %4(X.@) es sobre, entonoes 1o(Ba) — (%, )

es sobre.
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Teorema 4.- Sea I un CW complejo propio m-dimensional, tal
que toda ocelda de Y1 corta solamente a un nimero finito de
w-celdas. Entonces, para oada rayo @ en X*1:

L (5L, T} a)=0 para todo 2sn<m-1

Demostracion.— Sea f:(I*!x J, 3(I*1x J}, ax J) — (L. T*!, o)
una aplicacién propia que representa a un elemento cualquiera
de ;EJ(I,X"i,a). Probaremos que { puede “empujarge” hasta
Y*! ge modo propio.

Consideramos las m—celdas {hy.(r.)}ye AoURa de I y utilizamos
las mismas notaciones Uy, V,, Ly W* que en la demostracién
del Teorema 2.

L2 ooleccién de abiertos {f'x(t%). §~}(X-1))} ocubren
™y J = Egln'ix [k,k+1]. Para cada X, entero no negativo,
181 i [k, k+1) es compacto métrico, luego existe un DUmero real
positive &, (nimerc de Lebesgue) tal que todo subconjunto de
In'%<[k,k+i] de dismetro menor que & esté oontenido en uno de
los abiertos del cubrimiento. Por tanto existe unza subdivisién

en I™lx [k, k¢ 1) tal que toda celda esta oontenida en uno de

estos abiertos.

Entonces, queda inducida en I®! x J una estructura de CW

complejo reqular propio n-dimensional, M, con infinitas celdas
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compactas verificando que ocada oelda de M estid totalmente
contenida ep uno de los abiert-s del oubrimiento. Observemos
que cada n-celda de M tz]l que una de las oceldas de su borde

est4 contenida en 3(I™1x J) es llevada por § a X-L.

Por otra parte, para ocada moelda no compacta de X ocon
aplicacién caracteristica hy': P ixJ—— ¥, consideramos
en F* 1y J la sucesidn oreciente de compactos {E“IX[O,N]}:O,
obteniendo la  sucesidén creciente de  compactos
(b (E%1x (0,N)))}g.g Cuya unién es b (E*1xJ)

Notar que by‘(E"lx [0,N)) estd estrictamente oontenido en
AP (B>t x [0, N«1)).

Como { es propia, f'I(hY'(E"ix [0,N])) es compacto en
101y 3, luego cerrado y acotado, por lo cual existe una sucesién
de compactos {I™!x [0, dyl]} en I™!yxJ con IPly [O,dyl} c

11y 10,a 3 tales que 1~1(n®(E*!x (0,N])) c 1™!x [0,4)].
> g 4

Describiremos a contlnuacién la construccién de una
aplicacién propia g : M —— I  verificando que para cada
r-celda QBY(E’) de M, si %’(E") c¢1(X-L) entonces g|“r(gr)
=j|“r(gr) y si .ar(gr) c f‘l(UY) entonces g %’(E’) < Wy

Ademis fxp g (rel. 3(I™!x J)), los puntos de M que f
envia en L& permanecerin en U¥ a lo largo de la homotopia y
en partiocular ei una oelda de M estd oontenida en Flx-1) 1a

homotopia serd "la constante f".

La oconstruccién la hacemos por inducoién sobre los
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esqueletos de M de la forma siguiente:

Dada una O-celda v de ¥, 8i f(v) € X-L definimos g(v)=§(v)
v la homotopia (que denotaremos F) oomo F(v.t)={(v) para todo
t €. Si f(v) EU' porrespondiente .2 una m-ocelda oompaota de
I, como t& es arco oconexo §(v) puede unirse por un camino
a un punto de Hi. Elegimos este punto como g(v) y el camino
como la homotopia. Si f(v) € L& correspondiente a una m-celda
no oompacta, también L& es aroo conexo, pero la eleocién del
camino se hace de una manera mds especial:

Si v Iy [O,dy’] entonces f(v) € hY‘(E‘"x [0,N]), como
Uy N hY'(E"jx (N,+e2)) es arco conexo, entonces f(v) puede unirse
por un camipo en Uy N hY'(E‘"x (N,+=)) a un punto de
LA h.f"(E"’lx (N, +e0)).

Elegimos este punto como g(v) Yy el camino como la homotopia.

Si v eI™x [0,a0], como f(v) EUy N K" (E%1x (0,42)), se
procede como antes para N = 0.

Supongamos que tenemos g definida en M!, oon r < n,
verificando las condiciones requeridas.

Dada una r-celda ¢gf (E7) de M, i &T(E7) © $=3(x - L)
definimos g en Qf(E’) como §f y la homotopia estacionaria.

Si Qf(E7) Cf'l(Uﬁ correspondiente a una m-celda compacta
de X, razonando ocomo en la demostracién del Teorema 2,
g'Qr(Sr-i) se extiende a una aplicacién g de Qﬁ’(}:”) en W,,
y la bomotopia F existente entre f y g en ﬁ{(Sr'i] se
extiende a una homotopia en U‘ entre fldﬁ'(E’) Y g“ﬁ'(EF)‘

Cuando Qf(Er) c f'la%) oo?:espondiente a una m-oelda no

compacta de X, se procede de la siguiente manera:
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St %r(Er) c ¥y goply [0x dyr}. entonces f QBY(EY) <
(h"(?-lx J)—h"(?_lx {O,N}))(\U'(denotaremosaestetﬁ]timo U;,)
v g‘ar(sr-l) c UY" N Wv ( que denotaremos W"); g‘”r(sr-l)
representa un elemento de lr_j(ﬂ"'). Notar que si N=0, NYI'
es contractible y para N=x0, Vq' retracta a S*% aunpque nho
de manera propaia.

Como rsm<m-1, deducimos que g_i(w,f,)=o para todo N, y
poer lo tanto glwr(sr-l) se extiende a una aplicacién g de
&' (E7) en HYII CUY'.,

Ahora la homotopia F existente ente f y g en QBT(S"I) se
extiende a una homotopia en UYI! entre jl@r(gr) vy gl@r(]‘:r)
y2a que la aplicacién definida por las anteriores emn
OBY(E")XO U %’(Er)xl U @Br(sr‘l)x I representa un elemento
de T (Uyg)=0.

En el caso en el que %r(}:r)x 11y [O,dvo}zﬂf. notemos que
f QBY(EY) = UYIO y Ppor tanto se procede como en el caso

anterior para N=0.

12 homotopia F: Iy Jx I — X construida de la manera
indicada anteriormente es continua por ser continua en oada
celda del CW complejo M y verifica las condiciones deseadas .
Solo queda vprobar que es propia, lo que hacemos a
continuacién.

Sea K un compacto cerrado cualgquiera de X.

= A vh Y
Eptonces por la Prop 13.1, K —ﬁ!LA_)“sl(ﬁ):.Y (Z™)) U (K A (X-1))
=11¢k,{._usz'|
para NEA . Vy=ht{x € E" lIxil< 1/2})

con donde :
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Yy para TNE€B, yﬂ = hﬂ.{ (x,t) € B 1y 3 | llxIl <1/2 y t>1/2)
Notar que Y-1 es un subespacio cerrado de ¥, contenido en
I-1, por tanto la homotopia F en -1 es estacionaria.
Kn(X -.f.) es un ocerrado oontenido en el compacto K ; ocomo X
es Hausdorff, XK N (x-i) es un ocompacto cerrado en X y por
ser { propia, {~}(X N (X -'f,}) es up compacto cerrado en -1y 3,
luego 1'1()( N (X—I) yJx1 es un compacto oerrado en 171w Ix 1
Abora bien, notemos gue por la oonstruccién de F, el cerrado
FFI(K N (X-1)) ests oontenido en {~'(K N (3 -L)x1I, luego es

compacto.

Si hY.{I.) es una m-celda compacta de ¥, observemos que por
la construccién de F, el cerrado F(K f\hy'(X')) est4 contenido
en j”(hv'(f‘))x 1 que es ub compacto en I™lxIx 1 por ser {

propia, luego es comparto

Si b.y‘(l") ec una m-oelda no oompacta de X, como K N h."(x‘)
es compacto en bY‘(Z'), existe un N € N, tal que ¥ hhy'(}:')
c b*(E*!x [0,N]). Entonces f~I(K N hP(I")) & I™Ix (0,4T)

De aqui se deduce que F1(K N h®(I®)) estd oontenido en
) Gl ¥ [O,d."]xI {Bi esto no ocurriera, existiria (x,t) €
11 3 xI oon F(x,t) EXK N b(I) y x @ L ad I {o,d."]
Entonoes por la oonetruociémn de F, F(x,t) € hY'(E.“lx (0.N])).y
por otra parte, F(x,t) € K N h*I") € b"(E’"x [0,N]), lo
que 5 una contradioccién). Luego el cerrado F1(K N hY.(}:.))

es oompacto
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Por oonsiguiente, F!(X)= U F1(X n R (I U FHE a(X-1y)
finita
es oompacto lo que prueba gque F es propia y por lo tanto
también Fy=g lo es .

Entonces § y g representan el mismo elemento de
3,,_1(1,?'1,uy Como , por hipdtesis, cada ocelda de XY*! corta
s6lo a un mimero finito de wm-oceldas, Y! es un retracto
por deformacién propia fuerte de t!—intL y por tanto,
Loy (X-int L, ™1 oy = 0.

Ahora bien,
g (I™1x 3, 3(1™¥xJ), «xJ)— (X-1L, 7!, a)c(X-int L, T, )
luego g representa a la imagen por el homomorfismo inducido
por la inclusién

ie: Ty (X-intl, ¥ a) — 1 (3, 1™, @)
del elemento de 1, y(Y¥-intlL, ™1 ) representado por g, de

donde deducimos que g y por tanto {, represepta la clase 0 de

(3, ™1 a). §

Nota - Si las m-oceldas de X son todas compactas, siguiendo la
demostracion anterior, se deduce gue Ty (X, ™1, Q) =0 para

todo 2 <n<m-1.

Obgervacidén.- Si X es un CW complejo propio de dimensidn
finita 2 1, como al adjuntar oeldas a X! no se aumenta el
pimeroc de finales propios, la aplicaoién

50(!’,0:) —— Rg(X,@) es suprayectiva, luego para nz 1, también

lo es 50(x1,a)—» ED(X’,U) y por lo tanto es suprayectiva
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la apliocacién ;O(X‘,a) — Ny(X,@).
Teniendo en ocuenta ahora 1la observacién al Teorema 3
decucimos que la aplicacién 10(1‘,0) — 15(X,a) es suprayectiva

=

para oada nzl.

Teorema 5 .- Sea X un CW ococmplejo propio de dimeneién
finita > n, tal que cada ocelda de ) & (k 2 n) corta sélo a un
numero finito de (k+ 1) celdas de X. Entonces, para cada rayo
a en 1B,

L3, IR a)=0 para todo l1<r<n

Demoatracién - Utilizando el Teorema 4 y razonando de manera
similar a la demostracién del Teorema 3 se obtiene el

resultado ¢

Loma 6.- Sea I un complejo cubico finito oon un unico final

propio . Entonces, para cada n2:3, dada una aplicacién propia
§(1%1 % 3, 3(1™! x 3)) — (X, I®)

existe un aplicacién propia g: ™ —— I tal que f_~_pg,

mediante una homotopia propia H oon H(3(I™! xJ)xI) c X2

Demostracién. - Para ocada rayo @ en IR, s8e tiene que
X (%, I®, @) =0. Como por hipétesis 2o(¥) =0, se deduce que
h(xn)-o

Ademds, por el Teorema 3 y el Teorema 5, ;li_i(x, %, a) =0 para
todo l<i<n y (X, X2 q(0))=0 para todo 0O<six<n, y por

tanto Ry (%, X8, ) =0 para todo 1<i<n. Estamos pues en
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condiciones de aplicar el Teorema de Hurewicz 1.1.1I1,
obteniendo que Py Bng (3 X, @) —— E; (X, I®) es un epimorfismo
cuyo nicleo es -el subgrupo nlﬁ'i(x,xn,a) generado por los
eleventos de la forma {-u «{ donde [ €% ,(X I @), veE
2(Ia) y vl denota la accién de u en [.

Ahora bien, aplicande el algoritmo de cAloulo para las
homologias H., Ja., Ea de los complejos oibicos propios finitos
(ver 3.11), H (X, Y®)=J,(X, X®) = E{ (X, X®) = 0 para todo i<n,

Conpideramos ahora el diagrama siguiente:

-2 0= R (X, X8, (0)) — 2, (X2 ) — &, (E. 1%, a) — (1,30, a0) )0

Pr 3 Py Py

—0=H (X, 3%) — 0=J,(%,%%) — 0=E,(X,3%) —0=H, ((X,I%)—

Y obtenemos

Ker p, = h_l(X,Xn,G)
Luego 1, (Y, 1% a) = 0,>1(%, 12, a), el subgrupo generado por

(5L IB,a) = Ker py = 0™ (X, 1%, )
los elementos de la forma [-uw.l donde CE__‘;n_‘(X,Xn,Cr),
u Elll(xn,tl) y u « { denota la accién.

Por lo tanto g_l(x,xn) = 0. Teniendo en cuenta la
interpretacién de los elementos de };_1(X , YB) (ver 3.III) se

deduce el resultado. s

Nota - Si el algoritmo de cédlculo dade en el parrafe 2,
pudiera ampliarse para CW complejos regulares fipnitos de mayor
dimensién, notar que la demostracién anterior seguiria sjendo

vilida para éstos y por lo tanto el lLema 6 se generalizaria.
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Teorema 17.- Sea X un complejo cubico propic finito
Entonces, para n2 3, dada una aplicacién propia

§ (I %3, 3(I1%IxT)) — (X,3B)
existe una aplicacién propia g:IF¥xJ — I® tal que fapg

mediante una homotopia propia T tal que T(3(I™! x J)xI « ¥R

Demostracién.— f induce de modo natural una aplicacién
. ¢+ ,yn-1 * + .
continua (1 xJ)y —— X entre Jlas respectivas

compactificactiones de Freudenthal (ver Corolario 4.2.II).

f* envia el punto final de Freudenthal e de (I™!x J)* a2 un
punto final de Freudenthal de 3*, 6. Recordemos que X' es un
CW complejo clasico regular finito y que O es un vértice de
x* (ver Teorema 7.3).

Consideremos el subcomplejo Y = cl{st (6)) de I%, entonces
3p € N tal que f(I"‘1 x {p.+»)) € Y- {0} que es un subcomplejo
M de ¥ con un unico final propio.

Observemos que la restriccién de

fr (I (p), A(T™!) x (p)) — (M, M®)
representa un elemento de T (M, M2) =0, por lo tanto existe
una homotopila
F: (I (p)x I,3(I%! ) x[p) x I) —— (¥, H®)
tal que Fp =f|ym1,0p ¥ F (I x{p}) e MB
Aplicando ahora la propiedad de extensién de homotopia
propia, Fl o(z”") x {p}xI 5 extiende a2 una aplicacién propia

F. a1y [p,+o0) x 1 — M

tal que F0=”6In'1x[p,+m)
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Utilizando de nuevo la propiedad de extensién de homotopia
propia, camo d(I®Ix [p,+e)) = 7oty {p} UdTRix {p,+e), obtenemos
una extensidén propia de F: o1y [p,+)x 1 ——> M verificando
que  Fy:(I%1x(p ae), 3(IF1x [p, o)) — (M, MR)

Aplicando ahora el Lema 6, ‘existe una aplioacién propia
G: IPly (p,eec)xI — ¥
verificando que  Gg=F; , G (3(I™1x [p,+=)xI) c ¥ y
Gy %1y [p, +e0) —— MR
Definiendo 1a aplicacién H: IPlx [p,+e0)x] —— ¥ C X por
F(x,t,2s) g1 0<s8<1/2
H{x,t,s) =
G(x.t,2s5-1) g1 1/2<sx1
notemos que H es propia, Hy=f |I”'1x[p‘+°°) , By Iy (p,+0) — IB
y ademas H (3I™!x [p,+e)x 1) © ¥R

Considerando H[aIn—l x(p)xI Y utilizando la propiedad de
sxtensién de homotopia , e encuentra una extensidén de esta
aplicacién,

S: (I™dx{0} UAr™ix {0,p))x1 — XX

tal que Sg= f‘In-ix (0) u aT™ix 10,p]"

Si llamanos R a la apliocacién de I2x (0, pjud(I®ix [0,p])x I

en X dada por

Rl(m>tx(0y var™ixqo,pnyx1 =S
Rlztx 10,91 = §]x™tx 10,p)

Rirv-lyqpyx1 = B|p>txgpyx1

entonces R representa un elemento de ,(X,X®)=0 1y por tanto
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ge extiende a R Iy [0,p]x I —— X tal que
R(I™!x[0,p)x 1) cXB

Si por dltimo definimos T: ly gy —— X como:

T|I“'1x[0,p]x1 =R . TII"“x[p,m]xI =H

resulta inmediato comprobar que T es propia, Tp=f,

T((I™IxJ)xI) c B v Ty kg — X2,

Nota.~ Observacién anhloga para este Teorema gque la de la

nota anterior.

Yeorema 8.- Sea X up CW complejo propioc regular finito y
de dimensién 3, con un unico final propio. Entonces, para todo
rayo o en X2,

1(X, 32, a) = 0

Demostracién.- Sea i la compactificacién de Alexandroff de X
por el punto o= y %2 la compactificacién de Alexandroff de 22
por o, que es la inducida por la anterior.

i es un CW oomplejo cldsico regular y finito del ocual = es
un vértice (ver 7.3) y §2 es el 2-esqueleto de g

Deseamos probar que la aplicacién inducida por la inclusién
iy &(12, @) — X;(X.a) es suprayeotiva.

Como % (X,x) nl((f).,m)-lxtfnﬂ Y

A A
2 (X2,0) = Ry ((X2),, ) = Ay (X2, ) (ver 1.ITI)
bastar4 probar que la aplicacién inducida por la inoclusién

ig: ll ( i L0 ) — ll( Xz,w } es Buprayectiva.
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Notemos que por ser X un  ocomplejo propio regular
finito 3-dimensional, existe una subdivisién K, de forma que
U = sty () = (m) con L CW regular clédsioco, que
induce una subdivisién Y er X2 de forma que V = sty(e) =
(LTX/J’:I.’\xO) siendo 1! el l-esqueleto de L.

Observemos que U es un eptorno oénico de « en 4 y clU-U =
Lx0 y V es un entorno o6nico de « en ? y ¢clV-V = Lix 0.
Ahora bien , segqun [Hu.l), dado un dntorno oénico A de un
punto » en B, A,(B,.) = M {clA-A). Por tanto, obtenemos:
Ay(T o) =iy (Koo} 2 1 (LxO) y Ay(T2,00) =2y (¥,e0) 2 7 (LIx0).

Pero sabemos que (L xO,L1x0)=0 (ver Teorema 3), luego la
aplicacién inducida por la inclusién ﬂ1(11><0) — M (Lx0) es
suprayeotiva, lo que prueba que ig: kl(ﬁ,a-*o) — li(’X\R,M)
también lo es.

Congiderando ahora la (l) sucesién exacta asociada a
(3.3%,q)

s n (a2 g s.0) 25 g (L20) — ga)

Por tener X un Unico final propio, 32 también posee un Unioco
final propio, por lo tanto 50(22,(1):0 Yy J« €5 suprayeotiva.
Como i, también lo es, se deduce que b(Z,X?a}:O. Aplioando

el Teorema 3, ni(x,xﬁ)zo para 1i<2, luego h(X,X?a):O.

Corolario 9.— Sea Y un CW complejo propio regular y finito

con un Ynico final propio . Entonces para todo rayo @ en Y2,
4(%.1%,a) =0

Demostracién.- Considerar la (1) sucesién exacta asociada a
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(X,X3,12 a) (Prop. B.2.I)
— (1B a) — (1, 1%,e)— 1, (%32, a) — 3,(%,B3,a)
Por el Teorema 8, }1(23,!2,(!) =0 y por el Teorema 5

3 (X.X3,0)=0, luego 5(112,0)=0 &

Teorema 10.- Sea X un CW complejo propio regqular y finito.
Entonoes, dada una apliocacién f: (I®x J,3(Ix J)) — (X,13),
exigte una apliocacién propia g: Ix J— 12 tal que f:pg

mediante una homotopia propia T, oon T(8{IxJ)xI) < ).C

emost 10n . - Haciendo un razonamiento similar al de la
demostracién del Teorema 7, se deduce que existe p € N
tal que f(Ix[p,+e)) est4 contenido en un subcomplejo M de I
oon un unico final propio. Y de manera andloga se obtiene una
extens1én propia F:Ix{p}xI— M tal que Eq =j| X % (p)
Fy: Ix{p) — M vy FQIx{p}xI) c M3

Entonces, la aplicacién propia

H:Ix{pjxI uUlx([p,+e0)—= ¥

definida por H|1x{p}xI =F y H‘Ix [p,+0) = ”Ix[p,m)
representa un elemento de 1, (M, M%) (notar que
{(Ix{p}x IUIx[p,+e), Ix{p}x 1 U I x{p}xIUdlx [p,+ o)) es
homeomorfo a (IxJ, &(IxJ))).

Aplicando e) Corolario 9, ;1()(,)#) =0 y por tanto, H se
extiende a una aplicacién propia

H:Ix [p.¢+0)yx1— ¥ ¢ X

tal que H(3Ix [p,+=)xI)CH c X2 y H,: Ix |p,+e) — K2 G 12

Por otra parte, la aplicacién
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r:Ix [0,pJUIx{p}x1 — X
definida por r|ry(gp) = flrxio,p1 + TlIxipixx = B|1 x(pyx1
ge extiende (como en el demostracién del Teorema 9) hasta una
aplicacién
R:Ix [0,p]xI——> I
tal que R{IX{0})xI UAIx [0,p}x I UIx [0,p]x 1) € X2
Entonoces definiends T:IxJxI — X por:

Tlixpopixz =R v Tlixppee)xx =8
T es propia, Tg=f, T(8(IxJ)x1I) C Y2 y Ti=g:IxJ— 14

Teorema 11 - (Teorema de Aproximaocién oelular propia).
Sea X un CW complejo propico finito e Y un oomplejo oubico
propio finito 6 bien un CW ocomplejo propio regular finito de
dimens16n menor o igual que 3
Sea f: X —~= Y wuna aplicacién propia tal que j|u es celular
para algin subcomplejo ¥ de X ( M puede ser @ ). Entonces,
existe una aplicacién celular y propia g: I — Y tal que

glﬂ =f|t! v g:pf mediante una homotopia estacionaria en M.

Demostracién. - Consideramos la  aplicacién propia
F:XIx0 UMxI— Y definida por F{x,0)=f(x) para cada x€32
y F(a,t)=f(a) para cada a €M y ¢t €I. Trataremos de
extender F hasta una aplicacién propia F: X x I — ¥ tal que
g=F: X — Y es una aplicacién celular. Esta extensién la
baremos de forma inductiva sobre los esqueletos de X.

Para cada 0-celda x de I que no estd en M, siempre existe
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un camino en Y uniendo {(x) con alqin vértice v de Y (ver
nota al Teorema 2). Elegimos g{(x)=v y el camino como 1la
homotopia. Asi obtenemos
F:X0xTUMxI —> Y oon F(X0x1) cY?
Supongamos ahora que ¥ estaA bien ‘extendida a mle Iy que
F(I>x1yx 1) e Y™ (n21)
Dada upa n-celda b?n(:n) de X que po est4d en M, definimos

la aplicacién propia k como la siguiente oomposicion:

T xi
k: I®x0 UBE‘qubY"(In)XO UhY’*(B}Z")xI c Ix0 UEIrIy]
F.y

Si la ocelda es compacta, (I®, 3I2)=(ER,S™!) y ¥ representa
un elemento de %(Y,W):O (ver Teorema 3) y por lo tanto k se
extiende a una aplicacién continua G:E®xI—— Y con
G(E®x 1) ¢ Y® y ésta proporciona una extensién continua de
Flhy®(EP) x 0 UBP(SP ) x T -

F:hyn(En)xI—b Y con Fo(hynx idy) =G
y por tanto F(hYn(Bn) x 1) € YR,

Si la celda es no compacta, (I®,3%%) = (Exix J, 3(E™!x 2)),
consideramos un homeomorfismo 1:EP! xJIxI—— 1™y g 1
que transforme EPIxJIx0 UIETIxJI)xI en I™!xIx 0 vy
E4ixIxl en I™ixdx1 ud(I™ixJ)xI.

Entonces ko l"IInqx Ix0: (I Ix 0, 3(IT™Ix J)x 0) —> (Y, YP)
es8 una apliocacién propia.

En el caso en el que n=1, sea B :(J,0) — (Y,Yl) la
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B representa a wun final propio de Y (es decir 81 X
posee alguna 1-celda no compacta Y posee al menos un
final propio, y por tanto también Y!). Como 1a aplicacién
inducida por la inclusién i, : Bg(Y!) —— Xo(Y) es sobre,
existe una aplioacién propia H:JIxI —— Y tal que Hy=
Yy H(Ix1) © Y!. Entonoces HleI representa un elemento de
M(Y,Y’,B(O)) =0. No resulta ahora diffcil deduoir que existe
una aplicacién propia
G: Oxaxy —— v tal que G:[o),(JX0=kol‘1 10 Jx0 Y
G(I8xax1 U I®xIyxT) < VI,

Para n=2 aplicando el Teorema 10 y para n:3 observando
que Y=Y en el caso de ser Y un CW complejo propio regular
fipnito con dim Y< 3, & bien apliocando el Teorema 7 en el caso
de ser Y un oomplejo cubico propio fipito, se deduce gque
exlste una aplicacién propia

G:.I®xJx1 —— Y tal que

G Ih—lixo = kol-ilIh-lixo Y G(In-l)(JXl U a(In‘li)xI)CYﬁ

Entonces (para nzl), Gol: EP!x Jx I —— Y es una
extensién propia de k y verifioca que GoL(E™txJax1) €Y® vy
ésta proporciona una extensién propia de F a

F:bY‘(En‘ixJ)xI——b Y

(Fo (hyPx3idy) =G) verifioando que F(h"(E™IxJ)x 1) c Y2,

Notar que la exteneién F: X x I ——> Y obtenida mediante
este procesro es propia, pues X es un CW complejo propio finito

(ver Prop 7.1). 4
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Observagiones.- De la demostracién anterior se deduce que 81
dim ¥<?2, el Teorema 11 es vAlido ocuando Y es un CW complejo

propio regular finito de dimensién cualquiera.

Por otra parte, si Y verifica las hipétesis del Teorema 11 e
Y es un CW ocomplejo propio regular finito de dimensitn
cualquiera, pero verificando que las celdas de dimension mayor
o igual que 4 son todas compactas también se verifica el

Teorema 11. (ver la nota al Teorema 4).

Si X verifica las hipétesis del Teorema 11 e Y es un CW
complejo propio regular finito de dimensién oualquiera, dada
una aplicaocién propia f: ¥ —— Y, siquiendo la demostracién
del Teorema 11 y utilizando para n > 3 el Teorema 5, sge
obtiene upa aplicacién propia F: I x I—— Y con Fp=f, F
estacionaria en M y F{: ¥ — Y verificando que E'I(Xo) c Y9,

F(eh)yey!, F(x3ycy? y  F(X®)c Y™  para cada n:3.

Por wltimo, notar que si el algoritmo de ochloulo de las
homologias J,, E,, Hy s8e generaliza a CW complejos propios
tequlares finitos de dimensién ocualquiera, también se
generaliza el Teorema 7 y se obtienme, siguiendo la demostracién
del Teorema 11, un Teorema de aproxiwacién celular propia mis

general.
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