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IKTRODUCCION 

N E Steenrod en el año 1.972 [St 3J escribe 

"Gran número de los teoremas básicos de la Topología, y 

algunas de sus más afortunadas aplicaciones en otras 

áreas de las matemátlcas 

de extensi6n partic1llares. 

son Sohlciones de problemas 

Muchos problemas de 

ext.ensión permaneoen SHJ resolver, y gran parte del 

act:11él 1 desarro 110 

lnsplrado por la 

general" . 

de la 

esperanza 

Topología a 1gebraica está 

de encontrar una solución 

Anteriormente, S. T Hu en el prólogo de su libro Homotopy 

theory [Hu 4] escribe 

"El principal problema en teoria de homotop1a es el 

problema de la extensión". 

Este problema está planteado del modo siguiente' 

Sean X e Y dos espacios topológioos, A un Bubespacio de X y 

f' A ----+ 

aplioaoión 

y una 

continua 

aplicaoión oontlnua 

g X ----+ Y de 

restricción de g a A oOlnoide con f ? 

¿Cuándo exist e una 

tal manera que la 

Si A tiene la propiedad de ext ansión de homot Clp1a en X 

respeot o de Y, est e problema sólo depende de la clase de 

homotopla de f y, por lo tanto, es equivalente plantearlo de 

'.lna forma más general: 

Dada una aplicación cont. inll.?t f' A --~ Y ¿Cuando exist e 



una aplic,~cit'ln GOntlnua g' X -~ Y tal que 1 oh':::! 9 ? 

(h denota la aplicación lnclusión de A en Xl 

Otros important es problemas de la Topologia algebralca son 

oasos particulares del problema de extensión. Por ejemplo' 

1) El problema de la retracción: Es el anterior problema 

ouando Y = A Y 1 es la aplicaoión identidad en A 

2) El problema de la homotopia: Dadas dos aplicaciones 

continuas f,g: X ----; Y tales que f lA ::: 9 lA. ¿Olando 

existe una aplicación continua F X x 1 --~ Y de 

tal modo que F(x,O) = f(x), F(x,1)::: g(x) para cada 

'X E X Y F(a,t):::; f(a) ::::; g(a) para cada a E A Y cada 

t El? 

.:1) El problem..~ de la clasificación: Dados dos eSpaC.H1S 

topológicos X e Y, se trata de enumerar las clases de 

homot opla de aplioaclones con t inuas j'X---; Y, V 
J 

de discernir cuando dos apllcaoiones dadas son homótopas 

o no Notemos la intima relación de este problema con el 

de la homotopla. 

L~ discusión del problema de la clasificación cuando X es la 

n-esfera SIL e Y un poliedro condujo a Hurewicz a definir los 

grupos de homotopia 1tn{Y,yO) en 1935 [Hw], grupos de gran 

importancia en el desarrollo de la Topologia algebraica. 

Conviene recordar que el grupo fundamental (1[l(Y'YO) en la 

notación de Hurewicz) habia sido debnido en el año 1895 por 

Poinc:aré [Po] 
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El concepto de grado de Brouwer condujo a la enumeraOlón de 

hs clases de homotopia de aplioaciones de una esfera en s1 

misma [Bru 1. Además dos de tales aplicac10nes son homót opas 

81 Y sólo si tienen el mismo grado Más tarde, Hopf en un 

articulo de 1933 [Ho.1], que Withney en [W.2] sitúa como el 

punto de partida de la teor1a moderna de clasificación y 

extensión de aplicaciones, clasifica las aplicaciones de un 

complejo n-dimensional en una n-esfera SIL. Hurewicz [Hw III] 

en 1936 estudió el teorema de Hopf reemplazando la esfera Sn 

por un espac10 cuyos grupos de homotopia de dimens1ón menor 

que n son triviales. 

Si X es un complejo de celdas finito e Y la circunferencia 

SI, el problema fué resuelto por Bruschlinsky [Brs]. La 

enllmeraci6n de las clases de homotopia de aplioaciones de ::;3 en 

S2 es debida a Hopf [Ho 3). Estas clases forman un grupo 

dclico infinito. Freudenthal [F.H. 2] Y Pontrjagin [Pn 1] 

extienden el resultado demostrando que el conjunto de olases 

de homotopia de aplicaciones de Sn+l en Sn (TIn+1 (Sn) en notación 

de Hurewicz) es ciclico de orden 2 para n > 2 Ml~s tarde, 

Pontrjagin [Pn 2) obtiene una enumeración de clases de 

homotopia de aplicaciones de un 3-complejo en S2 

Whitney en 1937 [Wi 1], demuestra el teorema de 

clasificaoi6n de Hopi, basándose en un teorema deextensi6n, y 

utilizando por primera vez argumentos de cohomolog1a (palabra 

que él es el primero en utilizar). El teorema de Hopf en 

términos de Whitney queda asi : 

"Las clases de aplicaciones de Kn en Sn están en 

3 



correspondencia (1-1) con los elementos del n-éSlmo grupo 

de cohomologia de K con coeficientes enteros La 

correspondencia está dada por deformación de la aplicación 

f en una normal y tomando la clase de cohomologia del 

oooiolo resultante, En partioular f es hom6topa a cero si 

y s610 si, la clase de cohomologia correspondiente es 

cero" 

(Una aplioaoion f : K -----:¡ Sn es normal si f (p) = Po para cada 

punto p de K que esté en el (n-1) esqueleto de K Po es un 

punto fijo de Sfl) 

En el mismo artioulo Whitney da \.ln~ nueva verSlón del 

teoreIDél de HUre"9ílCZ, y añade: 

"Los teoreID-'l.S anteriores slguen Blendo oiertos 51 

reemplazamos Sn por un espacio Y localment e contráct i 1 

cuyos r-ésimos grupos de homot opia son O para 

r < n y reemplazamos el grupo de los enteros por el 

n-ésimo grupo de homotop1a de Y como grupo de 

coeficientes en las cadenas y clases de cohomologl~", 

FUé Samuel Eilenberg en su articulo de 1940 "Cohomology and 

continuous maps [E. 21 quien desarrolló los elementos 

fundamentales de la teoría de obstrucci6n para el estudio de 

los problemas de ext ensi6n y clasificación de aplicaoiones 

continuas, 

Considera en dicho articulo aplicaciones continuas 

j' K1' --~ Y, donde KfI es el n-esqueleto de un compleJo de 

celdas geométrico arbitrario K e Y un espacio n-simple, y 

4 



estudia cuándo existe 1ma extensión continua de f a Kn+l; para 

ello asigna a f una Gocadena con coefioientes en ~(Y), y 

demuestra que es un cociclo (cocic.lo obstrucción). Cuando este 

OO(.:1C lo es cero la aplicación puede extenderse. Def ine también 

la cooadena diferencia y generaliza los teoremas de Hopf y los 

de Hurewicz-Whitney. 

Más tarde en otro articulo del afio 1.941 [E.3] traslada los 

resultados obtenidos en términos de oohomologla a términos de 

homologia. 

N. E. Steenrod estudia y resuelve el problema de 

clasificación para una aplicación f: Xn+l -----; Sn, donde Xn+l es 

el (n+l)-esqueleto de un complejo, como consecuenoia de un 

teorema de extensión. introdl10iendo nuevos productos de 

cociclos 

v 
S.T. Hu [Hu.2] en 1.948, utiliza la (co)-homologla de Cech 

pal"a. tratar los problemas anteriores en el estudio de 

aplicaciones continuas de un complejo cualquiera X en un 

espacio Y Es también Hu [Hu. 3] quien estudia la "obstrucoión" 

a extender una homotopia e introduce los conjuntos 

obstrucc~ón. 

La Teor1a de obstrucción ha sido desarrollada por muchos 

matemáticos, que la estudiaron en diferentes contextos 

(complejcs de celdas, CW'-conplejos etc .. ) y' con diferentes 

hipótesis bajo las que se prueban los teoremas, (simple 

conexión, n-simplicidad etc .. ). Es un intento de enoontrar una 

Boluc.ión general al problema de la extensión y clasificación 

de L~plicaciones Entre los matemáticos que más han contribuldo 
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a su desarrollo podemos mencionar , al margen de los citados, 

a Postnikov [Ps], P Olum [0.1], Mc Lane [E.M.l) etc. 

En el año 1.977 Yu T Lisitsa [Li], en el marco de la Teoria 

Shape, para obtener algunos teoremas de clasificación de 

clases de homotopia fundamental de sucesiones fundamentales, 

desarrolla una Teoria de obstrucción en la que utiliza 

invariantes de Teoria Shape: los grupos de homología y 
v 

~~ohomologia de Aleksandrov-Cech, [Al) [C). los grupos 

fundamentales de Borsuk [Bo] y los grupos de cohomotopia. 

T Porter en [P 1), desarrolla una teoria de obstrucción en 

pro-categorias. Utilizando una teoría de cohomologia con 

coeficientes en un pro-grupo abeliano por él construida, 

obtiene obstrucciones para extensiones simples en la categoria 

pro-Kano, donde KanO es la categoría de los complejos conexos 

punteados de Kan y aplicaciones simpliciales punteadas. No 

hace caloulos por no poseer la maquinaria adecuada. 

1 J Hernandez [He 2] en 1.985 ha desarrollado una Teoria de 

obstrucción para 1 . . ap.J.lcaclones proplas en el marco de las 

pro-categorias, utilizando una oohomolog1a con coeflcientes en 

un morfismo de pro-grupos. Se restringe al estudio de 

aplicaciones propias de un complejo de celdas [St.2, pag 100], 

localmente compacto y segundo numerable I en un espacio 

arco-conexo Y con un final de Freudenthal [F.B.l). 

los cálculos de clases de homotopia propia en esta teoría 

son extraordinariamente complicados y s610 oonsi9\le 

efectuarlos en algún caso. 
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Nuestro propóslto en este trabajo es construir una Teoria de 

obstrucción en una categorla adecuada que nos permita deduclr 

cuando una aplicación propia tiene una extensi6n propia o no 

Nos restringiremos a espacios con un número finito de 

finales propios [Om-He) y que puedan ser construidos con un 

número finito de celdas no compactas (espacio homeomorfo a 

In x J) de manera análoga a como se contruyen los CW-complejos 

[Wh 2] pero con aplicaciones de pegada propias. 

Para cumplir est e prop6si t o necesi tamos las herramientas y 

métodos adecuados Invariantes de homotopla propla que jueguen 

aqul el papel que los grupos de homotopia de Hurewicz nn y la 

homologia singular 14 [E 4) juegan en la teoria clásioa de 

obstrucoión. 

Todos los invariantes que se utilizan en esta memoria, estár 

estudiados en profundidad en la memoria "Sobre invariantes de 

homotopia propia y sus relaciones" [Ri] realizada por nuestra 

comt~ñera del Colegio Universitario de la Rioja, M. T. Rivas. 

Alli se desarrollan las propiedades de los grupos de homotopia 

propia ~n [Ce], ln [He.l) y su relación con los de homotopia de 

Hurewioz. También se desarrollan Teorias de homologia propia y 

se estudian las relaciones entre estas homologias y homotopias 

mediante unos Teoremas de tipo Hurewicz. Asimismo está 

deflnida allí la oategoria a la que nos restringiremos para 

lograr el propósito fijado 

El Gapitulo 1 de la presente memorla es un resumen del 

trabajo mencionado 

7 



L.'1 ca t egclr 1a que c:onsideraremos es la de los compleJos 

c:übico propios finitos [E-H-P], que resulta ser adecuada para 

~l estudio de las homologias propias deflnidas por L J 

Hernandez, M T Pivas, y el autor. Estos complejos estan 

construidos de manera análoga a los complej os simpliciales, 

pero con cubos compactos (In) y no compactos· (IrxJs ) 

(1 = (O,l), J = [0,00)) 

Estudiamos aplicaciones propias definidas en un subcomplejo 

A de un complejo cúbico propio finito X en un espacio 

topológico Y arco-conexo, con un sólo final propio y que 

verifique ciertas condiciones de simplicidad en sus grupos de 

homotop1a cHsicos y en los de homotopia propia. Para tratar 

la extensión propia de estas aplicaciones a todo el 

complejo, si se estudian la parte compact a (la correspondient e 

a los cubos compact os), y la no compacta (correspondient e a 

los cubos no compactos) por separado, (una aplicación continua 

j de un compacto en un espacio topológico es siempre propia) 

es sufic.lent e con los invar iant es de homot opia propia 

estudiados en [Pi J y los de homotopia clásicos. Sin embargo, 

las extensiones obtenidas (cuando se obtienen) pueden JlO ser 

compatibles. Es por tanto necesario estudiar ambas partes del 

complejo a la vez y para ello es preciso construir una 

(co)homologia con coeficientes en un morfismo de grupos 

abelianos (el que nos es válido es el que liga los grupos de 

homot opía de Hurewicz 

por L. J . Hernández ). A 

dedicamos el capitulo 

con los de homotopia propia definidos 

la construcción de esta cohomolog1a 

11. Estudiamos en primer lugar la 
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categoria cuyos objetos son los morfismos de grupos abellanos, 

y demostramos que es una categoria de módulos sobre un anillo 

de m .. .1trioes que determinamos. A continuación se estudian los 

epimorfismos y objetos proyectivos en esta categoria, con 

vistas a demostrar más adelante un Teorema de Coeficientes 

Universales, que s610 en buenas oondiciones es análogo al 

clásico. A cont inuaci6n se definen estas nuevas homologias I 

que se construyen generalizando las teorias de homologla 

propla tratadas ya en [Ri] y definidas en [E-H-R}. 

El capitulo 111 lo dedioamos a estudiar diferentes maneras 

de induoir morflsmos en la cohomologla definida en el capítulo 

anterior por una aplicación proplél, 

propiedades que ésta verifique. 

dependiendo de las 

En los capitulo siguientes IV ,V, Y VI se desarrolla la 

teoría de obstrucción para aplioaciones propias. Seguimos los 

pasos de los tratados olásioos [Hu.4), [GW.l Y 2], Y en 

muchos oasos los Teoremas quedan oon enunciados análogos a los 

que en ellos se demuestran. 

En el oapítulo IV definimos un cocio1o obstrucción, que 

denotamos Sct"+l (j) para una aphcaci6n propia f: Kn ---1 Y. 

Este co01010 tiene propiedades análogas para aplicaclones 

propias a las que tiene el cociclo de Eilenberg para 

aplicaciones cont inuas: f puede extenderse propiament e a ~+1 

si y sólo si SCn+l(f) = O. 

En el oapitulo V, 

definimos 

planteamos el problema de la homotopia 

la oooadena diferencia propia (~n(F)). propla y 

Estudiando las propiedades de esta cooadena, obtenemos un 
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Teorema de extensi6n análogo al de Eilenberg: fll(n-l p11ede 

t d . t KMl ex en erse proplamen e a . si y s6lo si Scn+1(f) o 

Definimos conjuntos obstrucción propia para extensión y 

homotopia y se resuelven estos problemas para buenas hipótesis 

sobre el espaoio Y. Acabamos este capitulo dando una 

caracterización de los complejos cúbioos propios finitos que 

son homot6picamente equivalentes de manera propia a J 

En el capitulo VI nos planteamos el problema de clasificar 

las clases de homotop1a propia de aplicaciones proplas y 

concretamente el problema de enumerar los n-clases de 

homotopia propia que hay en una (n-l)-olase, este problema se 

resuelve pero no de una manera Ifj11y efectiva. A oontinuación 

nos restringimos al caso en el que los grupos de homotopia y 

homotopia propia del espacio Y son triviales hasta una 

determinada dimensión. En este caso, con los resultados 

obtenidos anteriormente y definiendo unas obstrucciones 

propias primarias análogas a las clásicas, obtenemos unos 

buenos resultados que resuelven los problemas de extensión, 

homotopia y clasificaoión propla planteados Terminamos la 

memoria calculando algunos conjuntos de clases de homotop1a 

propia. 

La memoria está ordenada por capitulos y estos a su vez por 

pArrafoE. En cada párrafo se han numerado conjuntamente 
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definiciones, 1em..'is, teoremas, etc.. por orden de apar lción_ 

Las referencias que se hacen a otros lugares de la misma 

memoria pueden tener uno, dos o tres guarismos Si tienen uno 

sólo (p ej. 

capitulo y 

(p ej.2.3) 

3) significa que lo referido está en el mismo 

párrafo en 

10 referido 

que no encontramos, si tienen 2 

se encuentra en 

pero en distinto párrafo, si tiene tres 

encuentra en distinto capitulo y párrafo. 

el mismo capitulo, 

lP, eJ. 11.2.3) se 

El simbolo # indica final de demostración. 

La bibliografia está ordenada alfabéticamente, dando 

prioridad en cada letra a los artículos o libros de un s610 

autor. Dentro de cada aut~)r los trabaJOS van ordenados por 

orden cronológico. 

11 



CAPITULO 1 

NOTAS SOBRE INVARIANTES DE HOMOTOPIA PROPIA 

Hablaremos en este G.:tpít1l1o de los invariant¡;s de homotopi.?\ 

pr opla q11F.' se llt i llzarán en Gapítu los post erlores Todos ellos 

En el pE\rraio 1 .. :'P. ln t rodl1C€Ti los cow;'='pt.o¿ 111ndamentale;:· 

de teorla de homo~opla propIa, asi como las categ0ria~ en l~~ 

En el pi11'rafo::, trataremos de algunos grupos de homotoplC\ 

prOpl~í. I 

que tlenen con les grupos de homotopla Cl~SlCOS TIn 

En el parrafo 3, hablaremos de las Teorias de (coJhomologla 

singtllar propH y Ílna 1 propia definidas en [E-H-R). 

En e] parraf0 4, recordaremos los hom0morflsmos de tlpo 

H1.lrewicz que hay entr\? las Teorias de homot0pia y homologi.'1 

trat.Hi.'t::' en los p.'\r1'af08 <,,¡nterlores, as1 como los Teorem,'1;~ de 

~lpO H1Jrewlc: q\i~ pueden obtenerse 

Est':' atlpl t1.110 es tUJ resumen de la memOrli'l men\~lon.:;da N("l 

h~m~~s pretendldo h.:\Gerlo exhaustJ.v(), flJ bl:"mo~ feg1.11do el lllJ.::nK 
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ol-den Nuestro objetivo es, simplemente, enumerar los 

oonoeptos y resultados qlle son necesar~os en el desarrollo 

posterior de la presente memoria. 

1.- Notación y preliminares 

A lo largo de toda la memoria utilizaremos las siguientes 

notaciones 

1 es el intervalo cerrado [0,1) 

J es el intervalo semiabierto [0,00) 

E es la recta real 

En :::: {x. E Rn 111 x 11 ~ 1}; 

Sn-l :::: {x E E.rl 111 xII:::: 1} 

en :::: {x E lRn 111 x 11 < 1}; 

~ 1 :::: en x J - (en x { O} ) n ~ O; 

fO :::: eO :::: EO :::: {O}. 

Tri :::: 

~ln :::: 

lRn :::: 

n 
Ix. - )(1 

t\ 

Jx -- xJ 
... 

1Rx.~ . xIR 

Un n-cubo propio es lln subconjunto de ]Rn de la forma K1x ... x Kn 

donde Ki :::: 1 6 ~:::: J. El n-cubo se dice compacto si ~ :::: 1 

para cada i = 1, ..... In. En otro caso el n-cubo se dice no 

oompacto. 

Llamaremos borde del n-cubo propio y lo denotaremos a(K1x .xKn ) 

al siguiente subconjunto de K1x. ,x~ 

{(t 1 t n ) E K1)(,xKn I :Ji E [l" .. n} tal que, ti == O Ó 1 n 

}~ :::: 1 ó bien ti :::: O si Ki :::: J} 

Llamaremos int (K1x .. xKn ) a (K1x ,xKn ) .......... a(K1x ' .xKn ) 

13 



Definición 1.- Dados dos espacios topológicos X e Y, dlremos 

que una aplicación f: X ----+ Y es propia sii f es contlnua y 

además j-l(K) es compacto para cada compacto-cerrado K de Y 

Definición 2- Diremos que dos aplicaciones propias 

f ,g: X -~ Y son hom6topas propiamente y denotaremos f .!!: 9 Sll 
P 

existe una aplicación propia H: X x I -~ Y verificando que 

H(x,O) = f(x) y H(x,l) = g(x) para cada x E X También diremos 

que H es una homotopia propia entre f y g. 

Definición 3.- Dado un espacio topológico X y un subespacio 

A de X, A es un subespacio propio de X, Sll la aplicación 

inclusión i: A - ~ X es una aplicación propia. En tal caso 

diremos que (X,A) es un par propio de espacios topológicos 

Dadas dos apli caciones propias f, g : (X, A) -~ (Y lB), donde 

(X,A) e (Y,B) son dos pares proplos, diremos que son homótopas 

relativas a (A,B) (ó simplemente relativas a A), sii existe 

una homotopia propia H entre j y 9 que además verifique 

que H(A xl) c:.B. Lo indicaremos as1: f ~pg (rel{A,B} ó rel{A}). 

Definición 4.- Llamaremos rayo en un espacio topológico X a 

un aplicación propia ex : J ----1 X. La pareja (X, a) se dice 

que es un espacio con rayo base. 

Def inioión 5.- Sean (X,O) e (Y,p) dos espacios con rayo 

base. Una aplicación propia basada f : (X,a) -~ (Y,p) es una 
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l\.plicación propia que además verifica: f(a(t)) = p{t) para 

cada t EJ. 

Dadas dos apllcaciones propias basadas f,g : (X,a) -~ (y,p). 

Una homotopia propia basada entre 

propia entre f y 9 que aden~s verifica 

cada t E J Y s E 1 

ellas es una homotopia 

H(a(t),s) = ~(t) para 

Un par propio con rayo base es una terna (X,A,a) donde X es 

un espacio topológioo, A un subespaoio propio de X y a un rayo 

base en A Las aplicaciones propias entre pares proplos 

basados son aplicaclones propias de pares propios él las que 

pedimos que sean basadas en el sentido de la definición 5. Las 

hOIDotoplas entre dos aplicaciones proplas de pares propios 

basados son 

basadas. 

igclalmente homotopias proplás de pares propios 

Análogamente puede hablarse de trlples propios, triples 

propios basados,etc,., 

Definioión 6.- Sea (X,A) un par propio. Diremos que A es un 

retracto propio de X, sii existe una aplicación propia 

r: X ---+ A tal que r " i = idA' donde i es la aplicación 

inclusión de A en X e idA es la aplicación identidad en A. 

A es un retracto por deformación propia de X si además 

1 "r ~p idX' 

Si además la homotopla propia H : X x 1 ---4 X entre i or 

e idX verifica que H (a, t) = a para cada a E A, diremos que A 

es un retracto por deformación propia fuerte de X, 

Diremos que dos espacios X e Y son homotópicamente 
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equivalentes de manera propia sii existen dO:3 apllcaciones 

propias f: X -- Y Y g: Y --4 X de tal manera que f .o 9 ~p idy 

y 9 o j ~ p idX' A f y 9 les llamaremos equivalenclas de 

homotop1a propia. 

Recordaremos a continuación algunos resultados sobre 

aplicaciones propias que se utilizarán en el desarrollo 

posterior de esta memoria. 

Proposición 7.- Sean f : X --4 Y Y g: Y---4 Z dos 

aplicaciones propias Entonces 

i) Si 1 y 9 son propias entonces 9 o f es propia 

ii) Si J es suprayectivél y 9 o j propia entonces 9 es propia 

iii) Si 9 es inyectiva y 9 o j proplél entonces 1 es propia 

Proposición 8.- Sean A y B subespacios propios cerrados de X 

tales que X = A U B Y sean ti: A ---4 Y Y 12: B ---4 Y dos 

aplicaciones propias que verifican f11A nB = 121 A nB Entonces 

la aplicación f: X --; Y definida por f I A = f 1 Y f I B = 12 

es propia. 

Proposioión 9. - Sean h: Xi ---+ Y1' i E A , una familia de 

aplicaciones entre dos familias de espacios. Entonces 

n 11 : n Xi ---+ n Yi es propia si y sólo si ti es propia para 

cada i E A. 

Definición 10.- Un final propio en un espacio topológico X es 
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un clase de homotopía propia de aplicaciones propias Q: J----- X 

El conjunto de los finales propios de ~n espacio X se denotar~ 

por F(X) [Om-He]. 

Def inioión 11. - Sea j: X ~ Y una aplicación propla y A un 

subespacio propio de X. Una aplicación propia. H: A x 1 ---- Y se 

dice homotop1a parcial de f Sl H(a,O) = j(a.) para cada a EA. 

Definición 12 - Sea (X,A) un par propio. Diremos que A tiene 

la propiedad de extensión de homotopia propla en X respecto de 

Y, sii toda homotop1a propia parcial H: A x 1 ----- Y de una 

aplicación propia arbi traria f: X ~ Y se ext iende a una 

homot opia propia F: X x 1 -~ Y de f. 

Si A posee la anterior propiedad respecto de cualquier 

esp..~cio Y, diremos que tiene la propiedad absoluta de 

extensión de homotop1a propia en X. 

Una categor1a importante en el desarrollo de esta memoria 

es la de los complejos cúbicos finitos propios y aplicaciones 

propias. 

Sea an = K1 x ... x Kn un n-cubo propio (notar que es un 

subespacio de Rn). Si 9 es un isomorfismo lineal y tuna 

traslación en Rq (q ~ n) al subespacio de lRq que es de la 

forma t o g(an ) lo llamaremos también n-cubo propio y'lo 

denotaremos 0n' Los O-cubos son los puntos. 

Una (n-l )-cara de an es un subespacio de la forma 
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x Kn donde 1 = O Ó 1 si };i. = 1 Y 

1 = O si Ki = J Una (n-l)-cara es también un (n-l)-cubo 

Los subespacios de 0n de la forma t o g(an- 1 ) se llé,marán 

(n-l)-oaras de 0n' Iterando este prooeso pueden definirse t.odas 

las caras de menor dimensi6n, A la unión de todas las oaras de 
. 

0n la llamaremos borde de 0n y lo denotaremos por 00 o por 0n' 

Definioión 13,- Un complejo cúbioo propio finito X, es un 

subespacio de R~ Junto con una familia finita de subespacios 

S = {Oi )~=1 verif ioando ' 

( 1 ) 

(ii) 

0i es un n-r,mbo propio para algún n con O ~ n ~ m 
F 
UOi = X 

l.: 1 

(iii ) Si 0i es una oara de 0j y 0j perteneoe a S, entoncles 0i 

pertenece S 

(iv) Si 0i Y 0j pertenecen a S entonces 0i n 0j es vacio 6 

es una cara común 

Un subcomplejo cúbico propio de X es un subespacio A de X 

junto con una subfamilia SI de S que satisfaoe la condición 

(iii) Y además que U 0i = A 
"id' 

las oondiciones (i) y (iv) ), 

(es evidente que se satisfacen 

Al par (X, A) lo llamaremos par cúbico propio fini to , 

Al suboomplejo de X formado por todos los cubos de dimensión 

menor o igual que r, lo llamaremos r-esqueleto de X y 10 

denotaremos por Xr , (En el trabajo que sirve de referencia a 

este capitulo los r-esqueletos son denotados por Xr), 

Llamaremos dimensión de X y denotaremos dim X al máximo 

de las dimensiones de sus cubos. 
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Llamaremos también complejo cúbico proplo fini to a todo 

espacio homeomorfo a uno de los deflDldos anteriormente 

Una categorla que engloba él la anterior y que es IDaS general 

es la de los CW-complejos propios y aplicaciones propias. 

Definioión 14.- Un N-complejo propio es un espacio de 

Haussdorff X, junto con dos conjuntos de 1ndices ~ y By¡ para 

cada entero n 2 O, tales que Ao = Ea y Án n ~ = fZ5 para n > O 

Y aplicaciones propias : 

$fln En ----~ X 

~n En-l x J ---~ X 

para cada n ~ O Y ex E ~ 

para cada n > O Y ~ E ~ 

verificando las siguientes propiedades 

i) para todo n 2 O 

donde cfl = en si y E An y en = rX1 si y E Bn 

i i ) ~t ( en) () $Sm ( c"") = r;zS s él 1 v o pa r él n = m y y = S 

lii) ~tlcn es (1-1) para todo n ~ O Y Y E ~ U Bn 

iv) Sea X = lJ ~m(c~) para todo m tal que O ~ ID ~ n y 
n /1\ '0 "'Y 

todo y E Au. U s.o 

Entonces . 

$fln(Sn-l) c:: Xn_1 para cada n 2 1 Y ex E An 

~n(En-l x{O} USn- 2 xJ) c:: Xn_1 para cada n ~ 2 Y PE E\t 

$¡¡1 (f:O) c:: Xo 

v) Un subconjunto F de X es cerrado en X si y sólo si para 

cada n ~ O Y cada y E ~ U Bn 
y E An 6 en En-l x J s i y E En (n > O) 

Vl) Para cada n ~ O se verifica 

a) $fln(En) está contenido en la unión de un nüme¡o finito 

19 



de oonjllntos de la forma $l'( om), para oada ex E An 

b) $¡3n(En-l x J) (n > O) está oontenido en la unión de un 

número finito de conjuntos de la forma ~~ In ( CM ) para 

cada ~ E En 
L.'~s aplicaciones ~n se llaman aplicaciones caraot er lsticas, 

los subespacios ~(kn(En) n-oeldas compactas de X y los 

sube~pacios ~n(En-l x J) n-oeldas no compactas de X. La unión 

de las celdas de dimensión menor o igual que n, se llama 

n-esqueleto de I y se denota Xn' Si In = X para algún n, se 

dice que X es de dimensión finita. El menor n para el que esto 

ocurre se llama dimensión de X. Si no existe ningún n ta 1 que 

In = X diremos que X es de dimensión infinita. Si X tiene sólo 

un número finito de celdas se dice que es finito. 

Definición 15. Un CW-compleJo proplc X diremos .que es 

regular si para cada n ¿ O Y yEAnUBn ~n In ---> X es 

~nyectiva, donde In es En si y E An o bién En-l x J 51 

'lE En (n > O) 

Notemos que ~n In --~ $yn(In) es un homeomorfismo 

Todo oomplejo oúbico propio finito es un CW-complejo regular 

finito 

Reoordaremos algune.s de las propiedades más 1mportantes de 

los CW-oomplejos propios 

Proposioión 16.- Sea X un CW complejo propio e Y un espacio 

topológico y sea j: X --~ Y una aplicación. Entonces: 

i) j es oontinua si y s610 si f o 4y fL es continua para 
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n ;.: o 

11 ) flTllto, j es prOplé. 81 V 
J 

propla. para cada n ~ O Y 

cadél (1 t BO ), reSp!?cr:.lvamente paro n ~ ( Aa = 

al L = U ~ytl( r;tI) para todQ n :;: () 
rq 

D) ~f¡ (If¡) c:: L p,-u'a todo n ¿ O 

A " B_ "'n J U 

t.~~ les (.j1H~ 

y y E ~ U ~ 
Y Y E ~I U B' r¡ 

Lu: uniones e lntel'seCClones arbltrarlélS de f';l.lbcomple]os son 

Todo subcompll'!Jo ef. de nuevo un C'W-comple]o proplo 

?.: L es un subcompleJo del CW-comple]o X, L es un subespaclo 

proplZ~ de X Por lo L'lnto, todo subcompleJo de un compjeJCl 

~UblCO proplo flnlto es un subespaclo proplo 

Teorema ] 7 - Si X i?S un Ci'l'-c:omplejo proplo tln:l te, y L es UD 

Un CW-comple] o pro!)Jo puede describlrSi? como un espa (~) o 

celular (pegando celdas con apllcaclones de pegado prOplélS) 

Definición 18- Sean X e Y CW-compleJos propIOS Una 

aplicación <:.1 X -----4 Y se dice que es celular sil g (XII) c:: Yf ¡ 
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Teorema 19 - (TeoreJn."I de aproximación celular propia 1 

Sea X un C'W-complejo propio finito e Y un compleJo cúbico 

propio finito o bién un CW-complejo propio regular fini to de 

dimensión menor o igual que 3. 

Sea f' X ~ Y una aplicación propia tal que fIn es celular 

para algún suboomplejo M de X (M puede ser yj ). Entonces, 

existe una aplicación celular y propia g: X ~ Y ta 1 qu e 

glti = fll1 y g ~ f mediante una homotopia propia estacionaria 

en M. 

Es t e resul tado puede generalizarse a una aplicación propia 

f' (X,A) ---~ (Y, B) donde A es un subcomplejo de X y B un 

subcomplejo de Y. utilizando la propiedad de extensión de 

homotopia propia y el Teorema 19. 

2.- Grupos de Homotopia propia. 

Sea (X,A) un par propio de espacios topo16g1cos y Q'J -~ A 

un rayo base en A. 

Sean los triples propios (~, ~n-l ,!. ) y (J1..' Sn-l !.) =0' _ o ' donde 

Ft = on xJ Sn-l ::: Sn-l xJ; !. = *- xJ, ( *- es el punto base 

de Sn-l ) I ~ = on xJ / on xO y Sn-l 
=0 

= Sn-l xJ/Sn- 1 xO .. " Z. Cerin define en [Ce] l!l'l (X ,a) como el conjunto de clases 

de aplicaciones propias basadas f: (~n,~) ----+ (X,a) bajo la 

relación de homotopia propia basada, y ~n(X,A/Q) como el 
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conjunto de clases de homotopia propla de pares proplos 

basados del tipo f,(~/~n-l/!.) ----- (X,A,CX) bajo la relac16n 

de homotopia propia de pares propios basada 

L J Hernández dehne en [He 1J J¡.(X,CX) y b(X,A,a) de 

manera analoga pero utilizando para el prl.mer caso 

aplicaciones propias del tipo 1: (~~,!.) ---. (X,O) y para el 

segundo aplicaciones propias del tipo f: (~0'§~-1/!.) ~ (X,A,O) 

Pueden darse definiciones alternativas de est os conJunt. os 

de la si~liente manera 

Si n > 0, Jn(X,O) es el conJunto de las clases de 

aplicacl.ones propias f' (IIIxJ,oInxJ, IIIxO) ----. (X,a,O(O)) 

tales que f(x,t) = O(t) para cada (x,t) E dI n xJ. baJO la 

siguiente relación: dos aplicaciones j y gestan relacionadas, 

S1 existe una homotop1a propla 

H(IIIxJxI ,dInxJxI, InxOxI) ----t (X,CX,O(O)) 

t?ll que H(x,t,O) = f(x,t), H(x,t,l) = g(x,t) para (x,t) E I!lxJ 

y H(x,t,s) = a(t) para cada (x,t,s) EdI!l x JxI. 

f~pg (rel(dlIIxJ, rnxO)) 

Denotaremos 

Estos GonJuntos admiten estnlctura de grupo para n ¿ 1 (son 

abelianos para n ~ 2) respecto de la siguiente operación 

Sean 1,g representantes de ~ y r¡ E .Jn(X,ct) respectiv,~mente, 

~+ 1'\ es el elemento de Jn(X,CX} representado por la aplicaoión 

propia h definida por 
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Para n =1 se utiliza la notación multiplicativa ~.r¡. 

,Jo(X,Cl) es el conjunto de clases de hOnJotop1a propia 

(rel[O}) de aplicaciones propias del tipo f: (J,O) ~ (X,a(O)) 

Para n ~ 1 .1n(X,A,Cl) es el conjunto de las clases de 

aplicaciones propias 

j: (InxJ, rn- 1 xJ,Tn-l x J, InxO) -~ (X,A,a,a(O)) 

tales que f (x, t) == a(t) para cada (x, t) E rn- 1 x J, bajo la 

siguiente relación' dos aplicaciones f y 9 del tipo anterior 

estan relacionadas si existe una homotopia propla 

H' (Inx,h:I, In-lx.JxI, rn-lxJxI, rnxOxI) ---t (X,A,a,a(O)) 

tal q'le H(x,1:,O) = f(x,t) y H(x/t,l) = g(x,t) para (x,1:)E InxJ 

y H(x , t, s) == a(t) para cada (x, t, s) E m-lxJ xl. Denotaremos 

j IV P 9 (rel(In-l xJ, Tn-l x J 
I 

In x O ) ) . ( In-l denota la (n-l) 

cara de In correspondiente a xn == O Y rrn-1 denota la unión 

del resto de las (n-l) caras de In) 

Con la operación anteriormente definida estos conjuntos son 

grupos para n ~ 2 (abelianos para n ~ 3). Para n = 2 '.ltilizamos 

notación nrultiplioativa y conviene notar que un elemento Tl de 

Jn(X,A,ex) representado por una aplicación propia f tal que 

f(In xJ) e A es el elemento neutro. 

Para definir Jk (X, ex) y ~ (X lA, Q) podemos considerar 

aplicaciones propias del tipo 

f: (IlIxJ,oInxJ,oInxO) ----t (X,atac O)) 

si (x,t) Ec3In x J 
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j (r ti X .J , 1 n-l x J , TII- 1" J, T11-1 x O ) -...... ( X , A I a I a ( O)) c: o n f (x , t) = a ( t i 

;:o i (-¡ t \ F= Tl'l-l y .1 
\- \ -~ ~ .} - -

respectlvamente 

Con operac:.lones como la de! lnida ant erJ orment e Jh/Z I eq es 

grupo pa.r~ n 21 (~bel.l(>¡DCl SJ n ~ 2) Y .AntX,A,a) e2 gnpo para 

j " ',') 
.1 .:. '"'" 

pnr n el i~nal proplO repr~~entado por ex 

':'E = l ( .:. (' T II " 1 \ 1 o .... ,(7... ... I I y e=l(vxJ) donde 

v = (1, .(¡) E JlI Entonces :k.(X,A,a) puede dehnlrse como el 

c:onJunto d~ c:la;;:~s de homotop1a propla (rE>l (dE)) basadas, de 

aplicaClones proplas del tlpo 

1 (E I dE, e) ---,} (X, A I ex ) 

Jn-l (X,a) es el l":oDJunto de clases de homotop1él propla basada 

( a E, e ) ----...... ( X , ex ) 

Dado un par propo (X,A,Cr), eXlnen SlJceS.lones eX."lctas 

~?o~lad~s a ~l. tanto en 1 como en n: = 
. "-~ drl+ 1 (X I A I ex ) -~ JII ( A, ex) ....!~ Jn ( X , ex) ,)..!'-,} Jrl ( X lA, a) ---, .', 

... ---+ JI (X I A, a )-~ ..... Jo (A, a) -b J:o (X, ex) 

25 



• .. _...... rr I y A (" '1 -~--4 TI f A rv) --h~ TI (X rv).l.!. rr (Y A rv \ 
;iid(1+ 1 i .iJ I J. ~ J 4 I -::::::r, \ n 1 \1. %!n ..; , \.4 '-=r,-1 ~'J I ... J , \..L ) 

... ---J¡l (:CA,cx)l-. ~(A,a) ~~ J!O(X,a) 

e:::ttl definhir. de la n'1nen~ na turi'll 

Jlrl y Jn pé'lra n 21 son funtores de 1.:.; 0flteglir1a de los 

espaClos Gon rayo base y apliGé\GIOneS propIas en la de los 

grupM (abelianos si n ~ 2). Para n ~ 2 son también funtores 

l ·'" ,. ca t egor L'I de los pares prop10S con rayo base 

apl1(,:é\C10ne~ prlip1a~ en la de los grupos (abal1anos Sl n ~ 3). 

" , 

Adamas las suceS10nes exactas de homotop1a prop1a son 

funtorlale~ respecte a apllcaC10nes propIas entre trlples 

Estos gl".lpOS dE': hOm0tOp1a p1'op1a estan re}acIonadas con los 

grupos de homotopia de Hure~ncz Jtn de la sigulente ID..'1nera 

[l,'1do un eq."lL1 cio t opol ógico X que adroi t e una apliCaCh'ln 

propl.'1 CX . J --~ :X, eXIste una aplicac16n 

que es fJorooIDorfismo para n ¿ 1, definida de L'I slC)\llente 

Dl..'1nera 

Sea 11 un elemento de nMI (X,CX(O)) representado por 

t· (Irl+l, oIn+l) ----+ (X,CX(O)) [Hu 4. IV1 

Con~jdereIDo~ Ir. ~pllcaclon propla . 

G Jtl.~.IxO U r t1 xo)<'] u oItLxlxJ ---4 X dada por 

si (x, t ) 
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G(X,O,f:) ::: a{s) 81 (x,t) 

G(y,t,S) ::: cqs) 

tltlll::ando la proplEldad de extenslon de homotopii'\ propla, 

podemoF encontrar 

F III}.I X J -----l :x 

que es una extenslón prOpl.:i de G Entonces 

Fl' In)(.J ---------,1 :x 

definida por F1(x,s) F(x,l,s), rElpresenta un elemento 

Deflfümos 

natural entre los funtores nM1 Y:kl 

Notemos que si j' (In x J, dIn x J, 111 X O) --l (X,a,CX(O)) es 

una ,~phc.'IG1Ón propla que rElpresenta un elElmento ~ EJn(X,c:q,es 

tamhién del t.J.po (111 x J, aIn x J, aIt! X O) --. (X,a,a(O)) y 

representa pOlo tanto un E'!lemento ~'E Jk¡(X,a) 

L~ apllcaclón '\ji :lrt(X,cq --4 JkI(X,CX) deÍlnida por ~I(~) = ~. 

(Si'- horuomorilsmo piua n ¿ 1) da lugar a una' transfOrmElr:lón 

n.:itural entre los funtorEls Jrl y 16 

Puede de!lnlrse otr.i transformación natllnú~' rrf¡ ---l 1r¡, como 

SEl.?l j' (III X .1, aI II x ,..1, arn x O) ---4 (X,a,a(O)) que 

representa a un 

~oj (Ir' ,oII' ) -----,1 

el Elmen t o ~ de lIn (X I ex ) . La El plJ. ca eH'm 

(X,CX(O)) definida por caoHx) = j(x,O), 

represent,~ un elemento ~' de nn(X,C1(O)). 

Entonces~ : Jb(X,a) ~ 1tn(X,Q) se define por :CC(~):::~' 

Con todo lo anterior se obtiene que la siguiente suoeslÓn es 

exaGta . 
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... --4 1tn+ 1 (X , CY ( O)) -~~.la ( x , O) -L Jk eX ,eq -~-... Il:n ( x , a ( O) ) 

... --- Jo (X, a) --~ =ªo (X I Q) ----'; no (X, Q) 

----1 '" 

Una sucesión exacta analoga puede obtenerse para el c,~so 

relati YO Además el siguiente diagrama 

t ---=-1.k(X,A,Q) 

t 
't' 
-~ J;k(X,A,Q) 

l' 
es c::onml.l t a t 1 YO a es el ()perador borde de las respect 1 vas 

suceSIones exacta aS0Cladas al par 

El ).. . llcmomorílsmo (jl~ Jugara un Importante papel en el 

desarrolo de est~ memorIa. 

Definición 1 - Un espaCIO X se dice (1) n-conexo Sll 108 

grupos Jq(X,a) son trivlales para todo q ~ n y todo r."I'yo ex 

en X. 

X se dice í~)-n-conexo sli los grupos ~(X,a) son trIvIales 

para todo q ~ n y todo rayo Q en X. 

Igualmente se define que un par propIO es (~)n-conexo Ó 

','1\n-coneXt1 
=' 

El grupo ~1(X,a) actúa como grupo de operadores en la 

suc:eSlón exacta que relacion .. "I los gnlpos n,~ y ~ en el caso 

absoluto En el caso relatIVO es =ª1 (A/CX) el que actüa en la 

sucesión exacta (La acción de :fu ('X/O) en Jln(X,CX(O)) es la de 
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Definición 2-

todo rayo tl en X ~(X,Q) actua tnvialmente en"k(X,Q) 

Análogamente se deflne el concepto de (~)n-slmpllC1dad 

Un p.spaclo X se dice (Te) n-simple S11 paré, todo Xo E X 

nt(X,xO) actüa trlvialmente en nll.(x,xO) 

Para el caso relatlvo las definiclones son análogas 

Es lnt eresánt e observar 

eSpáG10 X, .si eXlE:te 1mB. homotopia propH\ entre ellos, Ir).:. 

POI lo tanto 81 X posea un solo flnal pIOplO podemos asoclarle 

cada rayo a en z:: 

Por la mlSllll'l razón, 51 A tlene un sólo fln,ü pIaplo, para 

G\.l,Üesqulera dos rayos en A, a ,y p, Jn(X,A,Cr) :: :kt(X,A,P) y 

podemos aSOCl .. H al par un grupo que denotaremos Jn(X,A) 

Definición 3 - Para cada n ¿ 1, denotamos por 0tn(X,O) 
= 

al sU~Jrupo de Jn(X,CX) generado por los elementos de la 

u E Ji! (X, cx) y u ~ e s la 

dCClón de u en t 
Para n ¿ 2, denotamos nll(X,A,CX) al subgr1..1po de Jn(X,A,Ct) 

= 
generado por los elementos de la forma ~ - u~ donde 

u E~(A,aJ y u~ es la acción de u en ~ 
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O!(X, ex) 

Jr,(X,A,(x) 

c:onmu t <Í dor 

conm'.l t 2\dor 

y D In ( ir , A, Ct ) 
::: 

respeGt~Yamente 

de JI (X, ex) v 
J 

de .,b(X,A,c~) 

son subgrupos normales de Jr¡(X,a) y 

°t1 (X,er) contIene al suhgrl.lpo 
~ 

O? (X, A, el) contine al suhgrupo 
.,. 

Entonces defInImos los gl"UPOS 

k(X,A,U) Jn(X,a) 
= -------

rfy( X, el) 
y Jn* (X, A,O) ;: -----------

n 
0l(X, A, ex) 

" '" 

En el sentid0 menos "rlgidú" de la deÍlI,lción de los grupos 

~,(a trav€:s de UI! espacio E bomeomorfo a In+l}<.: J), el grupo 

(cu .. wdo E es el mismo rn+l x J), tiene lá sigulente 

lnterpretaci6n geométrica 

1< . 
In(X,a) es el oonJunto de clases de a.plicaciones propias del 

(d (In+l x J), y x J) --, (X, ex) (v = (1, O, .. , O) E I n+ 1 ) 

rtn¿.¡logáTlJente ocurre con ;;;:(X,A,a), para el que lCls 

aplicaciones son propias del tipo 

(In x J, d (In x J), v x J) ------" (X, A, a) 

y la relación es la siguiente 

~lctse Sil existe uná h0illotopla propIá de pares entre ellas. 

[Rl III.3]. 

Si Z t itlfle un sólo final propio, definimos ln* (X) como el 

conJunto de clases de homotopia propia de aplicaciones propias 

del tipo 

d (In+l x J) ------1 X. 

Si A * tÜT!~ un solo final propio, definimos ~ (X,A) como ~l 

oonjunt o de clases de hOUJotopia pr opía (de par ~s ) de 
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apllcaClones proplas del tlpO 

(X, A) 

Para Gada rayo base en X, la apliGar.:loT! lncluc.1ón induce una 

blyeoolón natural entre los grupos 
... -1n (X,Q) 

... 
y Jn (X), a 

* través de la O'la 1 podemos dotar a ~ (X) de una est ruct1.lra de 

gDlpO abeliano que no depende del rayo a elegldo 

Cuando X es q)n-simple, como 0t(X,Q) = O, se sigl.le que 

... k (X,a) = ,dn(X,a). 

Como ccnseC'1enCla, S1 X es un espac:l.O CUn-suople y tlene un 

solo hnal propio J.n*(X) es una ~nteIpretaC.lón geométIlc,:; de 

Antllogamente OGurre Gon * -:1:L (X,A) y k(X,A) cuandn A tiene 

un solo f~nal propIO y el par (X,A) es (¡)n-slmple 

ReGordemos [W G 1 2 2) que S1 un espacIo es arGO-Gonexo y 

el conJunto de clases de homotopi1'l de 

aphC")aC10nf.'E.: CODtH¡lH\S del tipo 0(11\+2) -----'1 X es biyeotivo 

de llna manera natural con Rn+l (X, xO) para todo punto Xo E X A 

t.ravés de esta blyecci6n se lnduce en est e conj1mt o, ql.le se 

denota nn+l (X) I 1¡na estructura de grupo abe liano q'.le no depende 

del p1mto Xo elegIdo (n ~ O) 

Ana lQgament e con los gr 11pos de hornot opia re 1':1 t 1 vos CllZlndo A 

es arco-conexo y el par (X,A) es (1T)-n-slmpl~, 1Tl1.(X,A) ~s 1;1 

conJ1mt:o de clases> de homotopia (de pó.res) de apllcZlr:lones del 

t.lpO 

,,.n .lIn) \ 1 ,o ------'1 (X ,A) 
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Sl y '::.3 un <:>,spaG10 arco-conexo, ( T' ;¡:I n-slmple, ( JI ) 

(D·d )-slmple y tlen€> un solo fln?d prOpH), el homODlOrfl:3DlO 

induce un homomorfl:=;mo 

~1'nI1+1(X) ------4 JtL(X) que no depende del representante 

del f1nal de X a través del que es 1nducldo 

Igualment e sueede en el caso rala t 1 vo Cuando A es 

arco-conexo y tlene un solo final prop1o y el par (X,A) es 

(n)(n+l)-simple y {~)n-simple 

3.- Grupos de homolog1a propia. 

Definición 1 - Un n-(:ubo s1ngular propIo en lJn esp.'tcJ\.'" 

tnpologlco X es una apllcarión propia T . Xl x 

donde }' ". '1 " y l:n es un n-cubo proplo Se dlce degenerado 81 

,XII) no depende de Xi 

{en este caso ~ = 1 pues T es propla}. 

Llamamos ~(X), al grupo abeliano libre generado por todo;: 

los n-cubos slngulares prop10s de X y Dn(X) ~l generado por los 

n-cubos singulares propios degenerados de X. Denotamos Cn (X) 

al gr11po COClente (~(X) I Dn(Xl 

Para r.:ada i = 1, ,n consideramos la~ IDO luslones 

a¡,L K1 x .. X 

~l{Xl ' 

donde 1 = O 6 1 Sl 1S. = 1 

X Y'n deflnlda por 

y 1 = O 51 Ki = J. 

Estas lDcluslones lnducen hOIDoIDorfismos 
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para el caso r;' ==.] se consldera (<1i 1 )* = O 

Deflnimos ;, 
n Qn ( X) ------'t ~-1 ( X ) 

= . f (-1) i ( (af ) *T - (at ) *T ) 
l~ 1 

por 

Como 0n-l dn = O Y 0n(C\.(X)) c: Dn_1 (X) queda lnducido 

0n . en (X) ------7 C1\-1 (X) 

Con lo q11e obtenemos 1m complejo de cadenas que denotamoE' 

(~( X) 

Definición 2.- LlanláreDlOS n-é:.nmo grupo de horno] ogH 

:nng1.l1ar propla de:X y lo denotaremos por Jn(X) a 

P'n ( C* (X ) ) . 

Dado un pi1r propio (X,A), denotamos C*(X,A) al compleJo 

cociente C*(X) I C*(A) y llamaremos n-éSlmo grupo de homologla 

singular propia del par (X,A) y lo denotaremos Jn(X,A) a 

Sea G un grupo abeliano. Aplicamos a C*(X,A) el functor 

aditivo contr~varlante Hom(-;G). Al compleJO de cocadena~ qu~ 

* obtenemos lo denotamos C (X,A;G) LlaDk1.remos n-éSlmo grupo de 

cohomologla slngular propia del par (X,A) con c:oeÍlclE'ntes en 

G Y lo denotaremos por JI\(X,A) a 

Sea $* (1) el oompleJo de cadenas de los cubos slngulares de 

K [M) (S*(X) es 1m subcomplejo de 4(X)) C~(X) / S ... (X) es un 

complejo de cadenas 

Definición 3 - Llamaremos n-ésimo grupo de homologla Ílnal 
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propla de X y lo denotaremos por En(X) 

Ig11almente pueden definirse En(X,A) y Enp::,A,G) para un par 

propl0 (X/A) Y 1m gr11po abeliano G 

Dada lHla aplicación propia j' (X,A) ---; (Y, B) lnduce, de 

la manera ha}n tllét 1, homomorf ísmos 

de manera, 

Jn(X,A) ---; 

En ( X, A) --------> 

son fllnctores (:ovarlant~s de la 

oate90ria de 108 pares propios (6 espaclos topo lr'.>gicos en el 

~a2i.l absoluto) y aphcaciones propias, en la categorla de lOE: 

grupos abe llanos y hcmcmorflsmos. J* y son 

r;ontravaríantes 

Dado un par proplo, eXlste una S1.lCeS1Ón exacta ZlsOClacL'l al 

p..u 

. '--; .Jn+1 (X,A) ----t .Jn(A) --; Jn(X) --; Jn(X,A) ----; .Jn- 1 (A) --;., 

anaJogamente para E. 

Las homologlas slngular, slngular propla y flnal propla 

están relacionadas medlante la slgulente suces16n exacta 

Análogamente para el caso absoluto 

De 19ua] manera que en homologla sln91Jlar I pueden deilnHse 

las homologlas E.t y J* con coeficientes en un grupo abellano G 

T ~ . ) \. 1 1 r J ( E* .. J* ) J.M.S (00 Ilomo og as proplas ""* '* . sat lsfacen 1Hl 

verlfl.ca la (oo)-homologia siTlpllar 14 (H*) 

34 



ü E-, .1.* ~~rl 1 -J 1 1 b' L~. ~ a categoria (le os comp ~J0S CUJ1COS prop10E 

tlnlT:OE: apllcaClones praplas El e lave par é\ 

~lgorltmo P,S el sl~liente . 

Teoreaa. 4 - Si X es un oomplejo cúbico propio finlto 

1) .Jh (Xh • Xn-l ) es 1m grupo abe liano libre generado 

p0r f4(X)] donde x es un generador del grupo Clclico 

apllcaclón lnclusión de un n-cubo proplo Oh en X 

Si q ~ TI J q (l~n' Xn- 1) = O 

li} En (Xn• Xn_1 ) es un grupo abe liano libre generado por 

p*(x}} donde x es un generador del grupo ciclico lnfinito 

Si q ~ n 

iii) Para todo q > n (l ) J q ( Xli) ; O 

( 2 ) Eq ( Xn ) = O 

Conslderamos las aplicaciones . 

dJ ,)n (Xn, Xn- 1 ) -------1 J n- 1 (Xn- 1 ) ----+ .Jn- 1 (Xn- 1, Xn- 2 ) 

dE En(Xn,Xn- 1 ) -----1 En-l(Xn-l) -----1 En-l(Xn-l,Xn-2) 

y de manera aná loga a la homologia singular obtenemos 

de gr1.lpos abelianos libres cuya homologia es preclsamente 

J.(X) y E..(X). re¡;:pectivamente 
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Para cal G11lar la hOTDologia IUl pétI de 

complejos CÚblOOS proplos finitos (X,A) conslderamos el 

compleJo de cadenas {Jq(Xq,Xq_1 ), dJ } ( {Eq(Xq,Xq_1 ), dE}) donde 

Xq = Xq U A Y Jq (Xq, Xq_1) está generado por los Il-C1Ú"JOE: 

proplos de X q11e no están en A ( Eq(Xq , Xq_1) sólo por lOE: no 

compactos) 

Este algon.tmo de cálculo puede extenderse ,,\ CW compJpJos 

prop10S flnitos de dImenSIón menor o Igual que J. 

5 e ,'1 011 un n-Gubo propio de X correspondiente a K1 xxKn 

con K i j = . == K in. == 1. Llamamos Mn-l al 

t- t i s = 1 ( S 1 S = O, ~-1 = ¡5 ) 
En cualquH>r otro CélSO ~-1 es un (n-l)-slmple o un 

(n-l)-cuho compacto) 

c: e·~ 1 
~, " "'"1'1-1 el siguIente subespc1cIO de X, ln-l = UMn_1 (umón 

extendlda a todos los n-cubos proplos de X) Ln-l es un 

c:ompleJo de bolas cláS1CO ( [Bu-R-S JI 1), con tantas 

(fl-J )-bolas (son (n-l )-cubos compactos o (n-l )-simples) como 

n-~ubos propIOS no compactos tiene Xn 

Teorema 5 - (1) Jq(Xn ) == Hq(Xn,l¡¡-l x J) 

(ii) Eq{Xn) = Hq- 1<Ln-l) 

El interés de estas homologias es para el estudio de 

espaC10S no compactos, pues si X es un espaClO compacto se 

verifiC'!." 
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.Jq ( x ) = Hq (X) para todo q 

Eq (X) = O para todo q 

Conviene hacer notar que El (X) es el grupo abe lino libre 

sobre el oonjunto de finales propios de X 

Estas homologias (.]* y ~) pueden obtenerse utilizando 

solamente n-01lbos propios de la forma In. e In.-l x.J [He 1J 

4.- Teoremas de Tipo Hureyicz. 

Sea (X.A) un par proplo y a un rayo base en A Para n ~ 1 

vamos a deflnir 1ma aplicación (si n '> 1. homomorflsmo) de 

tlpO Hurf.'wic'Z que denotaremos PJ:. 

Pt ,k(X,A,a) --~ .Jn+l (X,A) 
::= 

del sigulente modo 

Sea ~ un elemento de JrL(X,.A.,CX) representado por un,') 

apllcaoi6n proplél 

f ' ( J IL ){ ,1, 1 n-l x J, TfL- 1 x .], 1 n x O) -~ (X, A I ex , CX (O) ) 

Esta aplicación es tamblén del tlpo 

(111 X .], a (IIL x J)) ---+ ( X , A ) 

y por tanto lnduce' 

1 I 111 X .J. a (In x J 1, ) -n+l' ' . es un grupo 0101ico infinito Llamamos 

~1 al generador cuyo representante es la aplicaclón ldentldad 

ll'ttl ' TI1 x,J -----4 In x J Definimos 
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Analogamente podemos definir Pt p..'u-a el caso absoluto y 

n ~ 1 

Si g' (X, A, ex ) (Y,B,~) es una apl~caci6n prop~a, el 

slguiente d~agran~, 

es conmutativo 

El slgulente diagrama es tamblén conmutatlvo 

Relac'!lona parte de las S\.lceSlones exactas asociadas al par en 

homotopia y en homolog1a Sln embargo P1 no oonmuta exactamente 
-= 

con las dos suceSlones exactas. 

..!n(X,A,a) 
() 
~ Jn-l (A, a) 

lp lp 

Jn+l (X, A) 
~ 

Jn+l(A) 

en este cuadro se verifica : p.a = (-l)ll a.p 

Análogamente a como hemos definido p! puede definirse Pn 
== 

P,n : 1b(X,A,Q) ---~ En+l (X,A) 
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Denotamos por Pn el homomorfismo "clásloo" de Hurewicz. 

Estos tres homomorfismos Pn ' P-J. y relacionan las 

sucesiones exactas de los grupos de homotop1a propia n, ~ y A 

Y de los grupos de homologia propia H, J Y E de la manera 

figuiente 

El dJagrama 

11n+l (X,A,a(O) > 
te" ) .ll'L(X,A,a) 

~ 
-___o ,Jb(X,A,a) 

Ir, Ir! Ip~ 
1 P 

~+1 (X,A) ) Jn+l{X,A) -4 En+l (X,A) 

es conmutativo. En la parte en que lntervlenen Jos 

homomorflsmos bordl'! es "casl conmutatlvo Exaotamente . 

Ext+l(X,A) 

d 0Pl = (_l)ni'l P1I o~ .. 

ca 
----4 

Análogamente en el caso absoluto. 

Para n ~ 2 se obtlene : 

Teorema 1 - Sea (X,A) un par prcpio con nO(x), noCA), Jo(X) 

y do(A) triviales. Dada una aplicación ex J A 
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propia. 51 (X,A,a) es (1t)n-conexo y (1) (n-l)-conexo, entonces 

'* PJ. : Jn (X,A,a) Jn+l(X,A) 

es un ü:omorflsmo. 

En el caso absoluto obtenemos: 

Teoreu 2,- Para n 2 1, Sea ex : J --~) X propH~ 

con nO(X) y J.o(!) triviales, Si (X,a) es (1t)-n-conexó y 

(~)(n-l)-conexo, entonces 

PJ : Jr¡(X,O) ------lo Jn+1 (X) es isomorfismo para n ¿ 1 

'* P!. ' Jn (X,a) ---~ JI ... 1 (X) es isomorflsmo para n = 1 
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CAPITULO 11 

(CO) HOKOLOGIA (G*) G. 

A lo largo del presente capitulo trabajaremos en la 

categoria Mof Ab cuyos objetos son homomorfismos de gnlpos 

abelianos Dados dos de tales objetos f: Al -----o~. y 

h: ~ ---- ~,un morfismo 9 = (gl' 92). entre f y h, es 

lIn par de homomorfismos de grupos abelianos 91: Al --- B1 Y 

g2' Az ---+ ~ tales que g2 o f = h o 91' 

Morí Ab es una categoria abe liana Es más, en el párrafo 1 

demo8t:r(\r~mos que se trata de una categoria de módulos sobre 

1Hl a.nlllo de mat rices R que determinaremos 

En e 1 párrafo 2 , estl1diaremos como son al91mos obJetos 

proyectlvos en Morf Ab 

En los párrafos 3 y 4 introducimos una Teoria de 

((:0 )hoIDol og12'l con coeficientes en un hOIDomorf ismo de grupos 

abelianos, que jugará un papel :muy importante en el.desarrollo 

posterior de esta memoria. En el párrafo 5 daremos para esta 

(co )homolog1a un algoritmo de cálculo en la categor ia de los 

complejos cúbicos propios finitos basado en los que ya 

conocemos de las homologias singular H., singular propia J,., y 

flna 1 propiCl E" 

En el párrafo 6 se prueba un Teorel1k'l de coeÍlclentes 
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1.lnlversales para esta nueva Teoria 

Ab denotará la categoria de los grupos abelianos y MR la 

categorla de los R-m6dulos a derecha 

En al~lna 0~asi6n denotaremos 

1.- Categoría Morí Ah 

El objetivo de este parraío es demostrar que Morí Ab es una 

categoria de módulos a derecha sobre un anillo de matrices P, 

para ello se define un funtor S de Morí Ah en MR y se demuestra 

que es hel, lleno y representativo, por lo cual es una 

equivalencia de categorlas. Por conslgulente ambas categorias 

son esencialment e la misma. [M JI. 4] 

Teorema 1 . La categorla Morí Ab es una categoria de módulos 

sobre el slgulente anillo no conmutativo R 

R = 
b 
e a,b,c El'!} 

Demostración.- Definimos el functor covariante 

s: Morf .Ah --+ M)l. del modo siguiente. 

Sea f. A ~ B un objeto de Morf Ab. SU) es el grupo 

abeliaI10 A (9 B junto oon la siguiente operaci6n exterior de, R 

(. ). (A $ B) x R ---7 A $ B. 

(x, y) ( a O eb ) = (x.a, f(x).b + y.e) 
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Se oomprueba iruuediatamente que S(1) es un R-módulo a 

derecha. 

Sea h = (h1 , ~) un modismo entre dos objetos de Mori Ab 

f y g. 

S(h}: S(f) ~ S(g) 

es ~l R-homoIIJorfisIIJo definido por. 

s ( h ) ( x , y) = ( b 1 (x), 1""2 ( y) ) para todo (x, y) E S(f). 

Vam<.') $ a estudiar las propiedades de S. Se demuestra 

trivialrlJl::Iltf.: que S es fiel. 

Veamos a oontinuaoión que es lleno. 

SE::áIJ f. A1---.. ~ Y g: B1--" ~ dOE; objetos de Morí Ab 

y sea P E ~Ior IR (S ( f), S ( 9 ) ) . 

Si en S(j) = Al EB.Az y S(9) = B1 ES B.z oonsideramos sus 

estruoturas de grupo abeliano, podemos garantizar la 

existencia de los siguientes homomorfismos de grupos. 

~j 

Pj 
., 
~j 

pj 

verifioando 

Aj -; Al ES 

.Al ES ~ --; 
. 
bj 

Bj -------;, B1 ES 

B1 ES B¿ ---; Bj 

Pj (J ij = idAj 

Pj (J i k = O si j ~ k 

Ar¡, 

~ 

i 1 " P1 ~ ~2 (1 P2 = id Al Q) A2 

aJicHogaruente con ij y Pj. 

Definimos. 
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Se compruebí'\ .lnmedla t 1iIDent e que p = (J311~2) E Mor (L g) y 

Por último oomprobaremos que S es representativo Sea M 

un F-m6dulo. Consideramos los sigu~entes subgrupos de M' 

A = 11 . 
1 

es claro que M = Al $ ~ 

Sea f Al -~ A..2 el homomorfismo de grupos definido por 

f(a)= a. (~ ¿) para cada a E A 
1 

entonces f E MO.rf Ab y además S (f) = M. # 

Dt: le." QlltE:r ior deduciruol;i que dado UTl R-m6du lo M. pala 

reouperar los subespaoios de los que es suma directa basu~ 

oon multiplicar M por(~ ~) y (o O), 
\0 1 

para recuperaI el 

homomorfismo del que proviene, basta con multiplicar M por 

puet; 

= x(~ + x . (~ ~) 
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x 

x 

E A 
1 

= x 

2.-0bjetoB proyectivoB en Marf Ah 

Sea j(A,B) un objeto de Morí Ab, estudiaremos en ~ste 

p?lrraio cuando f es un objeto proyectlvo en funoión de A y B 

Lo haremos con lenguage de homomorfismos en lugar del lenguag~ 

de R-módulos por ser aquél más natural en el desarrollo de 

esta memoria. Comenzamos estudiando oómo son los epimorfismos 

en Morf Ah y caracterizamos los monomorfismos de Ah que son 

obJetos proyec:tivos en Morí Ab. 

Leaa 1.- Sea p = (Pl'P2) un morfismo de la cat.egoria Morf Ab 

p es un epimorfism0 

en Mori Ab Sl y solo si PI y P.2 son eplmorflsmos en Ab 

Dem08trac16n -

si h' 9 

necesarlamente 

Suponemos que p es epimorflsmo. por lo tanto 

1 es un morfismo tal que h o p = O, 

h = O 

Veamos en primer lugar, que P1 es epimorfismo en Ab: 

Sea h1 : B1 ~ e un homomorfismo de grupos abelianos tal que 

b1 o P1 = O. 

Consideramos en Morf Ah 1: c~ O 
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y con h = (h1 , O) , 

trivialmente h op = 0, de aquí se slgue que h = O, luego h1 = O 

y por lo tanto P1 es un epimorfismo 

Comprobemos ahora que P2 es también eplmorfismo' 

Como antes, sea ~: ~ --~) e un homomorfismo de grupos 

abelianos tal que ~ o P2 = O 

Consideramos ahora: 

y los homomorfismos 

h1 ' B1 ----t Cl la proyección natura}, y 

definida por 1 ' el -~ e 

1(c) ;;:: hZ g(h) donde b E Bl Y es tal que hI (b) = e 

y por lo tanto ~ = O, luego Pz epimorfismo 

Sl PI y Pz son eplmorflsmos, es eVldente que p es 

epimorfismo, # 

Proposioión 2,- Si un monomorfismo de Ab P(Pl,P2) veriflca: 

i) PI Y P2 son objetos proyectivos en Ab 

ii) Po = Cocker p es un objeto proyectivo en Ah, 

entonces p es un objeto proyectivo en Morf Ah, 

DemostraciÓn : En orden a probar que p es objeto proyect ivo, 

sean g: b(B1; B..z) } a (Al; Az) un epimorfismo y 

f' P(Pl; P2 ) 1 a (Al; Az) un morflsmo. 

Debemos 
,... 

encontrar un morfismo f: p -~ h de tal manera q1.le 
AA 

g o f = j Consideremos el diagrama: 
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Por ser Pl un objeto proyectivo en Ah y 91 un epimorfismo, 
,..¡ 

existe ---¡) 81 tal q1le f 1 = 91 0 f 1 

La sucesión PI _L--+ P2 __ Jl_.....¡ Po es exacta corta y Po 

1m objeto proyectivo en Ab, por lo tanto existen 

q P2 ---.....¡ P1 verif icando· 

a) -P o r· = idpü 

b) q <, p idp1 

0) q o r = O 

d) P o q -t r o p = ldP2 

p. ) r o p = o 

Consideramos 12or : Po ~ ~ y el epimorfismo g2' Bz---+ Az· 
Como Po es un objeto proyectivo existe 

verificando 
..... 

g2 o fo = 12 (> r 

Con todo 10 anterior vamos a construir 

de la siguiente maner~' 

,.- .-- -
f2 = b 11 q + jo p. 
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~ '" "....., -.J 

Enton0es, 12 o P == b o t1 o q o p + j o p o q = b o J1· 

Luego el par (f;,fzl == f es un modismo en Morí Ah y por 
.- ,...., ,-.1 

o t rapa r t e 92 o f 2 == 92 o b () 1 10 q + 92 o f O o p == a o 91 0 11 0 q + 

+ 12 o r o p == 12 o P o q + 12 o r o p == 12 (p o q + r o p) = 12 
,-.1 

Como 91 o j 1 == j 

---obtenemos 9 o 1 =: f # 

Proposición 3 - Sea P(Pl'PZ) un objeto proyectivo en Morf Ah 

Entonces Pi' P2 Y Cocker p = Po son objetos proyectivos en 

Demos~ndón - Pi proyectl YO: 

Sea j 1 : PI , A un homomorfismo y 9' B -~ A un 

eplmorilsmo 

Consideramos b(B,O) y a (A, O) . Claramente 9 = (9, O) es un 

epimorfismo en Morf Ab. Estamos entonces en la sigulente 

s.1tulIción· 

b 
B --..... O 

9 1 1 O 

A a. ; O 

f~ / 
} 

P1 ~ P2 

-.1 "" ".., 

l1Jego existe una elevación de f = (f1'O) I f = (fl'O), 11 

resuelve el problema 
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P2 proyect lVO' 

Sea 12: P ~ A un homomorfismo de grupo~ y g: B ~ A 

un epimorfismo. Como antes podemos formar: 

((J,g) e~ un eplmorfismo, (0,1:) un morfismo, luego eXlste una 

"'" "'" N elevacaón f = (O, 12), 12 resuelve el problema .. 

Po proyect.ivo· 

Sea f: Po -~ B un homomorfismo y g: A -----+ B eplmorfismo, 

p: P2 -~ Po la proyección natural. Entonces ft = f o p es 

un homomorflsmo de P2 ---¡. B. Estamos ahora como en la 

-sltuaclón anterior, luego existe una elevación h de 11 ¡ tal 
,..., 

qu e g o 11 = j o p 

Por otra parte 11 op = o; como Po::; Cocker P,existe fo:Po--¡.A 
,.., _ ,..J 

de tal manera que fo o p = h· 
'" Veamos que fo es la elevación busoada de f. 

S610 queda por ver que 

Sí?\bemos que 
rv 

goh=jop, 

luego 

como p es un epimorfismo se sigue que 
,pJ 

g (l fo = j # 
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Por lo tanto un monomorfismo p: ,P1 ------+ Pz es un obJE'!to 

proyectJvo en Mori Ab si y sólo si Pi' Pz' y Cocker p son 

proye~tlvof en Ab 

Recordemos tambi én qu e en una ca t egor la abe liana la SUlM 

directa de obJetos proyectivos, es un objeto proyectivo 

3.- BOMOLOGIA G. 

Dado un espacio topológico X, podemos asociarle el oomplejo 

de cadenas de los cubos singulares S" (I) [M]. Igualmente 

podemos asooiarle el complejo de los cubos singulares propios 

c., (X) [E-H-R] 

Observemos que para cada n, Sn(X) e Cn (! L y podemos 

considerar por tanto una inclusión In: Sn(X) -~ en(X), 

(ln = SC'!l(Xj) qUE'! es un obJeto en la categoria Morf Ab AdemlH> 

el par de homomorÍlsmos de grupos (els ' ele) donde els es el 

operador borde en el complejo S*(X) y Oc el operador borde en 

el complejo C'" (X) forman un morfismo en la ca tegorla Morf Ab 

Si denotamos () = (as' oc) y consideramos (S~(x),a), es 

inmediato oomprobar que se trata de un oomplejo de oadenas en 

la categor1a Morf Ab, que denotaremos SC*(X). 

Reoordemos que tanto Sn(X) como en(X) son grupos abelianos 

libres para todo n, por lo tanto son objetos proyectivos en la 

categoria Ab. Además, para cada n, C'n(X) / Sn(X) es el grupo 
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abeliaIlO libre de los n-cubos singulares proplos no oompactos, 

que también es un objeto proyectivo en la categor1a Ab. Se 

slgue de la proposición 1.2, que SC~(X) es un complejo de 

cadenas de objetos proyectivos 

Vamos a calcl11ar la homologia del complejo de cadenas q'1e 

acabamos de introducir. Por el teorema 1.1 sabemos que Morf Ab 

es llna categoría de módulos, podriamos utilizar aqui el 

lenguaJe de módulos y luego recuperar información a través del 

funtor S, sin embargo utilizaremos el lenguaje de Morf Ab que 

es más natlual para los objetivos de esta memoria. 

El suboomplejo de los ciclos de SC~(X), q'le denotaremos 

ZSC*(X) o simplemente por 2-dX) si no hay lugar a confusión, es 

el formado por lIZs*: Zs*(X) --......, Zc*(XL donde Zs*(X) es el 

s1.lbcomplejo de los ciclos de S*(X) y Zc*(X) el de los olclos de 

e .. (X) 

Igual ocurre con el subcomplejo de los bordes que es, 

1 I Bs+: Bs+ ( X ) ) Bo+ ( X ) 

donde Bs*(X) es el subcompejo de los bordes de S*(X) y Ec*(X) 

el de los bordes de 4 (X). Como antes, 10 denotaremos Bsc* (X) 

o simplemente ~(X) 

Definioión 1. - Llamaremos n-ésimo grupo de homologia propia 

de un espacio X y lo denotaremos por Gn(X) a 

Gn(X) = Hn{SC+(X)). 

Se comprueba inmediatamente que en(X) = (ln)*: Hn(X) ~ JIL(X), 

dondt'! (In)* es la aplicación inducida por la aplicación 
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.lnclusión 11'1 Recordemos ot.ra vez, que, 0omo conseCUenG18 d~ 

1 1, GI ,{!) puede interpretarse como un módulo sobre R. 

De manera natural pueden definirse los grupos de homologla 

relativa: 

donde SCn(X,A) es la inclusión 

Asociado al par propio (X,A) existe el siguiente diagrama 

de filas exactas y columnas semiexactas. 

4. ~ 

o 1 SCn+1 (A) ~ SCn+l(!) 

.l. .t. 

o ) SCrl (A) ) SCn (! ) 

.l. i 

o ---+1 SCr!-l (A) -~ SCn-l (X) 

.l. .t. 

.l. 

------lo SCrl+1 (X,A) ---- O 

.l. 

) SCn(X,A) ) O 

~ 

----+1 SCn_1 (X, A) ------lo O 

J. 

Aplicando el lema de la serpiente obtenemos la suceSlón 

exacta de homologla asociada a (X,A) . 

. . -+ Gn+l (X,A) ~ Gn(A) ~ Gn(X) ~ Gn(X,A) ~ Gn-l (A) ~. 

Asimismo dada una aplicación propia f:(X,A) -----lo (Y,B) 

queda inducida 

siendo f", = (fl"'; t2*' ) 

donde, 11'" ~(X,A) -----loHn(Y,B) 

es el homomorfismo inducido por f entre los grupos de 

homologia ~lng¡.llar y 
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es el homomorfismo inducido por j entre los grupos de 

homologla singular propla. 

Se deduce inmedla tament e que dos aplicaclones propias 

1,g. (X,A) --+ (Y,B) homótopas proplamente inducen el 

mismo homomorfismo en la homologia G* 

Esta homolog1a ~ verifica una propiedad de esclsión 

débil,con las mismas hipótesis que se necesitaban para la 

propiedad de escisión de la homo1ogia singular propia J* 

4.- Coho.ologia G* 

Sea f . G1 --~ Gz un objet o de Morf Ah Si aplicamos 

al complejo de cadenas se*(X) el functor aditlvo contraVil.nante 

Hom(-;j) 

Hom( -; f) : Mori Ah ----1 Ah 

obtenemos el compleJo de cOGadenas (Hom(ln;j);&) (b=Hom (d;f)), 

qlle denotaremos Hom(S4(X);f) o simplemente (SC*(X;f)) y 

cuando no haya lugar a confusión se*(X) 

Definioi6n 1.- Llamaremos n-ésimo gr11po de cohomologia 

propia de X con coeficientes en f y denotaremos por Gn(X;f) a 

~ (Hom(SCy(X);f))· 

Naturalmente pueden definirse grupos de cohomologia relativa 

aplicando el functor Hom(-;f) al complejo de cadenas SC*(X,A) y 
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cotrlp11tando homologia, es decir 

En el párrafo antenor hemos observado que asoclada al par 

propio (X,A) obtenemos una suoesión exaota corta de complejos 

de cadenas 

o ~ SC*(A) ~ SC.(X) ~ SC*(X,A) ~ O 

Notemos que Sn(X,A) y Cn(X,A) son grupos abelianos libres 

y Cocker ln = Cn(X,A) / Sn(X,A) ([E-H-R]) es también un grupo 

aDeliano libre, por lo tanto los tres son objetos proyectivos 

es un 

monomorhsmo, se slgue que SCn(};,A) es un objeto proyect~vo en 

Morf Ab para cada n (proposición 2.2), luego la suceSlón 

exacta anterior es escindible. Aplicandole el functor Hom(-;f) 

obtenemos la siguiente sucesión exacta corta de complejos de 

cocadenas 

O----Hom(SC*(X,A);f)----+ Hom(SC*(X);f)----+ Hom(SC*(A);j)---~ O 

Es inmediato notar que da lugar a una sucesión exacta larga 

de cohomologia asociada al par propio (X/A): 

~ Gn ( X, A; f ) ---- Gn ( X; f) ----+ GIl ( A; f) ---; Gn+ 1 ( X, A; f) ---:, 

Ejemplo 

Cohomologla de X 

1: G1 ~~ 

Notemos que 

por lo tanto 

luego 

de dond~ 

{P} con coeficientes en un homomorflsmo 

Sn(!) = O = Cn (!) para n ~ 1, 

En(! ) = O = J I1(X} para n:.:t 1, 

Gn(X) = O: ° ----+ 0, 

GI1(X;1) = O 
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Si n = O 

t:l:'nernos el slglliente diagrama: 

GO(P) = {(hll~) Ih2010 = f ohd 

Existen tantos pares como ((g1192) E G1xG2 (1(gl) = g2} 

es decir GO(P):: Grafo f. Notar que si G1 = O se sigue que 

GO(P) = O Si ~ = O entonces GO(P) = G1. 

S.- CA lou lo de la (oo) homo logia (G*) G A en oomplej 08 

oúbioos propios finitos . 

En el párrafo 3 del capitulo I. hemos recordado brevemente 

la definición, para un espacio X, de los grupos de homologia 

singular propia Jn(X) y de los de homologia final propia En(X). 

Estos grupos de homologia, asi oomo los grupos de horno logia 

singular de X (Hn(X)), pueden oaloularse en la categoria de los 

complejos cúbicos propios finitos computando la homologia de 

los si~lientes oomplejos de cadenas : 

es el grupo abeliano libre generado por los 
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q-cubos de X. {Eq(Xq,Xq_1),dEl es el grupo abeliano libre 

generado por los q-C1lbos no compactos. {Hq(Xq,Xq_1 ),dH} es el 

gDlpO abeliano libre generado por los q-cubos compactos 

Si 0q es un q-cubo propio de X e i : (O'q' OOq) ~ (Xq , Xq_1) 

la aplicación inclusi6n. Un q-cubo de X es un elemento de 

.Jq (Xq, Xq_1 ) de la forma i* (x) donde x es un generador de 

Je¡ (Oq' aOe¡) - Z e 4 es el homomorfismo inducido por i entre 

,Je¡(Oq,aoq ) y Jq(Xq,Xq_1) 

Si 0q es compacto Jq(Oq,OOq) = Hq(Oq,dOq ) y Eq(O'q,oOq) = O, 

Si 0q es no compacto Jq(O'q,OOq) = Eq(Oq,aoq ) y Hq(Oq,ClO'q) = O, 

Sea: dJ : J q (lq ,Xq_1) ~ J q_1 (Xq_1) ~ Jq_1(Xq_1,Xq_2) 

dE y dH se definen idént icament e, sin más que cambiar J por E 

y H respectivamente. 

También diremos que i* (x) es un cubo de la estructura 

esqueletal de X. 

Veremos que la (co )homologia G* puede caloularse con la 

estructura esqueletal de X 

Denot.aremos a Jq (Xq, Xq_1) por Cq ( IXI) y a Hq (Xq, Xq_1 ) por 

Sq (IXI) a los correspondientes complejos los denotamos por 

C .. {\XI) y S .. {\XI), Notemos que S .. {\XI) e C .. (IXI). [E-H-R] 

Para el desarrollo de este párrafo neoesitamos tener 

oaracterizadas las equivalencias de homotop1a de cadenas en 

Morf Ah en funoi6n de la homolog1a de las mismas 

En [Hi-S] IV-4 se propone el siguiente ejercicio: Sean C y 

D dos complejos de cadenas con en y Dn módulos sobre un anillo 
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R unitario para cada n ¿ O Y Cn = O = 01'1 para cada n < O. Si 

C y D son de objetos proyectivos y ~: e ~ D es un morflsmo 

de cadenas, entonces ~ es una equivalencia de homotopia si y 

sólo si los homomorfismos inducidos por ~ en la homologia: 

'*: 14(c) ~ 14(0) 

son todos isomorfismos. 

Este .resultado sigue siendo valido cuando C y O son 

complejos de cadenas en una categor1a abeliana cualquiera, la 

generalización es faoil de hacer utilizando técnicas análogas 

a las utilizadas por Hilton y Stammbach en el cápituJo 

anterlormente referido y siguiendo la indioaoión que dan para 

resolver el ejercicio. 

Recordemos que Morf Ah es una oategoria abeliana y más 

concretamente de módulos sobre un anillo de matrices unitario 

R, (Teorema 1.1). Por lo tanto el anterior resultado es 

válido en Morf Ah 

Sea X un complejo cúbico propio finito. Podemos asociarle 

(lOmO en el párrafo 3 del presente oápitulo, el complejo de 

oadenas de objetos proyectivos de la oategor1a Morf Ah, SC*(X). 

Asimismo, ut ilizando los conoeptos y la notaoión señalados 

anteriormente, también podemos asooiar a X el oomplejo de 

cadenas de Morí Ah que denotaremos SCt ( Ixl ) y que esta 

formado oomo slgue: 5Cn( I X [ ) es el homomorfismo inclusión 

111'11 : 51'1 ( Ixl ) Cn ( Ixl ) y el operador borde que se 

considera es el par formado por (dH,dJ ). 

Notemos que 5Ct(IXI) es también un complejo de cadenas 
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de objetos poryectivos en Mori Ah pues: Sn(!X[J, en(\xl) y 

cn(\xl)/sn(IXI) = En(Xn,Xn- 1 ) son objetos proyectivos en la 

categor1a Ah. 

Sabemos por [M] y [E-H-R] que las aplicaciones inclusión: 

i S : s.(IXI) ~ S.(X) 

i e: C*(!X!) ~ Cx(X) 

producen isomorfismos en las respectivas homologias H* y J*, 

además i = (is,ie ): sc*(IXI) SC*(X) es un morfismo de 

cadenas en Mof Ah, y es inmediato comprobar que produoe 

isomorfismo en los homologias correspondientes 

Por oonsiguiente, aplioando el resultado del oomienzo del 

párrafo, i es tln equivalencia de homotopia. 

Recordando que un funtor aditivo transforma una equivalen

cia de homot opia en una de equi va lencia de homot opia, y 

teniendo en cuenta que Hom(-;f) es un funtor adltivo, 

concluimos que para calcular la homologia y cohomolog1a G:n y Gn 

de un oomplejo cúbioo propio finito basta utilizar la 

estructura esqueletal 

Recordemos que para CW complejos propios de dimensión menor 

o igual que tres el algoritmo de cálculo para los homolog1as 

Hx, J*, y Ex sigue siendo válido. Por lo tanto para estos 

espacios, repitiendo el proceso anterior, también puede 

extenderse el algoritmo de cálculo de la (co)-homologia G* 

Siguiendo un proceso análogo, se demuestra que para 

calcular la homolog1a relativa de un par (X,A) (~(X,A)) 

puede utilizarse el complejo de cadenas SC*( IX,AI), donde 
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y Hn(Xn,X~l) es el grupo abeliano libre generado por los 

n-cubos propios compactos de X que no estan en A. Jn (Xn, Xn- 1 ) 

es el grupo abeliano libre generado por todo los n-cubos 

propios de X que no están en A. 

6.- Coeficientes Universales 

Hemos demostrado en el párrafo 1 que Morf Ab es una 

categor1a de módulos sobre un anillo R que hemos determinado 

como un anillo de matrices, si R fuese un anillo hereditario, 

e un R-complejo libre y t un funtor aditivo covariante de la 

categoria Morf Ah en la categoria Ah obtendriamos, como en 

VI -4-2 [Do] la siguiente sucesión exacta escindible para cada 

n 

----+ O 

donde to y tI son los pr iDleros funt ores derivados del funt al" 

aditivo t Y Hn la homologia en el lugar n-ésimo del complejo e 
Por desgracia el anillo R no es beredi tarJ.o como se pone de 

manifiesto en el siguiente ejemplo 

E.fe..!lJpJ" 1 

Sea M el grupo abe liana libre con tres generadores 
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M :: <X, y,Z> . 

Defin.lmos M x R ---» M Gomo S.lgue: 

(m:..: + ny + pz) ( a O ~) = amx + ( bm+ cn ) y + cpz 

St.'! COmpl"Ueba inmedia tamente que con esta operaoión M es 

UIl R-módulo a derecha que ad/:n:res es libre, pues los elementos 

(X,O,O) (O,O,Z) son una base para el R-módulo M. 

S irl t::lI!bar 9 (), el sul:xJrupo de M geIHnado por 2X v 
1 

Mi .¿ ') .... ,,> = ' ... 1.,1 no es proyeotivo. 

Observando GOfl Guid.'tdo 1.1 demostración del teorema. de los 

coeficientes univers.i.les [Do], se oomprueba que pal"a. obtener 

una sucesión exactét corta escindible en unét dirnensióu 

determinétdét Ha, es suficiente que e sea un R-complejo libre, t 

un funtor aditivo, que 10$ submódulos formados por los bOl"des 

d~ dimensión no-l y no-2 sean libres, y que el subcomph:jo de 

los ciclos Sea libre. 

POLO lo tanto, generalizando todo esto a una categor1a.: 

C:lbéliana cualquera puede obtenerse el siguiente teorerna 

Teore.a 2.- Sea e un oomplejo de cadenas de objetos 

proyectivos er. una có.tegoria abelÍé~rla tal que el 

suboomplejo formado por los delos es de objetos p.royeotlvos 

y los subobjetoB 

estas dimensiones 

de <;"1 y 

Bn-l y ~-2 

r formados "ll.-2 por 

son objetos proyeoti~os, y seÓ. t 

VI! funto¡ aditivo t. cf6 -----......, Ab. Entonces. Sl t es 
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covarl.ante, la siguiente sucesión: 

O -~ t oE1nC d. 1 ~(tC) -~ tlHn-1C --~ O 

es exacta y escindible, donde t o y t1 son los primeros 

functores derivados del functor t y a y p aplicaciones 

inducidas por ti y td siendo i la inolusión de Zn(C) <; 
y él la aplicación borde o: ~ Bn-l . Si t es 

contravariante la sucesión que se obtiene p'C" JoJ . 

o 01. I t ot1.n C ----tI O 

Vamos a estudiar q'lé ocurre en la categoria Morf Ab con 

los complejos SC*(X) y 5C*(IXI), Sabemos, por párrafos 

anteriores, que ambos son complejos de cadenas de objetos 

proyect ivos 

Demostraremos que los subcomplejos formados por los 

ciclos ZSC*(X) y Zsc*(IX[) son también de objetos proyectivos. 

Propo8ición 3.- El monomorfismo inclusión 

es un objeto proyectivo en Morf Ab. 

Demostración - Después de la proposici6n 2.2, es suficient e 

Zcn(X) I ZSn(X) son objetos 

proyectivos en Ab. 

ZSn(X), ZCn(X) son subgrupos de los grupos abelianos 

libres Sn(X) y ~(X) respectivamente, por lo tanto son grupos 

abelianos libres. 
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Notemos que ZSn(X) = ZCn(l) n Sn(l) por 10 tanto 

ZCn(X) 2Cn(X) ZCn(X) + Sn(X) 
---- = -

2Sr.(1 ) ZCn(X) n Sn (1) Sn(X) 

ZCn(X) + Sn(I) 
subgrupo del Notemos que es un grupo 

Sn(I) 

abe liana libre Cn{I) / Sn(l) y es por 10 tanto un grupo 

librt!. # 

Análogamente ocurre con Z(c/s)ll 1 I ) . 

Considerando el funtor aditivo contravariante 

Hom(-,j);MorfAb )Ab 

donde f es un homomorfismo de grupos abelianos, obtenemos el 

siguiente teorema restringido de los coeficientes universales. 

Teore.a ... - Si en el complejo SC. (X) los bordes de dimensión 

n-l y n-2 son objetos pIoyectivos, se obtiene en dimensión Tl 

la siguiente sucesión exacta corta escindible: 

Vamos ahora a estudiar alguna condición para que los 

bordes de dimensión n en el complejo de cadenas SC* (1) sea un 

objeto proyectivo en Morf Ab. 

BSCn CX ) = lnl:Bsn: BSn(I) ~ Ben(X) 

donde BSn(X) y Ben(X) son los sub-l-m6dulos bordes n-ésimos de 

Sn(X) y ~(X) respectivamente, ~ es la aplicación inclusión 

In' $n(l) ~ en(!) 
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BSn(X) y Bcn(X) son objetos proyectivos en Ab, pues son 

subgrupos de los grupos abelianos libres Sn(X) y Cn{X). Vamos 

a estudiar qué ocurre con Bcn (X) / BSn (X) . 

Denotaremos por B(C/S)n al Z m6du lo bordes n-ésimos de 

Cb ( X) I SIl ( ! ) 

Podemos formar el siguiente diagrama conmutativo: 

O ~ Sn+!(!) ~ C;+l(X) ~ ~l (X) I Sn+1 (X) ---1 O 

1°1 1°2 1°1 

BSn (X) ----1 Bcn (X) ---1 B(C/S)n(X) 

donde dl' d2 Y 03 denotan los operadores borde de los 

correspondientes complejos de cadenas y fn+l es la proyección 

natural que, evidentemente induce 

Sea T = 1m f. Notemos que T es un objeto proyeotivo en 

Ab, pues es un sllbgrupo del grupo abeliano libre ~(X) I Sn(X) 

Como consecuencia la sucesión exacta corta 

o ---1 Ker f ----1 Bcn (X) / BSn (X) ----- T ----- O 

escinde, luego 

Como T es libre Etn{X) / BSn(X) será libre cuando lo sea 

Ker t Estudiaremos, por tanto, Ker f 

Sea [x] un elemento de Bcn(X) I BSn(X) tal que f ((x]) = O. 

[x] = x + BSn con x E Etn' luego existe una cadena y en Cn+l (X) 
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tal que d2 (y) = x. Sea y = I zi Ti donde zi son números enteros 

y Ti son {n+l)-cubos propios. Llamamos Yl a ¿Zj Tj donde Tj 

son los (n+1 )-cubos propios compactos de y e Y2 a ¿ zk T)( donde 

son los (n+l)-oubos propios no compactos de y, 

entonces y = Yl + Y2' Notemos que podemos considerar Y1 E Sn+1 (X) 

j( [x)) = O 

se sigue que d3 (Y2) = O E B(C/S)n(X), 

luego x E Sn (X), 

además al (x) :;: 02 (x) :;: °2(o2(Y) ) :;: 0, 

por lo tanto x E ZSn{X), 

Entonces x E ZSn ( X) n Ecn ( X ) 

Por otra parte es trivial que 81 x E ZSn(X) ('¡ Bcn(X) 

entonces 

f([x)) = O 

Como consecuencia de todo lo anterior 

Ker f :;: 

que es un subgrupo de Hn(X). 

Vamos a expresar ahora Ker f en términos de la sucesión 

eXacta que conecta los grupos de homologia H., J* Y ~. 

··----'Ez..l(X) ~Hn(X) ~Jn(X) ~En(X) ~Hn.l(X) 

Proposición 5.- Ker j = Ker g2 = Im g1 = Cocker 93 

Demostráci6n. - Seá [x] E Hn(X) tal que [x] E Ker f 

64 



Corno x E ZSn(X) n Bcn(X) entonces 92 ( [x) ) = O luego 

Ker f c: Ker 92 

Si [x) E Kerg2 se slgue que x E ZSn y además 

92 [x] = O E JIl (X) , como 92 ( [x) ) =: [x1J se sigue que 

[x] E Bcn (X) Y por tanto 

Ker 92 e Ker f 

Como conseouencia de todo lo anterior obtenemos . 

Proposición 6.- BSCn(X) es un objeto proyectivo en Morf Ab 

si y s610 si Ker g2 es un gr11po abeliano libre. 

Corolario 7.- Si Bu(X) es un grupo abeliano libre, 

entonces BSCn(X) es un objeto proyectivo en Morí Ab. 

Vamos ahora a demostrar un teorema de los coeficient es 

universales en las condiciones generales que nos encontramos 

en el complejo de cadenas S4 (1). Lo haremos para el funtor 

aditivo contravariante Hom (-,i), donde f es un objeto de 

Morf Ab 

TeoreJlU'l 8. - Sea K* un complej o de cadenas de oh) et os 

proyectivos en Morf Ah de tal manera que el subcomplejo de los 

ciclos, que denotaremos ~, es de objetos proyectivos -Entonces 

para cada n óbtenemos una suoesión exacta corta 

O --~ N ~ Hn(Hom(K*;j)) ~ M -~ O 

donde M es un subgrupo de Hom( Hn(~); f), y N es un grupo del 
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que Ext (Hn-l (Y...,) ; f) es un cociente. 

Si los bordes de dimensión (n-l), ~-1' es un objeto 

proyectivo en Morf Ab, entonces M = Hom (~(~);f)· Si Bn-2 es 

un objeto proyectivo, entonces N = Ext(~_l(~);f). 

Además si Bn-l es un objeto proyectivo la, suoesión 

exaota corta anterior escinde. 

Demostración - Por comodidad t denotará el funtor 

Hom( -; f) Ut i lizaremos ambas notaciones a la vez. a denotará 

el operador borde de ~. 

Notemos que los complejos (~/a) y (~/a) son tales que 

Consideremos la sucesión exacta de complejos de cadenas 

J d 
O ---t Z* ~ K* ---+ B*_l -~ O 

donde j es una inclusión y a el operador borde. 

En general esta sucesión no es escindible pues ~-1 

(bordes de uní'l dimensión menor a la de Kt) I no son objetos 

proyectivos. 

Aplicamos el functor t = Bom (-;f) y obtenemos: 

O ---t Hom( B..-l; f) ~L Hom (K..; 1) t J~ Bom (~; 1) 

para convertir esta sucesión en exacta nos restringimos a 

Im(tj) y tenemos la sucesión: 

O ---+ Hom( 14_1; f) ~ Rom (14; f) ~ 1m (tj) .---+ O 

que induce la siguiente sucesión exacta larga en los grupos de 

homologla : 
. ~f\-' ltd).,\c (tj),.. .. ~ Hn-l«Im tJ)*) -~ Rn_l(Hom(B*;f)}~ HIL(Hom(K.¡.;f)} -~ 

-~ En «1m tj) ... ) ~~ Hn (Hom(~; j)) --~ .. 
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donde ~ denota el morfismo de oonexión. 

Como ~ ((Im tj)*) = Im tjn y ~(Hom(~;f)) = Hom(Bn;f), 

Án 
Hom(~; f) -----< .. 

de donde obtenemos la sucesión exacta corta : 

o ----4 Cocker L\.-1-----< ~(Hom(~; f J J -----< Ker Ón -----4 O 

Repitiendo un proceso análogo al utilizado en la 

construcción del homomorfismo de conexión (lema de la 

serpiente J se comprueba sin dificul tad que ~ es la 

restrioción a lm(tjn) de tin ,siendo Ín la aplicación inclusión 

Vamos a calcular Ker ~: 

Sea x E Ker Ón . Ker Ón e 1m (tjn J e Hom(Zn;f) Entonoes 

x Zn f y por pertenecer a 1m (tJn J es tal que existe 

- Kn f verificando tjn(x) decir : -x = x es x o Jn ;: x 

además An (x) = 0, hlego tin(x) = 0, por tanto 

o = x o l.n: En ----t f 

Por c:onsigtliente x está en Ker ~n si y s610 si es un 

morfismo de Zn en f que se extiende a las oadenas Y'l¡ y se aDlÜa 

en los bordes En· 

Como ~ (~) = ; / ~, Ker ~ puede int erpretarse como 

un ~ubgrupo de Bom (Hn(~);j). 

Suponemos ahora que ~1 es un objeto proyectivo en 

Morf Ab. Entonces la sucesión exacta corta 

O ) Zn ~--) Kn -L Bn-l ---) O 

escinde y por lo tanto 
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Hom(Kn;f) J.L Hom( Zn;f} ~ o 
es exacta corta. De aqu1 se sigue que' todo morfismo de ; en f 

extiende a un morfismo de Kn en f, luego en este caso 

Caloulemos ahora Cooker ~1: 

Hom ( Br.-l ; f ) 
Cocker ~1 = --------

~1 (lm{ tjn_l) ) 

es decir está formado por todos los morfismos x: Bn-l -~ L 

módulo aquellos que extienden a Kn-l. 

Por otra parte, como Zn-l es un objeto proyectivo se 

obtiene: 

Ext (Hn-l (Kt) ; f)= 
Hom (Bn-l; f ) 

-------- (1) 
(tin_1 ) (Hom(Zn-l; f) ) 

En efecto, consideramos la sucesión exacta corta 

y obtenemos la sucesión exacta larga de los functores 

derivados. 
tin.1, 

O ~ Hom(~l (Kt) , f) --+ Hom(Zn-t ;f) ~ Hom( Bn-1 ;f) ~ 

--+Ext (Hn-1(Kt);f) --+Ext (Zn-l;f) ~ 

Como ;"'1 es proyectivo Ext. (;"1; f) = O Y de aqu1 se sigue 

(1). 

Además 
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Hom (~-1; f ) 

tin-l (Hom(Zn-l; f)) 

t in-l (lm( t jn-d ) 

tin-l(Hom(Zn-t;f)) 

tin-l (1m ( t jn-l ) 

luego 
Cocker ~1 

Ext (Hn-dK.); f) - ------------
tín-l(Hom(~l;f} 

tin-l (Im( tjn-l) 

es decir Ext (~1 (K*); f) es el cociente de Cocker ~1 por el 

subgrupo de los morfismos de Bn-l en f que extienden a Zn-l 

módulo aquellos que extienden a ~-1' 

Ahora, si Bn-2 es un objeto proyectivo, repitiendo el 

mismo proceso que antes con 

o , ;'1 ----'f Kn-l -~ Bn-l ----? O 

obtenemos. Cocker ~1 = Ext (~l(K*);f) 

Sólo nos queda por comprobar que la sucesión exacta corta 

O Cocker ~-1 Y---'f ~(Hom(K. ; f) c:(~ Ker ~ ----; O 

escinde cuando J:\ '"'tI.-l es proyectivo. Para ello basta con 

encontrar un morfismo g : Ker ~ ----ti Hn (Hom(4 ; f ) tal que 

a o 9 = idr.r M . [Pp 2.7.4] 

Como Bn-l es proyectivo la sucesión exacta 

J d 
O ---+) ; ) Kn ) Bn-l ---+) O 

escinde, en particular existe r: Kn ---+); tal que 

r o j = idZn 

Sea r¡ Zn --~ Hn(Kt) la proyección natural y sea 

y= Tlr: Kn ) Hn(}~*) 
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not emos que y j = 11 . Como 11 es epimorf ismo, 

t~: Hom(Hn (~);f) 

es monomorfismo. 

Como además Hom(I4(~);f) y Hom (4);f)) son complejos 

cuyo operador borde es oero, ~(Hom(I4(~);f))=Hom(Hn(~);f) y 

lo mismo ocurre con Hom(Zn;j), 

Por tanto (t~)* = t11: Hom(Hn(~);f) ---1» H om (Zn; 1) 

es un monomorfismo, Como y j = 11. t11 = t (y j) = tj ty 

luego 

(t~)* = (tj)* .(ty)* 

(tj)* Hn(Hom(K*);j) ~ Hn(Hom(~;f) = Hom(~;f) 

(ty)* Hn(Hom(~(K*); f) --~ Hn(Hom(K*; f) ) 

1I 

Recordando la sucesión exacta larga que da lugar a la 

sucesión exacta corta del enunciado del teorema 

.. '----+ Hn(Hom(K..;f)) _(tJ)'f 1m tjn 6.n) Hom(~;f) 
Como Bn-l es proyectivo 1m tjn = Hom(;; f) y obtenemos : 

(tJ),Ir D.n 
Hn(Hom(f ... ; f)) ) Hom(~; f) ) Hom(Bn; f) ~ ." 

~ ¡(t'l). 
Ker An = Hom(~(Kn); f) 

(tj). = (t11)* ex. 

(t11). = (tj)* (ty)* = (t11)* a (ty)* 

oomo t1l+ es monomorfismo se sigue que 

luego el morfismo g que buecabamos es (ty)* y la sucesi6n 

escinde # 
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Partlcularlzando a SC*(!) para un espaCIO X obtenemoc 

O N i GIl(X; f) ----? M -----"t (1 

81 BSCn-l y BSCn-2 son prayect lVOS la sllcesión exacta 

O ----+ Ext (~l(X);f) ----"t GIl(X;f) ----+ Hom(~(X);f) ~ O 

esclnde Si BSCn-l es prayect iva 

o N (1 

escinde 

... b:. oontlnuaclón daremos 2 ejemplos de oálc:ulo de grupos de 

cohomolo9ia Gn(X;j) En ambos ejemplos consideraremos el mIsmo 

espaClo X Y c:ambiaremo.:: el homomorfJ.smo de grupos f En el 

prlmero de los dos eJemplos no se verlfIcan las hlpótesis del 

teorema 6 4 (teorem...'i "ClásIOO" de los COefl0Jentes 

un~versa]es) y tampoco la teslS del mismo Sln embargo en el 

segundo, aún no cumpliéndose la hipótesis, si se verlÍlcci la 

teslS 

Para efectuar los calculas utilizaremos los resultados 

del párrafo 5 y los algoritmos de cálculo de las homologias ~ 

y J* allí recordados. 

El espacio X que utllizaremos es el CW compleJO proplo 

finito que tiene la siguiente estructura esqueletal: 

una 

un?! 

una 

2-celda no compacta 

2-c:elda oompacta 

l-celda compacta 
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una l-oelda no oompaota a 

una O-oelda v 

verificando 

300' = a+ k - a = k 

300 = 2k 

3k = O 

3a -v W' 

a. a 

k 

Es éste un CW complejo propio finito que no es regular, 

sin embargo no es dificil comprobar que para este caso los 

algoritmos de cálculo siguen siendo válidos. Por otra parte, 

resulta sencillo dotar a X de una estructura regular. Para 

ello necesitamos dos 2-celdas compactas, dos l-ce1das no 

compactas, cuatro l-celdas compactas y tres O-celdas. 

Lógicamente los cálculos con la estructura regular Bon 

similares, pero más pesados y por ello preferimos hacerlos con 

la estruotura ya desorita. 

En lo que sigue <al' ... 'aq I Rl' .... 'Rs> denotará el grupo 

generado por al' .... aq con relaciones R1······ Rs. 

Calcularemos en primer lugar las homologias H.(I), J.(I) 
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y G*(X) Para ello calculamos el complejo de cadenas SC-i-(/X 1). 

A los generadores de los grupos de homologia Hq(Xq, Xq_1) y 

Jq (Xq ,Xq_1) los denotaremos con las mismas letras utlhzadas 

para las celdas correspondientes. 

SCnO XI) = O O O para todo n ~ 3 

SC2 (1 XI) = 12 <: úl > ) <:W,W' > 

se1 t! XI) = 11 <:k> ) <: k, a> 

SCO (1 XI) = lO <v> ) <v> 

1i son todas apllcaclones inclusión 

Calculamos ahora olclos y bordes de este comphJo de 

C'adena~ 

Zson{!XI) = O 

Zscz (¡XI) :::::: O 

ZSO:i (¡Xl) = l~ 

Z8Co(jXI) = Izo 

Bscn(IX!) = O 

BSC:1 (IXj) = lBl 

Bsco(!Xl) = lBo 

0 O para todo n:t 3 

O < W-2w' > 

<k> ) <k>-

<v> -~ <v> 

o --.... O para t od() n ¿ 2 

< 2k:> ~ <k> 

o ----+) <: v:> 

Entonces las homolog1as H*(X}, J*(X) de X son' 

~(X) = O 

~(X) = O 

H1 (X) = < k [2k >- - ~ 

HO{!) = <: v:> 
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JI (X) == O 

JO(X) == O 
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GIL (X) = O: O -------+ O para todo n.2- 3 

GZ(X) = O' O < w-2w' > 

G1 (X) = O: <: k 12k >- ------+ O 

GO (X) = o: <v> ) O 

Sea ahora f: Z 

cada r E Z 

Z defin~da p0r j (r) = 2r para 

Vamos a calcular GZ(X;f). Lo hacemos d~rectamentp. 

Aplicamos Hom(-,f) a SC*(lXI) y obtenemos: 

O 

Hom (lo; 1) 

! S O 

Hom (1 1 ;1) 

J. S 1 

Hom (1Z; j ) 

! S .. ... 

Hom (J3;j)=O 

GZ (X . j) = Ker S2 / 1m ( ~\ ) 

ter ~ = Hom (12; 1) = <: h . h ' > 

donde h = (h1,hz) es el morfismo de Mori Ah tal que 

h1 : < W> Z y h1 ( W) = 1 

hz: <CU,CU' >- ---+ Z y hz(CU) = 2, hz(CU') = O 

y es el homomorfismo de Morf Ab tal que .. 

h~: < W> ----+ Z con 
, 

h1 (W) = O 
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Im~ g ::= (gl' ~) 

tal que 9 o a :::: 9 

91 (W) 

9Z(W) 

gZ( W' ) 

l con 

E Im~ , si eXlste g 

:::: 

= 

= 

Entonces gl (k) = 1-

gl° o(W) ::: g1 (2k ) 

gZoo(W) :::: gz (2k) 

gzo a (W' ) = gz(k) 

a1(w)::: 2 

az (W) = 4 

ClZ(WI
) ::= 2 

:: (91' 9Z) E Bom ( 11 ' j) 

Y 92 (k) = 2r 

= 2g 1 (k ) :: 21-

= 2gz (k) = 4r 

:::: 2r 

Notem!)E; q11f? Q= 2(h -t h') 

< h, h'> 

<:2(h+h'» 

Notemoti qu~ en este ejemplo BSC1 (X) no es un objeto 

proyectivo en Mori AL, pues BSCi (X) = lBi. . < 2k > ~<k>. 

Y Cooker lB-i' < kl2k > - Zz que no es un obj~to proyeotivú en 

Ab. Sin embargo,. Bsco = IBo' O -____'t < V > si que es un 

objeto proyectivo en Morí Ab. Por lo tanto no se verifican. las 

hipótesis del teorema 6.4, aunque del teol-ema 6.8 podemos 

COllCluiI que 

75 



Vamos a comprobar que no se verifica la tes~s de) teorema 

6 4, para ello calculamos en primer lugar Hom (C~(X);f) 

Hom (C"'2 (X) ; f) == < cp > 

donde 111 = (1111' 1P2) oon 

'1 : O Z 

'P2: < (¡}-ZW' > 1 Z y lP2 ((¡}-ZW') = r E Z 

por tanto 

H om (~( X ) ; f) :: \ z. 

Ctl.lculamo.s ahora Ext (GdX);f) == 
Hom (BSCl (X) ; f ) 

t~l (Hom (Zsci X); f ) ) 

CÚILlpU taIDúS Rom (BSC1 (X) ; f ) 

3i ,= ('1''''2) E Horu (BSC1(X),fL debe verificar las sigu:umté!b 

relaciones 

'1 (2k) = r E Z 

'112(2k)= 2'2(k) 

por otra parte j 0'1 (2k)= 2r, 

luego lIf2(k)= r. 

Por tanto Rom ( BSC 1 (X); f) = <'JI > - Z 

donde '1 : <2k> ----t l con '1(2k) = 1 

'2: <k> ----t Z con '2(k) = 1 

ti! (HOID (ZSCl(X),f)). 

Hom (Z~(X), 1) = <n> 

donde 1'h· <k> ~Z oon 111 (k) = 1 

112' <k> ---..; Z oon 112(k) = 2 
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- -eXlf.te g = (91,92 ) E (Hom{ZSL"!l (X) ; f ) ) verüicando g=<J0J. 

Gomo gl (2k ) = gl (i1 t 2k ) ) =gl(2k) = 291 (k) = 20 E 2l 

g2 (k) = g2(i1 (k)) = g2(k) = 2g1(k) = 2c: 

Por otra parte debe ocurrir que 

g2(2k) = j ° gl(2k) = 2g1 (2k) = 40 

EntonGes 

de donde 

t i1 (Hom(Zscjl); f)) = < 2, > 

Ex t (G1 (1 ) ; f )) :: l2 

La conclUSlón del teorema 6.4 es que la suceSlón' 

es exacta y eSGlndible 

Como 

V 
J 

obtenem0s 

Ext (G1 (X); f )) :: Z2 

G2 (): ; 1) :: Z2 $ Z 

H om ( C"'2 ( X ) ; f )) :: Z 

Z~;C----4 Zz Ef1 Z ---4 Z 

r en un prlnGlpio pareGe que h tesis de 6.4 se verifica Sln 

eml.argo, examlnando Gon más profundidad la apllcaclon 

veremoR que no es sobre 

Esta aplicación ~ proviene de tj en la suoesión exaota 

En este ejemplo 

luego 

BSC2{X) = O : O ~ O 

Ker~ = Im(t:h) c: Hom(Zscz(X);f) 

y en este eJemplo Hom(Zsc:z.(l);f) = Hom (~(XJ;f) = < <p > 
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Veamos q11P-

Como 

debe ocurrir 

entonoes oomo 

91 ( 1)) == (1 

Im(tj2) ~ Hom(Zs~X);f)· 

51 existe 9 E Rom( 12 ; j ) 

9 = 9 o J 

Hom(l2;j) = <h,h'> 

91 (úl)=rE Z 92(úl)==2r 

ta 1 que 

y g2(W-2W') =g2 o j2((V-2W') =g2((v-2W') = 92(W) -29Z(W')= 2r-2r' = 

:: 2(r-r' ) E 2 ?L 

lu~g0 Ker ~ = <2<p> 

Y por ]0 tanto ~ (G2(X;f)) = <2<p>:z:<cp>= Hom (G2 (X);j) 

Observemos que si se verifica e] teorema 68 

o ---+ <" I 2 \ji' > ---+ <h, h' I 2 ( h+h' »-~ <2cp>-~ O 

En este caso además esta sucesión es escindible pues <2cp> es 

un grupo libre 

E.itUlJpJ o 2.-

Slendo X el mismo espacao que en el ejemplo anterior. 

Consideramos f' l~ l el homomorfismo identidad. Pretendemos 

ca 1 ctllar G2 p: ; f ) 

Como en el eJemplo anterior 

En este caso 

Hom(12;j) = <h,h'> 

donde h = (h1, hz) está definida por: 

h1 : <W> ---+ Z y h1 (W) = 1 
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~: <W, 6)' > -+ z y h1 (W) = 1 ~(W' ) = (l 

h'= 
, 

11'2 ) está definjda \T ( h1 - por • 
h' , <Ca» Z 

I 
= O 1 

) Y h1 (W) 

h2' <W,W'> -+ Z y h2(W) = O ~(W' ) 

Ca lClllamos 1m ~1 

g E 1m eSl si existe gE Rom{ 11 ; 1) tal que 9 o d= 9 

91 (k ) == r 

gl (w) = g1 d (w) = 

g2(W) == g23 (6» = 

g2 (W') = gzd( W') = 

JUf!!go 1m SI = <ex> 

al (W) = 2 

ep inmed~ato que 

Por consigujentt'! 

9Z(k) = r 

g1 (2k) = 2r E 2~ 

g2(2k) = 2r E 2~ 

gz (k) ;: r 

Q2(W) = 2 

ex = 2h+h' 

GZ (X; f) = < h , h' 12h + h ' > == 

= <h, h+h' I h+h+h' > = <h> :: ~ 

Vamos a calcular ahora Coker Al: 

Como en el ejemplo anterior, Coker Al = Ext(G1(X);f) 

Ext (G1 (X) ; f) = Hom(BsclX), f) / ti1 (Hom(Zscl X) 

Calculamos Hom(B~X); f) 

'E Rom (BsclX);f) debe verificar 

'1 (2k)= r E ~ 

por ot ra part e '2( 2k) = 2'2( k) 

'2( 2k) == r E ~ 

luego r E 2l 

enton~es 

; f ) ) 

donde '1: <2k>--+ Z 

'2: <k>--~ ~ 

con 

con 

'1 (2k) == 2 

V2 (2};) = j 
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Cal<':mlamo8 ahora 

Hom ( Z~( X ) ; f ) == < 1» 

dondl;' 111 . < k> ----t :l con 1l1(k} = 1 

1)2 < k> ----t Z con lb (k) = 1 

como antes 9 E t11(Hom (ZS<:l(X);f)) e < ,> 
81 eX1ste 9 E (Hom (Zscl(X);f)) verificando 9 == 9 o i 

Como 

Entonce~ 

luego Ext(G1 (X);f) = O 

Ca}ou},'l.DlOS ahora Ker ~ 

Por la mÍ:3m:; L1.zón que antes, Ker ~ = Im(tJz) e Hom (ZscJX);f) 

Hom (ZscjX);f) = Hom (GJX);f) 

Bom (Zsq X) , f ) <a> ex == (al' 02 ) 

9 E 1 m ( t J.:: ,1 Sl e Xl oS t e 9 E H om (12' f) t él ) qll e 9 = g (> J 

gE<b,h'> 

luego 

("omo 

luego 

91(W) = r == 92(W) y g2(W') = r 

gl (O) = O 

g2(W-2W') = g2j2(CU-2W') = g2(W)- 292 (W' )= r-2r' E ~ 

Im(tj2} = <a> = Hom (G2 (X);f) 

y se ver ifi c·a' 
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--.....¡.) Cocker L'l.1 o 

0---+ o 

--~) G2(X, f) ¡ ker ~ --~l o 

<1> ----+ <ex> ) O 
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CAPITULO 111 

HO~OMORFIS~OS INDUCIDOS 

A lo largo del presente 

denotarán pares propios de 

finitOf: 

capi tula 

comp\eJos 

(I,A) Y (1' , A' ) 

cúbicos propios 

Sea $' (X,A) (X' ,A') una aplicacJón propla 

Est1Jd~aremos diferent es maneras que tiene $ de inducJ.r 

homomorfismof en (co) homologia dependlendo de las propledades 

que verlflque Estudlaremos cuando estas formas 00inciden 

l.-Portadores 

Definición 1. - Un portador para una apllcación contlnua 

~. X ~ X' es una correspondencia que asigna a cada cubo a de 

1 un subcomplejo Ea de X' verificando las dos condiciones 

slguientes: 

i) Si O es un cubo de X, entonces ~(o) e Ea. 

ii) Si (i es una cara del cubo 't, entonces Ea e El. 

Puede definlrse portador para una aplicación continua 

~. (X/A)~ (X' ,A') de la misma manera pero exiglendo la 

siguiente condición adicional : 

Jii) Si a es un cubo de A, entonces Ea e A' 
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A menudo denotaremos un portador por la familia de 

sl.lbcomp)t>jof: {Ea} de X' que tiene asociada y llamaremos él Ea 

subcomp]~Jo portador del cubo o. 

Si la aplicaclon $ es propia , el subcompleJo portador de 

un oubo no compacto debe ser no compacto En efecto, sea O un 

oubo no oompacto de X y h: J ) O una aplicación propia, 

como ~ es cerrado en X, la aplicación 9 = $10 oh: J ~ X' es 

propia. Si Ea fuese compacto, por ser 9 propia, se segulria 

que J es compacto, lo cual es absurdo. 

Pnede definirse la "intersección" de dos portadores {Eo} 

y {Fa} como la correspondencia que asocia a un cubo O de X 

subcomplejo Eo n Fa de X'. Obviamente obtenemos un 

portador. 

el 

nuevo 

Definición 2.- Lla~~remos portador mlnimal de la aplloaoi6n 

• al que asocia a cada cubo O de X, el m1nimo subcomplsJo de X' 

que contiene a .(0). 

Notemos que este portador esta "contenido" en cualquJer 

otro portador de la aplicación • 

Definioión 3 - Sea $ una aplicación propia. Un portador {Ea} 

de • se dioe lleno si 

i) Para cada cubo compaoto O de X , Ea es del tipo de 

hOllotop1a de un punto. 

1i) Para cada oubo no compacto 1 de X, E1 es del tipo de 

homotopla propia de J. 
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Teorema -4.- Dada una aplicación propia 4J: X ~ X' Y un 

portador lleno [Ea} de ~, podemos asociar les un morfismo de 

complejos de cadenas de Mari Ab 

de tal manera que: 

Si O E S* (1 XI) 

Si O E C* (1 XI) 

~.1 (O) E S* (/ Ea l ) 

~ 2 (O) E C* ( lEal ) 

Demostraeion - <Ilt 1 y 4>t L se construyen por induccion. 

~1 se construye con técnicas análogas a las utilizadas en 

~-\l 6 de [St 3] 

Vamos a contlnuación a const nllr 4t¿ 

donde 

Sea Oun generador "compacto" de Cn(!XI) deflnlIDos' 

~2 (O) = l~ o ~~ 1 o i;( O) 

ln: Sn ( IX J) ~ Crl ( IX J) 

l~: Sn ( IX' l) ~ en ( IX' 1) 

son las aplicaclones inclusión. 

Obviamente, 81 V es un vértice de X: 

Sea ahora O un l-cubo no compacto de X, sea v el vértlce 

de O, entonces . 

Ea Uene el ml.smo tipo de homotop1a que J, POl- lo tant.o: 

JO(Ea) = O 

como a ~2 (v) = a ~11 (v) = ~11 (eN) = 0, ~.(V) es un ciclo de 

dimensión cero de Ea' luego es borde de una l-celda cl de Ea 

Definimos 
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Es evidente qlle 

Sllponemos ~;¿ definida en ~(IXI) para cada n < p Sea a 

un generador de C]¡(lX¡) , 130 E c;..1 (IXI)· 

Como d4i,:<:(dO) = ~2(aao) :; O, ~2(00) es un (p-l) ciclo de Ea, 

teniendo en cuenta que Jp-l (E(1) :; O se sigile que 4It2 (0 O) es un 

(p-l) borde de E(1' luego existe una p-oadena cp en Eatal que 

o(cp ) = ~2 (00). 

Definimos 

Se oomprueba inmediatamente que 4It :; (~1, ~2) verifica 

todas las condiciones requeridas en el enunciado 

Notemos q'le, en prineipio, la elección de ~ no es únlca 

En el S 1 g\lÍent: e teorema estudiamos la relación existente entre 

dos posibles elecciones 

Teorema 5. - Sea ~: X ---+ X' una aplicación propla y sea 

{Ea} un portador lleno asociado a ~, entoT1oes dos eleooione¡;; 

cualesquiera del morfismo definido en el teorema anterior, ~ y 

l. son homótopas. 

Demostr~ci6n.- Vamos a construir una homotopia de cadenas 

por inducción 

dim~nsi6n cero 
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Definimos D_l 
j 2-= (D_1 ,D_l) como el par (0,0) 

Sea v un vértice de X . "l(v) y ,.1 (v) es una O-cadena 

y por consiguiente un O-ciclo de Ey, como .HO{Ey) = 0, existe 

una l-cadena en By, el' tal que . 

definimos 

y por lo tanto 

donde 

e) ( 01) = 4l.1 (v) - ",,1 (v) 

001 (v) = 01 

d ( DO 1 (v » = ~ 1 (v) - ,.1 (v ), 

D02(v) = looDol(i~(v» 

lO: So(IX'I) -- Co{I!'I) 

lO . So(lXI) --~ CO( IXI} 

S0n aplicaciones incbls~6n. 

luego· 

Es claro que DO = (001 ,002 ) es un morfismo de SCo(IXI) en 

dimensión 12 

Suponemos construida Dq para cada q < p y p ~ 1 

~ 

/s~rrySC:~(IIXI) 

S Cp+ 1 ( IX' I ) e ) s Cp ( IX' I ) 
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Sea o un generador de Sp(!XI). Consideramos en Sp(lEal ) 

la siguiente cadena: 

~1 (O) - .,1 (O) - 0~1 (del) 

Vamos a comprobar que se trata de un ciclo. En efecto: 

~(4It1(O) - .,1(0) - rtp-l(dO)) = a~l(o) - a,.l(o) - aD~l(OO) = 

= ~ 1 ( dO) - .,1 (a O ) - dO~ 1 ( dO) 

Notemos que por construcción para cada (p-l) cadena z de 

S~l(IXI}: ij~l(Z) -+ ~2(Z) = ~l(z) - ,.1(z) 

en nuestro caso z = a o 

luego dD~l (aO) = ~1 (do) - .,1 (dO) - D~_2(daO) = 

= ~ 1 (d O) - •• 1 ( dO) 

por lo tanto 4lt1 (O) - ,.1 (O) - D~2(a O) es un P -clelo; como 

f1,(IEal) = O se Slgue que podemos elegir una (p+1)-cadena C'}+1 

de Sp+l ( lEal) verificando' 

d(cp+l) = ~ll{O) - .,1(0) - 0;_1 (dO) 

Naturalmente definimos 

Vamos a definir ahora 

Naturalmente si O es un 

definimos' 

DpZ(O) = 

donde, como antes, 

.1p Sp(lXI) 

l' 
P SpU X '1 ) 

Dp 1 (O) = cp+ 1 . 

DpZ: <;(IXI) 

generador 

-~l Cp+l(!X' 1). 

compacto de <;( IXI) 

l~. Dpl . lp-l (O) 

) CpUXI) y 

l Cp(/X'!) 

son las aplicaciones inclusión 

Sea ahora O un generador no compact o de C''P ( IXI ) , 

consideramos la p-cadena de Cp (lEal) 

$t2(O) - .,2(0) - 0;"1 (ao) 
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y se comprueba como antes que es un p -ciclo Como Jp ( lEo! )=0 

podemos el~gir una (p+l) cadena cp+l en Cp+l(IEol) tal que' 

d(cp+l) = 41.2 (0) - •• :2(0) - 0;1 (dO) 

Igual que antes definimos 

Dp:2 ( O ) = cp+ 1 . 

Es claro que O, = (D,l,D,2) es una homotopia de cadenas. 

Notemos que 0.1 es una homotopia de cadenas entre 4le1 y 

,.1 Y que o,z es una homotopia de cade~as entre 4It2 y .,2. 1# 

C"'2 un morfismo de grupos abelianos. 

Aplicando a las construcciones anteriores el funtor 

Hom(-;f) . Morf Ah ---+ Ah obtenemos 

Hom(41;f) = 411 . Hom{SC*(!X!);j) Hom(SC+(\XI);f) 

Es lnmedia t o comprobar que Ó o ~I = ~. o S 

de dOTlde sigue que ~ induce 

* G (X;f) 

Notemos que ~* depende del portador lleno elegido para $, 

y no de la construcción de ~ una vez fijado el portador. 

Por otra parte, si dos aplicaciones propias $, l": X ~ X' 

tienen asociado el mismo portador lleno {Ea} inducen a través 

de él los mismos morfismos en cohomologia. 

Supongamos ahora que dada la aplicación propia 41. le asociamos 

dos portadores llenos {Eol y {E~l de tal manera que uno está 

"contenido" en otro (por ejemplo, Ea e E~ para todo O). Es 

claro que toda aplicación inducida a través de {Eal está 

tambien inducida a través de {E~} y por lo tanto las 
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aplicaciones inducidas en cohomologia por ~ a través de ambas 

portadores ooinoiden (~* = ~t) 

Como oonseouencia de todo lo anterior si el portador 

minimal asooiado a una aplicaci6n propia ~ es lleno, podemos 

concluir que el morfismo ind1lcido en cohomologia es únioo, 

debido a que todo portador lleno contiene al portador minimal 

Definioión 7 Una aplioaoi6n propia ~: X ~ X' se dice 

solvente si su portador minimal es lleno. 

Teorema 9.- Sea $: X ~ X' propia, solvente y celular y 

sea {Eul el portador minimal de $ . Entonces existe un único 

morfisIDO 

asociado al portador minimal {Eu}' 

Demostración - Recordaremos la construcción inductiva de 4t 
y veremos que la eleccloD de las imágenes es Unica. 

Si O es un O-cubo (vértice), como $ es celular, $(O) es 

un vértioe, luego su portador minimal es 4l{O}. Por .10 tanto la 

elección de ~l(O) y ~z( O) es únioa. 

Sea ahora O un generador de Cq(lXI)· Notemos que Ecr' 

subcompleJo portador de O,es un subcomplejo de X~. Por lo tanto 

en EO' no hay (q+1 )-cubos, de aqui se sigue que Cq+1 (IEO'I )= 0,_ 

$,.2(00) es un (q-l) ciclo de Cq_1 (\E(j!) Como Jq_1(IEoI) ~ O, 

se sigue que 4lt2 (ca) es un borde, por lo tanto existe una 
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p-oadena 0p de Cq{IEo\) tal que oCp = 4Itz(C~O) 

Abora bien, (j. Cq([Eol) . ¡ Cq_1 (!Eo!) 

es inyectiva. En efecto, basta recordar la sucesión 

semiexaota : 

d ~ ... ~ Cq+1 (lEal) ~ Cq{/Eol) ~ Cq_1 (lEal) ~ ... 

O = 1m dq+1 = ker a. 

Como a es inyectiva, sólo existe una cadena cp de tal manera 

que 

Repitiendo un razonamiento análogo, cambiando simplemente 

S por e y H por .J se obtiene la unicidad de ~l, y por lo 

tanto 4lt es (lnica # 

.1)e11lpl ,,~~ 

1) Si (X,A) y (X' lA') son dos pares propios de compleJOS 

cúbicos propios finitos tales que A essubcomplejo de X y A' 

es subcomplejo X', la aplioación inclusión : 

i: (X,A) --~ (X' ,A' ) 

es propia, celular y solvente. Notemos que el minimo 

subcomplejo portador de un cubo O de X es el subcomplejo 

formado por O y todas sus caras. 

2) Si $' X ----'> X' es una aplicación propia y "simpliciaJ" 

(envía vértices a vértices y cubos a cubos), ent ances $ es 

solvente 
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2 - Subdivisión 

Definioión l. - Sea (X,A) un par propio de complejos CÚblCOS 

propios finitos. Diremos que el par de compleJos CÚblCOS 

propios finitos (1' ,A') es una subdivisión de (X,A) sü: 

1) El espacio topológico subyacente de ambos compleJos es 

el mismo. 

2) Cada cubo de 1 (A) es unión de cubos de l' (A') que 

están contenidos en él. 

Proposición 2.- Sea (X',A') una subdivisión de (X,A), 

entonces las aplicaciones identidad : 

~: (X,A) , (X' ,A' ) 

~. : (X' ,A' ) -----t. (X,A) 

son solventes 

Demostraci6n - 41' Dado un cubo ode X, el mínimo stlbcomplejo 

de X' que contiene a $(0) es la subdivisión del compleJO de X 

formado por O y sus caras. Este complejo es trivialmente 

contráct iI y si es no compacto, del tipo de homotop1a propia 

de J. 

~': Dado un cubo o' de X', el interior de O' está 

contenido en el interior de un solo cubo de X, O. El m1nimo 

subcomplejo Ea' de X que contiene a ~' (O' les el formado por o y 

todas sus caras. Se sigue inmediatamente que {Ea'} es un 

portador lleno 
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Usando los portadores de la proposición anterior aSOCIamos a 

~ y a ~': 

.. : SC* (lXI) ---+) SC* (IX' 1) 

~. sC*(lx'l) ) SC*( IXl) 

Consideramos la aplicación identidad : 

id : (X,A) ~ (X,A) 

que, trivialmente, es propia, celular y solvente. Sean id. e 

ldl los morfismos inducidos asociados al portador minimal. 

Notemos que las aplicaciones id y $'o~ tienen el IDlsmo 

portador minimal , por consiguiente: 
I 

id. = $i o 4lt 
luego id* = ~* o~' * 

Considerando ahora la aplicación identidad: 

id': (X' lA') -~ (X' ,A') 

también es propia, celular y sclvente. 

Repitiendo el razonamiento anterior, como id' y ~ot' tienen 

el mismo portador minimal, se sigue que: 

( id' fA- = ( t· )* o <t) * . 

Entonces obtenemos: 

Teorema 3.- Si (X' ,A') es una subdivlsi6n de (X,A) las 

aplicaciones inc1usi6n $ y .' definidas anteriormente son 

propias y solventes e inducen isomorfismos en cohoIDologla. 
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3.- Mortis.os induoidos en ooho.ologia 

Dada una aplicación propia ~: X ------1 X' dependiendo de 

las propiedades adioionales que verifique, existen al menos 

tres formas de inducir morfismos en la cohomologia Gn 

1- si ~ es simplemente una aplicación propia, a través de ~ 

podemos definir . 

~ 1 : Sn (X) ------1 Sn (X') con 4It 1 ( T) = ~ o T 

4It:l: Cn(l) ------1 Cn (1') con 4It2 (T) = ~o T 

adem..'\s, 4It = (4It1 ,4It:l:): SC*(X} ~ SC*(X'} es un morfismo de 

cadenas 

Si f: G1 

aplicando el 

cocadenas' 

------1 L"'2 es un morfismo de grupos abelianos, 

funtor Hom( -; f) obtenemos el morfismo de 

$1: SC* (1' ; f) ----7 SC* (X; f ) 

y a través de ~I podemos definir : 

~*: c;<I(X';f} ) c;<I{X;f) 

haoiendo ~* ([hJ) = [~I (h)]. 

Igualmente puede repetirse el proOeso para pares propios 

y cohomologia relativa. 

Conviene· notar que no entra en juego la estructura 

esqueletal de X ni la de X'. 

2 - Sea ahora '1" X ---+> X' una aplicación propia y cellJ1ar. 

Para cada n, podemos definir la siguiente aplicación propia de 

pares propios: 
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restringiendo el dominio de ~ al n-esqueleto de X 

Repitiendo el proceso de (1) con ~n obtenemos: 

( 'fIJi).l: Hn(IJiI In-l) ) HIl(IIl' IX~_l) 

( 'fIn ) ... 2: J Il (In ,Xn-l) -~ JIl{Xn ' ,X~l) 

Denotando '1' 1 • a ( 'fin) * 1 y ~ 2 • a ( '1' z n)· es inmediato 

comprobar que se ... , IXI) ---) se. ( IX'I) 

es un morfismo de cadenas. \ 
Aplicando ahora el functor Hom(-;f) obtenemos el morfismo 

de cocadenas' 

Ifl = Hom('I'.;f): se*(lx'l;f) ---+ se*(lxl;j) 

y a través de él: 

En este caso, todo lo anterior plantea el siguiente 

probleIDd : 

Dada una aplicaci6n ~: X X' propia y celular, S.l 

denotamos w* a la aplicación inducida por" en la cohomologia 

G cuando se considera en X y X' su estructura celular (2) y ~* 

a la inducida cuando X y X' se consideran solamente como 

espacios topo16gicos (1) ¿Cuándo~· = ,*? ó más precisamente 

¿Cuando es conmutativo el siguiente diagrama? 

Gl'l (IXI;f) - GIl (X; f) 

I " 1 ~. ( 1) 

GIl (IX' 1; f ) - GIl (X';f) 
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GIl (IXI; f) denotá el grupo de cohomologia G inducido a través 

de la estructura esqueletal. 

La respuesta es: 

Proposioión 1.- El diagrama (1) es conmutativo. 

Demostraci6n.- Podemos formar el siguiente diagrama' 

l' 
i 

r 2. 

~~C~ 
S(¡X'I) ~ C(¡X'I) 

donde los cuadrados' 

S{IX!l ~ C(IXI) 

.~ ~ V,2 
S{ll' 1) -- C(jX' 1) 

y 
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S{lX[) ~ C( [XI) 

.. ~ ~,,2 
S([X'I) ~ c(IX'I) 

. ID __ (ID,1,UJ,2) son oonmutatlvoS, pues Tt T T 

morfismos de oadenas. 

Los morfismos l = (1 1,12 ) e l' 

I: SC(I![) --+ SC(I!I) 

l' :SC(IX' 1) ~ SC(lX'¡) 

son equivalencias de homotopia. (cápitulo 11, párrafo 5). 

Además [M] [W.G.2), el siguiente diagrama es conmutatIvo 

salvo homotop.ia. 

i 

S(X) ~~ S(X') 

Por [E-H-R] el siguiente cuadrado es asimismo conmutativo 

salvo homotopia 

2. 

C(lXI) ~C(IX'I) 

t2 1I2 

C(X) 
~1. 
-~ C(X' ) 

POl.' lo tanto, el cubo del principio de la demostrac16n es 

conmutativo salvo homotop1a y de ello se sigue el resultado 
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:3 - Consideramos ahora .. celular, propia y solvente. AdemAs 

de las dos anteriores maneras de inducir morfismos en 

cohomolog1a oonsideramos la inducida a través del portador 

minimal {Ea} de •. 

Se observa fácilmente que la manera de inducir " 

(oonsiderando sólo a l como aplicación propia y celular) está 

asociada al portador minimal. 

En efecto, sea (J un generador "no compacto" de ~(\XI) y 

h: In-l~ J ~ (} un homeomorfismo. Recordemos que ,(O) e Eo y 

notemos que Cn{IEal) ~ Cn(IXI) es el monomorfismo inclusión 

Como Cn(!O!) = Jn(O,aO) es un sumando directo de ~(IXI) podemos 

formar el diagrama conmutatlvo 

Cn (¡XI) 
'f1l 
-~ en (IX' 1) 

r ~ r 
(t'IQ'\r 

Cn ( 1(1) Cn(lEo 1) 

ti son números enteros. 

Análogamente si ('1 es generador de S1\( IXI) . 

Se sigue de 10 anterior que '1 = llt, siendo 1lt el 

morfismo inducido en las cadenas cuando se oonsidera .. como 

una aplicación propia, celular y solvente. 
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Conclusión.- Si X Y X' son complejos cúbicos propios finitos 

y ~: X ----+1 X' una aplicaoión celular; propia y solvente, 

.... 
los 1Il0rfislIloB inducidos por 41 en coholllologia G de cualquiera 

de las formas descritas en este capitulo son el mismo. 
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CAPITULO IV 

EITENSIOI DE APLICACIONES PROPIAS 

En este capitulo y en los siguientes (X, A) denotará un 

par de complejos cúbicos propios finitos ~ denotará el 

n-esqueleto de X y Xn denotará A U Xn . y será un espacio 

topológico arco-conexo con un único final propio 

El problema que nos planteamos es el siguiente: Dada una 

aplicación propia f: In -----+ y (n ~ 2) ¿Bajo qué oondiciones 

puede extenderse f propiamente a Xn.l?' Para resolverlo, 

asociaremos a f una oocadena de Hom(Scn+l(¡X,A¡); 'lln(Y)) (donde 

~(Y) es el elemento de Morf Ab, 'lln(Y): 1tn(Y) ---+ dn-l (Y)) Y 

demostraremos que cuando esta cocadena es O, f puede 

extenderse. 

En el párrafo 1, demostramos que toda aplicac.lón 

propia g: A -----+ Y admite una extensión hasta Xl' y S.l 

n1 (Y) = O la admite hasta X2 

En el párrafo 2/ definimos la cocadena mencionada y nos 

dedicamos a estudiar sus propiedades. Demostramos que es un 

cociclo. 

En el párrafo 3 estudiamos la acción de una aplicación 

propia, celular y solvente sobre el cocic10 definido en el 

párrafo anterior. 

Como consecuencia / dada una aplicación propia j' A ~ y, 

si puede extenderse propiamente a X2 , tenemos un método para 

99 



saber si puede haoerlo a todo X, se trata de estudiar las coca

denas (obstrucciones) que se pueden asociar a las sucesivas 

extensiones de t. 

Utilizaremos el funtor aditivo contravariante Hom(-;G) en 

dos categorias, a saber: )JJ y Morf Ab. En el primer caso G 

será 1In(Y) o bien ln-l (Y), en el segundo G será el homomorfismo 

'Pn(Y) . 

1.- Indice de extensión propia 

Definición 1 - Dado n EZ, una aplicación propia t: A ~ Y 

se dice n-extensible propiamente sobre X, sii existe una 

aplicación propia g: Xn ~ Y de tal manera que t es la 

restricción de 9 a A. 

Diremos que 9 es una n-extensión propia de t y la 

denotaremos in' 

Proposición 2.- Toda aplicación propia t: A ~ Y es 

l-extensible propiamente sobre X. 

Dernostraci6n.- Sea Q: J ~ Y un representante del final 

de Y e YO = 0(0). 

Para cada x E A definimos g(x) = f(x). 

Para cada vertice v de X ........ A definimos g(v) = Yo' 

Sea (T un 1- cubo compacto que no esté en .A I h: 1 ---4 a 

un horneomorfismo, v1 y v2 los vértices de O Y ~: 1 ~ Y un 
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camino que une g( vi) y g (v2) Para un punt o cualquiera x de a 

definimos 

Sea ahora a un l-cubo no compacto, h: J ~ CJ un 

homeomorfismo , v el vértice de a y p: 1 ~ Y el camino 

que une g(v) con a(O). 

Definimos la aplicación propia: 

ep: J ~ Y por 

ep(t)=p(t) siO~t~l 

ep{t) = a(t-l) si t ~ 1 

Para un punto cualquiera x de a definimos 

g(x) = ep oh-1 (x) 

Entonces g es una aplicación propia definida en todo Xl .# 

Definición 3. - Llamaremos indice de extensión propia de una 

aplicación propia f: A -- Y al supremo de los n E N pal-a 

los que t es n-extensible propiamente. 

Es claro que el indice de extensión propia siempre 

existe. 

Proposición 4.- Dos aplicaciones propias 1, g: A ~ Y 

homótopas propiamente, tienen el mismo indice de extensión 

propia. 

Demostración. - Sea ep: XI1 ~ y una n-extensión propia de f 

y F: A x 1 ~ Y una homotopia propia entre f y g. Por ser 

101 



A un subcomplejo del complejo cúbioo propio finito Xn, tiene 

la propiedad absoluta de extensión de homotopia propia 

(Teorema 1-1-17), 

homotop1a propia 

y por 10 tanto F se extiende a una 

tal que 

Definiendo 

por 

H:Xx1~Y 

y 

,: Xn~ y 

'(x) = H(x,l) para cada x E XIL 

obtenemos una n-extensión propia de g. # 

Proposición 5. - Sea Y e Y' dos espacio topológicos 

arco-conexos y con un sólo final propio, (X' ,A') Y (X,A) dos 

pares de complejos cúbicos propios finitos , h: Y ~ Y' una 

aplicación propia y g: (X' ,A') ~ (X,A) una aplicación 

celular propia. Si f: A ----4 Y es una aplicación propia 

n-extensible propiament.e sobre X, entonces la aplicación 

propia f' = h 01 og: A' ----4 Y' es también n-extensible 

propiamente sobre X' . 

Demostración: Sea~: Xn ~ Y una n-extensión propia de 1, 

por ser 9 celular, g(Xn ') c: in . 

La aplicación 

nos proporciona una n-extensión propia de f'. # 

Corolario 6.- Si (X,A) es un par de complejos cúbicos 
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propios finitos, el 1ndice de extensión propia del par no 

depende de la estructura del compleJo cúbico propio flnito 

del par. 

La demostración es inmediata aplicanco el Teorema de 

aproximación celular [1.1.19] y las proposioiones 4 y 5 

Proposición 1 - Sea f: A ~ Y una aplicación propia Si 

1[o(Y) = 1[1 (Y) ::: O entonces j es 2-extensib1e proplamente 

D~mo.e: t ra c:i 6n - Sea j 1 una l-ext ensión propia de j , O un 

2-cubo no compacto de X y h: IxJ ~ O un homeomorfismo 

Notemos que las aplioaciones propias: 

hO ::: f l o h I Ix{O} u{O}XJ: 

h i = f 1 ° h I {1} xJ 

Ix{O}U{O}xJ -----+ y 

y {1} x J -----t y 

son dos representantes del final propio de Y; es más, podemos 

considerar ambos como representantes de dos elementos Xo y Xl 

de JO(Y)' 

De la sucesión exaota que conecta los grupos de homotop1a 

propia ,,*, .l. Y 1l* - -
... ~ 1[l(Y) ~ Jo (Y) ~ .& (Y) 

como 1[1(Y) = O Y 1I0(Y) = O (Y tiene un único final propio), 

se sigue que lo(Y) = O, luego Xo = Xl Y por 10 tanto f So hl 0(1 xJ) 

se extiende propiamente a una aplicación 

H: IxJ ~ X 

Definimos para cada X E O 
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Sea ahora (J un 2-cubo compacto 

homeomorfismo 

La aplicación 

representa un elemento xl E 1t1 (Y) = 0, por tanto existe una 

aplicación tal que 

Para cada x E O definimos 

Con 10 anterior hemos obtenido una extensión propia de f a X2 ·# 

Notemos q\.le por tener Y un sólo final propio, j es 

siempre 2-extensible al subcomplejo U de X det erminado por 

todos los cubos no compactos. En efecto, sea (1 un 2-cubo no 

compacto y h' Ix J ----1 (J un homeomorfismo. 

L~s aplicaciones propias 

y 

ha == j 1 e h 1 (O»: J: {O} X J ~ Y 

h1 == h «) hl [l}xJ: t 1} xJ ~ Y 

son dos representantes del final propio de Y, luego existe una 

homotopia propia H: IxJ----1 Y 

de tal manera que H(O,t) == hO(t) 

y H (1, t) = h1 (t) para cada t EJ. 

Definiendo ahora 12 (x) = H o h-1 (x) para cada x E O obtenemos 

una 2-extensión al subcomplejo U. 

Esta aplicación puede no ser compatible con ft: Xl ~ Y 

pues hlh(lX o) puede no coincidir con j2hi(lx O)' Ahora bien la 

aplicación p: 1 ----1 Y 

dehnlda por 
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~ ( t) = 1t o h 11 x {O} (2 t ) 

~(t) ;:; f2 o hIIx{O} (2-2t) 

si O ~ t ~ 1/2 

si 1/2 ~ t ~ 1 

representa un elemento de n1(Y). Si este elemento no es O las 

aplicaciones no son compatibles, si es cero si lo son. 

Cuando ni (Y) = o garantizamos la compatibilidad y la 

2-extensibilidad de f 

2.- Cociclo Obstrución 

En este párrafo y en los siguientes Y es un espacio 

topólogico que además de tener un s610 final propio y ser 

arco-conexo es (n) n-simple y (1) (n-l) simple. (n~ 2) 

Estas oondiciones para Y garantizan (ver [Hu.4.IV.16) y 

(J . 2 . 3 J) qu e 

1tn (Y, y O) :: nn (Y) para cada YO E Y 

y 'tn-l (Y,a) :: Jn-l (Y) para cada representate a 

del final propio de Y. 

nn(Y) denota las n-esferas libres de Y salvo homotopia 

y ln-1 (Y) es el oonjunto de olases de equivalencia de 

aplicaciones propias 

g: a (In x J) -----4 Y 

bajo la relación de homotop1a propia [1.2] 

Consideramos la teoría de cohomolog1a definida en [II.4] 

con ooeficientes en el homomorfismo de grupos. 

C!ln: 1tn(Y) --<ln-l (Y) [1. 2] . 
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A este objeto de Morf Ab 10 denotamos por ~n(Y) o simplemente 

por 'Pn. 

Notemos que las hipotesis sobre Y garantizan que Jn-l (Y) 

es abeliano incluso para n = 2. 

En II. 5 garantizamos que los complejos de cadenas 

SC ... (IX,AI) y SCt(X,A) son homotópicamente equivalentes. Como 

Hom(-;'Pn(Y)) es un fuctor aditivo, \ Hom (SC*c!x,AI L'Pn(Y)) y 

Hom{SC*(X,A};~n(Y)) son homotópicamente equivalentes. 

Por otra parte, recordemos que 

Jn (Xn,Xn-l) es el grupo abeliano libre generado por todos los 

n-cubos de X que no estan en A, es el gl"UPO 

abeliano libre generado por los n-cubos compactos de I q\.le no 

estAn en A y In es el monomorfismo inclusión. 

Consideramos la aplicación propia 

Esta aplicación determina una (n+1)-cadena 

del modo siguiente: 

sn+l (f): ~1 (Xn+l' In) ~ 1tn(Y) 

esta definida por Sn+l (f) (O) = (f I ó)* o el o P,t1 (O) 
-1 • donde 1) Pn : ~l(O,O) 1tn(O,Q-,,..) es el inverso del 

isomorfismo de Hurewicz 

2) o : nn+l (O,á,,..) ~ 
. 

nn(O,,..) es el operador borde 
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de la sucesión exacta de grupos de homotopia n asociada al .par 
. 

(0,0). 

3) (fl ó)*: 1tn(O,*) ---+ 1tn{Y,f(*)) - 1tn(Y) 

es el homomorfismo inducido por fió en los grupos de homotopia 

1tn. 
• 

Notemos que aunque elijamos otro punto .. ' E O, el 

elemento Sn+l(f){O) que obtenemos en Rn(Y) es el mismo, pues 

y es (n}n-simple. 

está definida por: 

si O es un n-cubo compacto Cn+1 (f )(0) = (jIn (SI\+I (t) (O)) 

si O es un n-cubo no compacto Cl\+l(j) (O) = (flo)*od oPt1(0) 
= 

donde 1) p~-l: Jn+1(0,O) --~ Jn(O,O,O) es el inverso del 

isomorfismo de tipo Hurewicz [ver I. 4] . (a es un rayo base en O) 

• 
2) ~ J n-l(O,Q) es el operador borde 

de la sucesión exact.a de grupos de homot.opla ! asociada al par 

propio (0,0). 

3) (j I ó)*: Jn-l (o,a) ---+ Jn-l (Y I f ° a) :: Jn-l (Y) 

es el homomorfismo inducido por (fió) en los grupos de 

homotopla propia l. 

Notemos que, como antes, aunque elijamos otro rayo a' en 

Ó, el elemento Cn+l (f) (O) que obtenemos en Jn-l (Y) es el m~smo, 

pues Y es (1) (n-l )-simple. 

Definición 1- Llamaremos cocadena obstrucción propia 

(n+l)-dimensional de f a la cocadena SCu+1(f). 
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Suponemos ahora f: Xl ----tI Y. Si Y es (JI) l-simple. 

entonoes nI (Y) es un grupo abeliano, como además ~(Y) = O, de 

la suoesión exaota: 

... -~ .!ti (Y) ~ ni (Y) L Jo(Y) ~ 1Io(Y) = O 

se sigue que Jo (Y) es biyectivo con un grupo abeliano, 

Entonces n1(Y} y JO(Y) son grupos abelianos y, si Y es 

(~)O-simple, podemos definir SC2(f). 

Para n i!:2, si los oonjuntos 7tO(XX\+l)' 7tO(Xn), JO(Xn+l) y 

~(Xn) son triviales y además el par propio (Xn+1,Xn ) es 

(JI) n-oonexo y (J) (n-l) conexo, podemos definir "globlalmente" 

la oooadena obstruooión oomo sigue' 

Notemos, en primer lugar, que las oondioiones sobre Xn+1, 

y Xn garantizan [Teorema 1,4.1. ] la existenoia de los 

epimorfismos de tipo Hurewicz: 

- -
Pn: 1tn+1{Xn+1,Xn,a(O») ~ ~l{Xn+l,Xn) 

- -
'---+1 J n+1 (Xn+1, Xn) 

donde a es un rayo base oualquiera en In' 
Entonoes definimos 

- - Pn. - - ~ - ,. • 
S:Hn+dXn+l,Xn)~ 1In+l(Xn+l,Xn,a(o))~ 1In(Xn,Q(O)~ nn(Y) 

- - p - -
C:Jn+1 (Xn+1,Xn ) ~ Jn(Xn+l'Xn ) 

S = f* o ao p1t-1 y 

,-,,-0_-+) Jn-I (in,a) bJn-l(Y) 

C = 1 * o a o p,-1 

= 
C está bien definida pues 1*od anula ker p! . En efeoto, sea b 

un generador de ker p!' b = x - gx donde 

9 E~l{Xn) y g.x indioa la aoción de 9 en x (Teorema 1.4.1.). 
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Entonces . 

f .. o~(b) = f* oo(x-gx) = f .. (ch-o(gx)) = f*(ox-g(ox)) = 

= f .. ( ox) - f * 9 ( dx )) = f ... ( eh) - f * ( g) . f * ( ax) . 

Como 1*(g) EJh (Y) Y éste actúa trivialmente en Jn-l (Y) se sigue 

qu e f .. o a ( b) = o 

Análogamente se comprueba que S está bien definida. 

- - -
Proposioión 2. - Si los conjuntos 1tO(Xn+1 ), 1tO(XnL Jo (Xn+l ), 

-JO(Xn ) son triviales, y el par propio (Xn+l'Xn ) es (1t)n-conexo 

y (I) (n-l )-conexo, entonces, para n ~ 2 

y Sn+l (f) = S 

Demostración.- C, Cn+l(f): J n+1 (Xn+1 'xn) --~ Jn-l(Y) 

Vamos a comprobar que C(O) = ~+1 (f) (O) para cada (n+l )-cubo de 

En primer lugar suponemos que a es no compacto. 

Consideramos entonces el diagrama conmutativo [ver 1.4] 

C: Jn+1 (Xn+l'Xn ) JL Jn(Xn+l,Xn,Q)~ Jn-l (Xn,a)~ Jn-l (Y) 

r ~\~)~ 
d • ---+) Jn-l (O,a) 

Jn+l (O, O) es un sumando directo de Jn+1 (Xn+l'Xn ) luego 

e (O) = Cn+1 (f) (O). 

Suponemos ahora que a es compacto. Ahora consideramos el 
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siguient.e diagrama oonmutativo [ver I .4]: 

Hn+l{O,O) es un sumando sumando directo de Jn+l(Xn+l,Xn)' luego 

e ( a) = <p S ( O) = cp Sn+ 1 ( 1) (O) = Cn+ 1 (f ) ( O) . 

Como conseouencia (S. e) = SCn+l (f ) . # 

Optamos por la def inición oubo a oubo (loca l) de la 

oocadena obstrucción para evitar restringir la oategor1a de 

los complejos cúbicos propios finitos a la de aq11ellos que 

s610 tienen un final propio. En efeoto, de la sucesión exacta 

q'1e conecta los grupos de homotopia propia n, ~ y J. 

, . '---4 ni (Xn ) -4 Jo (Xn ) ~ ~O(Xn) ~ Jto(Xn) 

se sigue que nO(Xn) = O, luego In s6lo tiene un final propio y 

como n ~ 2, X s610' tiene un final propio. 

No obstante, tendremos en cuenta que, en las hip6tesis 

de la proposici6n es posible definir "globlamente" la cocadena 

obstrllcci6n, y lo utilizaremos más adelante. 

Volvemos al caso general (f: In -4 Y). Sea a un (n-l)-oubo 
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no compacto que no está en A y sea h: (IllxJ,o(I:nxJ)) ----o (CJ,OCJ) 

un homeomorfismo_ 

Podemos considerar la aplicación propia: 

9 = (flaa) o h!a(Inx J): o(InxJ) ) Y 

9 representa un elemento de Jn-l (Y) [1.2] I precisamente 

Cn+l(f)(O). Es decir Cn+l(f)(O) = [tlaa)' 

Notemos que si 9 representa el elemento O de Jn-l (Y), 

existe una extensión propia de 9 a IIl x J, gl [RiIV,3,9]. 

Considerando gloh-1 obtenemos una extensión propia de f a O 

Igualmente ocurre oon los (n+l }-cubos compaotos, pero estos 

ahora determinan elementos de nn{Y)' y también 

Sn+l ( f ) (O) = [f I acr] 

y 51 fl 30 representa al elemento cero de nn(Y)' f puede 

extenderse propiamente a O, Por lo tanto: 

Teoreaa 3, - La aplicación propia f: "in ) y tiene una 

extensión propia sobre In+l' si y s6lo si Sen+1 (f) = O. 

Si Xn+1 tuviese infinitos cubos, no podriamos garantizar 

qlle la extensi6n fuese propia, 

Teore.a3.- -Scn+1 (f) es un oooiclo de sca+1 (IX,AI; 'Pn(Y)). Lo 

llamaremos oooiclo obstrucoión propia (n+l}-dimensional de f· 

Demostración.- cS(Scn+1(f)) = (S(Sn+l(f)), cSCn+1(f)) 

SSn+1 ti) = O 

(La demostraoión es análoga a la efeotuada en [Hu 4,VI.3.1]) 
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Comprobaremos ahora que &cn+l(f) = 0, 

Sea O un generador "compacto" de Jn+2 (XI\+2, Xn+l) 

~(Cn+l(f)(O)) = ¡:a+l(f) (da) = IjlSn+l(f)(dO) = 1jl(5sn+1 (f}(0)) = 

= Ijl(O) = 0, 

Sea ahora O un generador no oompaoto de JI\+2{Xn+2 1 Xn+1)' 

Podemos oonsiderar O oomo un oomplejo oúbioo propio finito 

(n+2 )-dimensional. O denotará el (n+l )-esqueleto de (J y e; el 

n-esqueleto. Consideramos el diagrama \conmutativo 

. P1 • 
Jnt2 ( O, O) , Jn+l ( 0, 0, a) 

l' l' 
. Pl- . 

Jn+1 ( o) Jn( O) 

1 j. l~ (i) 
. J..i-_- .. .... d .. 

-b Jn-l (Y) H . Jn.+l ( o, o ) :b(O, O,a) ~ Jn-1 (O, a) 

a es un rayo base en o, Pi- denotan homomorfismos de tipo 

Hurewicz. j* son homomorfismos induoidos por la inclusión en 

las sucesiones exactas del par (o. a) . 
En (1) o 0)* = O, pues son dos homomorfismos seguidos de 

la (1) sucesión exacta asociada al par propio (0.0·), 

El homomorfismo de grupos : 

----) 1n-1 (Y) 

está bien definido. (Estamos en las oondiciones de la 

proposición 2). Además H(~) = cn+l(f)(~) para oada (n+l)-cubo ~ 

de (, 

• Notemos que dado x E JI\+2 (O, (J) se verifica 
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Además 

H o j* o a (x) = f *0 a o ji: o a ° PJ-l (x) = o 

H o j* o a (x) = ~ H (x) = ~ Cn+ 1 (f ) (x ) # 

Teore.a 4. - Si go' gl: Xn~ y son dos aplicaciones propias, 

hom6topas propiamente. Entonces 

Demostraci6n Sea, <1 un generador no compact o de 

Cn+l(gO}(O) = (golo)* oa ° PJ(O) 

Cn+l(91)(O) = (g1Io)*00 ° Pl(O) 

Vamos a comprobar que (gol ó)* = (gIl 0)* . 
(9016)* : .Jn-l (o,a) ¡ Jn-1 (Y, gota)) . 
(91\0)* : .Jn_l(o,a) ) Jn-l(Y' 91(a)) 

Como Y solo tiene un final propio Jn-l (Y, gO(a) =Jn-l (Y, g1 (a)). 

Además :Yl (Y, P J actúa trivialmente en Jn-1 (Y, P) para todo P 
rayo en Y, por lo tanto en Jn(Y)' Las aplicaciones 

representan el mismo elemento si son homótopas propiamente 

(sin necesidad de ser relativa la homotopia). Como go y g1 son 

homótopas propiamente, gola y g11G también lo son, luego 

(9016)* = (g116)*: ..!n-l(O) ) Jn-l(Y)' 

Recordando que n1 (Y,yO) actúa trivialmente en 1tn(Y,YO) para 

todo YO E Y Y repitiendo el mismo proceso con los grupos de 

homotop1a 1tn, obtenemos 

SCn+l(gO) = SCn+l(gl) 
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3.- Aooión de una aplicación propia celular y solvente 

en SCA+ 1 ( f ) . 

En este párrafo vamos a considerar la siguiente situación 

~: (X,A) (X' ,A') es una aplicación propia, celular y 

solvente entre dos pares de complejos cúbicos propios finitos. 

f': A' ----+) Y una aplicación propia que posee una n-extensión 

, -
propia f n' Xn --) Y. De aquí se sigue que la aplicación 

f = f' o $IA es también n-extensible propiamente, y una 

n-extensión propia viene dada por in = in'() $IXn' Podemos 

construir SCn+1Un a ) y Scn+1(fn ). Vamos a estudiar como están 

relacionadas estos dos cociclos. 

Por ser $ solvente, su portador mínimal es lleno y por lo 

tanto $ induce un único homomorfismo de cadenas definido a 

través de este portador, además es el mismo que el que se 

induce considerando a ~ como aplicación ce lu lar [Cap. III]. Por 

lo tanto, existe un único morfismo de cocadenas 

---)) Hom (SC*(IX,AI); fPn(Y)). 

En estas circunstancias, se verifica 

Teoreaa 1.-

Demostraci6n.-

~~stara demostrar que se verifica: 
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y 

1 - Sea O un generador de ~1 (Xn+1, Xn ) El subcompleJo 

correspondiente a O en el portador miDlmal {Eo} de ~ es de 

dimensión (n+l) (pues ~ es celular). 

Consideramos el slguiente diagra~~ CO~JtatlVO: 

00 y ~O son puntos de O y ~i respectlvamente 

1'ii es un (n+l )-cubo compacto del subcomplejo portador de O, Ea· 

Luego HI\+l(~i/~i) es un suma.ndo directo de ~+l(El+l;E(T'). 

41,1. ~+1 (O. Ó) ------; ~+1 (E(JfL+l, El) 

es una aplicación inducida en las homolog1as (es en realidad 

una $.a.) 

Sea k = (f' I~)* o o opn- L ~+¡(E(JI\+lIE(Jn) -----t 1tn(Y) 

Entonces: 
. 

S:Ml(tnHO) = k o4l,1{O) = k(!1'1i) = !k(11;.) = !N*l Un' )(11;.) = 

= Sn+1Un' )(!l1i) = Sn+l{fn' )(,,1(0)) 

luego Sn+l(fnHO) = Sn+1UJ).') .,,1 

-2 - a) Sea O un "generador compacto" de Jn+l (ln+l' In)' Debido a 
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la conr~tatividad del diagrama 

obtenemos . 

Cn+l{fn ' )o~2(('I) =fjl (Sn+1Un ')) o~l(l-l(('I)) = fjloSn+l (fnHr1 (('I)) = 

= CIt+ 1 (j' '( ('1 \ IL I I 

b) Sea ('1 un generador no compacto de J n+1 (XI1+1, In) . 

El subcomplejo portador de o, Eo es del mismo tipo de homotop1a 

que J, Y tiene por lo tanto un solo final propio que 

denotaremos por b, además el par propio (Ean+11 Eon) verifica 

las hipótesis del Teorema de tipo Hurewicz [1.4.1 ] Y por lo 

tanto existe 

Como antes llamamos : 

k = (J n' IEn )* .. a OPt-1 : Jn+1 (Ean+l , ElL) -----+~ Jn-l (Y) 

~2(('I) = I111 (finito) 
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Tlt son (n+l)-cubos del subcomplejo portador de a, Ea 

Vamos a ver a continuación como lleva k a cada uno de los 

cubos Tlt según sean estos compactos o no 

i) Si 1')i es un cubo no compacto,Jn+l (lli, %,) es un sumando directo 

de Jn+l{Ean+l/Ean), y el siguiente diagrama es conmutativo: 

~ Jn-l (Eon, b) 0~\~1:-1 (Y) 

t.AhJ 
i* son las aplicaciones inducidas por la inclusión i: ni ~ Ea I 

es inmediato que k{'li) = Cn+1 0n' )(11i) 

y se obtiene el diagrama conmutativo' 

donde 4 son homomorf ismos inducidos por la ine lusi6n 

i: 11i ----4~ Ea I cp son los homomorfismos que conectan 1t y t en 
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la sucesión exacta que relaciona los grupos de homotop1a n, ~ 

y l y 1 el homomorfismo inclusión. 

Entonces 

De todo ]0 anterior se deduce: 

luego 

Cn+l(fn )(('1) = k o 4t2 (('1) = k(I111) =I k(lli) = 

= 1: Cn+ 1 (f n' )( %.) = Cn+ 1 (f n') (1: 111) = CM 1 (f' ) o 4lt 2 ( ('1 ), 

\ 
SCn+l(f~'o$) = ~1(SCn+l(fn'}). 
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CAPITULO V 

EITENSIOH DE HOKOTOPIAS PROPIAS 

En este capi tulo, como en el anterior, (X,A) 

denotará un par de complejos cúbicos propios finitos e Y 

será un espac~o topológico arco-conexo, con un sólo final 

propio, (TI) n-simple y (l) (n-l )-simple. 

Nos planteamos el siguiente problema: Sea n 2 2, dadas 

dos aplicaciones propias 

f o' f í : In ~ y 

ta les que existe una homotopia propia G entre fo I Xn-l y fllin-l 

¿Cuándo es posible encontrar una extensión propia de G a todo 

XnxI'J. Para abordarlo, construimos el siguiente par de 

complejos cúbicos propios finitos (X, A), con 
...... ,.... 
X = I x X, A = 1 x A 

donde 1 es el 1-cubo [0,1], considerado con la siguiente 

estructura de complejo cúbico propio finito: dos O-cubos {O} y 

{1} Y un 1-cubo compacto i. Notemos que 

Entonces 

A In lo denotaremos por 

Podemos también. basándonos en f o' fl y G, definir la 

aplicación propia 
A 

F = (fo,G, 11): Xn~ y como 
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Fl o x In = fo F I 1 X In-.1 = G ; rl 1 X In = 11. 

Estudiaremos la obstrucción a " extender propiamente r a Xn+! 
I 

SC~l(F), y con ello la obstrucción a extender G propiamente a 

1 x Xn . Veremos qué propiedades verifican estas obstrucciones 

y como consecuencia, volviendo al problema de la extensión de 

una aplicación propia, obtendremos un teorema de extensión 

para aplicaciones propias análogo al teorema de extensión de 

Eilenberg para aplicaciones continuas. 

En párrafos posteriores generalizaremos el problema hasta 

aqui planteado tratando de saber cuando dos aplicaciones 

propias f, g: X ~ Y son homótopas propiamente relativas a A. 

Con los métodos introducidos, resolveremos el problema cuando 

y verifica algunas hipótesis adicionales, asi como los grupos 
:1< 

de cohomolog1a G del par (X,A) con coeficientes en 'Pn(Y). 

Como consecuencia obtendremos una caracterización de los 

complejos cúbicos que son homotópicamente equivalentes de 

~nera propia a J. 

1.-Cooadena diferenoia 

Sean fo' t1: In ~ y dos aplicaciones propias tales que 

tO!Xn-.1 y 11Iin-.1 son homótopas propiamente, a través de la 

homotopia propia G. 

Como hemos indicado anteriormente tenemos definida 
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~ 

F = (f o' G, f 1 ): Xn ~ Y. 

y asociada a F podemos considerar 

Sea O un n-cubo de X que no está en A, podemos considerar 

O como un generador del grupo de homologia Jn(Xn , Xn-l)' (si O 

es compact o, también es generador del grupo de homologla 

En (Xnl Xn-l ) ) . i x O es un (n+1) -cubo de Xn+1 que no está en A, 
,. 1-

por lo tanto ~ x O es un generador de Jn+l (1n+l' In) 
~ A 

(Hn.+l (Xn+1, Xn ) si O es compacto). 

Entonces 

donde k = (k1 ,k2 ) 

y 

es un monomorfismo. 

Notemos que 

con k2 (O) = i x O 

k1 (O) = i x O 

no conmuta con el operador borde. 

si O es compacto, 

Definición 1. - Llamaremos cocadena diferencia n-ésima (n ~ 2) 

de fa y f 1 , Y la denotaremos por D.n(F) 6 D.n ( fO,G, ji) a la 

sigui ent e cocadena de Hom( SCn ( IX I Al) ; <¡In (Y) ) . 

An(F) = scn+1 (F) o k 

D.n(F) = (dIl(F), on(F)) = (Sn+l(F) ok1, Cn+l(F) ok2 ). 

Notemos que : 

y está definida de modo análogo a la cocadena obstrucción 

clásica [VI. 4 H\161· 

dIL(F)(O) = Sn+l (F) (i x o) 

on(F): Jn(XIl1 In-l) ~ Jn-l (Y) 
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se define del siguiente modo 

on(F) (O) = CM! (F) (i x O) 

En el capitulo IV, veiamos que cuando 1t.1 (Y) es un grupo 

abeliano podiamos definir SC2(f). Por 10 tanto, en las mismas 

circunstancias • podemos def inir SC2 ( f) o k 

mismo 6.1 (F) . 

o lo que es 10 

Nota - Cuando fOIXn-l = 11 IXn-l y G sea la homotopia "constante" 

Como consecuencia inmediata del Teorema IV.2.2 obtenemos: 

Teorema 2 . - Existe una homotopia propia entre f O Y f 1 

extendiendo G si y solo si 

Como consecuencia del Teorema IV.2.4 obtenemos: 

A 

Teorema 3 Si F Y F': 1,;1 -----+ Y son dos aplicaciones 

propias tales que son homótopas propiamente entonces 

En el capitulo anterior hemos demostrado que SCn+1(f) es 

un cociclo cuando f: In ---+ y es una aplicación propia. 

Veamos que ocurre con 6.n (F). 

Teorema 4 

Demostración ~ Vamos a medir la conmutatividad del siguiente 

diagrama 
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Sea O' un generador de J:n+1 (In+1 'in)' 
~ 

15on(F} (O) = on(F) (o{O» = Cn+l(F) (ixoO') (1) 

"- 1\. 
Por otra parte i xO es un generador de J:n+2(Xn+2, 1n+1), 

~ "-
luego O = 15(C:n+l (F)} (i x O) = en+1 (F) (o(i x O» = 

Cn+1(F) ({l}xO -{O} xO - ixa(CJ)} = 

= cn+1 (F) ({l}x O) - cn+1 (F) ({ O} x O) - Cn+1 (F)(ixa (0))= 

= Cn+1 (ft )( O) - CM1 (10)( O) - en+1 (F)( ix a (O)) 

1\.1 ego Cn+1 (F)(ixa (O») = en+l(h)(O) - Cn+1(fo)(0) 

y después de (1) 

Son{F)(O) = Cn+1Ud(0) - Cn+1 UO}(0). 

Con la otra parte del par se sigue un prooeso análogo y 

obtenemos: 

y por fin, 

6dn(F)(0) = Sn+10t>(0) - Sn+1Uo}(0) 

6 ón ( F) = Sn+ 1 {f d ( O) - Sn+ 1 ( f O )( O) . # 

Vamos a analizar ahora, oomo en el capitulo anterior, 

oómo actúa una aplioación propia oelular y solvente entre 

pares de complejos cúbicos propios finitos sobre la cocadena 

diferencia. 
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Nos encontramos ahora con la siguiente situación: 

~: (X,A) -----+ (X' ,A') es una aplicación celular, prop~a y 

solvente,fo' ,fl': In' ~ y dos aplicaciones propias, homótopas 

propiamente en ~1 a través de una homotopia propia G'. 

Entonces JO = fo' .. ~ y f 1 = ft' .. ~ son homótopas propiamente 

-en In-l a través de una homotop1a propia G = G' .. (idI )( ~). 

Notemos que id¡ x ~ es también celular, propia y 

solvente, por lo tanto: \ 
( i dI x ~ ).. == id)( $t 

'" A Denotando k' = (k1 ', k2 ' ): SCn ( IX' ,A' I ) ----7 SCn+I (IX' ,A' 1), 
/'\. 

41' a la restricción de idI )( ~ a In' F = (jO,G,jl) y 

F' = {fo,G, fd (Notar que F = F' o~' L obtenemos: 

Demostración .-
1(' 

----+) SCn+I (IX' ,A'¡) 

id )( 4It 
seMI (F' ) 

SCn+l (IX' ,A' I) 

SCn+1 (F) 

~(Y) 

$.(~n(F·) =b.n(F')o~ =SCn+1 (F') o k'o~ = 

== SCn+l(F')o(idx~)ok = (idx~t)oSCn+l(F') o k = 
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= (id)( ~)loSCn+l(F') o k 

que por el Teorema IV.3.1 es igual a SCn+1 (F') o k = /::,.n (F) 

2.- Teore.a de extensi6n propia 

En este párrafo demostraremos un teorema de extensiÓn 

para aplicaciones propias análogo al teorema de extensión de 

Eilenberg para aplicaoiones continuas, para ello 

desarrollaremos previamente los lemas previos necesarios. 

Sea n ~ 2, consideramos rtlxJ, llamaremos K a d(Il\X.J) 

considerado como complejo cúbico finito, EO al subcomplejo de 

K, {1} x I n- 1 x J, Y El al subcomplejo de K formado por la 

unión de los restantes n-caras de K. Notemos que EO y El son 

del tipo de homotopia propia de J. Llamaremos a al l-cubo de K 

{ll x{O} x ... x {O} x J, que está en EO n El' 

Le.a 1.- Dada una aplicación propia f: (El,a) ~ (Y,y) y 

un elemento x de Jn-l (Y, y) I existe una extensión propia g 

de f a K que representa a x. 

Demostraci6n.- Sea 90: (K,a) ~ (Y,y) un representante de x. 

COlDO El retracta propiamente a a, gol El y 1 son hom6topas 

propiamente a la aplioaci6n "constante" rayo y de El en Y, 

luego existe una homotopia propia 

F: E1x 1 ~ Y 
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tal que F(x,l) = f(x) 

y FI~xI(x,t) = go(x) = f(x) 

para cada x E El' Y cada t E 1 

Llamamos e a 

EO es un subcomplejo de EO' luego tiene la propiedad de 

extensión de homotopia propia en EO [Teorema 1.1.17). Entonces 

si definimos 

h: (EO x {O}) U (EO xl) ----+ y 

COIDO hl Eox {O} = golEo y 

h se extiende a una homotopia propia 

Definimos ahora la aplicación propia 

g: K ----+ Y 

como Y 9 lEo = 81 Eox {1}' 

Entonces g, go (rel ex). En efecto, construimos la homotopia 

G: KxI ~ Y 

haciendo F(x,t) 

G(x,t) = 
9(x,t) si x E EO 

y 9 es una extensión de f que representa a x. ti 

En términos análogos puede enunciarse un lema para cubos 

oompactos y 1tn(Y). En efeoto K denotará el oomplejo dIl\, EO 

será el suboomplejo {l}xIn-l, El el subcomplejo formado por la 

unión de los restantes (n-1) caras de K y kO = (1, O ... O) . 

Not emos que EO y El son del mismo tipo de homotopia que un 

punto y que toda aplicación t: (K, kO) ----+ (Y I YO), representa 
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un elemento de 1tn (1, YO). Esto permite demostrar, de manera 

analoga al lema anterior, el siguiente lema. 

Leaa 1'. - Dada una aplicaci6n continua t: (El1 kO) ---+ (1, yO) 

Y un elemento x E ~ (1, YO), existe una extensión propia g de j 

a K que representa a x . 

Leaa 2.- Dada una aplicación propia 

F O : (O X XIl ) U (1 x i n- 1 ) ----+ 1 

Y un elemento c de Hom (S~(lX,AI); IPn (1}) , existe una 
A 

ext ensión propia F de F O a X¡L de tal manera que tJ.IL(F) = e 

Demostraci6n.-

Sea (T un generador no compacto de 

h' In-l x J o un homeomorfismo. Consideramos 

(In-l x J ) 
...... 

idI x h: 1 x ) X 

Y llamamos El = O x (In-Ix J) U 1 x d(IIl-lx J) 

y EO = 1 x In-l x J 

por el Lema 1, la aplicación propia 

Go = FO o (idI x h) I E~: El -~ 1 

t~ene una extensión propia G: d(I x In-l x J) 

representa al elemento 02(0) E Jn-l (1) . 

Definimos ro = G o (idI x h)-ll a(I x O) : d(I x O) 

1 , que 

y 

Sea O un generador compact o de J n (Xn, Xn- 1 ) , (es también 

d d l-i(-X -X ) ) y h: In ----+ O un homeomorf ismo . geTlera or e 4-n n' n-l -Con s ideramos ahora idI x h: 1 X In ----+ X I llamamos 
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EO = {l} x In, El = {O} x In U Ix in y aplicamos el Lema l' a 

GO = F O o (id! x h) I Ei: El I Y 

Y obtenemos G: o(Ix In) ~ y que representa a c1(0) E TIu(Y) 

Llamamos Fa a la aplicación propia. 

F G = G o (i~ x h )-1 1 "(1 x O): a (I x O) -~ y 
'" Definimos ahora F: In y haciéndola coincidir cen 

A 

Fcr en Cl(Ixo). F es propia pues Cl(IxO) es cerrado en In y hay 

sólo un número finito de cubos. Además 

dIL(F)(O) =Sn+l(F)(ixa) = [Fl a(ixO)l = lFcrl == cl(O) 

on(F)(a) =: Cn+l(F)(ixO) [FlaCixo)l =: [Fol == c2(0) 

luego ~n(F) = c # 

Corolario 3 Sea b E Bom (SCn+1 (¡X/AI); <Pn(Y)) un oooiclo y 

sea 9 ~----'1 Y una aplicación propia tal que SC-l'l.+l (9) es 

cohomólo90 a b. Entonces, existe una aplicación propia 

91: Xn --1 y tal que sen+i (91) = b Y además 91 1 Xn-l = 9 I Xn-l 

Demostración.- Como b ~ SCn+l (9) podemos elegir una cocadena 

c E Hom(SCn(¡X,AI); ~(Y)) tal que b- sen+l (g) = óe. 

Definimos FO: {O}xXn UIxXn_1 ~ Y 

como FO(t , x) = g(x) para cada x E Xn y cada t El, 

por el Lema 2, existe lma extensión propia de FO' 

tal que 

Sea g: Xn~ y la aplicaoión propia dada por 

gl(x) = F(l,x) para oada x E In' 

Entonces por (1. 4] S (Ón(F» = seMI (91) - scn+1 (g) 

oomo S(Ón(F)) = So = b-SCn+l(g) se sigue que Sen+1 (9t) = b. # 
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Seguimos considerando n ~ 2 , construimos el oompleJo 

cúbico propio finito L=d(Il\xJ) U (1/2xIl\-l xJ) 

Llamamos EO = 1/2xln-l x J, El::: d([O,1/2]xln-l x J} ...... intEo• 

Ez = a([1/2,1)xln-l x J),-intEo, ya = 1/2x O x ..... xOxJ. Notemos 

que a está en EO' El y Ez y que los tres son del mismo tipo 

de homotop1a propia que J. 

Le.a " - El complejo cúbico propio finito L es (J:) (n-2 )-conexo. 

Demostración. - L es un esp..~cio contráctil, luego n r(L) :: O 

para cada r E N. 

De la sucesión exacta que conecta los grupos de homotop1a 

ni "ª y 1: 
... ~ 1Ir+l (L) ~ Jr(L) ~ JIr(L) ---~ 1\(L) ---+ ... 

Se obtiene que dr(L) :: Jh-(L) para cada r E N. 

Vamos a calcular n¡(L): 
.... "-

Por [Ce), sabemos que Jk.(L) = 1tr(T(L/oo); Po:) donde. 

"" L es la compactificación de Alexandroff de L, (L = LU{eo}) 
".... 

I~Llh(t) T (L,=) = (h: = 00 si y sólo si t = 1} 

" Y Po:' (1, 1 ) (1,00) es el camino dado por 

Po:(t)={1/2,O O, t /l-t ) para cada t de 1 tal que O ~ t < 1 Y 

'" L es una n-esfera junto con un (n-1 )-disco cuyo borde es el 

ecuador de la esfera, además tiene una estructura simplicial 

heredada de 1. En estas circunstancias, según el Corolario 
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14 6 de [Hu.:3) 

para cada r ¿ 1 

"" donde F es la frontera de la estrella de 00 en L. Notemos que F 

es la unión de dos (n-l)-esferas unidas por un hemisferio, por 

lo tanto 

1tr(F) = O si 1 s r < n-l y 

1tn-l (F):: ~ ~ ~ 

luegoJr(L) = O para cada r tal que 1 ~ r ~ n-2. 

Como 1t1(L) = O = nO(L), se sigue que JO(L) :: JW(L) y J!O(L) 

es O pues es claro que L tiene un solo final propio. # 

Lell&a 5.- Sea j: (L/a) ~ (Y, y) una aplicación propia y sean 

Xi los elementos de Jn-l (Y, y) representados por f IKi' entonces 

Demostración: L es (1t)(n-l)-conexo y (¡)(n-2)-conexo , entonces 

el homomorfismo de tipo Hurewioz: 

es un isomorfismo. 

Consideramos la sucesión exacta de homologia J asociada 

al par (In,Ln-l) (In = L) 

... ~ Jn(In-l) -~ 

como Jn(~l) = O se sigue que j. es un monomorfismo luego 

j* o P J: Jn-l (L,a) ~ Jn<Ln, Ln-l) 
es un monomorfismo. 

Consideremos ahora el caso particular en el que j = idL, 

entonces Xi está representado por la aplicación inclusión 
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i = 0,1,2 

Llamamos Si al elemento de Jn (l-rt'Ln-l)' j*oPt(xi)' Notemos 
:: 

que también está representaado por la aplicación Ti: Ki ~ L. 

Como j*o PI es un monomorfismo y 

deducimos que 

El resultado puede generalizarse inmediatamente a las 

condiciones del lema. #. 

Si llamamos ahora L = arIl. U (1/2 xln-l L EO = 1/2 x rIl.-l 

El = d([O,l/21xlrt-lxJ)'-.intEo, 

<lo = (1/2, .... , O ) , Ka = El U ~, 

y prooediendo de manera análoga obtenemos 

el siTliente lema 

Lema 5' - Dada una aplicaci6n continua j: (L, (lO) -~ (1 , YO) 

si xi son los elementos de 1tn {Y,yO) representados por flKi' 

Entonoes 

Lema 6.-
Á 

Sean r', roo: Xn ----+ y dos aplioaoiones propias 

tales que F' (l,x) = r"{O,x) para cada x EXn_1 · Definimos 
A 

F: In ----+ y oomo sigue 

F{t,x) 
{

r' (2t,x) 

= F"(2t-l,x) 

si O s. t s.1/2 

si 1/2 s: t s: 1 

Entonoes, 
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Demostración: Veamos primero que oJ'l(F) = on(F') + on(F"). 

Sea O un generador no compacto de Jn(:Kn,In-l) 

y h: In-l xJ ~ a un homeomorfismo, 

Sean L, EO' El y E2 como en el lema 5, 

Definimos la aplicación propia 
A _ 

G : In U (1/2 x Xn) ~ y haciendo 

GI Xn = r y G(1/2,x) = r' (l,x) = r"{O,x) para todo x E Xn , 

Consideramos id¡ xb: IxIn-l x J --+ IxI y definimos la 

aplicación propia 

M = G " (id! x b) I L : L ~ Y 

Sean xo' xl y x2 como en el Lema 5, Entonces, 

on(F)(O) = Cn+l(F)(ixO) = [r o (id1xh)1 o(IXIrt-lx J)J = 

= [G " ( idI x b) I El U Ez] = Xo 

on(F')(O) =Cn+l(F')(ixa) = [r'" (idI Xh)!d{IxID-l x J)] = 

= [G o ( idI x h) 1 Eo U E2] = xl 

on(F")(O) = Cn+1(F")(ixa) = [F"" (id1xh)1 o(Ixlfr-lx J)] = 

= [G " ( idI x h) 1 Eo U El] = x2 

Ahora bien, por el Lema 5, Xo = xl + x2 

luego OU(F)(O) = .OU(F' )(0) ... on(r") (a) 

De manera análoga. pero utilizando el Lema S' para los 

generadores de Hn (I1\' 11\-1 ) (también son generadores de 

J1\(X1\,X1\-l) obtendriamos 

dl\ ( F) (O) = ¿l\ ( F' )( O) + ¿l\ ( F" ) (O) 

- -
Para los generadores compactos de Jn(Xn, Xt\-l) se hace 
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(jomo en demostraciones anteriores, por lo tanto: 

Teorema 1. - (Teorema de extensión de Eilenberg ) 

Sea f: In ) y una aplicación propia. Entonces, flXn-l 

puede extenderse propiamente a Xn+l si y sólo si SCn+1 (F) ~ O 

Demostraci6n.-'- Sea g: Xn+l 

de f I in-l' Definimos 

F(O,x) = g(x) 

F{l,x) = j(x) 

---+1 Y una extensión propia 

y como sigue: 

para cada x E X1L 

para cada x E Xn 

F(t,x) = j(x) = g(x) para cada t El 

Por [1 4J O(tln(F)) = SCn+l (F) - SCn+l (g!Xn) 

como glxn se extiende a g, scn+l(glxnl = o. 

luego SCn+1(f) = 56n(F) 

Inversamente, suponemos que scn+1 (F) - O, luego podemos elegir 

una cocadena c en Horn(Scn(IX,AI); ~(Y)) tal que 5c = SCn+1(f) 

Por el corolario 3, existe una aplioación propia 

gl: In I y 

tal que g11 Xn-l = f I Xn-l y además seMI (gl) = o 

entonces [Teorema IV.2.3] gl se extiende propiamente a Kn+l :ji 

Por consiguiente sucede como en teoria de obstrucción 

clásica. Para ir extendiendo propiamente una aplicación propia 
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vamos estudiando las obstruoiones que se nos presentan, si 

todas van siendo cero podemos seguir extendiendo la 

aplicación. Si en algún lugar la obstrucción no es oero pero 

es homóloga a cero, para extender propiamente la aplicación 

bastará cambiar oonvenientemente los valores de la misma 

sobre los oubos de mayor dimensión del último esqueleto al que 

habiamos extendido. 

3.- Conjuntos obstrucción 

Sea f: A ~ Y una aplioaoi6n propia. 

Definición 1.- Llamaremos conjunto obstruci6n propia 

(n+l)-dimensional de f y lo denotaremos 9n+1(f) a 

an+1 (1) = {SCn+l Un) I fn es una extensión propia de faXn} 

Si f no es n-extensible propiamente, entonoes an+1 (f) es el 

conjunto vacio. 

Notemos que Sn+l(f)C:Hom(SCn+1UX,AI); 'Pn(Y)), sin embargo 

como toda cocadena cohomóloga a una obstrucci6n es ella misma 

una obstrucción, [Corolario 2.31 9n+1 (t) es unión de clases de 

oohomolog1a. Podemos por tanto, definir Sn+l(f) como el 

siguiente suboonjunto de Gn+l(X,A; ~(Y)): 

an+l(f) = {[Scn+l(fn)Jlfnes una extensión propia de f a In} 

donde [SCn+l Un)) es la clase de cohomologia de SCn+1 Un) . 

Obviamente f es (n+l)-extensible propiamente si y solo si 

el elemento cero de Gn+l{X,A; 'Pn{Y)) pertenece a an+l(j). 
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Proposición 2.- Dos aplicaciones propias f, f' : A ~ Y 

homótopas propiamente, tienen los mismos conjuntos obstrucción 

(n+l)-dimensionales. 

Demostración.- Si ninguna de las dos aplicaciones extiende 

propiamente a Xn la proposición es obvia. 

Suponemos que t se extiende propiamente a Xn' Sea fn una 

extensión propia de f y sea F: A ~ 1 --+ Y una homotop1a 

propia entre j y f'. Como F es una homotopia propia parcial de 

fn en A y A es un subcomplejo de In' existe 

tal que G es propia, 

G(x,O) = fn(x,O) y G(a,t) = F(a,t) para todo a EA. 

Es claro que G1 : In -~ Y, definida como G1 (x) = G(x, 1), 

es una extensión propia de f' ,luego fn~pGl,lo que implica que 

SCMi (f) = SCn+l (f ') # 

Sea (X' ,A') un par de oomplejos oúbioos propios finitos 

y sea $: (X,A) ----+ (X', A') una aplioaoión propia, oelular y 

solvente. Si f': A' --+ Y es una aplicación propia que puede 

extenderse propiamente a In', f = l' o tPlA es una aplicación 

propia que puede extenderse propiamente a Xn' 

el homomorfismo induoido por tP en cohomologtas. Entonces 
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Demostración.- Sea z E en+1 (f' ), luego z = [Sen+I (f1\' )] donde 

fn' es 1ma n-extensión propia de f' . 

$*(z) = ~*([Sen+l(f1\')]) = [411 (SCn+l (fn' ))) = [SC1\+lUn 'o4ll)) = 

= [SCn+I (fn ) ] E en+1 (f) , # 

Proposición 5,- Si Y es (X) r-simple, <l) (r-l)-simple y 

además (1"+1 (X, A; 'Pr (Y)) = O para cada r tal que n ~ r < m, 

entonces la n-extensibilidad propia de f implica la 

m-extensibilidad propia de f. 

Demostración. - Como f es n-extensible, an+I (f) ¡t ¡;6; además 

como GI\+l(X,A; !Pn(Y)) = O, se sigue que an+l(f) = 0, y por 

lo tanto f se ext iende propiamente a Xn+1' De aqui se sigue que 

en+2(f) '# ¡6 Y como Gn+2(X,A;!Pn(Y)) =0 obtenemos 8n+2(f) =0 

Por consiglliente f se extiende propiamente a X1\+2' 

Continuando el prooeso obtenemos que f se extiende 

propiamente a X.' # 

Corolario 6.- Si Y es (X)r-simple y (~}(r-l)-simple y además 

Gr+l(X,A; 'Pr(Y}) = O para cada r :.?: 1. Entonces toda aplicación 

propia f: A ~ Y tiene una extensión propia sobre X. 

Demostraci6n.- Notemos que en este caso Jt1 (Y) es abeliano y 

tiene sentido SC2 (f), que es O, y se puede continuar el 

proceso. # 
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4.- Indioe de extensión para hOBotopia. 

Trataremos en este párrafo el siguiente problema: 

Dadas dos aplicaciones propias L g: X 1 Y tales que 

fll == gil ¿Bajo qué condiciones podremos garantizar la 

existencia de una homotop1a propia G: 1 x X ¡ Y tal que 

G (O .. x) = f (x L G ( 1, x) = 9 (x) para cada x E X, Y G ( t , a) = f( a) 

= g(a) para cada t E 1 Y cada a E A? Cuando est o ocurra 

diremos que f y 9 son hom6topas propiamente relativas a A y 

lo indicaremos f ~p 9 (rel A). 

Si A == $ el problema se traduoe en determinar ouando f y 

9 son homótopas propiamente. 

Notemos que este es un caso particular del problema de 

extensiÓn. Podemos, por tanto aplioarle el método de 

obstnloción. 

Dos aplicaciones propias f I g: X y Definioión 1.

tales que fll = gil se dicen n-hom6topas propiamente relativas 

a A, sil 

flXn y glXn: In - y 

son hom6topas propiamente relativas a A. 

Debido a que Y es arco-conexo, es inmediato que todo par 

de aplicaciones propias 1, g: X ----~~ Y I que coinciden en A, 

son O-hom6topas propiamente relativas a A. 

Definición 2. - Llamaremos indice de homotopia propia del 

par (f I g) relativo a A al supremo de los n E N para los que 
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f y 9 son n-hom6topas propiamente relativas a A. 

C' f f'" X ~ Y ~ean • g, .9· aplicaciones propias tales 

Proposjci6n 3.- Si f y 9 son hom6topas propiamente (rel A) a 

f' y g' respectivamente I entonces los pares (f,g) y (j' ,g') 

tienen el mismo indice de homotopia propia relativa a A. 

Qemostraci6n.- Sea F una homotopia propia entre f' y f. G 

entre 9 y 9 y H entre f IXk y glXk 

Definimos H' : Xle x I ----; Y haciendo para cada x E Xx: 

F(x , 3t) si O :s: t :s: 113 

H'(x,t) = H(x,3t-l) si 1/3 ~ t -5.2/3 

G(x,3t-2) si 2/3 :s: t :s: 1 

H' es una homotopia propia relativa a A entre f' y g' . # 

Sllpongamos ahora que lyg son (n-l)-hom6topas propiamente 

relativas a A. Sea Huna homotopia propia entre f 1-Xn-l 

g!in-l' Consideramos como al principio de oapitulo 
"-

F = (f, fI, g): Xn ~ Y. 

y 

Asooiada a F está la oooadena diferenoia An(F). Por el teorema 

1. 4 sabemos que 

ahora bien, oomo en este caso f y 9 están definidas en todo X, 

se sigue que 
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SCn+l(j) = SCn+l{g) = 0, 

O~n(F) = O 

luego 

por lo tant o O ~r'(F) es un cociclo y representa una clase de 

cohomologia de Gn{X,A;~(Y)) que representaremos por AD(F) 

Como en 1.2 podemos asegurar 

Leaa ... - ~n(F) = O si y solo si existe una homotopia propia 

H' entre f Iln y glin que es una extensión propia de H. 

En el párrafo 1, para definir la cocadena diferencia, 

hemos utilizado el par de complejos cúbicos propios finitos 
"...", ,..,." 

(X,A) y el morfismo k: SC:<:(¡X,AI) ----t SC:<:+l(1X,AI) . Recordemos 

que k es un monomorfismo, pero no un isomorfismo. Podemos 

convertir k en un isomorfismo construyendo un nuevo par propio 

de complejos oúbicos propios finitos '* '* que demotaremos (X ¡A) 

donde 
.... 

x* = X = 1 x X A* = IxA U (cHxX) 

Notemos que 
--ir-
Xn+l = IxXn u OxXn+1 U 1xXn+1 U IxA u (al x X) 

y 
-*-In = 1 x Xn- 1 U O x Xn U 1 x Xn U 1 x A U (a 1 x X) 

por lo tanto Jn+1 (xn:l' x;, (~1 (I;'11 X;)) está generado por los 

(n+l)-cubos ((n+l)-oubos compaotos) de X* que son de la forma 

i )( O, siendo O un n-oubo (n-cubo compacto) de X, 

Como oonsecunoia k: se (IX,A!) --t'SC ¡.10X*,A*'¡) es un 

isomorfismo de grado +1 de complejos de cadenas, 

Aplicando el functor Hom(-; '-n{Y)) obtenemos que 
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k: Hom(k;'Pn(Y): SC*(\X*,A*I;IPn(Y)) ~ SC*-l(jX,AI;qln(Y)) 

es un isomorfismo de cocadenas de grado -1 

Es claro que en este contexto, Ón(F) es la imagen por k 

de SCn+l(F). 

'l"eore.a 5,- Ón(F) O si y solo si existe una homotopla 

propia H' entre t IIn y glxn que coincide con H sobre Xn- Z ' 

Demostración -

luego 

k (seM1 (F)) = Ón(F) 

sen+1 (F) o k = Ón(F) , 

Aplicando el teorema 3,7 y teniendo en cuenta que k es un 

isomorfismo se sigue el resultado buscado, # 

5.- Conjuntos obstruooión para homotop1a 

Sea t: X ~ Y una aplicación propia dada, y sea 

O(X,A; f) el conjunto de todas las aplicaciones propias H de 

siguiente tipo 

H : 1 x Xn-l ----- y 

tales que H(O,x) = H(l,x) = f(x) para cada x E Xn-l 

H(t,a} = Ha) para cada a E A Y t E 1 

En este conjunto damos la relación de homotopia propia 

relativa a (eH X Xn- 1 U 1 X A). Al conjuto cociente resultante lo 

denotamos por ~(X,A;f). En él definimos la siguiente operación: 

Si al y a2 son dos elementos de Rn(X, A; f) representados 
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respectivamente, por H1 y ~, a = a1.a2 es el elemento de 

~(X,A;f) representado por la aplicación propia 

H: r x Xn-l ---+) Y 

H1(2t,x) 

H(t,x) = 

definida por 

si O ~ t ~ 1/2 

si 1/2 ~ t s: 1 

Se comprueba fácilmente que esta operación dota a 

~(X,A;1) de estructura de grupo. 

Le.a 1.- La aplicación ~: ~(X,A;f) ~ Gn(X,A;!Jln(Y)) que 

asigna a cada elemento ex E pfl(X, A; f) representado por H, el 

elemento de Gn(X,A;<Pn(Y)) representado por ~n(f,H,f),es un 

homomorfismo 

L~ demostración es consecuencia inmediata del Lema 2.6. 

Cuando pueda haber lugar a confusión denotaremos el 

homomorfismo ~ por tjn' 

Teorema 2.- Sean f, g: X ----+) Y dos aplicaciones propias 

tales que f IXn-l y glXn-l son homótopas propiamente relativas 

a A. Entonces 

Demostración. - Sea K: 1 xXn_1 ~ y una homotopia propia tal 

qu e K ( O IX) = f( x ), K (1, x ) = g ( x ) y K ( t , a ) = j( a) = 9 ( a ) 

para todo a E A Y para todo t El. 

Sea a E Rfl(X, A ; f ) representado por H. Consideramos 
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H* 1 x Xn-l ----+ y 

definida por: 

K(1-3t,x) si O ~ t ~ 1/3 

H*(t,x) = H(3t-l,x) Sol 1/3 ~ t ~ 2/3 

K(3t-2,x) si 2/3 ~ t;:¡;; 1 

Notemos que * * H (O,x) = H (l,x) = g(x) para cada x E Xn-l y 

que H*(t,a) = g(a) para cada a E A Y cada t E 1 , por lo 

tanto H* representa un elemento ~ de ~(X,A ;g). 

Además tfn(CX ) está representado por ~n(f ,R, f) y 

~(~) está representado por ~n(g,R*,g) 

Aplicando el Lema 2.6 obtenemos: 

An(g,H*,g) = - ~n(j ,K,g) + ~(j lB, f) + ~(f,K,g) = ~n(f ,R, 1) 

Por consiguiente, ~fn(C~) = ~(~). 

Luego 

El otro contenido es similar. # 

Después del teQrema anterior podemos concluir que el 

subgrupo ~fn(J~n(X/A ; f}) de Gn(X,A ;'Pn(Y)) depende únicamente 

de la (n-l)-clase de homotopia propia relativa a A de f· 

Definioión 3.- Sean f y g: X ---+ Y dos aplicaciones propias 

tales que f lA = gj A' Llamaremos conjunto obstruoción propia 

n-dimensional del par (1,g) y lo denotaremos en(f,g) al 

subconjunto de c;n(X,A ;'Pn(Y)) cuyos elementos son las clases 

de cohomologia que tienen por representante An(j,H,g), donde H 
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es una homotopia propia relativa a A entre f IXn-l y g!Xn-l' 

Si f y 9 no son {n-1)-homótopas propiamente relativas a A 

en(f,g) es el oonjunto vaoio. 

Proposioión .4.- Sean f', g': X ~ Y dos aplicaciones 

propias homótopas propiamente (relativas a Al a j y 9 

respectivamente . Entonces 

Demostración - Sean F1 y F2 homotop1as propias relativas a A 

entre f y f' y entre 9 y g' respectivamente Sea z un elemento 

de en(f,g) representado por An(j,H/g). 

Construimos F: I x Xn-l ----1 y como sigue 

F1(1-3t,x) O ~ t ~ 1/3 

F(t,x) = H{3t-l,x) 1/3 ~ t ~2/3 

F2(3t-Z,x) 2/3 ~ t ~ 1 

F es una homotopia propia relativa a A entre f' y g' . 

Por el Lema 2.6, 

An(f',F,g') = - !lIl(f,F1/ f') + An(f,H,g) + 6n (g,F2,g') 

Como 6Il (j,F1,j') = AIl(g,F2,g') = O, 

en (f , 9 ) e en (f , I g' ) . 

El otro contenido es análogo. # 

Sea (X' lA') un par de complejos cúbicos propios finitos 

y sea $: (X,A) ~ (X' ,A') una aplioación propia, celular y 

solvente. Dadas dos aplicaciones propias f' ,g': X' ~ y 

tales que f' (a') = g' (a') para cada a' E A' obtenemos f =1' o ~ 
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y g=g'ol)), (1,g: X ~Y) tales que Ha) ;::; g(a) para cada aE A. 

Si 1))*: Gn+l (X' ,A' ;<Pn(Y)) ~ Gn+l (X,A ;<Pn(Y)) 

es el homomorfismo inducido por ~ en cohomologia, como en 3,3 

obtenemos 

Proposici6n 5,-

Leaa 7.- Dos aplicaciones propias 1,g:X ~ Y, son 

(n-l)-homótopas propiamente relativas a A, si y solo si 

an(J,g) es una coclase del subgrupo ~fn(Rn(X,A;f)) en el grupo 

de cohomologia Gn(X,A ; <Prl(Y) ). 

Demostraci6n, - Sean H y H' dos homotopias propias relativas 

a A entre flXn-l y g/in-l' 

Definimos K: 1 xXn-l --~) Y como sigue: 

H(2t,x) si O s: t s; 1/2 

K(t,x) ;::; 

H' (2-2t, x) si 1/2 s: t s: 1 

Notemos que K(O,x);::; K(l,x) = fIXn-l(x) para cada x E Xn_1 

y además K(t,a);::; Ha) para cada a E A Y cada tEr. Por tanto 

K representa un elemento ex de R1'L(X,A;f)· Entonces ~fn(ex) está 

representado por bn(f,K,f). 

luego 

Por e 1 Lema 2. 6 

bn(f,K,f) = bn(j,H,g) - bn(j,H' ,g) 

[bn(j,H' ,g}] = [bn(f,H,g)] - ~fn(ex) 
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y por tanto e1\(f,g) e [61\(f,H,g)] + ~fn(~(X,A;f) 

Sea ahora ~ un elemento cualquiera de ~(X,A;f) representado 

por una homotopia propia K. Entonces ~Jn(P) = [6n(f,K,f)] 

Definimos H': I x Xn_1 --~¡ y por: 

K(2t,x} si O ~ t :!: lf2 

H' (t,x) = 

Notemos que 

y que 

si 1/2 ~ t ~ 1 

H' (O,x) = j IXn- 1(x) , H' (l,x) = 9IXn-l(x) 

H' (t,a) = f(a) = g(a) para cada a E A. 

Entonoes, aplicando otra vez el Lema 2.6, obtenemos 

por tanto 

Ón(f,H' ,9) = Ón(f,K,j) + Ón(f,H,g) 

An(j,H' ,g)] = ~JlI(~) + [A1\(f,R,g)] 

de donde se deduce que 

La otra implicación es trivial # 

Leila 8. - Dos aplicaciones propias j, g: :x ~ y son n-hom6topas 

propiamente relativas a A si y s610 si 01\{j,g)= ~fn(Rn(X/A;1)) 

Demostración - Sea -~J Y una hOllot opia propia 

relativa a A entre f y g. 

Sea R' = RI 1 x Xn-l . Por el Lema 4.4, A1\{j ,B' ,g} = O 

por tanto O E 01\(1, g) y por el lema anterior 

en (f I 9) = ~fn ( ~ (X, A; f )) . 

Supongamos ahora que ellu ,9) = ~fn (1~n(X,A; f) , 

entonces O E e1\(f,9) y por tanto existe una homotopia 

propia H:I x In-l ~ y verificando H{O,x) = 1IXn-l{x), 
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H(l,x) = gIXn-l(X) y H(t,a) = f(a) = g(a) para todo a E A 

Y tal que [~n(f,H,g)] = O , luego ~n(f,H,g) - o. 

Del Teorema 4.5 se sigue que f y 9 son n-hom6topas 

propiamente. # 

Teore.a 9. - Dos aplicaciones propias f, g: X ~ Y tales 

que coniciden en A y son (n-l)-homótopas propiamente relativas 

a Al determinan un único elemento de Cocker t jn, que 

denotaremos Xn(f, g). Además, f y 9 son n-homótopas propiamente 

relativas a A si y solo si Xn(f,g) = o. 

Demostración.- Del Lema 7 se sigue que en(f,g) es una coclase 

de subgrupo t¡n(RIl(X,A;f)) en el grupo c;IL(X,A;<Pn(Y)), luego 

determina un único elemento del cociente 

Gn(X,A;~(Y)) I ~fn(Rn(X/A;f)). 

Este elemento es xn(f,g). 

La segunda afirmación del Teorema se deduce del Lema 8.# 

Llamaremos a elemento caracter1stico 

n-dimensional del par (f,g). 

Denotaremos a Coker t¡n por 0fn(X,A; <Pn(Y))' 

Aplicando repetidamente el Teorema 9, obtenemos: 

Proposición 10 - Sea f: X ~ Y una aplicación propia dada. 

Suponemos que Y es un espacio. (n}r-simple y (JJ(r-l)-simple y 

además 0fr (X,A; «p¡.(Y)) = O para cada r tal que n < r:s: m. 
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Sea g: X ~ Y una aplicaoión propia tal que tIA = glA 

Entonces, si f y g son n-homótopas propiamente relativas a A, 

también son m-hom6topas propiamente relativas a A. 

Corolario 11,- Sea Y un espaoio (n)r-simple, (1) (r-l )-simple 

y además Gr(X,A;4pr(Y)) = O para cada r tal que ls:rs: dim(X'\A), 

Entonces, dos aplioaciones propias t,g: X ~ Y tales que 

tiA = glA son homótopas propiamente r~lativas a A, 

Como consecuencia de todo 10 anterior obtenemos: 

Proposición 12,- Suponemos X arco-conexo, con un sólo final 

propio Entonces, son equivalentes: 

i) X es homotópicamente equivalente de manera propia a J, 

ii} nr{X) = O Y :1--1 (X) :: O para oada r::.t 1, 

iii) X es (n)r-simple y (l)(r-l)-simple y (7(X;4prP~)) = O 

para cada r tal que 1 ~ r ~ dim X, 

iv) X es {1t)r-simple y (l:) (r-l)-simple y 0ír(!; CJlr{X)) = O 

para oada r tal que 1 ~ r s dim X, donde i: X ~ X es 

la aplicación identidad. 

Demostración - Se hace una demostraoión ciroular Sólo 

señalaremos alguna implioaci6n que no es inmediata 

ii) ::::;, ii.i) Como n1 (X) = O, X es (1t )r-simple para todo r 

De la sucesión exacta 
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como nO(X) y J!(X) son triviales se sig1.1e queJh(X) =0. Por lo 

t.ant.r) L Be: (T)(r-1)-simple para todo r 

Ad.emás 'Pr' n1' \ X) ----'> :Jr-l (X) es el homomorf ismo O, ent re loE.: 

gr1lpos O, luego 

l.v) ~ i) Vamos a constr1lÍr, esqueleto a esqueleto, llna 

homotopia propia F: 1 x X ----'> X 

tal ql1e 1) F(O,x) = x para cada x E X 

2) Fl 1 x X factorice por .J 

Notemos q11e dado lHI rayo base en X (a' J ~ X) podemos 

defin1.r una aplicación propIa, que llamaremos "constante rayo 

rl", qlH:' envía todos los cubos compactos a a(O) y los cuboE.: no 

compactos se~.pJ.n a 

ro ... omo X tlene un 11n,=t] proplo, debe tener a.} menOf" UD 

l-cubo no compi1c:to al Sea hOl' a -----o al un homeomorflsmo 

Consideri1mos eha~ 

Pasamos a definir F: 

Si v es un vértice de X, como X es arco-conexo, podemos eleglr 

un camino P en X que une v con hal(O) Definlmos ahora 

FO(t,v) = ~(t) para cada t El. 

Notemos que 9hoi es O-homótopa propiamente a i: X ----o X 

mediante FO' 

Consideramos 
A 

F = (i,Fo, 9holi)' (OxX1 ) U(IxXO) U(lxX1 ) ~ X 

Como 1(1 (X) es abeliano y X (!JO-simple, 6 1 (F) tiene sentido y 

adem2ts representa un elemento de Qil(X;IP1{X)) = O, lue90 
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podemos extender F al l-esq1.leleto de X. 

Repi tiendo el prooeso obtenemos F en las oondiciones 

requeridas. 

Llamamos ~: x~ J a la aplicación que verifica 

eh01. = h o ~. Como toda aplioación propia 'If: J ~ J es hom6t opa 

propiament e a la aplicación identidad de J, cP oh: J ~ J es 

homótopa propiamente a la aplicación identidad de J. 

Por otra parte h o~ es hom6topa propiamente a i, luego X 

y J son homotópicamente equivalentes de manera propia. # 
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CAPITULO VI 

CLASIFICACION 

Como en cap1tulos precedentes, (X,A) denotara un par 

pIOplO de compleJos CÚblCOS proplos flnltos e Y será un 

espaC10 topológlco arco-conexo, con un solo final propio. 

(1tln-slmple y(,¡):n-l)-simple 

Dad~ una ,~pllG<'H~.1ón prOpltl f' A ----;. Y. queremos 

~2tudlar el ~0nJunt0 E de todas las apllcaCIone~ propIas 

.: 
) 

plan:eam0~ es enumerar estas clases medIante lDvarlantes 

Resolveremos el 

problema cuando X e Y verIflquen hlpóteslS adlC:lonales <.~ las 

eXlgldas hasta ahora 

f.eguIremos un proc:eso analogo al seguido hasta el 

momento y en prHl\."':lplO restn.ngimos el problema a calcular las 

clases de n-homotopia propia que hay en una clase de 

(n-l)-hl~motopla propla. Abordaremos este problema en el 

p..Hrafo 1 

En el parrafo 2 eXlgIremos a Y condIcIones mas fuertes 

y, en estas C'lrc\.me: t anCH\.S . IntroduCIremos nuevos lnVarl,"lnt es 

del opo de homotopia propla que llamaremoB, como en teorH 
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obstrtlCclones prlmarlas. En función de estas 

obstr1JCC10nes resolve-remos en parrafos posterlores, slempre en 

las nuevas condlclones p..ua y, los problemas de extenslOn, y 

claslflcaCl ón 

l.-El problema de la olasificaoión. 

Sea 9 una (n-l)-clase de homotop1a propla relatlva a A 

a det~rmlna de nk~nera única un grupo cociente de Gn(X,A;~n(Y)) 

[Teorenk" V 5 2),que denotaremos por 0en(X,A;'Pn(Y)). 

Elegimos una aplicación propla j' X ~ Y como 

representante de e A cada aplicaciOn propla 9 E 9 podemos 

hacerle corresponder el elemento caracterlstico XnU ,g) en el 

grupo 0an (X,A;CJlrL(Y)) [Teorem" V 5. 9J. Esto da origen a la 

siguiente definlciOn 

Definioión 1 - Un elemento a de Qen(X,A;fllrL(Y)) se dlce 

j-admlslble 311 eXlSte una apllcaC10n propla g de 9 tal que 

Denotaremos por Afn el conJunto de los elementos 

de 0en(X,A;<Pn<Y)) que son j-admisibles 

Proposioión 2. - $1 f y g son dos apl1caclones proplas de e 
Entonces el oonJuto Afn es la lmagen de Agn por la traslaClon 

en Qan {X,A;CPn{Y)) determinada por el elemento oaractar1stlco 
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de 1 p¿tr (f" g) En simbo los 

Demostrac16n - Sea Q un elemento de Afn, por tanto, eXlste 1mél 

aplicación propla h E B tal que Xn{f,h) = a, 

Sean K, H' 1 x Xn-l ~ y dos (n-l )-homot.opias proplas re lat lvas 

él A, entre f y 9 y f y h, respectlvamente 

('om:tr1l1mOS * H ' 1 x Xn- 1 --1 y como s l~ .. ple' 

K( 1-2t..,x) si (l ~ t ~1/2 

* H (t"x) = 

si 1/2 s: t ~: 1 

obVlamente H* es una homotoplH propla entre 9 y h relatlva a A 

Aph(': .. iDl~O el Lem.:. V 2 6, obtenemos 

All ( g, H* , h) = - AIt ( j ,K, g) + An (f , H, h) , 1 \.l ego 

[AII(f,H,h)) = [An(g,H*,h)J + [AII(j,J:,g)) 

Por el Lema V 5 7, sabemos que 

cv = .."rl (j' h \ = [bI ' \''¡: H h \] + ~ (p,n (X A' f ) \ . hl ego A. ' I ), I I ~fr, \ , I I , • 

XI '(1,h) = ((An{g,H*,h)] + [bI1(f,K,g))) + ~fIl(F~n(X,A;f)) = 

= ( [Arl ( g, H* , h ) 1 + ~fI' (J~n (X, A; t ) ) ) + ( (bn (f , K I g)) ) + (~fn (Rn (X, A; t ) ) ) 

Por el teorema V 5 2, 

luego 

como 

~fr,(P,I'{X,A; f)} = ~(Rrl{X,A;g)) = ~hncp.r'(X/A;h)) 

xl '(1,h} = ):11(g,h) + Xn (1,g) 

Xn(g,h) E V se slgue que 

Afn e Xn (f , g) + -\f' 
k\ demostraclón del otro contenido se hace de manera analoga 

Teorema 3 - E~ conJunto n de las n-clases de homotopia propIa 
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relat~vii a A conten~das en 9, esta en correspondencla (1-1) 

'::orJ el conJunto AfTl., slendo j un representante de 9 

DemostracIón - El Teorema V. 5.9 garantiza que cada elemento 

9 E 9, determina un elemento Xn (1,g) de AfT\.. Adamas 1n (1,9) 

Ún.lcamente depende de la n-clase de homotopla propia relatIva 

a .A.. de g En efecto, supongamos que g, h E e son n-homótopas 

proplamente relatlvas a A; por el ~eorema anterIor, sabemos 

que 

xn (f , h) = XII ( 1, g) + xrl (g, h ) 

Del Teorema V 5.9 se sigue que Xn(g,h) = O, 

luego Xn(j,h) = Xn(j,g). 

Denotamos por 9i los elementos de n De lo anterIor se deduce 

que la apllcaclón 

der lnlda por 

;(n ( j , _ ). n ----4 Afn 

Xn (1,-)(9i ) = Xn (1,g) 

donde 9 es un representante de 8i estA bIen defInida AdemAE 

es trivlalmente sobre 

Suponemos que existen 9i y e j , representados por 9 y h 

respectIvamente, tales que Xn (1,-)8i = xn (1,-) 8j 

entonces xn(g,h) = xn(f,h) - 1n(1,9) = O 

luego g y h son n-hom6topas propIamente relaOvas a A y 9i = 9 j 

por tanto ~(j,-) es biyectlva # 
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2. Obstrucciones primarias 

En este p~rrafo y en los slguientes Y adern.:!ts de ser 

arco-conexo y tener un sólo flTlal proplo. será un esp¿1clO 

(R)(n-l)-conexo y (l)(n-2)-conexo (n ~ 2) 

Además Sl n = 2 Ja (Y,a) será un grupo abeliano para 

caria apllcacH)n propu;\ ex· J -- Y representante del final de Y 

NotemoE que, para n > 2, nI (Y. yo) ::: (1 para ca.da 

YO ~ Y. Jl\Y'ex) = (1 para cada aplicaclon propla ce.] ----:, y, 

por tantoJ1l(Y.a) :;::; O Como conseCllenClé\ y es (TI)(n)-simple. 

(J) (n-l)-nrnple y tlene sentido hablar de TIn(Y) y de Jn-l (Y) 

En el caso n;::; 2, n1(Y,yO) = O para cada YO EY Y por 

tanto Y es (TI) (n)-simple 

De la suces16n exacta 

. - ..... ~ (Y, a ( O)) --- ~1 (Y I ex) ~ 111 (Y, ex) ---.;. ni (Y, a ( O) ) --4 

:::e slgl.le que la apliGaC:lón 

i* .ll(Y,Cl} ---~(Y,ex) 

es suprayectiva De [Ri I 54) sabemüs que Jl.l(Y'CX) actua en 

.lá(Y,Ct) por "conjugacaón"; como ..!.l(Y.Ct) es abehano,la aCClón 

e;: tri'l.léil y por lo tanto Y es también (1)1-s1mple. 

Se.'\ ahora j: A ~ Y una apliG.'lG16n propia De L"t 

PrOpOS1G1Ón IV 1 2, se slgue que f puede extenderse de maneL"t 

propia a X1; como además lt1(Y) = O, j puede extenderse 

propiamente a ~ (Proposlción IV,1.8) De la Proposición V 3.5 

se dedlJce que f puede ext enderse propiament e a Xn . 
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El pr lmer conJuntt"'l obstrucc~ón no trlvl,Ü oon que ne,s 

encontramt)S es 91'1+1 (f ), vamos a estudiarlo a contlfJUaC1Ón 

Sea P' . .1 --o Y un representante del final prOpIO de Y y 

e~· .A -- Y la aplicac'll6n "constante rayo p" dehnida en 

V 5 12; del Teorema V, 5,10 se sigue que 8p y son 

(n-l}-hom6topas proplamente (A juega aqui el papel q11e alli 

Jnga.ba X y el conJ1mt:o vacio el que alli jugaba A) PodemoE' 

'1 - e 1 s11poner que j An-l - ~ An-l pues por la Pr opocici6n V 3 2, do.s 

~'\ r1lca el ones homótopas proplamente, los mlsmos 

'~~t")nJ1.lntos obstnlcClón La homotop1a qu~ consIderamos entre 

"1 . J .t.m-.1 
es la "constante" 

F.ua estudl,u la extensIón a .A..,n de esta homotopla, 

formamos la cocadena diferencia ~fL(e~, j) que ahora ef: un 

elemento de Hom(SCn(!AI); IPn(Y)) Es obvio que 6n(e~,f) es 1m 

luego representa una clase de eohomología de 

Gh ( A; 'Pn ( Y) ) 

Vamos a es tudiar ~n( epI j ) = 

detenldamente 

Sea CJ un n-cubo compacto de A, 

Sf1+1 (F) (i XO) es el elemento de 11n (Y) representado por Fla(i)( 0)1 

ahora bIen, Fl i )( ao{x) = p(O) para 0,'1 tia x E 1 )o'da 

v Fl o )( O(x) = p (O) para oad.; x E O x a. 
.< 

Com;,:> adem..~ f: FI i JI jj(l(x) == p(O}, Sf1+1 (F)(l >< O) es el elemento 

Il 1- ,....,'" m~n"'r-" pu"!de verse que Sl O e~ un n-cubc ne: e "rol s....... ...,.. ".« ,. 
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compactrJ, on(F) (O) = CM1 (F) (i x O) es el elemento de 2n-1 (Y) 

repreE'entado por fl o ' (O,DO) ~ (Y,p) 

Definición 1-

representada por 

A la cla;:;e de cohomologla de Gn(A;qJn(Y)) 

~n{e~, f) la denotaremos por Xn( f) y la 

llamaremos elemento caracter1stico de t 

Notemos que XD(j) no depende del rayo base eleg~do 

Fleaordemos que un par prop~o (X,A) tiene aSOG1,''llla una 

Definición 2 - llamaremos ObStl"UCC1Ón pomar la a ext ender f 

propH'\mente E'obre X y la denotaremos por <.Jl-+l (j) al elemento 

Proposición 3 - aMi (f) es un conjunto unl t ar H') cuyo !.inl (':0 

elemento es preCIsamente cJl+l(f) 

Demostración - En prlmer lugar demostraremos que <.Jl-+l(f) es 

un elemento de sn+l(f) Para ello, consideramos las dos 

Slgulentes aplicaciones: 

tn, Spn: Xn -~y 

e~, Xn -----; y es la aplicación .. constante rayo p" definida en 

(V 5 12) Y ir, es la extens16n propia de f definida en X1';'A 
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Gomo la apllcaC:lon constant e rayo A, J' l' - El n 1- 1"""'''') p n In-1::: ~ In-l ",·se 

son hom6t.opaS proplámente a través de la homotopia 

"constante" Entonces, 6 n (9pn, in) E Hom(SCn ( ¡XI); 'Pn(Y)), es la 

extennón tnvlal de lln(8~n, in) 

i l (lln(8pI\, in)) = [lln(e~, in)] 

Entonces 

est~ representado por 

como 

(CU)n+l{f) = S*Xn(f) = s*([~n((:~~,in)]) 

l}(6n (8pn, tn )) = se1\+l (in) - sen+} (9p:n) 

seMI (6pn) = o 

ded1.lClmOS que b(6n (9pn, 1n )) = se1\+1 (in) 

y por lo tanto S* Xn(f) E8IH1 (f). 

Sea ahora y un elemento cualgUlerá de 91\+1 (f), y esta 

representado por lma obt.trucción SC1\+l(g) donde 9 Xn--lY es 

una extent.lÓn propla de f De la proposlc16n V 5 10 S0 SIgue 

que 9 y tn son (n-l)-hom6topas proplamente relativas él A 

$\lpOnemos ent onces que \- fl-9 Xn-l::: ! Xn-l y conslderamos 

'?ntonc:es 

SllnUn,g) = SCn+l (g) - Scn+l Un) 

SCn+l(g) :=:SCn+1Un ) + SllnUn,g) 

(SrIl-rl (g)) = [Sen+i (j n)) = f¡ XII U} # 

VolVE'JiOS de nuevo al pn¡blema de l..~ homotopla prnpH: 

Sean .'\hora j ,g X -- Y dos aplicaclone.:: proplás taleS' que 

f lA = gIl De la propOS1Clcn V 5.10 se f 

{n-l )-hom6topas proplamente (relatlvas a A) a l.~ apllcaClt'ln 
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"constante L'~yo p" e~, podemos suponer que fIXn-/"glxn-l:: 6~IXn-l 

y definlr como antes Xh(f) y Xh(g). que ahora son elementor 

Se,~n ahora H y H'· 1 x Xn-l ~ y dos homot oplas prop.las 

entre flXn-l y F = (f, H, 9 ) y F' = (f , H' ,g) son dos 

aplicaciones prop.las 
A 

F, F': Xh ~ y, tales que FI¡;;:: F'I A 

De la Proposición V. 5 10 se sigue que F y F' son (n-l )-homótopas 

prop.lamente relatlvas él A, a la aplicación "constante rayo ~" 

Con:nderamos 

b(6,h(L F' ) seh+l (F' ) - sen+I (F), 

[Seh+I (F' ) J = [SCh+l(F)J 

Como 6,h (f , H, 9 ) sen+l (F) e k 

, , 
) bh(f,H' ,9) = C' eM 1 ( F' ) e, k • ..l _, .. , 

De todo esto dedllC1TnOS la slgulente proposlclón 

Proposición 4 - El conjunto obstrucClón propla n-dimenslonal 

eIl.(f,g) es llnitarlo. a su único elemento lo denotaremos cJl(f,g) 

y lo llamaremos obstrucción primaria de homotopía propia 

relativa a A, 

DE'mostraclon, - La pr:l.mera afirmación está ya demostrada. 

Por ser f I Xn-l = 9 I Xn-l = 8~1 Xn-l 

cOhslderamos ~Il.(f.g) = 6Il.(f,8p ) - 6Il.(g,8p 

/(wT&(j,g)) = {.1D(f,g)) = [.1f&(f,8p )J- [f.l1{g,8p )) =Xf&(j) -XD(g) # 
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D€'l Lema V 5 7 Y de la prOpOS1G1Ón ,=.nterlM obt€'nenK~f. 

Corolar io 5 - ~f n ( pII ( X , A, j)) = O 

y Ofn(X,A; 'Pn(Y}) = GII(X,A; IP11 (Y) ) 

3.- Teorema de extensión propia primaria 

\ 

En este parrafo, mediante las obstrucciones pnm,'lrl1'~s y 

lo~ reslJltadN::: de capittllos precedentes, daremos Sohlclón al 

problem..=. de la exten~H~n propH para el caso en que 

Definición 1 - Un elemento del grupo de COhODlOlogl., 

Gn(A; 'Pn (Y)) es extensible sobre X si pertenece a lm 1*, donde 

i *. Grl (X ' In (Y) ) ----+ GIl (A' In I y \ i 
, TIl · 'Trl' Ji 

es el h~")momorflsmo lnduc:ido en cohomologia pOlO la lnc:lu.:::lon 

propia 1 A ~ X 

Teore.a 2 - Dad.') UM aplicación propla j. A ---+ Y, 1M: 

siguientes tres aflr~'lC10neS son equivalentes 

i) j puede extenderse propiamente a Xn+l 

ii ) ~1 (1) = (l 

ilj) Xrl! f} es ext ensibl e sobre X 

D!;'m('E't f,; (~J.c>n - t puede ext ender;::e proplament e a Xnt1 81 y so) () 

n el conJunt o obstrucción en+1 (j) cont lene al elemento (l de 
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En las actuales condiciones par .. ~ Y, aM 1.( 1) 

St'llo contlene al elemento (¡jL+l (1) (Proposic:ión 2.3), luego las 

a!lrID<.'iC10neS j) e ii) son equivalentes. 

e,oIttl (j) = s*XIL ( j) donde S* es el operador de conexión de 

la suceSlon exacta de cohomolog1a asociada a) par (X,A) 
. ("* 

---f Gn ( X ; 'lln ( Y) ) 1.") Gn ( A; fPn [Y )) -º-...... Gn+ 1 (X, A; IPn (Y )) ----" 

~l{f) = O si y solo si Xn(f) E Ker 0* = im i* 

l1.1ego ii) Y iii) son equivalentes 

Corolario 3 - Si dim(X",A) :s: n+l. Una apheación propia 

f A -...:, Y se extiende proplamente a todo X, Sl y sólr) si S11 

elemento caracteristico Xn(f} es extensible sobre X 

La slgl.liente generahzaci6n del Corolario 3, es l1n.:;¡ 

r.:onseC11enr:la inmediata de V:3 5. 

Teorema .( - Si Y es (1t)r-simple, (~)(r-l)-simple y además 

c:r+l(X'.~;<Pr(Y)) = (1 para cad,~ r tal que n <: r < dim(X'\.A), 

entonces una apllcacion propli.'l f' A ----i- Y puede ext enderse 

de una manera prop1a a X, Sl y sólo si el olemento 

caracterlstico de 1, XIL(f), es extensible sobre X 

Notemos que si n > 2, como Y es (n)(n-l) oonexo y 

(l) (n-2)-conexo, es trivialmente (n)r-simple y W (r-l )-simple 

para cualquier r. En est e caso pueden obviarse del enunciado 

estas dos oondiciones. 

Si n = 2, Y sigue siendo (n)r-simple para cualquier r, 
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y puede obv~arse esta cond~c~ón del enunc~.,,¡d o, SIn emb.u-go 

debemos segulI eXlglendo que Y se~ ~ ( r-l)-slmple 

Observemos que en particular las hipótels del Teorema 4 

se cumplen sIempre que para cada 

n < r < dim(X\.A) Cuando esto OCl.lrra, 10 indlcaremos diciendo 

que 'Pr = O para cada r tal que n < r < dlm (X\.A) No será 

~uficIente que ~r sea la aplicación O entre dos grupos 

dIstIntos del grupo 0, nl sIquiera que únicamente Hr (Y) = O 

n < r ~. dim (X\.A ) 

4.- Teoremas de Homotop1a propia primarios 

Teoreaa 1 -

que f lA = 91 A 

úfl(f,g) = O 

Dos apl1c.'lClOneS propIas j, g : X ---4 Y t.,le s 

son n-homótop,,,¡s relativ.?ts a A, Sl y s ólo ~ l 

Demostración - Sabemos que j y g son homótopas 

propiamente relatlvas a A S~ y sólo si 8!1 ( 1,9 ) = tJn P:¡n (X, A; t) ) 

[Lem.'\ V 5 8] 

En las .?\ctuales condlciones par ,'1 Y, ~Jr, ( Rr' ( X , A, f) ) = O 

[Corolario:2 5) Adem.' S 811 ( j,g ) consta de un s ólo e l emento 

úf'{ j ,g ) [Proposlclón 2 4 J I nmediatamente se deduce 1.; 

afIrm.~CIón del teorem.'\ # 
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.~ = ¡z5 Obt enemos Inmedi.'t Uunent e el slgulent e 

Corolario 2.- Son equivalentes: 

1) j Y 9 son n-homótopas propiamente. 

ii) <Jl{f,g) = O 

iii) Xfl { 1) = Xf '( g) 

Si dlm X = n es inmediato' 

Corolario 3 - f y 9 son homotopas proplamente S1 y sólo el 

Como Gon::ecuenCl<": del Corolñrio 3 y de L. Fropo~H,,:ión V 5 lO, 

obtenemos lnmedlat~mente 

Teorema -4 - Si Y es (1t )r-simple {l.l (r-1 )-simple y ademas 

Gr(X,A;lJlr(Y)) = O para cad<.~ r tal que n .. ~ r s: dim X, entonces 

dos aplicacIones propIas 1,g: X y son hOIDl'>t opas 

propü.ment e si y 8",>10 si 

Los comentarios posteriores al Teorema 3 4 son validos 

también aqu1, con la salvedad que ahora es sufIciente para que 

se verifique el Teorema que 1tr (Y) = O = Jr-1 (Y) para cada r 

tal que n < r ~ dim X. 
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5.-Teoremas de clasifioación propia primaria. 

C'. ,.;1 y es (n)r-sirnple, (J.) (r-l )-simple y 

Gr+ 1 (X , A " tRr (Y)', = O d 1 d . ( X... A) T I palo él ca a r t a qu e n < r:;; 1m ~, 

entonces, para cada aplicación propia j' X ----... Y Y para 

cada elemento e de Gn(X,A;IjlIL(Y))' existe una aplicaClón proplá 

g' X ---I¡ y 

Demostración - Sea z un cocido de Hom(SCn(!X,AI};'Pn(Y)) que 

representa a e Del Lema V, 5.2 deduclmos que exist e una 

aplIcaCIón propia h: In 

además ~rl( 1, h) = z. Entonces: 

y tal que 

O = S z = 8(NI(f,h)) = SClI+l(h) - seIl+l(f) 

Como seM1 (f) = O, Sc:n+1 (h) = O Y por lo tanto h puede 

ext enderse proplament e él Xn+1 . De la Proposición V, 3.5 se slgue 

que h puede extenderse a una aplicación propia g: X --4 Y tal 

$1 A = ¡f, podemos em.lncl.uo el Lema 1 de la slguient e mb.ner.'1 

""'L=e=Dl=a'----'2=_ - Si Y es (n )r-simple, (¡) (1'-1 )-slmple y 

Gr+l(I;'Pr {Y))= O para cada r tal que n < r < dlm X, entonces, 

para cada elemento c de Gn(X;'P1¡(Y)), existe una aplicación 

propia g: X ~ Y tal que Xn{g) = G 

Como en el parrafo anteriOlo, los comentarios posteriores al 

Teorema 3 4 son también válidos aquí. 
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Consideramos una aplicación propia j' y. ----4 Y Se,; 

E el conJunto de t oda.s las aplIcacIones proplas g' X ----4 Y 

tales que glA = j lA Como p,ua Gada q < n , 1tq(Y) = O Y 

J:q-l (Y) = 0, eXIste una sola (n-l)-clase de homotopia propIa 

relativa A Vamos a calcular cuantas n-clases hay en E 

Teorema 3- Si Y es (n)r-simple Uj(r-l)-slmple y 

Gr+l(X, • ./!.;(jlr(Y)) = O para cada r tal que n < r < dim (X"-A), 

entonces las clases de n-:homotopia propla relativa a A de E 

e",tan en co~'respondenclc"¡ (1-1) GOD los elementos del grupo 

GI'tX,i~.;(jlr/Y)) La c:orrespoDdencOl.1. viene t"b.cL,< asignando él ca.da. 

clase SIl de E representada por la apllCélGIOn propia. g, eJ 

elemento wT'(j,g) de GIl(X,A;(jln(Y)) 

Demostración - Del Corolario 2 5 sabemos que 

0fn(X,A;(jln(Y)) = Gn(X,A;(jlI'(Y)) 

Por tanto, del Lema 1, :::e sigue que todo elemento de 

0jn(X,A;(jln(Y)) es j-admisible, luego 

Afn '" GIl (X, A; <PI¡ (Y) ) 

La conclusion de este Teorema se sigue de 1.3. 

51 A = p1 el Te.orema 3 puede enuncial'se como s.igue 

Corolario 4 - Si Y es (n)r-simple, ~(r-l)-simple y 

para cada r tal que n ....: r < dim X, las 

n-("las~s de homot t:')pla propia de aplicaciones propias f' X ---+ Y 

estan en oorrespondenoia (1-1) con los elementos de] 
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9TU PO GIL(X; (¡'ln(Y) ). La c01-respondencia viene dada aS.lgnando a 

c:ada da~~ en representada por la aplicaclón propia g, eJ 

el emen t \) XI1 ( 9 ) d e GIL (X; q!¡, (Y) ) 

Si dim X = ni obtenemos: 

Corolario 5 Las clases de homotopía propia de aplicaciones 

propias f . X Y están en corre~pondencia (1-1) con los 

elemento8 del grupo Gn pi ; qJn ( Y) ) 

De los Teoremas 3 y 4.4 Y del corolar.lo anterior se obt.lenen 

i nnle <.ha t amen t e e 1 si g'l.l.l en t e teorema 

Teorema 6 - Si Y es (11 )r-simple, (jJ (1--1 )-sJ.mple y además 

Gr +1 (X,A;qJr(Y)) = O = Gr(X,A;qJr(Y)) 

pan. cad,'1 r tal que n < r ~ dim (X'-A), entonces las cláses de 

hOml)top1a propJ.a relativa ,,\ A de E, estan en correspondenc:ia 

(1-1) con los elementos del grupo de cohomolog1a GfI(X,A;lp¡¡(Y)) 

La oorrespondenoia viene dada asignando a oada clase en' 
representada por g, el elemento de wn(f ,g) de Gn(X,A;qJr,(Y)) 

En partioular las hip6tesis del Teorema 6 se cumplen siempn'! 

que 1tr{Y):: O = lr-l (Y) par,'1 oada r tal que n < r ~dim (X\A). 
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6.-EjelllploB 

En este párrafo va.mos él calcular algunos conjuntos de 

daBes de homotopla prop~a de aplicaciones propias j' X -- Y, 

h.:"lClendo uso de los teoremas de clasificación prim..'H ia del 

pElnafo 5 del Cap.i tulo VI Estos teoremas expresan dichos 

conjuntos en términos de los grupos de Gohomologla propla 

Tendremos que calcular estos grupos Podemos 

hacerlo dlrectamente 6 utilizando el Teorema de los 

coefic~ent es unl versales de 1 Capítulo 11 Los cá h~1..1l0S pueden 

ser largos Sln embargo cuando nn(Y) == O Y Jn-l (Y) :: G, Ó 

cuando nI1(Y) :: G y -k-l (Y) = 0, estos calculas se simpliflcan 

Como en los eJemplos que desarrollaremos nos encontramos en 

este caso, vamos a estudiarlo. 

Proposic.ión 1 - Sea X un complejo cúbioo propio fini to e Y 

un espacio topológico tal que nn(Y) = O Y drl-l (Y) :: G Entonces 

GIl ( X ; <jln (Y )) :: En ( X ; G ) 

donde EII(X ;G) es el n-ésimo grupo de cohomolog1á final prOpHl. 

deflnido en [E-H-R] 

DemostraClón - GIt(X;filn(Y)) = Hrt(Hom(SC*(iXj); filn(Y))) 

En est e oaso (<Prt . O ----...;. G) . 

Podemos definir un morfismo de oocadenas, 

e: HOIDIü\(SC*(!XI); IPn(Y)) -~ Hom(4(!X!)!S*(IX!): G), 

donde HOT!JA}) es el funtor Rom en la categoría Morf Ah y ROTn el 

mlsmo funtor en la categoria Ah, de la siguiente manera: 
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Dado (fl,f2) E Hom(SCq(IXIL qln{Y)) 

Sq ( Ixl ) -----,< Cq ( Ixl ) ----'1 

o -------; G 

induce de maner:. 11'rll'ca f' e (IXI) Is ílXI) ... , ~q q 

Cq (1 Xl) / Sq ( 1 Xl} 
/ 

/ 

G 

Dada f define inmediatamente fl y f2' luego e es un isomorfi SlrJi.1 

Por lo tanto 

blego # 

Efectuando un proceso an6logo obtenemos' 

Proposición 2 - Sea X un compleJo cÚbico propio finito e Y 

un espaclO topológico ta 1 que 1[n (Y) =- G Y ::k-l (Y) = O Entonces 

Gn(X;qln(Y)) =- Hn(X;G) 

donde Hn(X;G) es el n-ésimo grupo de cohomologia singular de X 

con coeficientes en G 

E:7~..!lJpJ" J - Sea X un complejo cúbico propio finito V,~mos ,,\ 

calcular el conjunto de clases de homotopla propu de 

apllCáClones proplás j' X ---1 :R2 

R2 es un espacio contráctiL luego ~(R2) = O para todo r 
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Además por la PrOposlclón 5 3 lII [Ri] ~O(R2) = 0, d:1 tlR2):: :l 

y Jq (RZ) = (l pLua todo q:> 1 

Entonces del Teol"ema VI 5 6 se Slglle ql.le 

(X,R2]p:: G2 (X;<Jl2(lR2 )) 

Como ~(RZ) =0 y Jt(R2) :: ~, de la Proposición 1 obtenemos 

G2 (X; Cfl2 ( lR2 )) :: E2 ex ; ~ ) 
Para la cohomolog1a E* existe un teorema de los coeflclentes 

universales, luego tenemos la sucesión exacta esclndible 

luego 

Como El (X) es el grupo abeliano libre de rango e 1 número de 

finales proplos de X, se sigue que 

pOlO 10 tanto 

que se be': quitado el número finito q de puntos Como antes 

No es dificil ver que una superficie de este tipo admite una 

estructura de complejo cúbico propio finito Por lo tanto 

(eJemplo 1) 

[X, R 2 ) P :: H om ( ~ ( X ) ; l ) . 

Además [Teore~~ I.3.5] sabemos que ~(X) :: H1(L1). 

En este caso L1 consta de q circunferencias, 
q. 

luego Hl (L1 ) :: Z Q)~$ Z 

y por consigulente 
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E.ft?.DJplo 3.- Vamos a oalcular [X, R3Jp donde X es el ID1SIDO 

espacio que en el ejemplo 2. 

Como R3 es un espaoio contráctil nr (){3) = O para todo r 

Además [Ri 5 3IIIJ JO(R3) :::.41 (R3) = O Y Jz(]R3):: l 

Cómo antes [X,l{3)p:: G2(X;'P2(l{3)) 

cómo 3 !JI2(R ) es <p: O~ 0, 

[X, R3]p = O 

EVldentemente, est.e resultado puede generalizarse a lRl\ y se 

obtiene 

[X 1!"lfll - O 
,1l'. Jp- para cada n ¿ 3. 

Eft?.DJpl" 4- X es ahora el interior de una P. L vaned.'1d 

oompacta M con borde no yacio. Vamos a caloular [X.R2]p 

Como en e 1 ejemplo 1, aplicando el Teorema VI. 5.6, se obtlene; 

por las mismas razones q1le e 1 e 1 eJemplo 1 

Volviendo a aplicar el teorema de los coeficlentes unlversales 

obt.enernos 

o -~ Ext(E1(X);I) ---7 E2(X;I) ----4Hom(~(X};I) ---4 O 

Como El (X) es un grupo abeliano libre Ext (El (X); l) = O 

luego E2 (X;l) :: Hom(~(XLl}. 

Vamos a calcular ~(X) . Por el Teorema del collar para 

variedades PL, sabemos que todo entorno dél borde de M (dH) es 

de la forma dHx [O,lJ, en X serán clMx [0,1) 

Aplicando otra vez el Teorema 1.35 
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POI- los Teoremas de estructura de grupos abelianos H1 (13M) es 

suma directa de grupos abe lianas libres y grupos elclieos 
Cl 

H1(dM) = ~ EI1.~.EB ~ EB ~Pl ~ ........ EB ~pr 
1. 

Entonces Hom(E2 (X);Z) :: Z e.~.e Z 

Por lo tanto, el conjunto de clases de homotopia propia de 

aplicaciones propias del interior de una PL variedad compacta 

con borde no vacio en R2 es isomorfo al grupo abeliano libre 

de rango el primer número de Betti del borde de la variedad 

Sea X un complejo cúbico pror . .:lO finlto de 

dlmenSlón n, queremos caleular [X,JRIIJ p 

y .2:r(JRn) = (1 para cada r tal 

Por el Corolario VI 5 5 

[X I Rf¡] p :: GIl (X ; <Iln (1Rn) } 

Gomo 1tn {Rn) = O Y:::!rL-l (]Rn) :: ~, de la Proposición 1 obtenemos 

GIl (X; <!In ( ]Rn) ) :: EII (X ; ~ ) 

y por el Teorema de los Goeficientes universales 

E)f'.DJpjo 6 - Sea X el interior de una 3-variedad compacta 

orientable con borde no vacio M3 . Calculamos [X, R3]p 

Del eJemplo anterIor se SIgue 
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~(X) = Hl (~) 

En es1:f.' caso ~ et 'ma ,mión de s11perflcies orlentables, por lo 

tanto () H1 (~) ef. 1m gnlpo abe llarLo llbre 11lego. Ext. (~{ X) ,l) = (l 

AEírnlsmo 

y ~\L:z ) es el grupo abeliano libre de rango el número de 

tmales de X 

Por lo tanto 
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