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Proélogo

La teoria de las ecuaciones en derivadas parciales (en adelante, EDP) ha sido y es uno
de los campos mas importantes de estudio en matematicas. Esto se debe fundamentalmente
a la frecuente aparicion de EDP en muchas ramas de la fisica, la ingenieria y otras ciencias.
Las EDP representan una de las herramientas mas poderosas de la modelizacién matematica
de problemas del «mundo real». Al principio, su estudio dependia del planteamiento fisico o
técnico de las ecuaciones surgidas, pero, con el tiempo, la teoria de las EDP también ha ido
abarcando problemas que surgen de contextos tedricos en los que se prescinde de su relacién
con los problemas reales.

Como el estudio de las EDP toma muchas formas, existe una vasta literatura matematica
sobre ellas y sus diferentes tratamientos. Esto complica mucho la orientacién de su estudio
para los estudiantes principiantes en la materia. De ahi la elaboracién de estas notas, que
sirven para iniciar a los estudiantes en la teoria de las EDP y que se centran en los aspectos
que creemos mas esenciales de la materia. Estan preparadas fundamentalmente para presentar
un enfoque basado principalmente en problemas matematicos y sus soluciones. Su interés, por
tanto, no es dar a conocer una teoria general, sino proporcionar a los estudiantes conceptos
fundamentales y principios basicos, junto con algunas técnicas y métodos de resolucién de
problemas con EDP.

El objetivo de estas notas es presentar algunos elementos de la teoria de las EDP de
forma muy sencilla y cuyo principal interés reside en el calculo de soluciones de ecuaciones
particulares. Con este objetivo hemos intentado obtener férmulas de la forma mas explicita
posible, permitiendo a los estudiantes seguir facilmente las notas y, a la vez, proporcionarles
un repaso de las habilidades matematicas adquiridas previamente. La presentacion es intuitiva
y esta orientada a la técnica. Los ejemplos reemplazan la secuencia formal de probar teoremas.

La forma en que se presentan las notas ha sido desarrollada por los autores en cursos
impartidos durante los tltimos anos en el primer semestre del cuarto curso del Grado en
Matematicas de la Universidad de La Rioja. Teniendo en cuenta las limitaciones de tiempo
que tiene un semestre de cuatro horas a la semana, no pretendemos que estas notas sean
completas, puesto que contienen una seleccion subjetiva, pero que, en nuestra opinién, cubren
el minimo que deberia conocer un estudiante de cualquier titulacion cientifica o técnica que
va a estudiar EDP por primera vez y que luego quiera estudiar la teoria de las EDP de forma
mas profunda. Para un mayor estudio se pueden consultar algunas de las referencias que
aparecen en la bibliografia.
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Los aspectos tratados en estas notas constituyen materia suficiente para un curso intro-
ductorio sobre EDP y estan organizados en torno a dos partes, cada una de las cuales esta a
su vez dividida en capitulos.

La primera parte de las notas comienza con un capitulo de preliminares en el que se
introducen las EDP y se presentan algunos problemas fisicos modelizados a partir de estas
ecuaciones. En los siguientes dos capitulos se desarrollan las técnicas mas basicas de las EDP
de primer orden, materia que la mayoria de textos de EDP trata brevemente (y esto en el
caso de que las traten). El capitulo 2 muestra un tratamiento elemental de EDP cuasilineales
(lineales) de primer orden, desarrollando un contexto geométrico necesario para el estudio de
estas ecuaciones, asi como la resolucion de problemas de valor inicial mediante el método de
las caracteristicas inventado por Hamilton. En el capitulo 3 estudiamos las EDP generales
(no lineales) y las resolvemos mediante una extension del método de las caracteristicas.

Los siguientes seis capitulos forman la segunda parte de estas notas y estan dedicados a
las EDP de segundo orden, donde nos hemos centrado en las EDP lineales de segundo orden
del tipo que aparecen en los problemas mas simples de la Fisica Matematica, como son la
ecuacion de ondas, la ecuacion del calor y la ecuacion de Laplace. Fundamentalmente, se
tratan dos métodos de resolucién: el método de separacion de variables y el método de la
transformada de Fourier. También se incluyen soluciones en forma cerrada, como la férmula
de D’Alembert para la ecuacién de ondas. Estos métodos dan a los estudiantes una vision
general del tema y abordan sus necesidades practicas en otras materias. Comenzamos con el
capitulo 4, donde se presenta el concepto de operador diferenciable, se clasifican las EDP en
diferentes tipos y se obtienen formas canoénicas simplificadas para las EDP lineales de segundo
orden. Ademas, se muestran el tipo de condiciones adicionales que suelen acompanar a las
EDP, de manera que los problemas resultantes estén razonablemente bien formulados. El
método de separacion de variables, basado en series de Fourier, se introduce en este capitulo
para resolver la ecuacion del calor en una varilla unidimensional y después se utiliza de
nuevo en los capitulos dedicados a las ecuaciones de ondas, calor y Laplace. En el capitulo 5
hablamos sobre la ecuacién de ondas en una dimension espacial, discutiendo los métodos de
separacién de variables y de D’Alembert. Vemos la unicidad de soluciéon a partir del método
de la energia. En el capitulo 6 se estudia la ecuacion del calor y se destaca el método del
desarrollo en autofunciones para problemas no homogéneos. El capitulo 7 esta dedicado a las
ecuaciones de ondas y del calor bidimensionales. En el capitulo 8 analizamos la ecuacion de
Laplace y su variante no homogénea, la ecuacion de Poisson, tanto en regiones rectangulares
como circulares. Terminamos con el capitulo 9, donde se ve la transformada de Fourier y su
aplicacion a las EDP cuando los dominios de integracion no estan acotados.

Hemos hecho especial hincapié en los métodos de resolucién y no hemos prestado atencion
a las soluciones, de manera que no se tratan las funciones especiales que aparecen en ciertos
tipos de problemas, como son las funciones de Bessel, los polinomios de Legendre, etc.

Hay ejemplos hechos a lo largo de las notas que ilustran los conceptos y métodos estudiados
y, al final de cada capitulo, se proponen ejercicios para que los estudiantes practiquen la
resolucion de problemas y con el dnimo de ayudarles a afianzar los conocimientos adquiridos
a lo largo del capitulo. Casi todos los ejercicios que aparecen al final de cada capitulo, algunos
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con pequenias modificaciones o transformaciones, estan sacados de las referencias que aparecen
en la bibliografia.

Para seguir estas notas sin dificultad, solo son necesarios algunos conocimientos estan-
dares de calculo que incluyan EDO lineales de primer y segundo érdenes. No es esencial un
conocimiento de la fisica involucrada para seguir los aspectos matematicos en la resolucion
de estos problemas.

Al final encontramos la bibliografia basica utilizada para elaborar estas notas. Ademas
de los numerosos textos que existen sobre EDP, también se encuentran multiples referencias
electronicas en Internet.

Logrono, La Rioja J. A. Ezquerro
Septiembre 2021 J. M. Gutiérrez
V. Lanchares

José Antonio Ezquerro, José Manuel Gutiérrez y Victor Lanchares
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Capitulo 1

Introduccion

Muchas formulaciones de modelos matematicos utilizan derivadas parciales para represen-
tar cantidades fisicas. Estas derivadas siempre involucran mas de una variable independiente,
generalmente variables espacio x,y,... y una variable tiempo . Dichas formulaciones tie-
nen una o mas variables dependientes que son las funciones desconocidas de las variables
independientes. Las ecuaciones resultantes se llaman ecuaciones en derivadas parciales (en
adelante, EDP), que, junto con condiciones adicionales (iniciales y/o de contorno), represen-
tan fendémenos fisicos y se conocen como problemas de contorno (con condiciones iniciales).
Para entender el comportamiento fisico de los modelos matematicos es necesario tener algin
conocimiento del cardcter matematico, de las propiedades y de la solucion de las EDP que
rigen los modelos.

Las EDP aparecen frecuentemente en todas las areas de la fisica y la ingenieria. Ademas,
recientemente, hemos visto su habitual uso en areas como la biologia, la quimica, las ciencias
de la computacién (particularmente en relacién con el procesamiento de imégenes y gréficos)
y en la economia (finanzas).

Este primer capitulo introductorio lo dedicamos esencialmente a la naturaleza y generacién
de algunas EDP, que, desde un punto de vista practico, surgen naturalmente como modelos
matematicos para varios problemas fisicos.

1.1. Preliminares

Podemos decir que una EDP es una relacién de la forma
F<x1’x27 ot 7'1’777/727 Zl‘l’ ZI‘Q? ctt 7Zx1x1’ Zﬁle’ A ') = O’

donde F' es una funcién suficientemente buena de sus argumentos, m > 1y z es una funciéon
de las variables independientes x, xs, ..., ,,. Es decir, es una relacién de igualdad entre
una funciéon de varias variables, sus variables independientes y sus derivadas parciales hasta
un cierto orden n, que recibe el nombre de orden de la ecuacion.

Las EDP aparecen en diversos problemas reales relacionados con la modelizacién de pro-
blemas de interés, aunque también las encontramos dentro de diferentes ambitos de las Ma-
tematicas. Veamos algunos ejemplos en los que nos encontramos con este tipo de ecuaciones.
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1.1.1. Calculo de variaciones

El calculo de variaciones es una rama del anélisis que permite abordar numerosos proble-
mas de muy diferente indole y que ha servido para establecer los principios variacionales de
la Mecanica, asi como de base para los trabajos de Einstein sobre relatividad general y de
Schrodinger sobre la mecanica cuantica.

Supongamos que tenemos dos puntos Py @ de coordenadas (z1,y1), (72, y2) y considere-
mos la familia de funciones, y = y(z), que pasan por los puntos P y ). Es decir, se verifica
y(x1) = y1, y(xe) = yo. El problema que planteamos es el de encontrar la funcién de esta
familia, si es que existe, que minimiza la integral

I(y) = /: flz.y.y) da. (1.1)

1

Aqui supondremos que tanto f(z,y,y’) como y(x) son de clase C?, es decir, son continuas,
con derivadas parciales continuas hasta segundo orden.

Sea n(x) una funcién de clase C? tal que n(z;) = n(z2) = 0 y consideremos la familia
uniparamétrica de funciones

g(x) = y(x) + an(z), (1.2)

donde y(z) es la funcién que minimiza (1.1). Notemos que todas las funciones de clase C*
que pasan por los puntos P y () se pueden expresar de la forma , para alguna funcién
n(x) y para algin o € R. La diferencia g(z) —y(z) = an(x) se denomina variacion, y de aqui
deriva el nombre de cdlculo de variaciones.

Fijemos una funcién n(x) y consideremos la ecuacién como una funciéon de «

@)= [* f(@.5.7) do.

1

Entonces, I(a) serd minimo para a = 0 y, por tanto, I'(0) = 0. Ahora bien

I'0) = /ITQ <gjyc77(x) + ggj’ n'(x)) dx.

Integrando por partes el segundo sumando de la integral resulta
v 0f of " / v d (Of
— — — — | == d
. o1 dl' 8y/ n(l') x?

L oy "W dr= o)
y, teniendo en cuenta que n(z1) = n(x2) = 0, resulta

0= G (57) oo

cualquiera que sea la funcién n(x). De aqui se deduce
0 d (0
o d (o), 09
Jdy  dx \ 0y

Notas de ecuaciones en derivadas parciales




1.1. PRELIMINARES 3

que recibe el nombre de ecuacién de Euler, que es una EDPE]. No obstante esta ecuacién se
reduce a una ecuacion diferencial ordinaria, como en los ejemplos siguientes.

Ejemplo 1.1. Determinese la ecuacion de la curva que minimiza la distancia entre dos puntos

dados P = (z1,51) ¥y Q = (2,2).
Sea y(z) la funcién que pasa por los puntos P y @, entonces la distancia a lo largo de la

curva y = y(x) entre dichos puntos viene dada por la integral

dU%Q):iAT\/1+nyde.

Por lo tanto, a partir de la ecuaciéon de Euler (|1.3)), se tiene que d(P, Q) es minima cuando

of d <3f) y"(z)

se verifica

Jdy dx

) Aty

es decir, cuando y”(z) = 0. De aqui se deduce que la solucion es la recta que une los puntos
Pya@. <

Ejemplo 1.2. Determinese la curva que pasa por los puntos P = (z1,y1) y Q = (22,92)
situados en el primer cuadrante y que hace minima el area de la superficie de revolucion que
se genera al girar alrededor del eje x.

El area que genera una curva y(z) al girar alrededor del eje = entre los puntos de coorde-
nadas x1 y zo viene dada por la integral

A=2r /9;2 y(z)\/1+ o/ ()2 de.

1

Por la ecuacion de Euler, la condiciéon necesaria para que la integral anterior sea minima es

14/ (2)? — y(x)y" (x)
(1+y/(x)2)*?

Si tenemos en cuenta que

d(zMﬂ):,@g+ymv—mwwu>
(o)

dl' 1 +y/ (1 +y/(x)2)3/2 ’
resulta
_ @) =01 = O(x)=/y(x)?—C%
1+y'(2)?

Separando las variables se tiene

+ / 2 _ 02
+ CQ = Cl In (y(x) g(x) 1) + CQ,
1

_ dy
= e

INétese que la ecuacién de Euler da una condicién necesaria para la existencia de minimo, pero no
suficiente.

José Antonio Ezquerro, José Manuel Gutiérrez y Victor Lanchares
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Figura 1.1: Diferentes curvas solucion para la ecuacion de Euler en el problema de minimizar
el drea de una superficie de revolucion.

y, despejando y(x),

r — 02)
4 '

Las constantes C] y Cy se determinan de manera que y(x) pase por los puntos Py @, es

y(x) = C} cosh (

decir,

y(z1) = C cosh (331—6'2> =y, y(x9) = C cosh (M> = 1s.
Cl Cl
Fijada la condicion y(x1) = yi, se puede determinar Cy en términos de C y se obtiene una
familia uniparamétrica de curvas que pasan por el punto P = (z1,y;). Esta familia aparece
en la figura [I.1], donde se ve que tiene una envolvente, que es la curva I' de la figura [I.1] De
este modo, si el punto @) esta por debajo de la curva I' el problema no tiene solucién. Por el
contrario, si estd por encima de I' hay dos posibles soluciones, de las cuales la que da el area
minima es la superior. Por tltimo, si () se encuentra sobre I', habria una tnica solucién a la
ecuacion de Euler, pero la superficie que se genera no es minima. <

El método expuesto puede generalizarse cuando es una integral multiple, dando
lugar a verdaderas EDP. Veamos el caso de una integral doble. En concreto, consideremos
un dominio D del plano, delimitado por una curva cerrada C, y sea z = z(z,y) una funcién
de clase C? en D, que toma valores prefijados sobre la curva C. El objetivo es encontrar la
funciéon que minimiza

I(z)://Df(aj,y,z,zx,zy)dxdy. (1.4)

Para ello procedemos como en el caso de una variable, introduciendo la familia uniparamétrica
de funciones

Z(z,y) = 2(x,y) + an(z,y),

donde z(z,y) es la solucién minima y 7(z,y) una funcién de clase C* en D, que se anula en
C'. Sustituyendo en (|1.4) z por Z se obtiene I como una funcién de a. Como el minimo se

Notas de ecuaciones en derivadas parciales
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alcanza cuando a = 0, una condicién necesaria es I'(0) = 0, esto es

[ (e ghns 35 asan=o

Podemos aplicar integracién por partes en los dos ultimos sumandos para transformar esta

[153 (52) a5 (52) e

Puesto que la funcion 7 es arbitraria resulta

af o (of of
9z Oz (8235) dy <8zy> 0. (1.5)

Ejemplo 1.3. Encuéntrese la ecuacion de la superficie de menor area, limitada por una curva

condicién en

cerrada en el espacio.

Este problema se conoce como el problema de las superficies minimas y fue propuesto por
Euler. En nuestro caso, suponiendo que la curva cerrada se proyecte sobre el plano xy en otra
curva cerrada C' que delimita un dominio D, se trata de minimizar

// V1+ 23+ 22 dedy,
D

donde la funcién z(z,y) toma valores prefijados sobre la curva C. En este caso, la ecuacién

de Euler (1.5)) resulta ser

0 Za 0 2y
_ 0z + — - J — 0’
Or \ \J1+22+22) Oy \\J1+22+22
que puede escribirse como
(L4 22) 200 — 2202y 20y + (14 22) 2y = 0,

que es una EDP de segundo orden. No es facil probar que esta ecuacion, con las condiciones
prefijadas sobre C', tiene solucion. La demostracion rigurosa fue dada por T. Raddé y J.
Douglas, de manera independiente, en los afios 1930 y 1931. Més informacion sobre este
problema se puede encontrar en [1]. <

1.1.2. Ecuacién de ondas

En algunos problemas clasicos de modelizacion nos encontramos con EDP. Algunas de
estas ecuaciones sirven de modelo para un gran nimero de fenémenos que presentan com-
portamientos similares. Es lo que sucede con la ecuacion de ondas. Aqui, presentaremos dos
problemas que conducen a EDP de orden uno y orden dos, cuyas soluciones estan relaciona-
das. El primero servira para modelizar el flujo del trafico en una carretera de un solo carril,
mientras que el otro nos llevara a considerar el problema de la cuerda vibrante. En este tltimo
caso se trata de describir las pequenas oscilaciones de una cuerda sujeta por sus extremos.

José Antonio Ezquerro, José Manuel Gutiérrez y Victor Lanchares



6 CAPITULO 1. INTRODUCCION

Q—1> —F—>» Q+ g—gdx

Figura 1.2: Esquema del flujo de trafico en un tramo de carretera.

Un modelo de trafico

Uno de los problemas que se presenta en el estudio del trafico es el determinar la capacidad
de un determinado tramo de carretera. Es decir, determinar cuél es el nimero de vehiculos
por hora que soporta, su velocidad media y la separacion entre ellos. El problema se puede
abordar desde un punto de vista técnico, con tomas de datos y un posterior procesado de los
mismos, o bien proponiendo modelos matematicos. Aqui presentaremos uno que tiene analogia
con el movimiento de un fluido a lo largo de un conducto, sustituyendo el flujo discreto
de los vehiculos por un flujo continuo. Es el denominado modelo de Lighthill-Whithman-
Richards [15], 24].

Consideremos una carretera con un solo carril de circulacién y sobre el mismo un pequeno
tramo de longitud dx. La tasa o cantidad de vehiculos que entran en el tramo, viniendo
desde la parte izquierda (véase la figura , por unidad de tiempo la denominaremos ()
(vehiculos/hora). Decimos que @ es el flujo y, en general, variard con el tiempo, ¢, y con la
posicion, z. El flujo en la parte derecha del tramo considerado, teniendo en cuenta que dx
es pequeno, puede aproximarse mediante un desarrollo en serie de Taylor hasta primer orden
por @ + ‘%{‘jdm.

Tengamos en cuenta ahora la densidad del trafico, es decir el niimero de vehiculos por
unidad de longitud y designemos a esta cantidad por K (vehiculos/kilémetro). En general,
esta cantidad también depende de la posicion y del tiempo. En cualquier caso, en un instante
t, la cantidad de vehiculos en un tramo de longitud dx vendra dada por K dz. Por tanto, la
tasa de cambio del nimero de vehiculos en el tramo de longitud dz resulta ser %—It{da:.

La tasa de cambio del niimero de vehiculos en el tramo de longitud dx puede expresarse
en términos de (). Esta no es otra cosa que la diferencia entre los vehiculos que entran y los
que salen. Por tanto debe cumplirse

8762 + a—K =0, (1.6)
Jxr Ot
que es la denominada ecuacion de continuidad, que es una EDP de primer orden.

Es conveniente introducir una nueva variable en la ecuacion para relacionar K y
Q). De este modo, se introduce U = /K, como la velocidad media de los vehiculos por el
carril de circulacién} Ahora bien, U puede relacionarse con la densidad del trafico mediante
consideraciones mas o menos razonables. De hecho, U serd mayor cuando la densidad del

2Nétese que U tiene unidades de velocidad, ya que @ se mide en vehiculos/hora y K en vehiculos/kilémetro.

Notas de ecuaciones en derivadas parciales
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trafico sea menor y viceversa. Asi, podemos usar una relacién lineal sencilla entre U y K
dada por

U:U*<1—[[(i), (1.7)

donde U, es la velocidad méxima (que puede ser igual al limite legal para la carretera con-
siderada) y K, es la densidad critica o de atasco. Por tanto, si K = 0, la velocidad sera la
maxima permitida, mientras que si K = K, la velocidad serd igual a 0. Es decir, en este
caso los vehiculos permaneceran parados o en situacion de atasco. Teniendo en cuenta que

Q) = UK, a partir de (1.7)), resulta

K) , (1.8)

=KU,[1-
o=rv i

de donde se deduce que el fluyjoes 0si K =00 K = K,.
Reescribiendo la ecuacién (1.6 como

0Q 9K OK
ok ar "o 0

y llamando C' a 0Q /0K, se obtiene la denominada ecuacidn del transporte

oK oK

donde C representa la velocidad de una onda cinematica que se mueve a lo largo del flujo de
vehiculos. Bajo la suposicién de que K y @ estén relacionados a través de (1.8), resulta

oK
C—U*<1—K*).

La solucion general de (1.9) es de la forma

donde f es una funcién que viene determinada por las condiciones iniciales del trafico.

El problema de la cuerda vibrante

El problema de la cuerda vibrante es un problema clasico, cuya soluciéon, dada por
D’Alembert en 1747, condujo a la primera EDP de la historia. Supongamos que tenemos
una cuerda flexible, tensada y fija en sus extremos, como puede ser la cuerda de una guitarra
o la de un violin, que supondremos se extiende a lo largo del eje = entre los puntos x = 0
y x = £. Tiramos de la cuerda hacia arriba, de manera que su nueva forma venga dada por
una funcién f(x). El objetivo es describir el movimiento de la cuerda cuando se suelta de su
posicion inicial dada por la curva f(z).

Haremos varias suposiciones que simplificaran el problema. En primer lugar, supondremos
que cada punto de la cuerda tiene coordenada x constante, es decir el movimiento solo tiene
lugar en la direccién vertical. Por tanto, la coordenada y es funcion de la posicion z y el tiempo

José Antonio Ezquerro, José Manuel Gutiérrez y Victor Lanchares
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Figura 1.3: Elementos principales en el problema de la cuerda vibrante.

t, es decir, el movimiento de la cuerda viene dado por una funcién y(x,t). De este modo, %

y % representan la velocidad y la aceleraciéon en un punto de la cuerda. Consideremos el

movimiento de una pequena porcién de cuerda de longitud Az. Si la densidad de masa de la

cuerda es constante e igual a p, la masa total del elemento de cuerda considerado sera pAwx.
Aplicando la segunda ley de Newton obtenemos
0y

,OAI@ =F, (1.10)

siendo F' la fuerza que actia en la direccion vertical. Despreciando fuerzas como la gravedad
o el rozamiento, la nica fuerza que actiia sobre el elemento de cuerda es la tensién, que va
dirigida en la direccién tangente a la cuerda, como se ve en la figura [[.3] La componente
vertical neta de la fuerza que actiia sobre el elemento de cuerda es

F = A(Tsen?),

por lo que la ecuacién (|1.10) queda como

0%y
A(Tsenb) = pAxr —=.
( )= pAz oo
Supongamos que la amplitud de las vibraciones no es muy grande, de manera que el angulo
0 es pequeno. Bajo esta suposicién se tiene que sen @ = tan 6, pero tan § = dy/dx, por lo que

podemos escribir
oy 0%y
A|T—= | =pAxr—=.
( 8:1:) PET B2
Haciendo tender Az a 0 se llega a la ecuacion de ondas

Py 02@ =0, (1.11)
ot? ox?
donde ¢ = T/p, siempre que la tensién sea constante a lo largo de la cuerda.

La ecuacién de ondas puede deducirse, también, a partir de principios variacionales, como
es el principio de Hamilton o de minima accién. Para ello debemos obtener la energia total
del sistema, que vendra dada por las energias cinética y potencial. La energia cinética, para
un elemento de masa pdx, sera

1

Pz,

Notas de ecuaciones en derivadas parciales
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siendo y; = % la velocidad del elemento de masa considerado. Por tanto, la energia cinética
total de la cuerda sera

1t
E=—p / Yy dx.
2" Jo
Por otra parte, la energia potencial se puede calcular a partir del trabajo realizado por la

tensiéon 1. Aqui, tendremos en cuenta que cuando se desplaza la cuerda, un elemento de
longitud dz se estira hasta uno de longitud

ds = /1 +y2dx.

Si aproximamos ds por el desarrollo en serie de Taylor hasta orden uno, se tiene que

1
ds ~ <1 + 2yi) dx,

por lo que el trabajo realizado por la tensién sobre el elemento de cuerda de longitud dz es
1
T(ds — dx) = iTyg dx.

Finalmente, la energia potencial de la cuerda vendra dada por
1 ¢
V=T / y2 dx.
2 Jo

Con la energia cinética y potencial se obtiene el lagrangiano, que viene dado por

1 4
LZE—V=§/(py?—Tyi)dx~
0

Por el principio de Hamilton, la accién, dada por la integral doble

Lotz rf 2
5/ /0(/).% —Ty,) dx dt,

debe ser minima. Usando (1.5)) se obtiene la ecuacién de ondas dada por ([1.11)).

1.1.3. Ecuacién del calor

Otro de los problemas clasicos que dio origen al estudio de EDP es el de la difusion
del calor, que fue tratado por Fourier a principios del siglo XIX en su libro Theorie de la
propagation de la chaleur dans les solides. Supongamos que tenemos una varilla de metal,
u otro material, donde la distribuciéon de temperatura no es uniforme. Entonces, el calor,
o energia térmica, se transfiere de las zonas de mayor temperatura a las zonas con menor
temperatura. Tres principios fisicos nos ayudaran a deducir la EDP que regula este proceso
de transferencia de calor.

1. El calor o energia térmica de un cuerpo homogéneo es proporcional a su masa y tem-
peratura. Es decir,
E=cmu,

donde FE es la energia térmica, m la masa, u la temperatura y c el calor especifico,
que depende del tipo de material del que esté hecho el cuerpo. En realidad, ¢ es la
energia necesaria para elevar la temperatura de una unidad de masa, una unidad de
temperatura.

José Antonio Ezquerro, José Manuel Gutiérrez y Victor Lanchares



10 CAPITULO 1. INTRODUCCION

2. La ley de Fourier que dice que la tasa de transferencia de calor, por unidad de area, es
proporcional y de sentido contrario al gradiente de la temperatura

tasa de transferencia de calor ou

area 002
donde K es la conductividad térmica, que depende de la estructura microscopica del
material.

3. La ley de conservacion de la energia.

Consideremos una varilla homogénea de longitud [ con temperatura no uniforme, que
supondremos situada sobre el eje x, con sus extremos en x = 0 y x = [. Entenderemos
por homogénea que tanto su densidad p, como su calor especifico ¢, como su conductividad
térmica K, asi como su secciéon transversal A, son constantes a lo largo de la varilla en todo
instante de tiempo. Supongamos que la varilla estd aislada y que solo los extremos estan
expuestos a cambios térmicos desde el exterior. Bajo estas condiciones tomamos una seccién
de la varilla de longitud dx entre los puntos x y x + dzx. Supondremos que el grosor de la
varilla es tan fino que la temperatura es funcién de x y ¢, es decir u = u(x,t). Entonces, por
el primero de los principios fisicos considerados, tenemos

E,=cpAdru(z,t).

Por otra parte, por la ley de conservacion de la energia, se tiene que el cambio de la energia
térmica, en la seccion considerada, en un intervalo de tiempo dt debe ser igual a la diferencia
entre el flujo de calor en los extremos de la seccién. Aplicando la ley de Fourier se obtiene la
ecuacion

cpAdz u(z,t + dt) — cpAdr u(x,t) = Adt <K08u> — Adt <Kogz> .

r+dx

Tomado limites cuando dx y dt tienden a 0, se llega a la ecuacion del calor

ou 0%u

ot~ "ox

donde k = IC%’ recibe el nombre de difusividad térmica.

1.1.4. Ecuaciones de Poisson y Laplace

El advenimiento de la teoria fisica de la gravitacion, asi como de la electricidad y el magne-
tismo, derivé en el estudio de potenciales, origen de las denominadas ecuaciones de Poisson y
Laplace. No obstante, estas ecuaciones aparecen en la descripcion de otros fenémenos, como,
por ejemplo, en las soluciones estacionarias de la ecuacion del calor.

Las ecuaciones de Poisson y Laplace son EDP que aparecen en diversos problemas fisicos,
en general relacionados con procesos estacionarios. Aqui veremos su deduccién a partir de la
teorfa del potencial. En concreto, trataremos de determinar la fuerza F(x) generada por la

Notas de ecuaciones en derivadas parciales
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atraccion gravitatoria de una distribucién de masas p(x) sobre una particula de masa unidad
situada en una posicion x.
De acuerdo con la ley de gravitaciéon universal de Newton, la fuerza F(x) puede obtenerse
como la suma de pequenas contribuciones de la forma
x —x

x —x

3
mﬂ(x’)d x',

ejercidas por cada pequeiio elemento de volumen d3x’ situado en la posicién x’. De este modo

G/ |X X ) (1.12)

x|3p

Si definimos el potencial gravitatorio ®(x) como

O(x) = —G/bf,(’_‘/zc'd?’x’

1 x —x
\V4 —
x(\x’—x|> |x/ — x|3’

F(x) = V, / |Xp,(fll‘d3X/ — V. d(x).

El potencial es 1itil porque, siendo un campo escalar, es mas facil de visualizar que un campo

y tenemos en cuenta que

entonces se tiene que

vectorial de fuerzas. Ademas, en ocasiones, la mejor forma de obtener la fuerza F es a través
de su potencial.

Calculemos ahora la divergencia de la fuerza F, dada por la ecuacién (1.12)), de donde
resulta

, x —x 3
div F(x) = V, - F(x G/v <|X _X|3> p(x')d*x. (1.13)
Ahora bien, se tiene que
x' —x 3 3(x/ —x) - (x' —x)
I Pt _ 1.14
v <|X, - x|3> XoxP K xP (114

Por tanto, si X' —x # 0, el segundo sumando de (1.14)) es igual que el primero, pero de signo

Vi - <H> =0, (x" # x).

X — xP?

contrario, por lo que

Asi pues, cualquier contribucién al valor de la integral que aparece en debe provenir del
punto x’ = x, por lo que el volumen de integraciéon puede restringirse a una pequena esfera
de radio h centrada en dicho punto. Para dicha esfera podemos suponer que la densidad es
constante, por lo que

x —x
P =G [ v (EE )
Vi F(x) = Gp(x) ‘X,_xlghv <|X,_X|3> X
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12 CAPITULO 1. INTRODUCCION

Debido a la simetria de la funcién del integrando, podemos escribir

/

Vi - F(x) = —Gp(x) /lx’—x<h Ve <H> ¥,

X = xP
y, aplicando el teorema de la divergencia, podemos transformar la integral de volumen en
otra de superficie, quedando

/

XTX 29

'—x|=h |x' —x|3

V. F(x) = —Gp(x) /|
Sobre la superficie de la esfera de radio h y tomando coordenadas esféricas se tiene que
d*S" = (x' — x)hcos 6 df de,

siendo 6 el angulo de latitud que varia entre —7/2 y 7/2 y ¢ el 4ngulo de longitud, que varia
entre 0 y 27. Por tanto,

2r /2
Vi - F(x) = —Gp(x)/o /_M2 cosfdf dp = —4rGp(x).

Si sustituimos F(x) por V& se obtiene la ecuacion de Poisson, que relaciona el potencial con
la densidad de masas
PP PP 'O

V20 = AD = 92 + oy + 9.2 = —ArGp(z,y, 2).

En el caso especial en que p = 0 se tiene la ecuacion de Laplace

AP = 0.

1.2. Sobre las soluciones de las EDP

Antes de hablar de las soluciones de una EDP, vamos a introducir algunas ecuaciones que,
por su naturaleza, presentan buenas propiedades y son mas faciles de analizar. Se trata de
las ecuaciones lineales y cuasilineales.

Definicién 1.4. Una EDP se dice que es lineal si es lineal en la funcion y sus derivadas
parciales, con coeficientes que son funciones de las variables independientes.

Ejemplo 1.5. La forma més general de una ecuacién lineal de primer orden en dos variables

es
Pl + Qo) + Rla)s + S(ay) =0
donde P, Q, R y S son funciones al menos de clase C* y P%(z,y) + Q*(x,y) # 0. <

Definicién 1.6. Una EDP de orden n se dice que es cuasilineal si es lineal en las derivadas
parciales de orden n, y los coeficientes de estas derivadas son funciones de las variables
independientes, de la funcion y de las derivadas parciales hasta orden n — 1.

Notas de ecuaciones en derivadas parciales
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Ejemplo 1.7. La forma ma&s general de una ecuacién cuasilineal de primer orden en dos
variables es

Pla,y.2) 5 + Qe 2) 5 = Ry, 2)
donde P, Q y R son funciones al menos de clase C' y P?(x,y,2) + Q*(z,y,2) # 0. <

Una parte importante del curso esta dedicada al estudio de este tipo de ecuaciones, aunque
también abordamos el estudio de la ecuacion general de primer orden. En concreto, trataremos
de encontrar soluciones, pero primero tendremos que decir qué entendemos por solucién y de
ahi la siguiente definicién.

Definicién 1.8. Decimos que z = ¢(x1, X2, ..., Ty) €s una solucion de una EDP de orden n
st ¢(T1, g, ..., Ty) es de clase C™ en un dominio abierto, conexo y no vacio de R™ y satisface
la EDP en dicho dominio.

Ejemplo 1.9. Para ver que la funciéon z = —x cosy es una solucién de la ecuacion lineal de
primer orden
zy oSy — 2z, +cos’y + xseny = 0, (1.15)

basta sustituir z por —z cosy en la ecuacién para verificar que se tiene una identidad. Por
otra parte, es claro que la funcién solucién es al menos C* en todo R2, <

No obstante, en el estudio de las soluciones de una EDP, no solo estaremos interesados
en una solucién particular, sino en el conjunto de todas las posibles soluciones. Es decir,
trataremos de encontrar la forma mas general de la soluciéon, de manera que a partir de la
misma se puedan caracterizar soluciones concretas, una vez se impongan condiciones sobre
la solucién o sobre la propia ecuacion. Asi, es facil ver que a partir de la soluciéon particular
dada para la ecuacion del ejemplo [1.9] se pueden generar nuevas soluciones, anadiendo una
constante aditiva. En este sentido, las funciones de la forma

z(z,y) = —xcosy+C, CeR, (1.16)

son soluciones de la ecuacion. ;Se trata de la solucion general? Si asi fuera, habria una gran
similitud con las ecuaciones diferenciales ordinarias, donde la soluciéon general de una ecuacion
de orden n depende de n constantes arbitrarias. Sin embargo, esto no es asi en las EDP y
vamos a ver que podemos encontrar nuevas soluciones que no son de la forma . Para ello,
tendremos en cuenta que la ecuacion del ejemplo es lineal y podemos aplicar una propiedad
muy util, como es un principio de superposiciéon. Asi, si a una solucién de la ecuacién ({1.15])
le anadimos cualquier soluciéon de la ecuacion homogénea

2y cosy — 2y =0, (1.17)

obtenemos una nueva solucién de ([1.15)).

Con el fin de obtener soluciones de vamos a usar el método de separacion de varia-
bles. Consiste en buscar soluciones en las que la dependencia de las variables independientes
viene dada a través de una funcién para cada una de ellas. Segin esto, se pueden buscar
soluciones que sean de la forma

z(z,y) = f(z) +9(y) o  z(z,y)= f(x)g(y)
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Ejemplo 1.10. Encuéntrese una solucién de la forma z(z,y) = f(x) + g(y) para la ecuacién

(LI7f

Teniendo en cuenta la forma de z(z,y), se tiene

R = f/(x)a By = g'(y),

y sustituyendo en la ecuacion resulta

f'(x)cosy — g'(y) = 0. (1.18)

Manipulando la expresion anterior es posible separar las variables, de manera que en un lado
de la igualdad tengamos una funcién de = y en el otro lado una funcién de y. En efecto, (|1.18])
se puede escribir como

f(z) = A (1.19)

cos Yy
Puesto que se trata de una identidad entre dos expresiones, una que depende de z y otra que
depende de y, esto solo es posible si se trata de una constante. Sea dicha constante «, que
llamaremos constante de separacion, entonces ([1.19)) da lugar a dos ecuaciones diferenciales
ordinarias

Flo) = o, 9y) _

cosy

)

que, una vez resueltas, nos dan las funciones f(z) y g(z). En este caso resulta

f(z) = ax + pi, g(y) = aseny + B,
donde 31 y (33 son constantes arbitrarias. Si § = (51 + (32, entonces
zn(z,y) = a(z +seny) +
es soluciéon de . Ademas, en consecuencia,
z(z,y) = a(x +seny) + f — xcosy
es solucién de (|1.15)), cualesquiera que sean las constantes oy f. <

La solucién obtenida es mas general que ((1.16)), pero todavia no es la solucién general. Para
llegar a ella, hacemos uso de un resultado sobre dependencia funcional entre dos funciones
dadas de R? en R. En concreto, sea

ou Ou
L Dlule )y |85
D(z,y) Qv B

el jacobiano de las funciones u y v respecto a x, ¥y, entonces

Teorema 1.11. ([10)}) Dos funciones u(x,y) y v(z,y) de R? en R y de clase C* son funcio-
nalmente dependientes, es decir existe una funcion w : R — R tal que u(z,y) = w(v(z,y)),
si y solo si J = 0.

3Puede obtenerse también una solucién de la forma z(x,y) = f(x)g(y).

Notas de ecuaciones en derivadas parciales
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A partir del teorema anterior podemos encontrar la solucion general de la EDP homogénea
(1.17). En efecto, observemos que (|1.17)) puede escribirse como

2 zy‘

2 COSY — 2y = | cosy

Sea u(z,y) una funcién tal que u, = 1 y u, = cosy, entonces, por el teorema [1.11} las
funciones z y u son funcionalmente dependientes. En consecuencia, se tiene

2(x,y) = wlu(z,y)),

donde w es una funcién arbitraria. Ahora bien, la funcién u(zx,y) es facil de encontrar a partir
de
Uy = 1, Uy = COS Y.

Basta con integrar las ecuaciones para obtener u(z,y) = = + seny. Por tanto, la solucién
general de (|1.15)) es
z(x,y) = w(r +seny) — x cosy,
con w una funcién arbitrariaf
El ejemplo anterior nos hace pensar que en la resolucion de EDP nos encontraremos
con elementos arbitrarios que son funciones, lo que se pone de manifiesto de nuevo en los
siguientes ejemplos sencillos.

Ejemplo 1.12. Encuéntrese la solucion general de cada una de las siguientes EDP: u, (z,y) =
0, v.(x,y,2) =0y wyy(z,y) =0.
La solucién de la primera ecuacion es cualquier expresion que no dependa de g, por tanto
u(z,y) = w(z),

donde w es una funcién arbitraria de clase C*.
Analogamente, la solucion de la segunda ecuacion es una expresioén que no depende de z,
por tanto

0(1’7 y7 Z) = w(x7 y)?
con w una funcién arbitraria de clase C*.
Por ultimo, podemos encontrar la solucion de la tercera ecuacion por integracion reiterada.
En este sentido, sea W (x,y) = w,(z,y), entonces la tercera ecuacién puede escribirse como
wzy<x7y) = Wy(xv y) = 07
por lo que W(z,y) = f(x). Asi, se tiene

we(z,y) = f(x) = wz,y) =F(z)+Gy),

donde la funcién F(z) es tal que F'(x) = f(z) y F'y G son funciones arbitrarias al menos
de clase C*. <

4Nétese que podemos asegurar que es la solucién general, pues si z; y 2o son soluciones de (1.15]), entonces
21 — 22 es solucién de (1.17)). Es decir, dos soluciones de una ecuacién lineal se diferencian en una funcién que
es solucién de la correspondiente ecuacién homogénea.
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De los ejemplos anteriores parece deducirse que la solucion general de una EDP en m
variables de orden n depende de n funciones arbitrarias de R™~! en R. Esto es asi en ge-
neral y guarda un cierto paralelismo con las ecuaciones diferenciales ordinarias, donde la
solucion general de una ecuacion de orden n depende de n constantes arbitrarias, mientras
en las EDP los elementos arbitrarios son funciones. En las ecuaciones diferenciales ordinarias
(abreviadamente, EDO), ademds, dada una familia n-paramétrica de funciones

y = ¢(x;c1,¢,- -, Cn), (1.20)

existe una ecuaciéon diferencial de orden n cuya soluciéon general estd dada por ((1.20]). Esta
ecuacién se obtiene eliminando las n constantes ¢; del sistema de ecuaciones

y = ¢<£L', C1,C2y ... acn)a

Y = ¢/($;017C2,...7cn),

y(n) : ¢(n)<x’ C1,C2y ... 7Cn)'

Podemos hacernos una pregunta similar para las EDP, tratando de ver si es posible construir
una EDP de orden n en m variables independientes a partir de una familia de funciones que
depende de n funciones arbitrarias en m — 1 variables. Por simplificar, tomemos el caso de
una familia de funciones de la forma

2= F (2, y;w(g(x,))) (1.21)

donde F'y g son funciones conocidas de sus argumentos y w es una funcién arbitraria. La
expresion puede representar cualquier soluciéon de una ecuaciéon de primer orden en dos
variables. No obstante, veamos qué tipo de EDP se obtiene eliminando el elemento arbitrario
w. Para ello, derivamos (|1.21]) respecto a x y respecto a y, de donde se obtiene

2y = Fp + F W' gy, zy = F, + F,W'g,.
Eliminando «w’ se obtiene la EDP

ZoGy — Zy9z = Fugy — Fyga.

Es posible que w aparezca todavia en F, y Fj. En este caso, a partir de se puede
obtener w en funciéon de z, y, z. Sea como fuere, la EDP a la que hemos llegado no es una
ecuacién general de primer orden. Se trata de una ecuacion cuasilineal de primer orden. En
consecuencia, podemos deducir que la expresion ([1.21)) no es lo suficientemente general como
para dar lugar a cualquier EDP de primer orden.

Podemos encontrar muchos ejemplos de EDP que se deducen de familias de superficies.
En el que se expone a continuacion se determina la EDP asociada a las superficies generadas
por la revolucién de una curva alrededor del eje z.

Ejemplo 1.13. Encuéntrese la EDP asociada a las superficies de revolucién de eje z.

Notas de ecuaciones en derivadas parciales
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Sabemos que al cortar una superficie de la familia por un plano perpendicular al eje z se
obtiene una circunferencia de un cierto radio R

22 4P = R

donde el valor de R va a depender de z y de la curva que define la superficie de revolucion.
Asi, podemos escribir

2+ = f(2),
donde f es una funcién arbitraria no negativa. Si suponemos que f es inyectiva y denotamos

su inversa por ¢, se tiene que
2= ¢(2® +y7), (1.22)

donde también ¢ es arbitraria. Ahora, podemos eliminar la funcién arbitraria ¢ derivando
parcialmente la ecuacion de la familia respecto a = e y.

zp = 22¢/ (2 +1?), z, = 2y (2% + y°) = Yz — T2y = 0.

Podemos ver que la solucién general de esta EDP es justamente la dada por . Basta
con aplicar el teorema [I.11} En efecto, hay una dependencia funcional entre z y una funcién
g(x,y) que verifica

Go = T, Gy = Y-
Integrando la primera ecuacién resulta g(x,y) = % + h(y). Derivando esta expresién respecto
a y e igualando a la segunda de las ecuaciones se tiene g(z,y) = % + y; y, por tanto

2= ¢(2* +y%),
que es la ecuacion de la familia. <

En general la ecuacion de una familia de superficies viene dada como
F(Ul(l’,y,Z),UQ((L’,y, Z)) = 07 (123)

donde F' es una funciéon arbitraria de las dos funciones conocidas u; y us. Para hallar la EDP
asociada a la familia debemos eliminar F' a partir de las derivadas de la ecuacién de la familia
respecto a x e y. Haciendo esto resulta el siguiente sistema de ecuaciones

(ulx + ulzzx)Fl + (UZZ + u2zzz)F2 = 07
(uly + ulzZy)Fl + (u2y + UQZZy)FQ = 07

que es lineal y homogéneo en las incognitas F y F5, las derivadas parciales de F' respecto a
su primer y segundo argumento, respectivamente. Como F' es arbitraria, existen soluciones
no triviales del sistema, por lo que el determinante de la matriz de coeficientes debe anularse.

Asi pues, debe ser
Uiy + Uiz U2g + U2z 2y

)

U1y + Uiz2y Uy + U2z 2y
de donde se sigue la EDP

<u2yulz - ulyu2z>zw + (ulmUQz - u2xulz)2y = Ugz Uiy — UrzU2y-
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18 CAPITULO 1. INTRODUCCION

Ejemplo 1.14. Determinese la EDP asociada a la familia de superficies formada por rectas
que pasan por el origen.
Una recta que pasa por el origen de coordenadas es de la forma
r oy =z
oG
donde (C,C5, 1) es el vector director de la rectaﬂ Por tanto, cualquier superficie formada
por estas rectas es una funcion arbitraria de los dos parametros C y Cs. Ahora bien,

por lo que la ecuacion de la familia es F'(x/z,y/z) = 0. Derivando parcialmente respecto a x

e y, resulta

Z— Tz YZe

R -TR =0, IR+ SR =,
z

22
que es un sistema homogéneo en F 1y F5 con SOlUClon no trivial, por lo que

2 — X2 —YZy
=0 = 2z +tyz =2,
—Tzy 2= Yz

que es la EDP de la familia. <

Como vemos, las expresiones correspondientes a familias de superficies dadas por (1.21)) o
por (1.23) dan lugar a EDP cuasilineales, por lo que la solucién general de cualquier ecuacién
de primer orden tiene que tener una forma diferente. Asi, sea z = F(z,y;«,3), con a 'y (8
parametros reales y F' una funcién conocida de sus argumentos. Entonces, eliminando o y (3
de las ecuaciones

Z = (ZE ya ’6) Ry = (CE y7 76) ('CC y7 76)

se obtiene una EDP de primer orden que no tiene por qué ser cuasilineal. La pregunta que
se suscita ahora es: jdonde esta la funcién arbitraria que aparece al resolver una EDP de
primer orden? La respuesta no es sencilla y veremos que esta funciéon aparece de una manera
rebuscada. En concreto, esta funcién aparece cuando uno de los parametros, por ejemplo f3,
se toma como una funcién arbitraria del otro. Asi se llega a una expresion de la forma

z = F(%%aaw(a)),

y, eliminando « de las ecuaciones

dF (z,y; o, w(a))
do

se obtiene la expresion correspondiente a la soluciéon general de una EDP de primer orden

cualquiera, que depende de una funcién arbitraria w. La expresion de partida

z=F(z,y;0,3)

se denomina integral completa y es la ecuaciéon a la que se puede llegar a partir de la EDP.

5La suposicién de que la tercera componente del vector es no nula no resta generalidad a la ecuacién.

Notas de ecuaciones en derivadas parciales
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Ejemplo 1.15. Determinese la EDP correspondiente a la familia de esferas de radio uno,
cuyos centros se encuentran sobre el plano xy.

Al estar el centro de la esfera sobre el plano xy, éste serd un punto de coordenadas (a, 3, 0),
con « y 3 numeros reales arbitrarios. Por tanto, la ecuacion de la familia sera

(r—a)?+(y—-p)°+2"=1

Para obtener la EDP asociada, eliminamos « y 3 de la ecuacion de la familia y de las dos
ecuaciones que resultan de derivar parcialmente respecto a x y respecto a y

(x — o) + 22, = 0, (y—B)+22,=0.

Entonces,
T — Q= —22, y— B = zzy.

Sustituyendo en la ecuacion de la familia se llega a la EDP
A2 +2+1) =1,

que, como se ve, no es ni lineal ni cuasilineal. |

1.3. Ejercicios

1. Compruebese que z(z,y) = e¥(sen 2x + cos2x) y z2(z,y) = e Y(sen 2x + cos 2z) satis-

facen la EDP
4822 0%z

2. Sea la EDP z, — 2z, = 0. Realicese el cambio de variable

p=r—y, nN=zr+y

y compruébese que la EDP en las nuevas variables es z, = 0.

ou

76— =0, con a, 8,7 # 0, encuéntrese
z

3. Dada la EDP lineal de primer orden a@ —1—6@ +
or ' Oy

(4)-(7)

0, con § # 0. A continuacion, hallese la solucién general

una transformacién lineal

ou _

on

que convierta la EDP en §

de la EDP.

4. Usando un cambio de variable apropiado, hallese la solucién general de la EDP

José Antonio Ezquerro, José Manuel Gutiérrez y Victor Lanchares
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10.

11.

CAPITULO 1. INTRODUCCION

Encuéntrese la EDP cuya soluciéon general es z = ¢(x + y), eliminando la funcién
arbitraria ¢(x + y).

Determinese la EDP de primer orden cuya solucion general es
z=(@+y)fy* —2*) +1.

Hallese la EDP que se deduce de F/(z/x?,y/z) = 0, donde F es una funcién arbitraria
de sus argumentos.

Encuéntrese la EDP que se deduce de F(z +y + 2z, 2% + y* — 2%) = 0.
Héllese la EDP correspondiente a la familia de conos de vértice A = (a, b, ¢), que son
F(x—ajy—b) _o
z—c z—c

Encuéntrese la EDP de segundo orden cuya solucién general es

de la forma

z= f(3z —y) + gz + by) — zy.

Determinese la EDP de la familia de esferas de radio 5 cuyos centros estan sobre el
plano = = y.

Notas de ecuaciones en derivadas parciales



Capitulo 2

EDP cuasilineales de primer orden

Es comtn encontrarse con textos actuales de EDP en los que se ignoran totalmente las
EDP de primer orden a pesar de que su estudio es fundamental, dado que estas ecuaciones
son importantes desde los puntos de vista fisico y geométrico, y que sirven de guia para las
soluciones de EDP de orden superior. No obstante hay textos clasicos de EDP donde se tratan
con detalle este tipo de ecuaciones [6] [13, 21, 30].

Las EDP de primer orden aparecen en una variedad de problemas fisicos, algunos de
los mas comunes son, entre otros, el flujo de trafico, las redes telefonicas, las leyes de con-
servacion, las relaciones Mainardi-Codazzi en geometria diferencial, las ondas de choque en
mecanica cuantica no lineal, la dindmica de gases, los procesos de nacimiento y muerte y con-
trol de enfermedades, asi como los procesos estocasticos. Sin embargo, aparecen con menor
frecuencia que las EDP de segundo orden. Generalmente, las EDP de primer orden pueden
resolverse explicitamente utilizando el método de las caracteristicas, que explicamos a conti-
nuacion. El método de las caracteristicas reduce la determinacién de soluciones explicitas a la
resolucion de EDO. Por simplicidad, limitamos su presentacién a funciones de dos variables.
Una extension a funciones de mas variables, aunque rutinaria, es mas complicada.

En este capitulo, estudiamos las EDP cuasilineales (y lineales) de primer orden, en las que
las derivadas de primer orden de la variable dependiente se dan linealmente y los coeficientes
pueden depender de la variable dependiente.

2.1. Curvas caracteristicas

Como ya se vio en el ejemplo [I.7, la forma més general de una ecuacién cuasilineal de
primer orden en dos variables es

P(x,y,2)2, + Q(x,y, 2)2y = R(w,y, 2), (2.1)

donde P, ) y R son funciones suficientemente buenas y P y () no se anulan al mismo tiempo
en algin dominio D de R3.

Nuestro objetivo es encontrar la solucién general de . Para ello, hacemos una in-
terpretacion geométrica de la ecuacién. Supongamos que z = ¢(z,y) es una solucién (no

21



22 CAPITULO 2. EDP CUASILINEALES DE PRIMER ORDEN

necesariamente la solucién general, sino una solucién concreta) de la EDP. Podemos ver esta
solucién como una superficie ¥ en R3, que denominaremos superficie solucién.
Sea (x,y, z) un punto de X, entonces el vector normal a ¥ en dicho punto viene dado por

n = (¢m<m7y)7¢y(xvy>7 _1)'

Por tanto, podemos interpretar la EDP como una condicién sobre los vectores normales a una
superficie solucion. De hecho, estos deben ser ortogonales a los vectores del campo vectorial
definido en R? por las funciones P, Q v R.

n-(P,Q,R)=0 = P¢,+Q¢p,—R=0.

Dicho de otra manera, el vector (P, @, R) es tangente a X en todos su puntos. Asi, parece
natural construir las superficies a partir de curvas asociadas al campo vectorial (P, @, R).

Definicién 2.1. Dada la EDP cuasilineal (2.1)), llamamos direcciones caracteristicas a las

direcciones del campo vectorial (P,Q, R).

Definicion 2.2. Decimos que una curva v es una curva caracteristica de la EDP cuasili-
neal (2.1) si el vector tangente en cada punto de v lleva la direccion caracteristica.

Como veremos mas adelante, las superficies solucion estan construidas por superposicién
de curvas caracteristicas (véase la figura [2.1)). Para determinar estas curvas caracteristicas,
debemos resolver un sistema de EDO. En efecto, si v = (z(s),y(s), 2(s)) es una curva carac-
teristica, por definicién, debe satisfacerse

dx df(y B dz

= — P = = =
il (x,y,2), 7 pQ(x,y, 2), p pR(z,y, ),

donde, en general, u = u(x,y, z). De este sistema pueden eliminarse el pardmero sy la funcién
de proporcionalidad p introduciendo como variable independiente z, y o z. De este modo, se
llega a un sistema equivalente

de dy dz
-2 _= 2.2
P @ R (22)

que recibe el nombre de sistema caracteristico.

Definicién 2.3. Una solucion u(z,y,z) = C del sistema caracteristico (2.2)) se denomina
integral primera.

Veremos que, a partir de integrales primeras, puede encontrarse la solucion general de la
ecuacion cuasilineal de primer orden. Para ello, damos algunos resultados previos.

Proposicién 2.4. Siu(z,y,z) = C es una integral primera, entonces se cumple

P(I,y, Z)“/x + Q(Iaya Z)uy + R(I,y, Z)uz = 0.

Notas de ecuaciones en derivadas parciales
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Vector normal

urva caracteristica

eion caracteristica

Figura 2.1: Superficie solucién ¥ de una EDP cuasilineal de primer orden formada por curvas

caracteristicas.

Demostraciéon. Una integral primera es solucién del sistema caracteristico, por lo que se

tiene que, en funcién de s,

Zﬁ = puP(x(s),y(s), 2(s)),
ffi = pQ(x(s),y(s), 2(s)), 2
;Zj = uR(z(s),y(s), z(s))

Si derivamos la expresién de la integral primera u(zx,y, z) = C respecto a s, se obtiene

L do dy
ds  “ds Yds “ds

y, teniendo en cuenta (12.3)), resulta finalmente
P(ZL', Y, Z)ua: + Q(ﬂf, Y, Z)uy + R<:U7 Y, Z)uz = 07
lo que prueba la proposicion. [ |

Proposicién 2.5. Sean ui(x,y,z) = C1 y us(x,y,z) = Cy dos integrales primeras funcio-
nalmente independientes, es decir

Uiy uly ulz) 9

rango<
Uy Uy Uz

José Antonio Ezquerro, José Manuel Gutiérrez y Victor Lanchares



24 CAPITULO 2. EDP CUASILINEALES DE PRIMER ORDEN

Entonces, F(ui,us) =0, con F una funcién arbitraria de clase C', define a z = ¢(x,y) como
funcion de x, y, que es solucion de la ecuacion cuasilineal ([2.1)).

Demostracion. Para ver que z = ¢(x,y) es solucién de la EDP (12.1)) vamos a eliminar la
funcién F' de la ecuaciéon

Flui(x,y, o(x,y)), uz(2,y, d(x,y))) = 0,

derivando parcialmente respecto a x e y. Denotando de nuevo por F; y F5 a las derivadas
parciales de F' respecto a su primer y segundo argumento, resulta el sistema

(U1 + U1200) F1 + (Ugy + ug000 ) Fy = 0,
(uly + ulz¢y)F1 + (U'Qy + u2z¢y)F2 = O,

que es lineal y homogéneo en las incégnitas F; y F,. Como F' es arbitraria, existen soluciones
no triviales del sistema, por lo que el determinante de la matriz de coeficientes debe anularse,
de donde se sigue que

(U1, — UryUos ) Pr + (UipUas — Usgl1,) Py = Unplny — Usylsy. (2.4)

Por otra parte, al ser u; y us integrales primeras, por el resultado anterior se verifica

Pul:c + Quly + Rulz = O,
Pu% + QUQy + RU’22 =0.

Si vemos el sistema anterior como un sistema lineal en P, ), R, se podra resolver siempre
que el rango de la matriz de coeficientes sea maximo. En ese caso, dos de las incégnitas se
expresaran de manera Unica en términos de la tercera. Pero la matriz de coeficientes tiene
rango maximo por hipotesis al ser u; y uy funcionalmente independientes.

Supongamos, sin pérdida de generalidad alguna, que se cumple D = 1,2y — Uz 1y 7 0,

entonces
Uy, U2y — U2zUTy UzU2z — U2.U12

D ’ D
Observemos que los numeradores de las fracciones anteriores son los coeficientes de ¢, y ¢,
en la ecuacion (2.4) y que D es el término independiente, por lo que podemos escribir

P=-R

Q=-R (2.5)

DP DQ
—f@—?gﬁy—%D:O = P¢1+Q¢y:R
Es decir, z = ¢(x,y) es solucion de la EDP cuasilineal ([2.1). [

Definicién 2.6. La ezpresion F(ui(x,y, z),us(z,y,2)) = 0, donde u; = Cy y us = Cy son
integrales primeras funcionalmente independientes y F una funciéon arbitraria de clase C*,
recibe el nombre de integral general o solucion general de la EDP cuasilineal de primer orden

).

Notas de ecuaciones en derivadas parciales
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Curva caracteristica

Figura 2.2: Las curvas caracteristicas aparecen como interseccion de integrales primeras.

A pesar de la definicién anterior, la soluciéon general de una EDP cuasilineal de primer
orden puede darse de otras formas, siempre que se defina una relacion entre las constantes
C1 y Cs que definen las integrales primeras. Por ejemplo

Ul(l',y, Z) = f(w(a:,y,z)),

donde f es una funcién arbitraria de clase C!, también puede considerarse como solucién
general.

Es importante hacer notar que las integrales primeras quedan definidas como familias de
superficies cuya interseccién da lugar a curvas caracteristicas (véase la figura . En efecto,
sean ui(x,y, z) = Cy y us(x,y, z) = Cy dos integrales primeras funcionalmente independientes
que se cortan a lo largo de una curva . El vector tangente, 7, en un punto de  se obtiene
como el producto vectorial de los vectores normales a u; y us en dicho punto. Es decir,
T = 11 A 1y, donde

n = (U127U1y7ulz), Ty = (u2$7u2y7u2z)'

Ahora bien,
T=mn1ANng= (Ulyu2z = U2yUiz, Uz U2e — U2, ULy, UlxU2y — u2muly> )

y, a partir de ([2.5)), resulta
D
F:ﬁl/\ﬁg - E(P,Q,R),

que nos indica que 7T es una direccion caracteristica y, por tanto, v una curva caracteristica.
Como se ha visto, para encontrar la solucién general de la EDP cuasilineal de primer
orden basta con encontrar dos integrales primeras del sistema caracteristico funcional-
mente independientes. A veces esto puede hacerse directamente a partir de las dos ecuaciones
diferenciales independientes que resultan de 7 como en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 2.7. Encuéntrese la solucion general de la ecuacion 2%z, — y?z, = 0.
El sistema caracteristico correspondiente es

dx dy dz

2 —yz 0’
de donde resultan las siguientes dos ecuaciones diferenciales independientes

oW =g

22—y
La primera de ellas es una ecuacién en variables separadas con solucién

1 1 T+
-+ - = y:Clv
r oy Ty

mientras que la segunda da z = Cy. Asi pues, la solucién general es de la forma

()
Ty

con f una funcién arbitraria de clase C!. <

En otros casos no siempre es posible resolver directamente las ecuaciones del sistema
caracteristico y para obtener integrales primeras se usa el llamado método de los multipli-
cadores. Este método consiste en transformar el sistema caracteristico en otro equivalente
mediante combinaciones apropiadas de las ecuaciones. En concreto, sean ki, ks v k3 funcio-
nes arbitrarias, entonces

de dy de ke + kedy + kydz

= = . 2.6

La demostracion de lo anterior es trivial cuando ki, ko y k3 son constantes. Para el caso
general, consideremos una funciéon A(zx,y, z) cuya diferencial sea

dA = kldilf + kgdy + kgdZ.

Tomando A(z,y, z) sobre las curvas caracteristicas y derivando respecto al pardmetro de las
mismas, resulta

dA dx dy dz
Pero sobre las curvas caracteristicas
dx dy dz

= — P = = =
7. = hP 7 pa, 7 pR,

por lo que, eliminando s y pu, se llega a (2.6)).
Veamos un ejemplo en el que se aplica este método para obtener integrales primeras.

Notas de ecuaciones en derivadas parciales
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Ejemplo 2.8. Encuéntrese la solucién general de la ecuacién cuasilineal de primer orden
(y—2)zs + (2 —x)zy =2 —y.
En este caso, el sistema caracteristico es

dx dy dz

y—2 22— x—y
Ninguna de las ecuaciones diferenciales que resultan de este sistema es directamente resoluble,
ya que aparecen involucradas las tres variables z, y, z. Por tanto, mientras no se conozca la
dependencia de la tercera en términos de las otras dos, no se podréa resolver. Sin embargo,
usando multiplicadores adecuados se pueden encontrar facilmente dos integrales primeras.
Observemos que en los denominadores del sistema caracteristico aparecen las tres variables
x, Yy, z exactamente dos veces y con el signo cambiado, por tanto se tiene

dx dy dz  dr+dy+dz

)

y—z Z2—x T—Y 0
por lo que dx + dy + dz = d(z + y + z) = 0. De aqui se sigue la integral primera
r+y+z=Ch.

Si multiplicamos, ahora, cada uno de los cocientes por la variable que no aparece en el
denominador, tendremos los dobles productos dos veces y con signos opuestos, por lo que

resulta
de  dy  dz  xdv+ydy+ z2dz
y—2z z2—x T—YyY 0 '
Puesto que
22 2 2
d d dz=d|—+ =+ —
raxr + yay + zdz <2+2+2>,

otra integral primera es
2yt =C,

por lo que la solucién general de la EDP es F(x +y + z, 2% + y*> + 2%) = 0, donde F es una
funcién arbitraria de clase C!. <

En general, con el procedimiento de los multiplicadores, ya sean constantes o variables,
se trata de elegir los multiplicadores de manera que el denominador de la fraccion sea 0 y el
numerador, que también ha de serlo, sea una diferencial exacta.

También pueden obtenerse integrales primeras a partir de una conocida u,(z,y, z) = Cj.
Asi, intentamos eliminar una de las variables de una de las ecuaciones del sistema caracte-
ristico e intentamos resolver la EDO resultante en las dos variables restantes.

Ejemplo 2.9. Encuéntrense dos integrales primeras funcionalmente independientes para la
EDP cuasilineal z, + xz, = y.
El correspondiente sistema caracteristico es

de _dy _d:

1 x y’
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28 CAPITULO 2. EDP CUASILINEALES DE PRIMER ORDEN

y una de las integrales primeras aparece de la ecuacién diferencial
2

rdr =dy = y—EzCl.

De aqui se obtiene y = 2?/2 + C}, que podemos sustituir en el denominador de la tercera
fraccion del sistema caracteristico para obtener la ecuacion diferencial en variables separadas,

dz

dt = ——2
v $2/2+Cl

Resolviendo esta ecuacion resulta

I.3
€+C’1x+02:z.

Ahora, se sustituye C por su expresion en términos de x e y, llegando a

x3 x? x3
— (- Eler=wy-C 1
z 6+<y 2>x+ 2 = XY 3+ 2

que es otra integral primera, funcionalmente independiente de la primera. <

El procedimiento anterior se puede llevar a cabo en las EDP lineales de primer orden
bajo dos supuestos. Uno, que la primera ecuacion del sistema caracteristico sea facilmente
integrable. Y dos, que se pueda despejar x o y en la integral. Si no se da el primer supuesto,
se puede utilizar el método de los multiplicadores para intentar llegar a ecuaciones facilmente
integrables.

2.2. Problema de Cauchy

En la resoluciéon de una EDP no solo estamos interesados en encontrar la solucion general,
sino en buscar una que verifique unas ciertas condiciones. En este sentido, nos plantearemos
un problema similar al de las ecuaciones diferenciales ordinarias, donde se busca una soluciéon
que verifica unas condiciones iniciales dadas. En el caso de las EDO, si la ecuacién diferencial
satisface unas ciertas condiciones de regularidad, se puede asegurar la existencia y unicidad
de la solucién en un entorno de las condiciones iniciales. ; Como ha de plantearse un problema
de valores iniciales para una EDP cuasilineal?

Para dar una respuesta a esta pregunta, podemos ver que lo que tratamos es de determinar
el elemento arbitrario que aparece en la soluciéon general, prescribiendo una condicion. Si la
solucion general viene dada por

F(U1(1‘7y, Z),Ug(ﬁ,y, Z)) = 07

con I una funciéon arbitraria, parece razonable seleccionar, de entre la familia de superfi-
cies anterior, la que contiene a una curva dada, que supondremos definida a partir de la
interseccion de dos superficies

(I)1<I,y,Z) :07 (I)Q(xvyvz) =0.
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De este modo F' queda determinada al eliminar z, y, 2z de las ecuaciones
Oy(x,y,2) =0, Oy(x,y,2) =0, uy(z,y,2) = Ch, us(z,y,z) = Csy,

ya que de aqui resultard F(C,C3) = 0, siendo F una funcién concreta. Por lo tanto, la
solucién de la EDP que contiene a la curva dada sera

F(uy(z,y, 2),us(x,y,2)) = 0.
Si la curva inicial v tiene la parametrizacion
v = (20(t), yo(t), 20(t)),

podemos aplicar el método de las caracteristicas para encontrar una superficie solucion que
contenga a 7. En efecto, por cada punto de la curva trazamos una curva caracteristica para
construir una superficie. En este sentido, la superficie vendria dada por la solucién del sistema

de ecuaciones diferenciales

illi = P(z,y,2), x(s=0)=ux0(t),
Z’i =Q(z,y,2), y(s=0)=yot), (27)
ZZ = R(x,y,2), z(s=0)=2(t).

Observemos que la solucion del sistema anterior es de la forma
r = x(s,1), y=1y(s,t), z = z(s,t),

por lo que si pudiéramos invertir las dos primeras ecuaciones para obtener s y t en funcion
de z, y, se tendria z = z(z,y), que seria la funcién candidata a solucién. Para llegar a la
expresion final z = z(z,y) se necesitan varias hipodtesis:

1. Las funciones P, ) y R tienen que ser lo suficientemente regulares, en un dominio D
de R?, como para asegurar que el sistema caracteristico tenga solucién tinica.

2. La curva 7 tiene que ser regular para t € I, un intervalo real, y estar contenida en D.
Ademas, deberemos exigir que la proyeccion de  sobre el plano zy no tenga puntos
doblesﬂ Es decir, no existen t; # to € [ tales que

(zo(t1),yo(t1)) = (wo(t2), yo(t2))-

3. Las ecuaciones x = x(s,t), y = y(s,t) se pueden invertir, al menos en un entorno de
las condiciones iniciales, es decir en un entorno de . Eso requiere que se cumplan las
condiciones del teorema de la funcién inversa. En concreto, debe ser

oz Oy

Js  0s 7§ 0 (2 8)
9z Oy ’ ’
ot ot |y

'Esta condicién exige que la funcién z(x,y) es univaluada. De otro modo, a un mismo par (z,y), le
corresponderian dos valores de z.
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Las tres condiciones anteriores asegurarian la existencia de una tnica funcién z = z(z, y)
que es solucion del sistema caracteristico y que contiene a la curva v en un entorno de la
misma. Esto nos lleva a enunciar el siguiente teorema de existencia y unicidad de soluciones
para el problema de Cauchy de la ecuacion cuasilineal de primer orden.

Teorema 2.10. Sean P, Q y R funciones de clase C' en un dominio D de R3 y sea v =
(zo(t), yo(t), 20(t)) una curva de clase C* definida en un intervalo I C R, tal que v C D. Si
x4 ()% + yo(t)* # 0 (esta condicion establece que en ningin punto la curva v tiene tangente
paralela al eje Z), para todo t € I, y la proyeccion de «y sobre el plano xy no tiene puntos
dobles, entonces si se verifica la condicion de transversalidad

P(xo(t), yo(t), 20(t))  Q(xo(t), yo(t), 20(t))
‘ (1) yo(t)
existe una tinica solucion z = z(x,y) de clase C* del problema de valor inicial
P(z,y,2)2 + Q(,y,2)zy = R(z,y, 2),
{ z2(o(t), yo(t)) = 20(2).

definida en un entorno de .

#£0, tel,

Demostracion. Como ya se ha dicho, buscamos la solucién del sistema caracteristico, con
condiciones iniciales sobre la curva . Es decir, para cada t € [ resolvemos el sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias . Las condiciones de regularidad de las funciones P,
Q, R, xg, yo v 20 garantizan la existencia de una solucién tnica

x(s,t), y(s,t), 2(s,t),

que es de clase C! en un entorno de . Ademds sobre ~y, por la condicién de transversalidad,
se verifica ([2.8)), por lo que podemos escribir

s=s(z,y), t=tzy),

y, sustituyendo en z(s,t) se llega a z = z(x,y). Falta ver que z(x,y) verifica la EDP y que
cumple la condiciéon inicial.

Empecemos por ver que z(x,y) es solucién. Calculando la derivada de z respecto a z, y
resulta

Ze = 258z + 2ily, Zy = ZsSy + Zity,

por lo que
Pz, 4+ Qzy = (Psy + Qsy)zs + (Pty + Qty) 2.

Al ser x, y soluciones del sistema caracteristico, podemos escribir

P:xsa Q:ys

y entonces
Is(x,
Ps, 4+ Qsy = 135, + Yssy = Sg v =1,
s

Notas de ecuaciones en derivadas parciales



2.2. PROBLEMA DE CAUCHY 31

ot(z,y)

s 0.

Pty + Qty, = x5ty + ysty =

Por tanto se tiene que
Pz, + sz = (Psm + st)zs + (Pt:c + Qty)zt =Zs = Ra

ya que z es solucion del sistema caracteristico. Es decir, z(z,y) verifica la EDP.
Ahora veremos que se cumple la condicion inicial. Pero esto es evidente ya que

Z(l‘0<t>,y0<t)) = Z<x(07t)7y(0>t>> = Z(O,t) = 20<t)'

Asi, z(x,y) es solucién que verifica la condicion inicial. Por ultimo hay que probar que esta
solucién es Unica.

Sea z = ¢(x,y) otra soluciéon diferente de la calculada anteriormente que es solucién
del problema de valor inicial. Consideremos la diferencia entre la solucién construida por el
método de las caracteristicas y la otra solucion a lo largo de las caracteristicas

Para s = 0, nos encontramos sobre v y, por tanto, (0) = 0. Si ahora derivamos respecto a s
se tiene que

u'(s) = 2'(s) = gula(s),y(s))x'(s) — dy(x(s), y(5))y (s)-

Como z(s), y(s), z(s) son soluciones del sistema caracteristico resulta

Reemplazando z(s) por u(s)+ ¢(z(s), y(s)) se llega a que u es solucion del problema de valor
inicial
{ u'(s) = F(s, u(s)),
u(0) =0,

donde F' es una funcién conocida de clase C'. Este problema tiene solucién tinica, pero es facil
comprobar que u = 0 es solucion, por lo que z(s) = ¢(z(s),y(s)). Es decir, ¢(x,y) coincide
con la solucién obtenida por el método de las caracteristicas. [ |

Ejemplo 2.11. Encuéntrese la solucion de la ecuacién 2z, —yz, = x, que verifica z(2y, y) = 0.

Veamos primero si se cumplen las hipdtesis del teorema de existencia y unicidad. Las
funciones P, Q y R son funciones de clase C' en R? y la curva dato es C! en R, sin puntos
dobles. Por otra parte, la condiciéon de transversalidad, parametrizando la curva inicial
como (2t,t,0), se cumple, ya que

‘O—t

5 1 ’:2t§£0 siempre que t # 0.
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Por tanto, por el teorema [2.10] el problema tiene soluciéon tinica siempre que ¢ # 0. En este
caso, la solucion resulta de resolver el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

d
éd;:z, z(s = 0) = 2t,
Y
i y, y(s=0)=t,
L=n As=0)=0

La segunda ecuacién se resuelve de manera inmediata y nos da y(s,t) = te~°. Para resolver
las otras dos, derivamos la primera ecuacién respecto a s, por lo que llegamos al problema
de valor inicial

dP*r  dz
ds® ds
La solucién viene dada por z(s,t) = t(e®*+e ). Y como z = 2/(s) resulta z(s,t) = t(e®*—e~*).

z, z(0) = 2t, 2'(0) = 2(0) = 0.

Es decir tenemos
x(s,t) =t(e® + e %), y(s,t) =te*, z(s,t) =t(e® —e?).
De las dos primeras ecuaciones se obtiene
te™® =y, te® =x—vy

y, finalmente, z(z,y) = = — 2y.

A esta misma solucién puede llegarse a partir de la solucion general. En efecto, determinar
la soluciéon que verifica la condicién inicial equivale a determinar la funciéon arbitraria que
aparece en la misma. En este caso, puede comprobarse que dos integrales primeras funcio-
nalmente independientes son

22—.T2:Cl, (ac+z)y:C'2,

que definen la solucién general como F'(z2? — 2%, (z + z)y) = 0. Como se tiene que cumplir la
condicién inicial, evaluando las integrales primeras sobre la misma, se tiene

—4t2 = 01, 2t2 = 02 = Cl + 202 = O,
relacién que determina la funcién F'. Asi pues, la solucién que buscamos es
22— +2x+2)y=0 = (z+2)(z—x+2y) =0.

Puesto que z = —x no satisface la condicion inicial, tiene que ser z = x—2y, que es la solucion
obtenida siguiendo el esquema constructivo de la demostracién del teorema de existencia y
unicidad de soluciones. <

Cuando no se verifica la condiciéon de transversalidad para el problema de Cauchy, deci-
mos que el problema es caracteristico, ya que en este caso la proyeccién de la curva inicial
sobre el plano zy lleva la direccion del vector caracteristico. La existencia de soluciéon queda
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condicionada por la naturaleza de la ecuacion y de la curva inicial. Asi, si la curva inicial es
caracteristica existe una coleccién infinita de soluciones. En efecto, sean

ul(x,y,z)zCl, UQ(ZE,y,Z):CQ

dos integrales primeras funcionalmente independientes de la EDP cuasilineal. Si la curva
inicial v es caracteristica, existen «, § € R tales que

v =A{w(z,y,2) =, us(z,y,z) = p}. (2.9)

Puesto que la integral general es de la forma

U1($,y, Z) = f(uQ(a:,y,z)),

la solucién de la EDP, que contiene a la curva (2.9)), viene dada por la expresién anterior,
siendo f una funcién arbitraria de clase C! tal que f(3) = a.

Ejemplo 2.12. Hallese la solucién de la EDP yz, + 2z, = x + y que contiene a la curva
v={2zx =2y = z}.

Veamos que se trata de un problema caracteristico. En efecto, si miramos la condicion de
transversalidad, parametrizando la curva inicial como (¢, t,2t), resulta

t t|_
‘1 1’_0'

Por tanto la proyeccion de la curva inicial es caracteristica. Pero toda la curva es caracteristica
ya que, sobre la misma, el vector tangente y el vector caracteristico van en la misma direccion

(P,Q.R)y = (1,4,28),  (wh(t) ub(), 5(8)) = (1,1,2).
La solucion general de la EDP es, en este caso,
z=a+y+ f(a® -y,

con f una funcién arbitraria de clase C'. Si imponemos la condicién de que la solucién
contenga a vy se obtiene

f(0) =0,

por lo que la funcién f no queda determinada, salvo su valor en el 0. Asi pues, cualquier
funcién de clase C' que verifique f(0) = 0, da lugar a una solucién de la EDP que contiene
a la curva . <

Si el problema es caracteristico, pero la curva inicial no es caracteristica, puede construirse
una superficie mediante el método de las caracteristicas, pero no es una solucién en el sentido
estricto o no define a z como una funcién de z, y.
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Proposicién 2.13. Dadas una EDP de la forma P(x,y)z, + Q(z,y)z, = R(x,y,z) y una
curva v = (xo(t), yo(t), 20(t)) tales que se cumple

P _. ‘@
0RO} R PO R0

entonces la superficie construida por el método de las caracteristicas es una superficie cilin-

Y

drica de eje z. En este caso el problema de Cauchy no tiene solucion, al no poderse definir z
como funcion de x, vy.

Demostracion. Al resolver el sistema caracteristico, con condiciones iniciales sobre v, se

obtiene
r = x(s,t), y =1y(s,t) z = z(s,t). (2.10)
Puesto que, por hipdtesis,
S 'ZS
o] o
Y 2ty

podemos invertir las dos tltimas ecuaciones de ([2.10]), en un entorno de =, y escribir

s =s(y, z), t=1t(y,z2).

Por tanto, se tiene = = f(y, z). Teniendo en cuenta que y y z son funciones de s y ¢, llegamos
a

$s:fyys+fz257 xt:fyyt‘f‘fzzt
y de aqui se deduce
A =y — veYs = (2:Ye — 2eYs) fo- (2.11)

Sabemos que A = 0 sobre 7, pero también lo es en un entorno de . En efecto,

As = Tss¥Yt + TsYst — TstYs — TiYss-

Teniendo en cuenta que zs = P(z,y) v ys = Q(z,y) resulta

xss:Ps:mes—i_Pyysa mst:Pt:Pxxt—i_Pyyty

Yss = Qs = Qxxs + nys: Yst = Qt = Qxxt + nyta
por lo que

As = (Pa: + Qy)(xsyt - xtys) = (Pm + Qy)A
Entonces A es solucién del problema de valor inicial
{ Ay = (P +Qy)A
A(s=0)=0.

Puesto que el problema tiene solucién inica y A = 0 es solucién, entonces A = 0 en un entorno
de s = 0. Finalmente, de (2.11)) resulta f, = 0, por lo que la funcién f es independiente de =z
y entonces = f(y), que es una superficie cilindrica. [
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Figura 2.3: Curva inicial y superficie construida por el método de las caracteristicas para una
ecuacion lineal. Se trata de una superficie cilindrica de eje z y por tanto no se puede definir

z como funcion de z, y.

Ejemplo 2.14. Un ejemplo de la situaciéon anterior lo podemos ver con la EDP yz, —x2, =0
y la superficie construida por el método de las caracteristicas que contiene a la curva v =
(sent,cost,t), t € [0,7]. Esta superficie es 2° +3? = 1, que es un cilindro (véase la ﬁgura
y, por tanto, no define a z como funcién de x, y. De hecho, la solucién general de la EDP es

2= fla® +y°),
y si imponemos que contenga a la curva inicial llegamos a
t=f(1).

Pero esto es absurdo, ya que el miembro de la izquierda es una funcién creciente de ¢, mientras
que el de la derecha es constante. Luego, no existe solucién. |

Si la EDP no es lineal, no tiene por qué darse el resultado de la Proposicién anterior. En
general va a ser posible construir una solucion z = z(z, y), pero habré pérdida de regularidad
en la misma, en el sentido de que no va a ser C'. Esto queda claro en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.15. Encuéntrese una superficie soluciéon de la EDP zz, + 2z, = 1 que contenga a
la curva inicial v = (%, 2t,1).
Para encontrar la superficie resolvemos el sistema carcateristico de ecuaciones diferenciales

;ﬁ::z, z(s =0) = 2,
Y

— =1 =0)=12¢
ds , yls=0) =2t
d—zzl, z2(s=0) =t,
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cuya solucién es

2
x(s,t) = % + st + 17, y(s,t) = s+ 2t, z(s,t) = s+t

Para invertir las dos primeras ecuaciones vemos que
A =z — Ty = S,

que es cero sobre v, por lo que el problema es caracteristico. No obstante, es posible invertir

Y y?
— =L
TV Ty

Como se ve, z estd definida para x > y?/4 y, en ese caso, no es univaluada. Por otra parte,

las ecuaciones y llegar a

se tiene que z, y 2z, no estdn definidas para x = y*/4, es decir sobre la curva v, por lo que z
no es de clase C'. Esto nos llevaria a considerar las soluciones de una EDP en una clase de
funciones menos restrictiva, lo que se denomina soluciones débiles, pero ese es un problema
que queda fuera del ambito de este curso. |

2.3. Ejercicios

1. Hallese la integral general de cada una de las siguientes EDP:

a) azy+bz,+cz=0 b) 2z, 42, +2=0
¢) 2y —3z,+22=0 d) 2z, +32,+52=0
e) z,+22=0 f) zzt+z==%

>

g) Zp+2xyzy =2z ) 2xyzy+2,—2=0

1) Zp—yzy—z=1 §) 22,43z =1
k) xz, +yz, =32 D) yPrz, — ez, = a2y
m) (y—2at@-yn=2-u n) (22 —y® = 2%)z + 22y2, = 222

2. Haéllese la integral general de cada una de las siguientes EDP:
a) xUy + Yu, + zu, = rYz b) xu, +yuy,+(z—1u, =0
€) 2Tzyy — YZyy + 20+ 22, =0

3. Una solucién del sistema caracteristico de la ecuacién Pz, +Qz, = y*—a? es z—zy = ¢1.

Con solo este dato hay infinitas funciones de P y () que puestas en la ecuacién conducen
a la solucion mencionada. Determinense cualesquiera P y () y héllese la integral general
de la ecuacion.

4. Sabiendo que la funcién z = 22 — y? es una solucién particular de una EDP de la forma
Pz, + Qz, = Ry que In|z| — 2?/2 = ¢; es una integral del sistema caracteristico,
determinese dicha ecuacion.
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5. Dos superficies se dicen ortogonales si sus planos tangentes en los puntos en que se
cortan son ortogonales.

a) Pruébese que para que la gréifica de la funciéon z = ¢(z,y) sea una superficie
ortogonal a la familia uniparamétrica de superficies definida implicitamente por
F(z,y,z,C) = 0 es necesario y suficiente que se verifique la ecuacion F,¢,+F,¢, =
F..

b) Hallense las superficies que cortan ortogonalmente al haz de paraboloides z2+y?* =
Cxz.
6. Encuéntrense las superficies que cortan ortogonalmente la familia de conos z? + y? =
a’z?.
7. Determinese la familia de curvas ortogonales a 2% + 2y? + 422 = C.
8. Calculense las superficies tales que el angulo OMN sea 7/2, donde M es un punto de
la superficie y N el punto de intersecciéon de la normal en M con el plano XY

9. Sea el sistema diferencial:

dy z(z—y+a) dz_ —z(y+z-a

= , — = € R.
dx y? + 22 dx Y2 + 22 “

a) {Qué valor hay que imponer al pardmetro a para que las curvas integrales del
sistema estén trazadas sobre esferas centradas en el origen?

b) Determinense las curvas caracteristicas del sistema anterior si a toma el valor
impuesto en el apartado anterior.

10. Encuéntrense, si es posible, las soluciones de las siguientes EDP que pasan por las
curvas dadas:

a) %z, + P2y +22=0; zy=x+y, z=1
b) (y—2)za+ (@ —y)zy =2—x; y=-1/2, z =2

2o+ 2y =2; 2(x,0) =22

9]

SH

e) z =1; 2z(x,0) = h(x) con h una funcién arbitraria.

—

w(x+y)ze +y22, = y2% w=ty=3t2=3tcR
Zo+ ez, =y; 2(0,y)=1+y.

N}

)
)
)
) zz=1; 2(0,y) = g(y) con g una funcién arbitraria.
)
)
)
)

11.

=)

Héllese la superficie tal que el plano tangente en A(zx,y, z) contenga a la recta

X—x Y-y Z-=z
-y oz 0

b) Calctilese la solucién particular que contenga a la circunferencia x? + y? = 4,
z = 10, ;jes Unica?, jpor qué?
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12. Sea la EDP (2% — y? — 2%)z, + 22yz, = 222,

a) Compruébese que y = z, 2% + 3> + 2% — 2 = 0 es una curva caracteristica.

b) Haéllese la superficie integral que contiene a la curva x = yz, x + y? = 0.
13. Sean la EDP (22 + 1)z, —zy 2, = z ylacurvax =1, z = .
x

a) Encuéntrese la integral general.
b) Compriebese si se cumple la condicién de transversalidad. En el caso de que se
cumpla, hallese la soluciéon que contiene a la curva.

14. Sea la familia de superficies 2% + 3% + 22 = Cx.

a) Hallese la EDP correspondiente a la familia de superficies ortogonales.
b) Encuéntrese la solucién general.
¢) Determinese la superficie solucién que pasa por la recta y = x, z = 1, comprobando

que se cumple la condiciéon de transversalidad.

15. Seala EDP lineal de la forma z, —h(x)z, = h(z), donde h(z) es distinta de cero excepto,
a lo sumo, en un nimero finito de puntos.

a) Calcilese una solucién particular de la EDP.

b) Sih(z)=(fx*g)(x)= / f(x —t)g(t) dt es la convolucion de las funciones f(z) =
0
3e™" y g(x) = €**, héllese otra superficie integral en forma explicita z = @(x,y)
que sea independiente de la solucién anterior.

¢) Con la expresion de h(x) obtenida antes, héllese la superficie integral que pasa por
la curva e* =y, z = 3, comprobando previamente que la curva no es caracteristica
y que se cumplen las condiciones de existencia y unicidad de la solucion.

16. Sea la EDP yz, + 22, = x + v.

a) Encuéntrese la solucién general.

b) Disciitase, en términos de «, si existe soluciéon que pasa por la recta © =y = az.

¢) Determinese la superficie solucion que pasa por la recta x +y = 2, z = 1, compro-
bando que se cumple la condicién de transversalidad.

17. Sea la EDP lineal de primer orden z 2z, + (1 + 2+ y) 2, =ax z, con a € R.

a) Encuéntrese la integral general.

b) Disctitase si existe solucién que pasa por la curvaz =7,y = —1+az Inz, (o« € R)
y calcularla cuando exista.
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Capitulo 3

EDP generales de primer orden

Hasta ahora nos hemos limitado al estudio de una clase bastante restringida de EDP de
primer orden. Consideramos ahora el problema més general de encontrar las soluciones de la
EDP

o(z,y, 2, 25, 2y) = 0,

donde la funcién ¢ no es necesariamente lineal en 2, y z,. Desarrollamos un método de
resolucién para estas ecuaciones, que es una extensién del método de las caracteristicas visto
en el capitulo anterior. Para simplificar la presentacion, utilizamos la notacién z, = p y

2y = q.

3.1. Curvas caracteristicas, curvas focales y cono de
Monge

Counsideraremos la EDP
o(z,y,2,p,q) =0, (3.1)

donde ¢ es una funcién de clase C* en un dominio D C R® x R? que verifica ¢} + @2 # (ﬂ en
todo punto (x,y, z,p,q) € D, siendo

o o

Definicién 3.1. Decimos que z = ¢(x,y), definida en un dominio G C R?, es una solucién
de B1) si ¢ € CH(G) y ¢ (w,y,6(x,9), 52(x,y), $(x,y)) =0, para todo (v,y) € G.

Es importante hacer notar que, en la definicién anterior, se exige que la solucién sea C2, que
es mas de lo que en principio exigiamos a una solucién de una ecuacién de primer orden (véase
la definicion . La justificacion de este hecho radica en que, en algunas demostraciones,
nos hara falta mas regularidad en la funcién solucion.

Para encontrar la solucién de trataremos de seguir las mismas ideas que en el caso de
la ecuacion cuasilineal, buscando una interpretacion geométrica de la ecuacion y su solucion.

LCondicién para que el teorema de la funcién implicita se pueda aplicar.
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40 CAPITULO 3. EDP GENERALES DE PRIMER ORDEN

z Conos de Monge

Curvas de Monge

Figura 3.1: Curvas y conos de Monge.

En este sentido, si z = z(z,y) es una solucién, puede verse como una superficie en R?, cuyo
vector normal en un punto de la misma viene dado por (p,q, —1) y verifica la relacién

o(z,y,2,p,q) =0.

Esta ecuacién da lugar a una familia uniparamétrica de vectores normales o, lo que es lo
mismo, a una familia de planos tangentes. La envolvente de esta familia de planos define,
localmente, una superficie conica, de vértice (z,y, z(x, y)), de manera que la superficie solucién
es tangente a dicho cono. Este cono recibe el nombre de cono de Mongdﬂ Asi, mientras que
en el caso cuasilineal la ecuaciéon asigna a cada punto un vector, en el caso general asigna a
cada punto el cono de Monge correspondiente.

En el caso de una EDP cuasilineal el cono de Monge es degenerado, ya que al ser la EDP
lineal en p y ¢, todos los vectores normales estan en un mismo plano, por lo que la familia
de planos tangentes no es otra cosa que un haz de planos. La envolvente es la recta comun al
haz y lleva la direccién del vector normal al plano que contiene a los vectores (p,q, —1). Es
decir, es la recta que lleva la direccién caracteristica.

En el caso de la ecuacién general, a cada punto del espacio R? se le asigna un cono, el cono
de Monge (véase la figura [3.1)), y las direcciones de sus generatrices se denominan direcciones
caracteristicas. De este modo, a cada punto de R? le corresponde una familia uniparamé-
trica de direcciones caracteristicas. Analogamente al caso de las ecuaciones cuasilineales, el
problema de encontrar una solucién de la EDP (3.1]) consiste en encontrar superficies que se
ajusten al campo de conos de Monge, es decir, superficies que en cada punto sean tangentes
a dicho cono (el vector tangente esta dirigido segin una direccién caracteristica).

Para determinar el cono de Monge debemos calcular la envolvente de la familia de planos
tangentes. Asi, si (xg, Yo, 20) es el punto donde vamos a calcular el cono de Monge, tenemos
que calcular la envolvente de la familia de planos tangentes dada por

2z —z0 = plz — x0) + q(y — yo), o(z0, Yo, 20, p,q) = 0. (3.2)

Puesto que @129 + 903 # 0, o bien p o bien g puede obtenerse como funcién del resto de variables
en la segunda ecuacién de (3.2). Supongamos que p = f(xo, Yo, 20, ¢), entonces la envolvente

2En honor del geémetra francés Gaspard Monge (1746-1818).
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3.1. CURVAS CARACTERISTICAS 41

de la familia uniparamétrica de planos (3.2)), de parametro ¢, viene dada por

z—zp = p(x — o) + q(y — Yo),

dp (3.3)
—(x —w) + (y — =0.

d q( 0) + (¥ — o)

Notemos que la segunda ecuacién de (3.3)) se obtiene de derivar la primera ecuacién con
respecto a ¢. Derivando la segunda ecuacion de (3.2)) respecto a g resulta

¥
b + g =0 = p=-"1%
¥p
y, sustituyendo en (3.3)), se tiene
r— — z— 2
0 _Y—Y _ U (3.4)
©p Pq PPp + qPq

Resumiendo, las generatrices del cono de Monge escritas en forma continua son

T — Zo _ Y—"Y _ 2= 20
©p(Z0, Yo, 20:0:9)  Pq(T0, Yo, 20:0:9)  PLp(To, Yo, 20, P, @) + 994(T0, Yo, 20,15 q)’

QO(I(), Yo, 20, P, Q> =0.

Como hemos dicho, en el caso de una EDP cuasilineal, obtenemos un cono degenerado,
que es una recta al fijar un solo punto, donde ¢, = Py ¢, = @, y la ecuacién del cono es

w—l'o:y—yo:Z—Zo
P Q R

De las ecuaciones (3.4) se sigue que los vectores tangentes a las generatrices del cono de
Monge, las direcciones caracteristicas, vienen dados por

(©p, Pg, PP + qPq)-

Aquellas curvas que tienen una direccién caracteristica en cada uno de sus puntos reciben el
nombre de curvas focales o curvas de Monge, que son tangentes al cono de Monge en cada
punto. Estas curvas son las soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales

(Cjiis = Spp(xay7zap7 Q),

Yy

@ = @q(%%zap, Q)v (35)
dz

5 pop(T,Y, 2,0, q) + qpq(z,y, 2,0, 9),

donde la ultima de las ecuaciones anteriores se conoce como la condicion de banda. De hecho,
lo que se tiene es que las funciones z(s), y(s), z(s), p(s), ¢(s) no solo definen una curva en el
espacio, sino que al mismo tiempo definen un plano tangente en cada punto, como se ve en

la figura [3.2]
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42 CAPITULO 3. EDP GENERALES DE PRIMER ORDEN

Figura 3.2: Una banda. Configuracién consistente en una curva y una familia de planos
tangentes a la misma.

Definicién 3.2. Una configuracion consistente en una curva y una familia de planos tan-
gentes se denomina banda, y la curva recibe el nombre de curva soporte. Si fijamos un valor
So, entonces (x(so),y(S0), 2(s0), P(S0), q(s0)) recibe el nombre de elemento de banda.

El sistema de ecuaciones diferenciales (3.5)), junto con la relacién

p((s),y(s), 2(s),p(s), q(s)) = 0,

dan lugar a las denominadas bandas focales. Si exigimos que las bandas focales estén incrus-
tadas en superficies solucién de la EDP, entonces tenemos las denominadas bandas caracte-
risticas. El requerimiento de que una curva de Monge esté sobre una superficie soluciéon da
lugar a dos ecuaciones diferenciales adicionales. En efecto, sobre la superficie solucién debe
cumplirse

P = Zz, q = 2y,

y como x, y y z son funciones de s, al verificar el sistema de ecuaciones diferenciales dado en
, tendremos
p=px(s),y(s)),  q=qlx(s)y(s)).

Por tanto, derivando respecto a s, obtenemos
dp Opdx Opdy
ds  drds  dyds
dg  Oqdx  Oqdy
ds  Odxds  Oyds

= VpDz T PgPy;
(3.6)

= ©pQx + Pqly-
Derivando ahora la ecuacion de la EDP (3.1)), respecto a x e y respectivamente, resulta

Oz + P22 + PpPz + ©elz =0,

(3.7)
Oy + @22y + PpPy + Py = 0.
Asumiendo que z(x,y) es una funcién de clase C?, se tiene

0Pz Pz
Py = Oyox  Oxdy

4z,
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3.1. CURVAS CARACTERISTICAS 43

y de (3.7) obtenemos
PpPz T PaPy = —Px — PPz,

(3.8)
PpQe + Pedy = —Py — 4P
Sustituyendo estas expresiones en ([3.6]) llegamos a
dp dq
dS - QOI pSOz» dS - Spy qspm
que junto a (3.5 dan lugar al denominado sistema caracteristico
dx ( )
— =p,(r,y, 2z
dS 9017 7y7 7p’ q )
W )
- = x,Y,z,p, )
ds P\, Y, %, P: 4
dz
75 = Per(®:y,2,p,4) + ape(wy, 2.0, ), (3.9)
dp
% = _@z(x, Y,z,p, Q) - png('xv Y,z,p, Q>7
dq
% = —QOy(l', Y,z,D, q) - q¢Z<I7 Y, 2, P, Q)J

que debe satisfacerse junto con la EDP . Las soluciones de que verifican (3.1)) son
las bandas caracteristicas y las curvas soporte de dichas bandas, dadas por (z(s), y(s), 2(s)),
reciben el nombre de curvas caracteristicas.

Antes de pasar a ver cémo podemos encontrar soluciones de la ecuacién ([3.1]) vemos los
conceptos e ideas introducidos hasta ahora en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.3. Encuéntrese el cono de Monge y las bandas caracteristicas para la ecuacion
P +q’ =1
Comencemos por determinar la ecuacién del cono de Monge en un punto (xg, 3o, z0). De
las ecuaciones (3.4]) se deduce
T—Zo Y—UYo 2 = 20

2+q2‘
——

p 4 p
1
Teniendo en cuenta que p? + ¢> = 1 y eliminando p y ¢, se tiene

T — o :y—yo

2 2 2
) = - = - - )
o o (2 —20)" = (x —20)” + (y — %)

p:

que, en este caso, resulta ser un cono recto de eje z con vértice en el punto (zo, o, 20)-
Las bandas caracteristicas seran las soluciones del sistema caracteristico. Es decir, son las

soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales

d d d d d

M _y W _ g & = -
ds Ps ds % ds ’ ds ’ ds 0,

que vienen dadas por

x(s) = 2pos + o, y(s) = 2qo0s + Yo, z(s) = 25 + 2o, p(s) = po, q(s) = qo-
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44 CAPITULO 3. EDP GENERALES DE PRIMER ORDEN

Ademas, deberd cumplirse p2 + g2 = 1. N6tese que de aqui también se deduce la ecuacién del
cono, ya que eliminando s de las ecuaciones para x(s), y(s), z(s), y teniendo en cuenta que
P2+ q2 = 1, se obtiene
(z—20)° = (x —20)* + (y — w0)*.

La EDP del ejemplo se conoce como ecuacion eiconal y aparece en la descripcion de la
propagacion de los rayos de luz en un medio homogéneo. Las curvas caracteristicas son rectas,
como puede verse, y corresponden a los rayos de luz. Las curvas z(x,y) = cte representan los
frentes de onda. <

Parece 16gico y natural que las superficies soluciéon de una EDP general de primer orden
estén construidas a partir de bandas caracteristicas. En este sentido, se tiene un resultado
que viene a avalar este hecho, ya que si una banda caracteristica y una superficie solucion
comparten un elemento de banda, entonces toda la banda caracteristica esta contenida en la
superficie solucion.

Teorema 3.4. Sean (x(s),y(s), z(s),p(s),q(s)), s € I C R, una banda caracteristica y z =
o(z,y) una superficie solucion de la EDP (3.1)). Si se verifica

(2(s0),(50), ¢(s0)) = (D(2(50), y(50)), P (2 (50), Y(50)), Dy(x(50), y(50))) ,

para algin sy € I, entonces

(2(s),p(5),q(s)) = (&(x(s), y(5)), = (2(5), y(5)), Py(x(s), y(s))) , Vs € .
Demostraciéon. Consideramos el siguiente problema de valor inicial
T'(s) = ¢p(2(s),y(s), 0(Z(s),Y(s)), ¢a(Z(5),Y(s)), ¢y (T(s5),5(s))),
J'(s) = dq(2(5),5(s), 9(Z(s),Y(s)), 02 (T(s), 4(5)), ¢y (Z(s), 4(s))),
Z(s0) = z(s0), ¥(s0) = y(50),
cuya solucién es tnica, y definimos z(s) = ¢(z(s), y(s)), es decir, (Z(s),y(s), z(s)) esta sobre

la superficie soluciéon. Derivando respecto a s, se llega a
Z(s) = ¢/(s) = ¢u2'(5) + ¢y (s) = Puipp + Pypy,
0 (8) = GuaT'(5) + Puy ¥ (8) = PuaPp + PayPy = Papp + DyPys
Py (5) = PuyT'(5) + Syl () = Payp + PyyPq = Py + Uy'Py-
Ademds, por hipétesis, Z(s0) = 2(S0), ¢x(50) = Po, ¢y(S0) = go. Como ¢(z,y) es solucién, se
cumplen las ecuaciones (3.8)) y, por tanto,
{ Pp(s) = =5 — Puip:,
¢, (8) = —py — Pyip-.
Es decir, (z(s),y(s),d(s), pz(s), dy(s)) es solucién del sistema caracteristico que satisface
la misma condicién inicial que la banda caracteristica. Por la unicidad de la solucion del

problema de valor inicial, esta solucién coincide con la de la banda caracteristica y, por
tanto, la banda estd sobre la superficie solucion. [

A partir del resultado anterior, parece natural que la forma de proceder para construir
soluciones de la EDP general es la de calcular, para una banda inicial dada, las bandas
caracteristicas que la tienen por dato inicial.
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Banda inicial

/

Nbd

Bandas caracteristicas

Figura 3.3: Construccién de una solucion de una EDP general de primer orden. Por cada uno
de los elementos de la banda inicial se hace pasar una banda caracteristica.

3.2. Problema de Cauchy

El problema de valor inicial, o de Cauchy, consiste en encontrar la superficie soluciéon que
contiene a una curva dada. No obstante, lo que parece natural es que se proporcione una
banda inicial y, a partir de ella, construir la superficie soluciéon haciendo pasar una banda
caracteristica por cada uno de los elementos de la banda inicial, tal y como puede verse en
la figura [3.3], procedimiento que se conoce como método de Darbouz o de las caracteristicas.
Asi, deberiamos dar una banda inicial

Bl = (Z’Q(t), y(](t)? ZO(t)7p0<t)7 QO(t)>7
cuya curva soporte viene dada por I' = (x4(t), yo(t), 20(t)) y cumpliendo:

2. la condicion de compatibilidad: ¢(xo(t), yo(t), 20(t), po(t), qo(t)) = 0.

1. la condicion de banda:

Si Iy = (x(t), yo(t)), el problema de Cauchy consiste en encontrar una funcién z(z,y) de
clase C? en un entorno de I'y que satisfaga la EDP y que contenga a la banda B;.

Al igual que para la ecuacion cuasilineal, para garantizar la existencia y unicidad de la
solucion es preciso exigir alguna condicion de transversalidad. De hecho, segtin se ve en la
figura [3.3] la banda inicial y las bandas caracteristicas deben cortarse de manera transversal.
Para ello los vectores normales a dichas bandas, en cada elemento de la banda inicial, no
deben ser paralelos. Mas concretamente, no deberian ser paralelas las proyecciones de los
vectores normales. Es decir, se tendria que cumplir

©p(To(t), yo(t), 20(t), Po(t), qo(t)) @q(xo(t), yo(t), 20(t), po(t), qo(t))

() (0 20 @)
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46 CAPITULO 3. EDP GENERALES DE PRIMER ORDEN

Asi, llegamos al teorema de existencia y unicidad de soluciones para el problema de valor
inicial, o de Cauchy, para la ecuacién general de primer orden.

Teorema 3.5. Sea la ecuacion en derivadas parciales dada por o(x,y,z,p,q) = 0, donde
¢:DeRxR* = R es una funcion de clase C* y ) + o2 # 0. Sean xo(t), yo(t), 20(t) de
clase C* en un intervalo I € R y sean po(t), qo(t) de clase C* en I verificando las condiciones
de banda, compatibilidad y transversalidad. Entonces, existe un entorno G C R? de la curva
(xo(t),yo(t)) y una inica funcion z : G — R tal que

p(2,y,2(2,9), 2(2,9), 2 (2,9)) = 0, V(z,y) € G,
z(wo(t), yo(t)) = 20(t),
ze(wo(t), yo(t)) = po(t),
zy(20(t), yo(t)) = qo(2).
Demostracion. Para encontrar la solucion, resolvemos el sistema caracterstico, tomando

como condicién inicial, la banda inicial dada por (xo(t), yo(t), 20(t), po(t), qo(t)). Es decir,
resolvemos el siguiente problema de valor inicial

dx
g—s = ©¥p, z(s =0) = xo(t),
Y
gis = Pq, y(s =0) = yo(t),
zZ
% = ngp + qulb Z(S = O) = Z0<t)7 (311>
d
gl; =~ — P P(s=0) = po(t),
q
P R Lo q(s =0) = qo(?).

Las soluciones de (3.11]) serdn funciones de s y ¢

2(s,1), y(s,t), 2(s,1), p(s,1), q(s,1),

cuya existencia y unicidad se derivan de las condiciones que satisfacen ¢ y las condiciones
iniciales. Si A = z,y; — 2;y5 # 0 en un entorno de (xo(t), yo(t)), las ecuaciones

r = x(s,t), y=y(s,t)
se pueden invertir y obtener s = s(x,y), t = t(z,y). Entonces se tiene

z = 2(s(x,y), t(z,y) = z(2,y), (3.12)
p(s(z,y), t(z,y) = p(x,y),  q(s(z,y),t(z,y)) = q(z,y).

Por la condicién de transversalidad sabemos que A # 0 sobre la curva (zo(t), yo(t)) v, por
tanto, A # 0 en un entorno G de la misma. Por tanto, las funciones dadas en estan
bien definidas en G y, ademas, por ser soluciones del sistema caracteristico y verificarse la
condicion de compatibilidad resulta

cp(x,y, Z(ﬁ,y),p(]?,y), q(x,y)) =0.

Notas de ecuaciones en derivadas parciales



3.2. PROBLEMA DE CAUCHY 47

Para completar la demostracion, solo falta ver que p(x,y) = z.(z,vy) v ¢(z,y) = z,(z,y).

Para ello, introducimos las siguientes expresiones
U=z — pxe — qur, (3.13)
V =2z, — prs — qus.

La idea es probar que U =V = 0 en G, por lo que p y ¢ serian soluciones de un sistema de
ecuaciones lineales cuya matriz de coeficientes es

Ty Yt
< Ts Ys > ‘

El determinante de la matriz es distinto de cero en G, ya que A # 0. Por tanto la solucion
es unica. Ahora bien, 2z, y z, es también una solucién del sistema cuando U =V =0
y, por la unicidad de la solucién, p = z,, ¢ = z,. Asi, pues, debemos probar que U =V =0
en G.

Tenemos que z, y, z, py ¢ son soluciones del sistema caracteristico, por lo que de la tercera
ecuacion de se deduce inmediatamente que V' = 0. Para ver que U = 0, tomamos la
siguiente expresion

ou oV
s or Pt a4k + DeTs + qiYs-
Teniendo en cuenta que V = 0 y que se verifica el sistema caracteristico, resulta
ou
Ds = _<_90z - p@z)xt - (_Soy - QSOz>yt + Pepp T qtpq (3.14)

= a0t + Py + oD + Pt + ©:(PT + qu)-

Derivando ¢(z,y, z, p, q) = 0 respecto a t se obtiene

a2y + Py + 22+ PpPr + Peqe = 0,
por lo que
Pl + Pyl + PpPr + Pt = — P22
Sustituyendo en ([3.14)) resulta
ou
ds

Para s = 0 nos encontramos sobre la curva inicial y, por la condicién de banda, U(0) = 0. Asi,

= —¢.(z — pry — quy) = —p,U.

por el teorema de existencia y unicidad de soluciones para ecuaciones diferenciales, U(s,t) = 0
en G. Es decir,

z(@,y) =p(@,y),  zlz,y) =q(z,y).
Y ademas es evidente que se cumplen las condiciones iniciales, ya que
Z(ffo(t)>y0(t)) = z(x(O,t),y(O, t)) = Z(O7t) = ZO(t)7
zo(@o(t), o(t)) = p((20(t), yo(t)) = p(x(0,2), y(0,t)) = p(0,¢) = po(?),
2y(o(1), yo(t)) = q((zo(t), %o(t)) = q((0,t),y(0,t)) = q(0,1) = qo(t).

Para concluir la demostracién del teorema, es necesario probar la unicidad, pero ésta es
consecuencia del teorema [3.41 |
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Notese que el teorema |3.5| garantiza la existencia y unicidad de soluciones a partir de una
banda inicial. Sin embargo, si lo que se da inicialmente es una curva, el problema puede tener
mas de una soluciéon, ya que puede haber méas de una banda inicial que contenga a la curva.
De hecho, po(t) v qo(t) deben satisfacer las condiciones de banda y de compatibilidad. Esto
da lugar a un sistema de ecuaciones no lineales que puede tener mas de una solucion.

Ejemplo 3.6. Hallense las superficies solucién de la EDP general de primer orden p?+¢? = 1
que contienen a la circunferencia {z* +y* =1,z = 1}.

Para encontrar la o las soluciones de este problema, lo primero que debemos hacer es
completar la curva inicial hasta una banda. Asi, partiendo de una parametrizacion de la
curva

xo(t) = cost, yo(t) = sent, 2o(t) =1,

las condiciones de banda y de compatibilidad quedarian de la forma
banda: 0= —py(t)sent + qo(t) cost,
compatibilidad: po(t)? + qo(t)? = 1.
De aqui se deduce que hay dos soluciones posibles, la primera
po(t) = cost,  qolt) = sent,
y la segunda
po(t) = — cost, qo(t) = —sent.

Por tanto existen dos bandas iniciales, que daran lugar a dos soluciones, si se cumple la
condiciéon de transversalidad. En este caso, esta condicién viene dada por

2cost 2sent
| —240,

—sent cost

para la primera de las bandas. Para la segunda, se tiene que el determinante anterior es —2,
por lo que en los dos casos se cumple la condicion de transversalidad. En consecuencia, cada
una de las dos bandas va a dar lugar a una soluciéon de la EDP que contiene a la circunferencia
inicial.

Comencemos calculando la primera solucion, mediante el procedimiento descrito en el
teorema [3.5], a partir del sistema caracteristico

d

ch = ¢p = 2p, z(s = 0) = wo(t) = cost,
S

d

Y=g (s =0) = mlt) —sent,

dz

$:p90p+qs0q=2, Z(SIO):ZO(t) =1,

d

di; = —pz —pp: =0, p(s=0)=po(t) = cost,

dgq

7s = Py —ap: =0, (s =0) = q(t) = sent.
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Las tres tltimas ecuaciones son directamente resolubles, obteniéndose
z(s,t) =2s+ 1, p(s,t) = cost, q(s,t) = sent.
Llevando las expresiones de p(s,t) y ¢(s,t) a las dos primeras ecuaciones, resulta
x(s,t) = (2s + 1) cost, y(s,t) = (2s + 1) sent.
Ahora es inmediato comprobar que, eliminando s y t se obtiene
22 =%+,

que es una solucion de la EDP que contiene a la curva inicial (solucién calculada a partir de
la primera banda).
Procediendo de manera analoga con la otra banda, llegamos a

x(s,t) = (=2s+ 1) cost, y(s,t)=(—2s+1)sent, =z(s,t)=2s+1,
p(s,t) = —cost, q(s,t) = —sent.

Para eliminar s y t de las ecuaciones de z, y y 2, observamos que
2(s,t) —2=2s—1.
Por tanto, la otra solucién buscada es
(z —2)% = 2% + 9~
Notese que estas soluciones son compatibles con lo que ya se dijo en el ejemplo <

El teorema no puede aplicarse en el caso de que no se cumpla la condicién de transver-
salidad. En ese caso, el problema tendra infinitas soluciones si la banda inicial es caracteristica,
de modo andlogo a lo que sucedia para las ecuaciones cuasilineales. En otro caso, no habra
solucién en el sentido riguroso dado en la definicién [3.1]

3.3. Integral completa, integral general e integral sin-
gular

Como ya se vio en el capitulo [1| la soluciéon general de una ecuacién no lineal de primer
orden aparece a través de lo que se denomina integral completa, que consiste en una familia
biparamétrica de soluciones de la forma

z = F(z,y;a,b).

De manera mas precisa damos la siguiente definicion.
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Definicién 3.7. Una familia biparamétrica de soluciones z = F(z,y;a,b) se dice que es una
integral completa de la ecuacion (3.1) si existe un dominio en el cual el rango de la matriz

Fo Foo Fpa
( F, Fun Fy )
es mcim'm(ﬂ En particular, si J = FyoFy, — FppFye # 0.
A veces también se llama integral completa a una relacién de la forma
O(z,y,2;a,b) =0,

de donde se deduce una familia de soluciones de la forma z = F(z,y;a,b) que verifica las
condiciones de la definicién anterior. En este caso, debe cumplirse la condicién

éa q)xa qDya ¢ZQ ) 2

(3.15)
(I)b (I):pb (I)yb (I)zb

rango (

El significado del concepto de integral completa proviene de la idea de que mediante la

formacion de envolventes, a través de un proceso de diferenciacion y eliminacion, se puede

obtener un conjunto de soluciones de la ecuacion que dependen de una funcién arbitraria.

En este proceso constructivo se relaciona b con a a través de una funcion arbitraria, de manera
que b = w(a), y luego se elimina a de las ecuaciones

2= Flo,ya,w@),  Fa@yaoa)+ R yac@)(@=0.  (3.16)
De la segunda ecuacién se obtiene a = a(z,y), que llevado a la primera ecuacién nos da

2= F(z,y;a(z,y),w(a(z,y))),

obteniéndose asi una soluciéon de la ecuaciéon , denominada integral general de
correspondiente a la integral completa, que depende de la funcién arbitraria w. Veamos que
esta integral completa es una soluciéon de la ecuacion ((3.1)).

Derivando esta expresion respecto a x y respecto a y y teniendo en cuenta la segunda

igualdad de (3.16), resulta

_OF 9Fda  9Fda , \ _OF

_OF  0a <8F OF

“ = r T aor T o " or Tox\oa T )T on
Z—aiF_i_aiF@_FaiF@/—aiF_F@ aiF_F@iFw/ —aj
YT 8y T Bady  dboy.  or oy\da  ob. ) oy’

de donde se sigue, de manera evidente, que la envolvente es una superficie solucién, ya que
se cumple
sp(xay7F)F337Fy) = 0
Podemos llegar a la misma conclusion con un enfoque diferente. En concreto, para cada
valor de a, las ecuaciones (|3.16)) representan una curva, que es la curva de contacto entre

3Esta condicién garantiza que los pardmetros a y b son funcionalmente independientes.
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la superficie integral z = F(z,y;a,w(a)) y la envolvente. Puesto que tanto w(a) como w'(a)
pueden ser elegidos de manera arbitraria, podemos escribir w(a) = by w'(a) = ¢, de manera

que las ecuaciones (3.16)) quedan
z=F(z,y;a,b),  Fu(v,y;a,0) + Fy(x,y;a,b) c = 0. (3.17)

Estas ecuaciones dependen de tres parametros y, como ya hemos dicho, son las curvas de con-
tacto entre las superficies solucion y la envolvente. Ahora bien, estas curvas son caracteristicas
y las bandas correspondientes, que se obtienen a partir de p = F,(z,y;a,b) y ¢ = F,(z, y; a,b),
son también caracteristicas, por lo que la envolvente es una superficie solucién.

Para ver que las curvas son caracteristicas, debemos ver que se cumplen las ecuacio-
nes . Supondremos que se verifica la condicién J # 0 con la notacién de la definicién (3.7}
Tomamos x en lugar de s como variable independiente, de manera que y dependera de x, y
derivamos la segunda ecuacion del sistema respecto a x. De este modo se obtiene

Foo+ Foyyo + (Foo + Fryys)c =0 = Fop+ cFyp = =y, (Fuy + cFyy). (3.18)

Por la suposicion de que J # 0 se sigue que F,, + cFp, # 0. Teniendo en cuenta que
z = F(x,y;a,b) define una familia biparamétrica de soluciones, resulta

o(z,y, F(z,y;a,b), Fo(z,y;0,b), Fy(z,y;0,0)) =0,
y derivando respecta a a y b se tiene
Pzl ploa+ 0Fya =0, @By + @pFay + 9o Fyp = 0. (3.19)
Si multiplicamos la segunda ecuacién por ¢ y le sumamos la primera llegamos a
0. (Fy + cFy) 4+ 0p(Fua + cFup) + @4 (Fya + cFyp) = 0.

Teniendo en cuenta (3.17) y (3.18]), resulta

de dy
(Fya +cEp)(0pYe —9q) =0 = — =—,
Pp Pq

por lo que las curvas son caracteristicaﬁ.

Segun lo anterior, si la familia de superficies biparamétrica tiene una envolvente respecto
a los dos parametros, esta superficie también serd una solucién que recibe el nombre de
integral singular y serd entonces la superficie envolvente de todas las integrales completas.
Esta solucion resulta de eliminar a y b del sistema de ecuaciones

z=F(z,y;a,b),  Fu(r,y;0,0) =0,  Fy(z,y;a,b) =0. (3.20)

Es interesante notar que se puede obtener la integral singular a partir de la propia ecuacion
en derivadas parciales, sin necesidad de conocer una integral completa. En efecto, de las
ecuaciones (3.19)), y teniendo en cuenta las dos tltimas ecuaciones de (3.20)), se tiene

SOme + (quya == 07 SOpF:vb + (quyb - 07

“El resto de ecuaciones caracterfsticas se sigue por el hecho de ser z = F(z,y;a, b) solucién.
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Integral general

lntsgral sing ular

Figura 3.4: Integral completa, integral general e integral singular de z2(p* + ¢*> + 1) = r2.

que es un sistema homogénero de ecuaciones en ¢, y ¢,. Puesto que z = F(x,y; a,b) es una
integral completa y F, = F, = 0, tiene que cumplirse que J # 0 y por tanto el sistema
anterior tiene solucién unica. De aqui se deduce que ¢, = ¢, = 0. Asi, la solucién singular
se obtiene como la envolvente de la familia biparamétrica de superficies, de pardmetros p y
q, definida por la ecuacion en derivadas parciales. Es decir, la solucion singular, en caso de
que exista, se obtiene eliminando p y ¢ del sistema

(. y,2,0,9) =0, @p(2,9,2,0,q) =0,  @q(z,y,2,p,q) = 0.
Vemos a continuacion un ejemplo intuitivo en el que se aclara esta diversidad de soluciones.

Ejemplo 3.8. Imaginémonos todas las posiciones de una bola de billar sobre el plano en
que rueda. Cada posicion tiene una superficie definida por dos constantes: las coordenadas
a y b de su centro (en el plano que los contienen a todos y que tomaremos como zy). Véase
la figura . Tenemos entonces una familia doblemente infinita de superficies de ecuacién
(r —a)® + (y — b)> + 22 = r?, donde r es constante. La eliminacién de las constantes a y b
entre la ecuacion anterior y la que resulta de derivarla con respecto a x e y nos da facilmente
la EDP que cumplen las superficies, que es:

P+t 1) ="

La superficie (z — a)? + (y — b)> + 22 = r? con las dos constantes arbitrarias constituye
una integral completa de la EDP anterior. Su imagen intuitiva la da el conjunto de todas las
posiciones de la bola quieta sobre el plano.

Si a continuacién deslizamos la bola sobre el plano de modo que su centro siga una
trayectoria arbitraria b = w(a), las infinitas superficies tubulares que de esta forma podriamos
obtener como envolventes de las posiciones de la bola en cada trayectoria daran la imagen
de la integral general.

Finalmente, los planos tangentes inferior y superior envolventes de todas las posiciones,
asf como de todas las superficies tubulares, dardn la solucién singular z? = 2. |

®Tomada de [23].

Notas de ecuaciones en derivadas parciales



3.3. INTEGRAL COMPLETA 53

3.3.1. Meétodo de Lagrange-Charpit

Como se ha visto, obtener la solucién general de una EDP no lineal de primer or-
den pasa por encontrar una integral completa. Una manera de hacerlo es mediante el mé-
todo de Lagrange-Charpit. El método consiste en la busqueda de una integral primera
G(z,y,2,p,q,a) = 0 del sistema caracteristico

dov dij B dz dp dq

Cr  Pg PPrt AP —Ps—DPP:  —Py— QP

)

de manera que, en un cierto dominio D,

I, G) _’ Pr P
d(p,q) G, Gy

Esta condicion nos dice que la integral primera debe depender explicitamente o de p, o de ¢

£ 0.

o de ambas a la vez. Ahora resolvemos el sistema
p(r,y,2,0,¢) =0,  G(x,y,p,q,0) =0,
para obtener p = p(x,y, z,a), ¢ = q(z,y, z,a) y planteamos la ecuacién en diferenciales totales
p(z,y, z,a)dr + q(x,y, z,a)dy — dz = 0,
cuya solucién nos proporciona una integral completa ®(z,vy, z; a,b) = 0.

Ejemplo 3.9. Encuéntrese una integral completa de la ecuacion en derivadas parciales pg =
z.
A partir del sistema caracteristico

dx

dy dz _dp _dg
q P 2pq p q

9

es facil encontrar una integral primera en las condiciones que hemos mencionado anterior-
mente. En concreto, de % = %, obtenemos § = a, lo que juntamente con pq = z da

z Z
pZZCLZ, b =vaz, q2:77 q:\/7
a a
Sustituyendo ahora en dz = pdx + qdy, da

dz dy
2~ Jadr + =2
5 = Vedi+ o5,

cuya solucién es 24/z + b = Jax + l, que es una integral completa de la ecuacion en

Ja

Pero, también podriamos haber partido de %"’3 = % y % = %p, obteniendo asi g =x+ay

p =y + b. Formamos entonces la ecuacion en diferenciales totales

derivadas parciales.

dz = (y + b)dz + (z + a)dy,
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cuya solucién es z = (x+a)(y+b)+c. Ahora tenemos que eliminar una de las tres constantes
a, by c que aparecen en la expresion anterior. Para ello, hacemos que se cumpla la ecuacion
en derivadas parciales. Asi, p=z2, =y+b,q=2,=24+ay z=pg = (y+b)(z + a). Luego,
¢ =0y la integral completa resultante es z = (y + b)(x + a). <

Como se deduce del procedimiento seguido, y puesto de manifiesto en el ejemplo anterior,
pueden existir diferentes sistemas de integrales completas, de manera que la solucién obtenida
dista mucho de darnos todas las superficies que verifican la ecuacion general .

El método de Lagrange-Charpit se reduce a la resoluciéon de una ecuacién en diferenciales
totales, que habra que probar que siempre puede resolverse. Para ello se tiene que cum-
plir la condicién de integrabilidad de una ecuacion en diferenciales totales. En este sentido,
consideremos la ecuacién

Esta ecuacién tendré solucion si existen funciones F'(z,y,2) = C'y p(z,y, z) tales que
dF = F,dx + F,dy + F.dz = p(Pdx + Qdy + Rdz) = 0. (3.22)

Si la funcién F es de clase C?, se cumple la igualdad entre derivadas cruzadas y se satisfacen
las ecuaciones
F:cy:Fyxa sz:sza Fyz:Fzy-

Luego, teniendo en cuenta , se sigue que
Fo=ppP,  F,=pQ vy F.=pR,
de manera que, si se cumplen las tres igualdades anteriores, debe verificarse respectivamente
py P + Py = p1,Q + pQs,

poP + pP, = pu R+ pRy,
p2Q + pQ. = py R+ pR,.

Si multiplicamos la primera ecuacién por R, la segunda por () y la tercera por P, sumamos
la primera y la tercera y restamos la segunda, resulta

P(Q. — Ry) + Q(R. — P.) + R(P, — Q) =0, (3.23)

que es condicién necesaria y suficiente para que la ecuaciéon (3.21)) pueda resolverse. Ahora
podemos enunciar un teorema que nos garantiza que el método de Lagrange-Charpit da lugar
a una ecuacion en diferenciales totales que es resoluble.

Teorema 3.10. Sean la ecuacion en derivadas parciales p(x,y,z,p,q) = 0, con ¢ de clase
C?, y G(z,y,2,p,q,a) = 0 una integral primera de clase C* del sistema caracteristico, de
manera que existe un dominio Q C R® donde

I(p,G)

g 7"
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Entonces, existe un dominio U C R* y funciones p(z,y,z,a) y q(z,y,z,a) de clase C?,
definidas en U, tales que
SO(.T’ y7 Z’p(x’ y7 Z? a)?q(x7y’ 27 a)) :O7 <3 24)
G(z,y,z,p(x,y,2,a),4(,y,2,a),a) = 0, '

para todo (x,y,z,a) € U y la ecuacion en diferenciales totales
p(xa Y, z, a>d$ + q<$, Y, z, a)dy —dz = Oa
cumple la condicion de integrabilidad (3.23]).

Demostracion. La existencia de las funciones p y ¢ se sigue de manera inmediata de la

condiciéon o
8 4,
9(p, q)

por lo que debemos ver que la ecuacion en diferenciales totales cumple la condicién de in-

tegrabilidad. Para ello, derivamos las ecuaciones (3.24]) respecto a z, y, z. De este modo,
empezando por x, se obtiene
Pz + PpPe + gz = 0,

Gy + Gppz +Gegqr = 0.

Si eliminamos p, del sistema de ecuaciones anterior resulta

aGp — pGa — %(;; ’7 f)) Gw = (3.25)

De manera analoga, repitiendo el proceso para y y z, llegamos a las siguientes ecuaciones
yGg — pGy + mpy =0,
%@—%@—gag%za (3.26)
0.6y 0G0

Combinando (3.26)) y (3.25]), se llega a

g, G)
(p,q) (4p= = Pz + Py = @) = pGa — oGy — (Ppp + 4g) G-

+(pz + pp:)Gp + (py + qp:)Gq = 0.

Ahora bien, por ser GG integral primera, se cumple

—0p Gy — 0Gy — (PPp + 40q) G + (02 + p2)Gp + (0y + qp.)Gy =0,

por lo que
qp: — Pq: +py — ¢z = 0,
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que es la condicion de integrabilidad asociada a la ecuacion en diferenciales totales
p(z,y,z,a)dx + q(z,y, z,a)dy — dz = 0. (3.27)
La demostracion esta entonces completa. [ ]

Para acabar de justificar el método de Lagrange-Charpit falta probar que la solucion de
la ecuacion en diferenciales totales da lugar a una integral completa. Ahora bien, por verificar
(3.27) la condicién de integrabilidad, existen funciones ¥ y pu tales que

ov
ai(xﬂl/azaa) :M(may,zj@)p(l}y, Z,CZ),
Xz
ov
@($7972>a) :M(I7y72aa)Q(x7yazaa>a (328)
ov

E(I‘?yvzva) = - M(3373/727a)7
de manera que la solucién general de (3.27)) se puede expresar como
U(z,y,z,a) =b.

Puesto que %—‘f # 0, el teorema de la funciéon implicita nos permite definir una funcién F' tal
que z = F(x,y;a,b) de manera que

U(z,y, F(x,y;a,b),a) = b.

Derivando respecto a x, resulta
U, +V.F, =0

y, teniendo en cuenta (3.28]), se llega a
pp—plF, =0 = Fy(z,y,0,0) = plz,y, F(z,y;0,b), ).
Analogamente, Fy(z,y;a,b) = q(z,y, F(z,y;a,b),a) y, por (3.24)), se sigue
o(z,y, F(z,y;a,b), Fy(x,y;a,b), Fy(z,y;a,b)) = 0.
Por otra parte, tomando ®(z,vy, z;a,b) = ¥(x,y, z,a) — b = 0, se verifica la condicién ([3.15])
y entonces V(x,y, z,a) = b es una integral completa.
3.3.2. Ecuaciones en diferenciales totales

Puesto que el método de Lagrange-Charpit implica la resoluciéon de una ecuacién en
diferenciales totales

P(z,y,2)dx + Q(x,y, z)dy + R(x,y, z)dz = 0,

vamos a dar algunas técnicas que permiten obtener soluciones, siempre que se cumpla la con-
dicion de integrabilidad. En concreto, integraremos este tipo de ecuaciones en tres situaciones
diferentes.
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1. Cuando la ecuacion es exacta, es decir, se cumple

Py:Qxa Pz:Rx: Qz:Ry-
2. Cuando la ecuaciéon no es exacta, pero se cumple alguna de las tres igualdades anteriores

(ecuaciones de exactitud).

3. Cuando la ecuacién es homogénea, es decir, cuando las funciones P, () y R son homo-

géneas del mismo grado
P(tx, ty,tz) =t*P(x,y, 2),

Q(tx, ty, tz) = 1°Q(x,y, 2),

R(tz,ty,tz) = t*R(x,y, 2).

Caso 1. Sila ecuacion es exacta, basta con encontrar una funcién F'(z,y, z) que verifique
F,=P, F,=0Q, F,=R.
En este caso, la solucion general serd F(z,y,z) = a.
Ejemplo 3.11. Hallese la soluciéon general de la ecuacion en diferenciales totales
(ycosw — ze¥)dw + (2yz* + sen x)dy + (2y°z — €*)dz = 0.
Es inmediato comprobar que se cumplen las condiciones de exactitud, ya que
P, =cosz = @, P, =—-e"=R,, Q. =4yz = R,.

Por tanto la solucién serd de la forma F(z,y, z) = a, donde F' cumple

oF
= 2yz* +senz, — =2 — "

0z

oF .
—— =ycosx — ze",

ox Dy

Integrando la primera de las tres ecuaciones respecto a x resulta F(x,y, 2) = ysenx — ze® +
G(y, z), siendo G(y, z) es una funcién arbitraria. Imponiendo que se verifique la segunda
ecuacion se llega a

oF oG 9 oG 9
— =senxr + — =2yz" +senx = — =2yz°,
Iy Ay dy

de donde G(y, z) = y?2® + H(z), con H arbitraria y, por tanto,
F(z,y,2) =ysenx — ze* +y?2* + H(2).

Finalmente de la tercera ecuacién podemos obtener H(z) = C, de manera que la solucién
general es
T 2.2
ysenr —ze” +y'z° =a. <
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Caso 2. Sila ecuacién no es exacta, pero cumple alguna de las tres ecuaciones de exactitud,
puede resolverse tomado una de las variables como constante. Por ejemplo, si es exacta en x
e y tomaremos z como constante, por lo que dz = 0 y la ecuacion se reduce a una exacta en
dos variables, resoluble, que dependera de una constante de integracién que sera una funcion
arbitraria ¢g(z). Tomando la diferencial total de esta solucién y comparando con la ecuaciéon
en diferenciales totales, es posible determinar g(z) y asi encontrar la soluciéon general.

Ejemplo 3.12. Encuéntrese la soluciéon general de la ecuacién en diferenciales totales
(3zz + 2y)dx + xdy + x*dz = 0.

Esta ecuacion no es exacta, pero cumple la condicién de integrabilidad, ya que, como
puede comprobarse,

P(Q: = R,) + Q(Ry — P.) + R(P, — Q) = 0.
Ademas, cumple la condicion de exactitud en las variables y, z, pues
Q. =0=R,,
por tanto tomamos = como constante, dr = 0 y resolvemos la ecuacién exacta en y, 2z
xdy + x*dz = 0.

Su solucién es de la forma
vy + 2%z — g(z) = 0. (3.29)

Tomando la diferencial total de esta expresion llegamos a
(y + 22z — ¢'(2))dx + 2dy + x*dz = 0,
que, comparando con la ecuacion en diferenciales totales original, nos lleva a
y+2rz—g(x)=3c2+2y = ¢(a)=—-axz—y= —i(xQZ + zy).
Teniendo en cuenta , resulta

g =2 o gt

y, finalmente, la solucién de la ecuacion queda como
a:2y + 2%z = a.

Notese que p(z,y,z) = x es un factor integrante de la ecuacion, ya que al multiplicarla por
x se convierte en exacta. <
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Caso 3. Cuando la ecuacion es homogénea, el cambio de variable x = uz, y = vz, permite
reducir la ecuaciéon a una del caso 1 y, por tanto, resolver el problema. En particular, podemos
separar una variable mediante una manipulacion apropiada y transformarla en exacta.

Ejemplo 3.13. Hallese la solucién general de la ecuacion en diferenciales totales
(x — 2)dx + 2z + 2y)dy + (x + 2y + z)dz = 0.

Podemos ver que la ecuacién cumple la condicion de integrabilidad, pero no es exacta,
ni tampoco verifica alguna de las tres ecuaciones de exactitud. Sin embargo, es evidente que
la ecuacién es homogénea, ya que las tres funciones P(x,y,z), Q(z,y,2) v R(x,y,z) son
polinémios homogéneos de primer grado. Por tanto hacemos el cambio de variable x = uz,
y = vz. Segun esto se tiene

dr = udz + zdu, dy = vdz + zdwv,
que llevado a la ecuacion diferencial resulta
(uz — 2)(udz + zdu) + (2uz + 2vz)(vdz + zdv) + (uz + 2vz + 2)dz = 0.
Eliminando el factor comin z y agrupando términos se llega a
2(u — 1)du + 2z(u + v)dv + (u® 4 2uv + 20* 4+ 2v + 1)dz = 0.

En esta ecuacion, las variables estan de algiin modo separadas, ya que si dividimos toda la
ecuacion por z(u? + 2uv + 2v% + 2v + 1) y, tenemos en cuenta que

u? +2uv + 202 + 20+ 1 = (u+v)* + (v +1)%

obtenemos
u—1 u—+v

du + 2
(ut0v)?+ (v+1) (ut0v)?+ (v+1)
que es una ecuaciéon exacta. Detallaremos el primer paso de su resolucién, pues lo que sigue

1
dv+ —dz =0,
z

luego es inmediato. Buscamos F'(u,v, z) tal que
oF u—1 u—1
ou  (u+v)2+ (v+1)2 (u+v)2+ (v+1)2 "

Haciendo el cambio de variable u + v = t, llegamos a

1 2t dt
F—-= / . TR | / S —
) Ex s Y mr e
de donde se sigue que
1
F(u,v,z2) = 5 In ((u +v)? + (v + 1)2) — arctan Z I;J
Una vez determinada la funcién G(v, z) = In z, la solucién de la ecuacién queda como

1
3 In ((u +0)% + (v + 1)2) — arctan

+ G(v, 2).

u—+v

+Inz =a.
v+

Finalmente, solo queda deshacer el cambio de variable inicial para llegar a

1. (z4+y)?+(y+2)°

iln 5 —arctanx+y+lnz:a. |

y+z

z
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3.3.3. Integral completa y el problema de Cauchy

El problema de Cauchy o de valor inicial lo hemos resuelto por el método de las caracte-
risticas, pero también es posible hacerlo una vez conocida una integral completa. De alguna
forma, se trata de determinar la funcién arbitraria b = w(a) a partir de las condiciones inicia-
les y la envolvente de la familia uniparamétrica de superficies sera la solucion del problema
de Cauchy.

Supongamos que tenemos una curva inicial dada (z(t), y(t), z(t)) y una integral completa
F(z,y,z;a,b) = 0. Como la curva inicial tiene que estar contenida en la superficie solucion,
su vector tangente tiene que ser ortogonal al vector normal a la superficie solucién, por lo
que debe cumplirse

Fo(z(t),y(t), z(t); a, b)' (t)+ F,(x(t), y(t), z(t); a, b)y ()

, (3.30)
FEL(a(t), y(t), 2(6); a, )/ (t) = 0.

De la ecuacién anterior y de la ecuacion F(z(t),y(t), z2(t); a,b) = 0 podemos eliminar ¢ para
encontrar una relaciéon de la forma b = w(a), con lo que queda determinada la funcién
arbitraria. Ahora, calculando la envolvente de la familia de superficies F'(z,vy, z; a,w(a)) = 0,
se obtiene la solucion al problema de Cauchy.

Observamos que la ecuacion también se obtiene derivando respecto a t la ecuacion
que define la integral completa, una vez que se han sustituido x, y, z por los datos iniciales.
El procedimiento asi empleado se conoce como método de Lagrange o de la envolvente de la
integral completa.

Ejemplo 3.14. Determinese la soluciéon de la ecuacién en derivadas parciales

(P> + ¢*)z =pz

que contiene a la curva x = 0, 22 = 4y.
En primer lugar debemos obtener una integral completa, por lo que usamos el método de
Lagrange-Charpit. A partir del sistema caracteristico
de  dy dz dp dq
pq’

2pr —z  2qxr  pzr  —¢>

es facil obtener una integral primera a partir de

d d
7p:7q = p2+q2:a2_
—q p

Con esta integral y la ecuacién en derivadas parciales, resulta

a‘x a?z — atx?
p= ) q= 5
z z

por lo que podemos obtener una integral completa resolviendo la ecuacion en diferenciales
a’x Va2z? — atx?

—dr + ————dy = d=z.
z z

totales

Notas de ecuaciones en derivadas parciales
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Si dividimos toda la ecuacién por el coeficiente de dy y multiplicamos por a?, llegamos a,
a’zdz a‘*zdx
Va2z? — aiz?  \a?22? — aix? B

que es una ecuacion diferencial exacta, cuya solucion es

Va2z? — ata? = oy + ab,

donde la constante arbitraria la hemos expresado de la forma ab. Elevando al cuadrado y

simplificando, se tiene una integral completa
F(z,y,2;a,b) = 2* — a*z* — (ay + b)* = 0.
Para resolver ahora el problema de Cauchy, parametrizamos la curva inicial, como
x(t) =0, y(t) = 12, 2(t) = 2t,

que, puede comprobarse que cumple la condicién de transversalidad (3.10). En efecto, si
completamos la curva inicial hasta una banda, imponiendo las condiciones de compatibilidad
y banda, resulta

1
p<t) = 07 q@) = ;7
por lo que
“p Pq -2t 0
= = 41> 40, sit#£0.
M I #0, st

En estas circunstancias tenemos garantizada la existencia de una tinica solucién del problema.
Para obtenerla a partir de la integral completa, formamos el sistema de ecuaciones

F(x(t),y(t), 2(t); a,b) = 0, dF(x(t%y(dtZ, z(t); a,b)

como se ha expuesto anteriormente. Este sistema queda como

=0,

42 — (at* +0)> =0, 2t —at(at> +b) =0,

de donde resulta la relacién ab = 1, o bien b = 1/a. Esta relacién determina la funcién
arbitraria que define a b como funcién de a, que llevada a la integral completa da lugar a la
familia uniparamétrica de superficies

1 2
22— a*x® — (ay + ) = 0.
a

La envolvente de esta familia se obtiene eliminando a de la ecuacién anterior y de la que
resulta de derivar ésta respecto al parametro a

1 1
ax2+(ay+>< —2>:O.
a a

—1/4
9

De aqui se obtiene
a=(a"+y’)
que llevado a la ecuacion de la familia da lugar a la solucion del problema de Cauchy

(22 —2y)* = 4(2* + ). <
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62 CAPITULO 3. EDP GENERALES DE PRIMER ORDEN

3.4. Ejercicios

1. Resuélvanse las siguientes ecuaciones diferenciales totales:

a

(r —y)dr — xdy + zdz =0
b) yidx — zdy +ydz =0
(

¢) (223y + 1)dz + 2*dy + 2* tan zdz = 0
2y + 2)dx — (x+ 2)dy + 2y —x + z)dz =0
e) yzdr — 22dy — vydz = 0

)
)
)
d)
)
) (e*y+e*)dx + (e¥z + e*)dy + (¥ — e"y — e¥2)dz = 0
g) yzdx + (vz — yz3)dy — 2zydz = 0
2. Obténgase, si existe, la familia de curvas solucion del sistema

{ (y+ 2)dx+ (x + 2)dy + (x +y)dz =0
(x + 2)dr + ydy + xdz =0

y héllese una EDP cuasi lineal de la que el sistema de curvas anterior es la familia de
curvas caracteristicas.

3. Obténgase una integral completa y la solucion singular (si existe) de las siguientes EDP:

B (a) +yz =2 B ()4 () =

¢) zy=—1z + (22)° d) 162%(z,)% +92%(2,)* + 422 —4 =0
e) (2z2)*—(2y)*=1 ) z=zz,+yzy + 2.2y

9) 2= (2:)%+ (2,)? h) 2 — 2y =2 +y>

4. Sea (z;)*+(24)* = f(z,y) con f: R?* — Ry de clase C. Héllese la banda caracteristica
que verifica el dato (0,1, 13,2,0) sabiendo que z = 2% + y*> — 7 es solucién de la EDP.
.Es banda integral?

5. Determinese la soluciéon de la EDP que contiene a la curva dada:

a) zzzy =1, {y=0z=ux}

b) (2)"+2zy =y, {y=0,2=0}

c) z\/1+(zx)2+(zy)2:2, {22 +y*=2,2=2}
d) (%) =2, {y=07z=27}

€) zpzy =2, {x=0,2=y*}

) zezy=2s+2, {r+y=02=1}

6. Sean M(x,y,z) un punto de una superficie S, P la proyecciéon ortogonal de M sobre
el eje Z, N la proyeccion ortogonal de P sobre la normal en M a §. Determinense las
superficies S tales que [|[NM|| =a (a > 0).
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Capitulo 4

EDP de segundo orden

En los dos capitulos anteriores consideramos la resolucién de EDP de primer orden. Ahora
pasamos a la discusiéon de EDP de segundo orden. En este capitulo nos limitamos a una
discusion preliminar de estas ecuaciones, y luego, en los siguientes capitulos, consideramos
con mas detalle los tres tipos principales de ecuaciones lineales.

Comenzamos introduciendo los operadores diferenciables, el principio de superposicion y
la ecuacion condicionante, asi como su aplicacion a la resolucion de EDP sencillas de segundo
orden. A continuacién, estudiamos la clasificacion de las EDP lineales de segundo orden con
dos variables independientes, que se clasifican en tres tipos fundamentales, cada uno de los
cuales es especifico del tipo de fenémenos que describe, de las propiedades de sus soluciones
y de las técnicas que se emplean para resolverlas. La clasificacion esclarece y unifica los
conceptos de caracteristicas para ecuaciones de primero y segundo érdenes. También vemos
que cualquier ecuacion de un tipo particular se puede transformar, mediante un cambio de
variables, en una forma canénica que estd asociada a su tipo. Luego, hablamos del problema
de Cauchy para EDP lineales y del teorema de Cauchy-Kowalewskya, junto con el tipo de
condiciones adicionales (iniciales y de contorno) que podemos encontrar asociadas a una EDP
y de la reduccion de problemas con EDP a otros mas sencillos. Terminamos introduciendo el
conocido método de separacién de variables para resolver problemas de contorno con EDP,
que estd basado en los desarrollos en series de Fourier y que terminan el capitulo.

4.1. Operadores diferenciales y el principio de super-
posicion

Las aplicaciones entre diferentes conjuntos de funciones reciben frecuentemente el nombre

de operadores. La operacién de un operador L sobre una funcién u se denota por Lu].

En particular, los operadores definidos mediante derivadas parciales de funciones se llaman

operadores diferenciales y son aplicaciones entre diferentes clases de C™.

Un operador que satisface la relacién
L[clul + CQUQ] = ClL[Ul] + CQL[UQ],

63



64 CAPITULO 4. EDP DE SEGUNDO ORDEN

donde ¢; y ¢9 son constantes arbitrarias y u; v us son funciones arbitrarias, se llama operador

lineal. Una ecuacién diferencial lineal define un operador lineal: la ecuacion se puede expresar
como L[u] = v, donde L es un operador lineal y v es una funcién dada.

Una ecuacién diferencial lineal de la forma L[u] = 0, donde L es un operador lineal, se

92 92

llama ecuacion homogénea. Por ejemplo, si definimos el operador L = 5=

a2 — 5,2 entonces la

ecuacion

Liu] = tugy — Uy, =0
es una ecuacion homogénea, mientras que la ecuaciéon

Lu] = tpy — uy, = 2°
es una ecuacién no homogénea.

Los operadores lineales juegan un papel central en matematicas en general y en la teoria
de EDP en particular. Esto resulta de la siguiente importante propiedad (que se sigue a la
vez de la definicion):

Si las funciones w;, con ¢ = 1,2,...,n, satisfacen las ecuaciones diferenciales
L[u;] = v;, entonces la combinacion lineal w = Y7 | aju;, donde g, s, . .., a,, son
constantes arbitrarias, satisface la ecuacién L{w] = > ; oyv;. En particular, si
cada una de las funciones uy, us, . . . , u, satisface la ecuacién homogénea L[u;] = 0,
para i = 1,2,...,n, entonces toda combinacion lineal de ellas satisface también
la ecuacion.

Esta propiedad se llama principio de superposiciéon. Este principio permite la construccion
de soluciones complejas mediante combinaciones de soluciones simples. Ademas, también se
utiliza para probar la unicidad de soluciones de EDP lineales.

Ecuacion condicionante

Consideramos ahora una clase de EDP lineales de segundo orden, las denominadas EDP
lineales homogéneas con coeficientes constantes. Una ecuaciéon de esta clase es de la forma

Lu] = Auyy + Bugy + Cuyy =0 con A, By C contantes. (4.1)

La palabra homogénea hace referencia aqui al hecho de que todos los términos en (4.1
contienen derivadas del mismo orden (el segundo).
Buscamos ahora una solucién de (4.1]) de la forma:

u(z,y) = fy + Av), (4.2)

donde f es una funcién arbitraria de su argumento y A es una constante. Derivando (4.2)),
obtenemos

Una(2,y) = N f"(y+ Ax),  wgy(z,y) = A" (y+A2),  uyy(z,y) = f(y+ M),

Notas de ecuaciones en derivadas parciales
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y sustituyéndolas en (4.1]) da
AN f"(y+ Ax) + BAf"(y + Ax) + Cf'(y+ A x) =0 = f"(y+ \)[AN + BA+C] =0,

de manera que u(z,y) = f(y + Ax) es una solucién de (4.1)) si A satisface la ecuacién de
segundo grado
AN+ BAX+C =0,

que llamaremos ecuacién condicionante.
Consideramos ahora los siguientes cuatro casos de la EDP (4.1)):
1. A # 0y las raices de la ecuacion condicionante diferentes,
2. A # 0y las raices de la ecuaciéon condicionante iguales,
3. A=0,B#0,
4. A=0,B=0y C#0.

En el caso 1, la EDP (4.1) posee dos soluciones u(x,y) = f(y+Aiz) y u(x,y) = g(y+Aaz),
donde f y g son dos funciones arbitrarias de sus respectivos argumentos y A; y As son las raices
distintas de la ecuacién condicionante. Aplicando el principio de superposicion se deduce que

u(z,y) = fy+Miz) + gy + A7)

es una solucion de la EDP (4.1)).

En el caso 2, la EDP posee la solucion u(z,y) = f(y+ Aix), donde f es una funcién
arbitraria de su argumento y A; es la raiz doble de la ecuacién condicionante. Ademas,
se puede comprobar facilmente que en este caso la EDP posee también la solucion
u(z,y) = zg(y + A\1x), donde g es una funcién arbitraria de su argumento. Segin el principio
de superposicién vemos que

u(z,y) = f(y + \z) + 29(y + M)

es una solucion de la EDP (4.1]).

En el caso 3, la ecuacion condicionante se reduce a BA+C = 0, por lo que tiene una tnica
raiz \; = —%. La EDP (4.1)) posee la solucién u(z,y) = f(y + \z), donde f es una funcién
arbitraria de su argumento. Se puede comprobar ademds que en este caso g(x), donde g es
una funcién arbitraria de = solamente, es también una soluciéon de la EDP . Segun el
principio de superposicién tenemos entonces que

u(z,y) = fly + M) + g(x)

es una solucién de la EDP (4.1)).
Finalmente, en el caso 4, la ecuacién condicionante se reduce a C' = 0, lo que es imposible.
Vemos que en este caso no existen soluciones de la forma (4.2)). No obstante, la EDP es ahora

0%u 0 [Ou
Cop =0 © ay(ay)‘o‘

simplemente
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Integrando parcialmente respecto a y dos veces, obtenemos u(x,y) = f(x) 4+ yg(x), donde f
y ¢ son funciones arbitrarias de x solamente. Por tanto, en este caso,

u(z,y) = f(z) +yg(x)

es una solucion de la EDP (4.1)).
Notemos que toda EDP con coeficientes constantes del tipo (4.1)) estd dentro de una y
solo una de las cuatro categorias cubiertas por los casos 1 al 4.

Ejemplo 4.1. Consideramos la EDP
Upg — gy + 4ty = 0.

La ecuacién condicionante es A> — 4\ + 4 = 0, que tiene por solucién la raiz doble A\ = 2.
Estamos entonces en el caso 2, por lo que

u(z,y) = f(y +2x) + 2g(y + 22)

es una solucién de la ecuaciéon conteniendo dos funciones arbitrarias f y ¢ de clase C2. <

Ecuaciones reducibles

A continuacion, nos centramos en las ecuaciones lineales de segundo orden de funciones
de dos variables independientes x e y, que son de la forma:

Llu] = Augy + Bugy + Cuyy + Duy + Euy + Fu = G, (4.3)

donde A, B,C, D, E, F,G son funciones dadas de x e y, y u(z,y) es la funcién desconocida.
Suponemos que los coeficientes A, B, C' no se anulan simultdneamente.
Si introducimos los operadores D, D,, D2, D? Dgy con el siguiente significado

zz) My
ou ou 0%u 0%u 0%u
Dyu = Du=—, D u=——, D>u= D>y=—
YT o T oy et T o TN T gpay et T gy

entonces el operador
Llu] = Augy + Bugy + Cuyy + Duy, + Euy + Fu

representa un polinomio formal de segundo grado en los operadores dados.
Desde el punto de vista formal, la EDP anterior homogénea (es decir, con G = 0) recuerda
a la ecuacién de una conica en el plano si los coeficientes son constantes,

Az’ 4+ By +Cy* + Dx+ Ey + F = 0. (4.4)
Si la cénica es factorizable

(Ajz + Byy + C1)(Ax + Boy + C) =0,
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entonces la EDP del tipo homogénea se puede reducir a dos EDP de primer orden.

A veces, teniendo en cuenta D? = D, - D,, el polinomio formal representado por L[u] se
puede «factorizar» facilmente descomponiéndolo en el producto formal de dos polinomios de
primer grado en D, y D,. Diremos entonces que el operador es reducible. Por ejemplo,

Llu] = (D3, +3D2, — D, — 6D, — 2)u
= (Dy(D; —2)+3Dy(D, —2) + D, — 2)u
= (D, + 3D, +1)(D, — 2)u.
Observamos también que la cénica asociada es factorizable
0=a’4+3zy—o—6y—2=(z+3y+1)(z —2)

y los factores nos dan una idea de como podemos factorizar el operador anterior L.
Es evidente que si los coeficientes son constantes, el producto formal de dos polinomios
de primer grado es conmutativo. Por ejemplo,

= (D, — D,)(D, + D,)u.
En este caso, la conica asociada,

0=2’—y*=(x+y)(z—y) = (x—y)(z+y), (4.5)

también es factorizable y su producto conmutativo.
Si los coeficientes no son constantes, el producto formal no es, en general, conmutativo,
tal como se pone de manifiesto en el siguiente ejemplo:

Ll[u] = (xDm - Dy)(Dac + yDy)u
= (zD, — Dy)(uy + yuy)

= LUy + (2y — D)ty — uy —Yuy,,
—~

Lou] = (Dy +yD,)(zD, — Dy)u
= (D, +yD,)(ru; — uy)
— —_ ]_ —_
\u/a:/—l'xux:c + (I’y )uwy Ylyy,
de manera que Ly[u] # Lo[u].

La idea de «factorizar» una EDP nos permite resolverla en algunos casos mediante el
principio de superposicion. Veamoslo con las conocidas ecuaciones de ondas y de Laplace.
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Ejemplo 4.2. Dada la ecuacién de ondas
Ugg — Uyy = 0,

cuya cénica asociada es (4.5]), hemos visto que se puede factorizar de dos maneras porque sus
coeficientes son contantes:

0= (D2, — Dzy)u = (D, + Dy) (D, — Dy)u= (D, — D) (Dy + Dy)u.
En ambas factorizaciones, los dos primeros miembros son nulos si se verifica respectivamente
(Dy —Dy)u=0 y (Dy + Dy)u =0,
que son dos ecuaciones lineales de primer orden y cuyas soluciones son respectivamente

u=flz+y) v u=glx-—y),

donde f y g son funciones arbitrarias de clase C?. Segin el principio de superposicién, la
funciéon
u(z,y) = f(z+y)+g9(z—y)
es una solucién de la ecuacion de ondas.
Por otra parte, la ecuacion de ondas también la podemos resolver de la siguiente forma.
Si la factorizamos como

0 = Uyy — Uyy = (Dy — Dy) (D, + Dy)u,
podemos tomar (D, + D,)u = v, de manera que
0 = Uyy — Uyy = (Dy — Dy) (D + Dy)u = (D, — Dy)v
—_————

y siendo (D, — D,)v = 0 una ecuacién lineal de primer orden. La ecuaciéon anterior es
facilmente resoluble y su solucién es

v=¢(zr+y),

donde ¢ es una funcién arbitraria de su argumento. Una vez encontrada v, buscamos u, que
es la solucion de la ecuacion lineal de primer orden

(Do + Dy)u = v = ¢z +y).
Para ello, a partir del sistema caracteristico,
du
¢l +y)
buscamos dos integrales primeras: x* —y=c¢; y

u@,y) = [z +y)de = [ 62z —er)de = f2a—cr) + e = fla+y) + e,

que son inmediatas de calcular. Entonces,

de = dy =

u(r,y) = fle+y)=co=gla)=g9x—y) = ulr,y) =flr+y) +g(x—y),

donde f y g son funciones arbitrarias de clase C2. <
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Ejemplo 4.3. La ecuacion de Laplace
Ugg + Uyy = 0,
cuya cénica asociada es
0=2a"+y" = (z +iy)(z —iy) = (z — iy)(z + iy),
también es factorizable de dos formas:
0= (D2, + D} ))u= (D, +iD,)(D, — iDy)u = (D, — iD,)(D, + iD,)u.

Analogamente a la ecuacion de ondas, el producto de los operadores de primer orden es con-
mutativo, de manera que los dos primeros miembros son nulos si se verifica respectivamente

(D —iDy)u=0 y (D, +iDy)u =0,
cuyas soluciones son respectivamente
u=flz—iy) v u=glx+iy),

donde f y ¢ son funciones arbitrarias de clase C?. Aplicando el principio de superposicion,
tenemos que

u(z,y) = f(r —iy) + g(x +iy)

es una soluciéon de la ecuacion de Laplace. |
A continuacién, damos algunos casos basicos. Consideramos a, b y ¢ constantes. Asi:

» La solucion de au, +bu, = 0 es: u(z,y) = f(bxr —ay), donde f es una funcién arbitraria
de su argumento.

» La soluciéon de au, + bu, = c es:

- Si a # 0, entonces u(z,y) = Cot f(bx — ay), donde f es una funcién arbitraria
a

de su argumento.
c
- Sia=0yb#0, entonces u(x,y) = WY + f(z), donde f es una funcién arbitraria
de su argumento.
» La solucién de au, + bu, = cu es:
- Si a # 0, entonces u(z,y) = f(br — ay)e«®, donde f es una funcién arbitraria de
su argumento.

- Sia=0yb+#0, entonces u(x,y) = f(x)et?, donde f es una funcién arbitraria
de su argumento.
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Hay un caso particular que merece la pena estudiar por el «método de factorizaciony, que
es el de la EDP
(aD, +bD, +c)>u=0 con a,by c contantes.

En este caso,

0= (aD,+bDy, +c)(aD, + bD, + c)u = (aD, + bD, + c)v,

v

de manera que la resolucién de la ecuacion anterior se reduce a la resolucion de dos ecuaciones
lineales de primer orden:

(aDy +bDy,+c)v=0 vy (aDy +bDy + c)u = v.
Segun lo visto en el parrafo anterior, la solucién de la primera ecuacion es, si a # 0,
v(z,y) = o(br — ay)e” ",

donde ¢ es una funcién arbitraria de su argumento. Para resolver la segunda, consideramos
el sistema caracteristico,

der dy du

a b v—cu
y calculamos dos integrales primeras. De %x = d—g’, obtenemos obviamente la integral primera
br —ay = ¢;. Si tomamos %“ = vﬁu, entonces hallamos la integral primera ea®u —

Lé(c1)r = c;  sin més que resolver la ecuacién lineal de primer orden
a

du v—-cu 1 c cu

= gqﬁ(cl)e_gx —

dr ~  a
cuya solucién es
u(e,y) = (oot er) e

Por tanto, la soluciéon de la EDP es:

u(z,y) = (f(br — ay)z + g(bx — ay)) e~ a",
donde f y g son funciones arbitrarias de clase C2.
Ejemplo 4.4. Consideramos de nuevo la EDP del ejemplo [4.1],

Upgy — 4Ugy + 4y, = 0,

cuya conica asociada es
0= 2% — 4oy + 4y* = (v — 2y)*

Observamos entonces que
0 = Uy — dUyy + 4duy, = (D, — 2Dy)2u7
de manera quea = 1, b = —2 y ¢ = 0 en lo visto anteriormente y, en consecuencia, obtenemos:
u(z,y) = f(2r +y)z + 9(2z +y),

donde f y g son funciones arbitrarias de clase C2. <
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4.2. Clasificacion

El operador
Lo[u] = Ay, + Bugy + Cuy,

se llama parte principal del operador L definido en . Veremos que la parte principal
determina las propiedades fundamentales de la solucién de y mas precisamente el signo
del discriminante (B? — 4AC') de la ecuacion.

La clasificacion de las EDP del tipo surge por su analogia con la ecuaciéon de las
coOnicas en el plano: ecuacion . Asi, dependiendo de si la cantidad (B*—4AC) es positiva,
negativa o nula, hablaremos respectivamente de EDP hiperbdlicas, elipticas o parabdlicas.

Generalizando la definicién anterior, decimos que la EDP (4.3)) es de tipo

1. hiperbélico en todos los puntos en los que (B* — 4AC) > 0,
2. eliptico en todos los puntos en los que (B% — 4AC) < 0,
3. parabélico en todos los puntos en los que (B? — 4AC) = 0.

Esta clasificacion puramente matematica se relaciona con una division global de los fe-
noémenos fisicos que se describen mediante tales ecuaciones, a saber: procesos vibratorios
(ecuaciones hiperbdlicas), estacionarios (ecuaciones elipticas), o de difusidn (ecuaciones pa-
rabdlicas). Es por ello que las soluciones de cada uno de los tipos de ecuaciones tienen
particularidades que le son especificas (si bien pueden existir puntos de contacto). Por ejem-
plo, las ecuaciones hiperbdlicas se caracterizan por poseer soluciones en forma de ondas que
se desplazan con una velocidad finita. Las ecuaciones elipticas poseen soluciones suaves (in-
finitamente diferenciables). Las ecuaciones parabdlicas, en cierto sentido, tienen propiedades
intermedias entre las hiperbdlicas y las elipticas.

[lustramos esta clasificacion con las tres EDP mas famosas de la fisica matemaética y ya
vistas en el capitulo [T}

Ejemplo 4.5. La ecuaciéon u,, — u,,, = 0 es hiperbdlica puesto que A =1, B=0,C = -1
y (B* — 4AC) = 4 > 0. Es un caso especial de la denominada ecuacién unidimensional
de ondas, que es satisfecha por los pequenos desplazamientos transversales de los puntos de
una cuerda vibrante. Esta EDP es lineal y homogénea con coeficientes constantes y posee la
solucion

u(z,y) = fly+z)+9(y — ),

donde f y g son funciones arbitrarias de clase C2. <

Ejemplo 4.6. La ecuacién ug, + u,, = 0 es eliptica puesto que A =1, B =0, C =1
y (B> — 4AC) = —4 < 0. Esta EDP se denomina ecuacién bidimensional de Laplace y
es satisfecha por la temperatura de los puntos de una placa rectangular delgada en estado
estacionario. Observemos que esta EDP es lineal homogénea con coeficientes constantes, por
lo que su solucion es

u(z,y) = fly +ix) + g(y — ix),

donde f y g son funciones arbitrarias de clase C2. <
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Ejemplo 4.7. La ecuacién u,, — u, = 0 es parabdlica puesto que A =1, B=C =0y
(B?> —4AC) = 0. Es un caso especial de la ecuacién unidimensional del calor (o ecuacién de
difusion), que es satisfecha por la temperatura de un punto de una barra homogénea. Esta
EDP no es homogénea. <

Si los coeficientes la EDP son variables, la ecuacién puede ser de diferente tipo depen-
diendo de la region del plano que se considere.

Ejemplo 4.8. Dada la ecuacion de Tricomi, u,, — yu,, = 0, vemos que A = —y, B = 0,
C =1y (B*-4AC) = 4y, de manera que la cantidad (B*—4AC) puede ser positiva, negativa
o nula, dependiendo del valor que tome y. La ecuaciéon serd entonces hiperbodlica si y > 0,
eliptica si y < 0 o parabdlica si y = 0. |

4.3. Formas candnicas

La utilidad de la clasificacion anterior se basa esencialmente en la posibilidad de reducir
, en cada uno de los tres casos mencionados, a una forma candnica mediante un adecuado
cambio de variables independientes.

Para determinar estas formas candnicas, empezamos considerando un cambio genérico de
variables independientes:

s=s(z,y) v t=txy),
donde supondremos que s y t son funciones de = e y dos veces derivables, de manera que el
jacobiano de la transformacion, o s
T=14
es distinto de cero en la region en que estemos interesados. Entonces, suponiendo que x e y
son a su vez funciones de s y t dos veces derivables, las derivadas que aparecen en se

bl

transforman en
Uy = UsSy + uttx
Uy = UgSy + Usly
2 2
Ugy = UssS, + 2ust5:ptm + utttz + UsSyz + uttmc
Ugy = UssSzSy + Ust(Szly + Syts) + Untaty + UsSyy + Uty

Uyy = usssz + 2ugSyty + utttz + UsSyy + Uty
que al sustituir en (4.3 da
Aluss + Blust + Clutt + R(Sa t7 U, Us, ut) = 07 (46>

donde R es una funcién lineal en u, u;, us e independiente de las derivadas segundas. Los
nuevos coeficientes son

A = Asi+ Bsgs, + Csz,
By = 2As,t, + B(suty + syts) +2Cs,t,,
Cy = At} + Bt,t, + Ct.
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Obsérvese que la naturaleza de (4.3) permanece invariante ante la transformacién efectuada,
puesto que como puede comprobarse facilmente

B} —4A,C, = J*(B* — 4AC),

y por tanto la ecuaciéon, después del cambio, continia perteneciendo a la misma clase, sin
mas que exigir que J # 0.

A continuacién, consideramos el problema de reducir la ecuacién (4.3)) a forma canéni-
ca. Suponemos entonces que A, B y C son distintas de cero. Sean s y t dos nuevas variables
tales que los coeficientes A; y C de la ecuacion (4.6|) sean cero. Asi,

A= Asi + Bsgsy + C’sz =0, Ci = Ati + Btgt, + C’t; =0.
Ambas ecuaciones son del mismo tipo, de manera que podemos escribirlas de la forma
Avi + Bugv, + C’v§ =0,

donde v representa cualquiera de las funciones s o t. Como J # 0, v, o v, son distintos de
cero y podemos dividir por vf/, de manera que la ecuacion anterior queda

2
A<%>+B<%>+C:O (4.7)
Uy Uy

A lo largo de la curva v = constante, tenemos

dv = vy dx + v, dy = 0.

d
Luego, & _

v
. — =y, por tanto, (4.7)) se puede escribir como
T v

y
dy 2 dy

Al-2|] —B[|-=2 C=0

(dx) (dx) + ’

dy B+ VB —4AC dy B—B —1AC
dr 2A Y dr 2A ’

Estas dos ecuaciones se conocen como ecuaciones caracteristicas y son EDO de familias de

cuyas raices son

(4.8)

curvas en el plano zy a lo largo de las cuales s = constante y ¢ = constante. (Un tipo de
curva caracteristica para una EDP dada es una curva sobre la cual la soluciéon toma un valor
constante.) Las integrales de las dos EDO anteriores se llaman curvas caracteristicas.
Como las EDO son de primer orden, podemos escribir las soluciones como

v1(z,y) = ¢; = constante y oz, y) = co = constante.
Entonces, el cambio de variables

s=pi(z,y) vy t=gax,y)

transforma la ecuacién a una forma canonica.
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Ecuaciones hiperbdlicas. En el caso concerniente a la forma canoénica en el caso hiper-
bolico, (B? — 4AC) > 0, las integraciones de (4.8)) dan dos familias de caracteristicas reales
y distintas. El cambio de variables anterior reduce la EDP (4.6]) a

vy — 1
st — Bl7

que se denomina primera forma canonica de las EDP hiperbilicas. Se puede ver facilmente
que B; # 0.
Si introducimos nuevas variables w y z, mediante las férmulas

s+t s—t
w = z =
2 Y 9
obtenemos
4 R
Uy — Uz = —3F—75,
By

que recibe el nombre de seqgunda forma canonica de las EDP hiperbolicas.

Ecuaciones elipticas. FEn este caso el procedimiento es el mismo que para las ecuaciones
hiperbélicas, pero, como (B? — 4AC) < 0, no tienen soluciones reales, sino que tienen
dos soluciones complejas conjugadas, s = a+i8yt = a—if = §, que son funciones complejas
continuas de las variables reales x e y. En este caso, no hay curvas caracteristicas reales. Para
no trabajar con cantidades complejas, considerando el cambio de variables

s+t_
5=

s—t_

a y z=——=F

w =

llegamos a la forma canonica de las EDP elipticas

4R
By’

Uy + Uzy =

Ecuaciones parabdélicas. Como (B?—4AC) = 0, de (4.8]) vemos que se satisface la misma

EDO
dy B

de ~ 2A°
Entonces, existe una familia de caracteristicas real y obtenemos solo una integral ¢;(z,y) =
constante. Tomando s = ¢;(z,y), podemos tomar una funcién arbitraria ¢t = t(x,y) que
complete el cambio de variables y tal que el jacobiano J # 0. Se suele tomar ¢t = y. En
resumen, la ecuacion se reduce a la forma canonica de las EDP parabolicas

R

Uy = ———.

tt Cl
Ejemplo 4.9. La ecuacion de Tricomi, u,, — yu,, = 0, introducida anteriormente, se puede
reducir a tres formas canodnicas, dependiendo de la regién del plano considerada.
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Siy > 0, entonces es una ecuacién hiperbdlica y la transformacién que se obtiene a partir

3/2

de las soluciones de (4.8) es s = =+ %y?’/ lyt=ua— %y . Llevando esta transformacion a la

EDP, tenemos

Uy = Us + Uy, Uy = (g — ut)y1/2,
1
Ugy = Usgs + 2ust + Uyt uyy = 5(“’8 - u’t)y_l/2 _I_ (uss - 2ust + utt)ya
lus, —uy

que nos lleva a la forma candnica ug — 6 =
s —
Si y < 0, entonces la ecuaciéon es eliptica, la transformacién a considerar es s = = +

i2(—y)¥? y t = x — iZ(—y)*?, que se obtiene a partir de las soluciones de (4.8), y, para no

trabajar con cantidades complejas, consideramos el cambio w =z y 2z = %(—y)3/ 2. En este

caso,
Uy = Uy, Uy = _(_y)1/2uza Ugy = Upw, Uyy = ;(_y)_l/Quz — YUz,
s . uZ
y la forma canénica es uy., + U, + — = 0.
Finalmente, si y = 0, la ecuacion es parabdlica y la forma candnica es u,, = 0. |

Caso particular: A, B y C' constantes

Si A, B y C son constantes, la cantidad (B? — 4AC') también es constante, y las EDO
(4.8]) se pueden escribir como

, B — /B2 — 4AC , B+ /B2 — 4AC
Y (x) = A =N e Ylx)= 7 = Ay;

es decir, dos EDO de primer orden, cuyas soluciones se obtienen mediante integracién directa
y(r) = Mz + K4 e y(x) = dox + Ko.

Como las dos familias de curvas caracteristicas dependen de una constante arbitraria, basta
elegir s como una de ellas y ¢t como la otra para obtener el cambio de variables

s=y— Nz, t=1y— A\.
Obsérvese que \; v Ay son las raices de la ecuacién de segundo grado AN2 — BA+ C = 0.

1. Caso hiperbdlico: hay dos familias de rectas caracteristicas. El cambio de variables
es
sS=y— A\ y t=y— .

2. Caso eliptico: no hay caracteristicas. El cambio de variables es

2Ay — Bx
S = — t:l',

VA4AC — B?’

puesto que, como s =y — Az, se tiene que

. 2Ay — Bx L VAAC — B?

1 x = constante,

2A 2A
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que es equivalente a
2Ay — Bx .
s = ————— -+ 1x = constante.

VAAC — B?

3. Caso parabodlico: hay una familia de rectas caracteristicas. El cambio de variables es

B
s:y—ﬂx, t=uy.

Formas candnicas resolubles

En algunos casos sera posible hallar elementalmente la solucién general de la EDP (4.3))
una vez escrita en su forma canénica, pero en la mayoria de los casos sera imposible. Identi-
fiquemos dos casos en los que si es posible:

= Si solo aparecen derivadas respecto a una variable. Por ejemplo,
uy + Fhug + Flu = Gy.
La EDP se integra considerando la otra variable como parametro. La EDP es parabdlica.
= Si solo aparecen ug y una de las derivadas primeras. Por ejemplo,
ug + Diug = G.

La EDP se resuelve haciendo el cambio us = v, ya que la ecuacion resultante vy + Dyv =
(G se puede integrar considerando s como parametro. La EDP es hiperbélica.

Vemos a continuacion un ejemplo de cada caso.
Ejemplo 4.10. Consideramos otra vez la EDP del ejemplo [4.]
Upy — gy + 4y, = 0.

Como A=1,B=—4,C =4y (B>—-4AC) = 0, entonces la ecuacién es parabdlica. Al ser
A, B y C constantes, consideramos la transformacién s = y — %x =y+2x yt=y. Llevando
esta transformacion a la EDP, tenemos

Uy = 2us: Uy = Us + Uy,

Ugy = 4u587 Ugy = 2(“’88 + ust)a Uyy = Uss + 2ust + Uy,

que conduce a la forma candnica
uy =0,

cuya integracion es inmediata:

up=f(s) vy uls,t) =1f(s) +g(s),

donde f y g son dos funciones arbitrarias de sus argumentos. En consecuencia,

u(z,y) = yf(y + 2z) + g(y + 2x)

con f y g dos funciones arbitrarias de clase C?. <
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Ejemplo 4.11. Sea la EDP
Qs + DUgy + Uyy + Uy + uy = 2.

En primer lugar, vemos que A = 4, B=5,C =1y (B? —4AC) = 9 > 0, de modo que
la ecuacion es hiperbolica. Como A, B y C son constantes, consideramos la transformacion
s=y—Mxyt=1y— Az, donde \; y Ay son las raices de la ecuaciéon de segundo grado
4)2 — 5\ +1 = 0. Luego, \; = i y A2 = 1, de manera que s =y — 7 y t = y — x. Aplicando
esta transformacion a la EDP, obtenemos su forma canoénica

Hacemos us; = v y la ecuaciéon resultante, v, = % — %, es una EDO separable de primer orden,

. i3 .z . .
manteniendo s constante. Por tanto, v = ¢(s)es + 5, donde ¢ es una funcién arbitraria de s.

w

Integramos a continuacién este resultado parcialmente respecto a s, manteniendo ¢ constante,
para obtener

u(s,t) = f(s)eh + is +g(t),

donde f es una funcién arbitraria de s que esta definida por f(s) = [¢(s)ds y g es una
funcion arbitraria de t. En consecuencia,

u(z,y) = f (y — Z) e3=a) 4 i (y - Z) +9(y — ),

donde f y g son dos funciones arbitrarias de clase C?. <

4.4. Problema de Cauchy

Dada la ecuacién , ahora nos preguntamos: jqué datos adicionales proporcionan
problemas bien planteados para la EDP anterior?

Hemos visto que en una EDP lineal de primer orden hay que fijar los valores de la solucién
en toda una curva v que no sea tangente a las caracteristicas. Acabamos de ver también que,
en los pocos casos en que es resoluble, aparecen dos funciones arbitrarias en la solucion.
Recordemos ademéas que, para una EDO de segundo orden, es necesario fijar el valor de la
solucion y de su derivada en el instante inicial para tener una tnica solucion.

Planteamos entonces el siguiente problema de Cauchy para :

Hallese la solucién de (4.3]) que tome unos valores dados de u y u, a lo largo de
una curva dada en el plano XY.

La interpretacién geométrica nos lleva a encontrar una superficie soluciéon que pase por una
curva dada y tenga en cada punto de esta curva un plano tangente también dado. Alterna-
tivamente, se pueden fijar sobre la curva dada los valores de u, o de la derivada de u en la
direccién de la normal a la curva: u,.
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Como ocurria en las EDP de primer orden, se puede decir que el problema de Cauchy
tiene una unica solucion en las proximidades de una curva - si los datos son regulares y v no
es tangente en ningin punto a una caracteristica.

Sean I un intervalo de Ry v: I — R la funcién v = (z(¢), y(t)) de clase C!, inyectiva en
Iy tal que 2/(t)? + y/(t)*> # 0, para todo t € I. Estas condiciones hacen que

I'={(z(t),y(t)) : t € [A,B] C I}

sea un arco de la curva que admite tangente en todo punto y no se corta a si misma. Sobre
¢l definiremos las condiciones iniciales.

Supongamos también dadas tres funciones w, p, ¢ de I en R, tales que w es de clase C? y
p, ¢ son de clase C*.

El problema de Cauchy trata de encontrar una soluciéon u de que cumpla

u(z(t),y(t)) = w(t) (4.9)

ug(x(t), y(t) = p(t),  uy(z(t),y(t)) = q(t). (4.10)
Notemos que equivale a exigir que la superficie (x,y,u(z,y)) contenga a la curva
(x(t),y(t),w(t)) y a fijar la orientacién del plano tangente a esa superficie en los puntos
de la curva.
Observemos también que y no son independientes. En efecto, derivando (4.9)
con respecto a t, resulta

ug((t), y(t)) - ' (t) + uy(x(t), y(1)) - y'(t) = (1),
y combinando con queda
p(t) - 2'(t) + q(t) -/ (t) = ' (),

condicién que restringe las condiciones iniciales que se pueden fijar sobre cada curva.

La razon de que aparezca esta condicion esta en que, al fijar los valores de u sobre I,
queda determinada la derivada de u en la direccién de la tangente a I', que también queda
determinada por las derivadas parciales de u. Si sustituimos por

donde w,(z(t),y(t)) indica la derivada de w en la direccién de la normal a I" en (z(t),y(t)) y
k:I — R es de clase C!, tenemos unos datos iniciales totalmente independientes.

Las dos cuestiones basicas que se plantean en el problema de Cauchy sobre la existencia
y unicidad de solucién pueden demostrarse para ciertas condiciones que debe cumplir (4.9).
Por supuesto, esta solucién esta definida solo de modo local, es decir, en un cierto abierto
de R? que contiene a I'. Este estudio es notablemente complicado y supera ampliamente el
objetivo de este curso. Lo tinico que veremos es la necesidad de imponer a las curvas I'; sobre
las que se fijan los datos iniciales, ciertas restricciones para que el problema tenga solucion
unica.
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Dos problemas de Cauchy para la ecuacion de ondas

Consideramos la ecuacion de ondas ug, — u,, = 0, cuya integral general hemos visto que
esu(z,y) = f(x +vy) + g(xr —y), siendo f y g dos funciones arbitrarias de clase C?.

Planteamos a continuacién dos problemas de Cauchy para la ecuacién de ondas, aparen-
temente similares, y comprobamos que uno tiene solucién y otro no.

Problema 1. Supongamos que buscamos la solucién de la ecuacién de ondas que cumpla
las condiciones iniciales

U(ZE?O) = ¢($), uy<w70) = ¢<x)7

para todo x € R, donde ¢ y 9 son dos funciones adecuadas. Observamos que estamos fijando
sobre la recta y = 0 los valores de u y de la derivada de u en la direccién normal a la recta.
Como u(z,y) = f(z +y) + g(x — y), se tiene

¢(z) = u(z,0) = f(z) + g(),
(@) = uy(z,0) = f(z) — g'(2),
que han de ser validas para todo x € R. Derivando la primera,
¢(2) = f(2) + ¢(2)

y teniendo en cuenta la segunda, se sigue

Fa)= S (@@) +0@), @) = L0 — (o))
Si ahora integramos
£l = £0) + 5 [0 + () dt = F(0) + S(6() — 9(0)) + 5 [ wie)
o) = 9(0) + 5 (6() = 6(0)) — 5 [ w(t)at.

Sustituyendo ahora f y g en la integral general

u(e,y) = F(0) + 30l +9) —6O) + 5 [ vy ar
F9(0) + 560 =) = 60) — 5 [ vty
1 1 Tty
= §(¢(f +y)+é(x—y)+ 2y U(t)dt.

Luego, el problema de Cauchy dado por

oo~y =0, u(@,0) = 6a),  w,(2,0) = (a),

tiene solucién tnica en todo R2. <
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Problema 2. Intentamos ahora buscar la solucién de la ecuacion de ondas que cumpla las
condiciones iniciales

u(‘T?‘r) = (b(x)v ux(x,x) - uy(‘T?J:) = ¢(JI),

para todo x € R, donde ¢ y ¥ son dos funciones adecuadas. Observamos que estamos fijando
sobre la recta y = x los valores de u y de la derivada de u en la direccion normal a la recta.

Como u(x,y) = f(z +y) + g(x —y), donde f y g son dos funciones arbitrarias de clase
C?, tenemos:

¢(z) = u(z,z) = f(2x) + 9(0),
() = e (2, x) —uy(z,x) = ['(27) + ¢'(0) — f'(22) + ¢'(0) = 24'(0),

que han de ser validas para todo x € R. La segunda igualdad implica que ¥ (z) = ¢, constante,
para todo = € R. Luego, en este caso, cualquier funcién de la forma

u(z,y) =6 (“5 1) + gla — )

donde ¢ es una funcién arbitraria de clase C? tal que

es una solucion del problema de Cauchy. A diferencia del problema anterior, este problema
no siempre tiene solucion y, cuando tiene, no es unica. <

El problema de Cauchy aparece en pocos problemas reales. La cuestion normalmente
es determinar soluciones de EDP que cumplen condiciones adicionales, de manera que la
situacion es mas complicada, ya que, junto a problemas de valor inicial y problemas de
contorno, se plantean problemas en los que se mezclan condiciones de ambos tipos. Los
ejemplos que veremos de la ecuacion de ondas y de la del calor son de esta naturaleza. Para
la ecuacién de Laplace, los problemas usuales son los que tienen condiciones de contorno.

Una cuestion importante desde el punto de vista matematico es la comprobacién de que
los problemas estén bien planteados en el sentido de que tengan solucién tnica y que esta,
ademads, dependa continuamente de los datos. Estas cuestiones tienen diferente discusion
segun sea el conjunto de funciones en el que se busque la soluciéon. Tomando una clase de
funciones suficientemente amplia es posible que exista solucion sin que sea tinica. Si buscando
la unicidad se restringe la clase de funciones admisibles como soluciones, puede perderse la
existencia de solucion.

Teorema de Cauchy-Kowalewskaya

El teorema de Cauchy-Kowalewskaya garantiza la existencia y unicidad de solucién para
EDP bajo ciertas condiciones especificas. Su demostracién escapa a los contenidos de este
curso, pero puede verse en [0, 13]. A continuacién, enunciamos este teorema para el caso
particular de dos variables independientes.
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Teorema 4.12. Consideramos una EDP de sequndo orden que pueda escribirse como

uu’CI = 30(33’, ya ux> uya u:t:ya uyy)a

donde ¢ es una funcion analitica en todas sus variables en un dominio Q C R2. Sobre la
curva x = xg, se da el dato de Cauchy

u(ro,y) =d(y) ¥y w0, y) = U(y),

donde ¢ y 1 son dos funciones analiticas en todas sus variables en un entorno de un punto
(x0,%0). Entonces, el problema de Cauchy tiene una solucion analitica en algin entorno del
punto (xg,yo) y esta solucion es unica en la clase de funciones analiticas.

Este teorema garantiza una solucién unica u(z,y) en forma de una serie de Taylor en un
entorno del punto (xo, yo). El enunciado anterior es cierto si la EDP se puede resolver para
Uzy O Uyy. Un resultado similar se da para EDP de primer orden. Sin embargo, existe una
excepcion: si el dato de Cauchy se da sobre una caracteristica, puede que no exista soluciéon
tnica. Por ejemplo, si consideramos u, = 0, cuya solucién es u(z,y) = f(y), y el dato de
Cauchy u(z,y) = ¢(x), con ¢(z) = constante, entonces no se puede encontrar una solucion.

4.5. Condiciones asociadas

El objetivo principal es encontrar las soluciones particulares que satisfagan una EDP con
ciertas condiciones auxiliares. Las condiciones auxiliares que consideraremos asociadas a cada
EDP concreta van a depender esencialmente de que el tiempo aparezca o no como variable
independiente. Asi, distinguiremos entre las ecuaciones de evolucion (ecuaciones de ondas y
de difusién), que describen procesos que cambian con el tiempo y que contienen entonces a
éste como variable independiente, y las ecuaciones estacionarias (ecuacién de Laplace), que
describen procesos estaticos y no dependen del tiempo.

Para las primeras, las ecuaciones de evolucién, aparecen de forma natural en las aplica-
ciones dos tipos de condiciones auxiliares:

1. Condiciones iniciales. Al igual que en el caso de las EDO, prescriben el valor de la
funcién y/o sus derivadas en un cierto instante ¢,. Supondremos que ty = 0, lo cual no
resta generalidad a los resultados que se obtengan. El nimero de condiciones iniciales a
considerar depende del orden de la derivada parcial con respecto al tiempo que contenga
la ecuacion y coincide con éste. Asi, para la ecuacion de ondas (uy = cuy, + G(z,1),
¢ € R) se consideraran dos condiciones iniciales

u(x,0) = fi(x) y u(r,0) = fa(x),

mientras que para la ecuacién de difusion (u; = cug, + G(x,t), ¢ € R) sélo una
u(z,0) = g(x).

José Antonio Ezquerro, José Manuel Gutiérrez y Victor Lanchares



82 CAPITULO 4. EDP DE SEGUNDO ORDEN

2. Condiciones de contorno. Estan asociadas a variables que representan alguna dimensién
espacial y que por tanto se hallan restringidas a una cierta regién (2 finita o semi-infinita
del espacio. Si la EDP es de segundo orden, va a ser necesario conocer el valor de la
solucion, de su derivada o de una combinacién lineal de ellas en la frontera 92 de 2.
Entonces, trataremos tres tipos de condiciones de frontera:

a) Condiciones de Dirichlet. Se prescribe el valor de la solucién en la frontera y
pueden representarse por

u(, 1) o0 = 9(t).
b) Condiciones de Neumann. Se prescribe el valor de la derivada de la solucién segin
la direcciéon de la normal en la frontera y pueden representarse por

Ou 1)

. = g(1).

o0

¢) Condiciones de Robin (o miztas). Se prescribe el valor de una combinacién lineal
de la solucién y su derivada segin la direccién normal en la frontera. Se pueden
representar por

ou
w(@,t)|pq + K %(:c, t)

En cuanto a las segundas, las ecuaciones estacionarias, sélo consideraremos problemas de

=g(t), keR.
20

contorno, puesto que son independientes del tiempo.

Resumiendo, para las ecuaciones de evolucién nos ocuparemos de resolver problemas de
valores iniciales con condiciones de contorno de uno de los tres tipos anteriores. Damos a
continuacion algunos ejemplos de este tipo de problemas cuando se considera una region
unidimensional acotada.

i. Problema de Dirichlet para la ecuacion de ondas:
U = gy + G(,t), O0<ax <l teR"
u(z,0) = fi(z), wu(z,0)= fo(x) (condiciones iniciales)

u(0,t) = g1(t), wu(l,t) = go(t) (condiciones de contorno)

71. Problema de Neumann para la ecuacién de difusion:
up = kug, + G(z,t), 0<xz</{ teR"
u(z,0) = f(z) (condicién inicial)
uz(0,t) = g1(t), wux(¢,t) = go(t) (condiciones de contorno)
771. Problema de Robin para la ecuacién de ondas:
Uy = ClUge + G(z,t), 0<z </l teRT
u(z,0) = fi(x), w(z,0) = fo(x) (condiciones iniciales)
u(0,7) + hiug(0,1) = g1(¢)

(condiciones de contorno)
u(l,t) + houg (£, t) = go(t)
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Como las ecuaciones estacionarias son independientes del tiempo, abordaremos en este ca-
so los problemas de Dirichlet, Neumann y Robin para este tipo de ecuaciones, que formulados
en coordenadas cartesianas para un rectangulo de longitud a y anchura b, son:

i. Problema de Dirichlet para la ecuacién de Laplace:

Uy Uy =0, 0<z<a, 0<y<b
u(z,0) = fi(z), wu(z,b) = fa(r) (condiciones de contorno en y)
u(0,y) = g1(y), wu(a,y) = g2(y) (condiciones de contorno en x)

71. Problema de Neumann para la ecuacién de Poisson:

Upy + Uy = G(2,y), 0<z<a, 0<y<b
uy(x,0) = fi(z), wuy(z,b) = fo(x) (condiciones de contorno en y)

u(0,y) = ¢1(y), wuz(a,y) = g2(y) (condiciones de contorno en x)

77. Problema de Robin para la ecuacién de Laplace:

Ugg + Uy =0, 0<zx<a, 0<y<bd
u(x,0) + hyuy(z,0) = fi(x

} (condiciones de contorno en y)

( )
u(,b) + hauy(z,b) = fo(z)
u(0,y) + hsua (0, y) = 61(y) } (condiciones de contorno en x)
u(a,y) + haug(a,y) = g2(y)

En cada uno de los ejemplos anteriores se han dado siempre el mismo tipo de condiciones
de contorno para los dos extremos del intervalo y para las dos variables z e y en las ecuaciones
estacionarias. Sin embargo, pueden aparecer condiciones de distinto tipo asociadas a un
mismo problema e incluso a una misma variable. Por ejemplo:

u(07 t) - gl(t)7 um(& t) = 92(t)7

o bien
uy(z,0) = fi(z), uw(z,0) + hyuy(z,0) = fo(x),
w0,9) =aq1(y),  ula,y) = g2(y).

Cuando se trata de dominios no acotados, se suelen dar ciertas condiciones de regularidad
para la solucion. Como ejemplos de este tipo de problemas, podemos considerar:

1. Para la ecuacién de ondas:

Uy = CQ'LLxZ + G(J:,t), x € R+, te R+
u(z,0) = fi(z), wuz,0)= fo(x) (condiciones iniciales)

u(0,t) = g1 (1), Iim u(z,t) < 400 (condiciones de contorno)
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71. Para la ecuacion de difusion:

u = kg, + G(z,t), zeRY teR"
u(z,0) = f(z) (condicién inicial)

u(0,t) = g1(), lim u(x,t) < +0o (condiciones de contorno)

711. Para la ecuacion de Laplace:

U U
Au:u,ﬂr+—+g:0, r>a, 0<60<271
r r

w(r,0) = u(r,2m), wue(r,0) = ugp(r,2m) (condiciones de contorno en 0)

u(a,d) = f(0), lim u(r,0) < +oo  (condiciones de contorno en r)
donde 7 y 0 representan las coordenadas polares en el plano.

En general, el problema de decidir qué tipo de condiciones iniciales y/o de contorno son
apropiadas para una EDP dada es bastante complicado. Hadamard sugiri6 tres condiciones
que deber cumplirse cuando se formula un problema de valor inicial y/o de contorno asociado
a una EDP para que esté bien planteado, que son:

= la solucién debe existir,
= la solucién debe ser tnica,

= la solucién debe depender de forma continua de los datos iniciales y/o de los datos de
frontera.

Las dos primeras condiciones exigen que el problema formado por la EDP y las condiciones
auxiliares tenga una unica solucién. La tercera establece que pequenas variaciones en las
condiciones auxiliares deben provocar pequenas variaciones en la solucion; es decir, exige la
estabilidad de la solucién con respecto a las condiciones auxiliares.

4.6. Reduccién de problemas a otros mas sencillos

Debido a la linealidad de las ecuaciones y de las condiciones de contorno de algunos
problemas, es posible reducir un problema a otros mas sencillos mediante superposicion. Por
ejemplo, sea el problema:

Lul=G
Mi[u] = f
P
) Mslu] =g
Mg[U] =h

donde L]u] = G es una ecuacién lineal y My, My y Mj son condiciones adicionales tales que

L[clul + CQUQ] = ClL[Ul] + CQL[UQ],
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M;lcruy + cous] = ey Mi[ug] + coMifug], i =1,2,3.

El problema de resolver (P) se puede reducir a resolver otros problemas més sencillos. Por
ejemplo, si uy, us, ug y uy son soluciones respectivas de

Milul =0 Milug] = f Milus] =0 Mifug) =0
MQ[Ul] =0 MQ[UQ] =0 MQ[Ug] =g MQ[U4] =0
Mslui] =0 M;lus] =0 M;lus] =0 Mslug) = h

entonces u = uy + uz + uz + u4 es solucién de (P).

En algunos ejemplos puede que nos interese convertir la ecuaciéon o alguna de las condi-
ciones adicionales en homogénea. Por ejemplo, si conocemos una solucién particular v de la
ecuacién, el cambio de variable w = u — v convierte (P) en el problema:

Llw] =0

Mi[w] = f — M[v]
Ma[w] = g — Ma[v]
Msw] = h — M3[v]

Si disponemos de una funcién v que satisfaga, por ejemplo, dos condiciones adicionales
M,[v] = g y M3[v] = h, conseguimos convertir el problema con el mismo cambio de variable
anterior w = u — v en:

Liw] = G — L[v]
Mfw] = f — M[v]
Mylw] =0

Ms[w] =0

Hay una gran variedad en los posibles cambios. En cada problema concreto hay que plan-
tearse cudles son los cambios que nos conducen a problemas més asequibles. Si inicialmente
hay algunas condiciones homogéneas, intentaremos que los cambios realizados no nos hagan
perder la homogeneidad de esas condiciones.

Por ultimo, observemos que si uy,us, ..., u, satisfacen algunas condiciones homogéneas
(por ejemplo: L{u;| = Ms[u;] = Ms[u;] = 0), entonces u = cyuq + coug + - - - + ¢, sigue satis-
faciendo esas mismas condiciones homogéneas (L[u] = Ms[u] = M3[u] = 0). Si son infinitas
las uy, ug, ..., Uy, ..., la suma > 0°, c,u, también satisfara dichas condiciones homogéneas,
siempre que las cuestiones de convergencia vayan bien.

4.7. Principio del método de separacion de variables

En esta seccion introducimos el método de separacion de variables, que es un método
fundamental y potente para obtener soluciones particulares de problemas de contorno con
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EDP. Aunque la clase de problemas a los que se puede aplicar este método es relativamente
limitada, incluye no obstante muchos casos de gran interés fisico.

El desarrollo del método requiere conectar con dos clases importantes de problemas que
histéricamente surgieron precisamente de él: los problemas de contorno para EDO de segundo
orden y el problema de representacién de una funcién en forma de serie trigonométrica (series
de Fourier).

El enunciado matemaéatico de tales problemas contiene una EDP y ciertas condiciones
auxiliares (condiciones de contorno, condiciones iniciales o ambas), y la solucién del problema
es una funcién que satisface tanto la EDP como las condiciones auxiliares.

Si una EDP con dos o mas variables independientes puede reducirse a un conjunto de
EDO, una para cada variable, la ecuacién se dice separable. Las soluciones de la EDP son
entonces los productos de las soluciones de las EDO.

Si consideramos, por ejemplo, una EDP lineal de segundo orden con una sola variable
dependiente u que es una funcién de dos variables independientes x e y, la idea del método
de separacién de variables consiste en buscar una solucién de la forma u(x,y) = X (z)Y (y).
En el caso en que sea aplicable este método, su aplicacién lleva tres pasos:

1. obtencion de dos EDO,

2. obtencién de las soluciones de las dos EDO que cumplan las condiciones de
contorno,

3. formacién de una combinacién lineal infinita de las soluciones para satisfacer
las condiciones iniciales del problema.

El paso 3 se consigue primeramente aplicando la siguiente generalizacién del principio
de superposicion visto anteriormente:

Sean uy, usg, . . ., U, ... una infinidad de soluciones de una EDP lineal homogénea.

o0

Supongamos que la serie infinita > ° ; u, converge a u y es derivable término a
término para obtener las diversas derivadas de u que aparecen en la EDP. La

funcion u, definida por v = >°°° | u,, también es una solucion de la EDP.

El objetivo es obtener una soluciéon en forma de serie y exigir después que satisfaga las
condiciones iniciales del problema.

Senalemos que el procedimiento asi esquematizado es estrictamente formal. En un trata-
miento riguroso se ha de demostrar que la solucion formal obtenida satisface realmente tanto
la EDP como las condiciones auxiliares y que la solucion asi construida es la tinica solucion
del problema.

Una caracteristica del método de separacion de variables es que el procedimiento cons-
tructivo de la solucién, lo que se denomina resolucion formal, es relativamente simple, pero
la comprobacién rigurosa de que en efecto ese procedimiento proporciona la solucion es gene-
ralmente complicada. En las aplicaciones fisicas es bastante normal que se haga solo la parte
formal, tal y como se hace aqui, pero conviene destacar que el razonamiento en estos casos
es incompleto.
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Ejemplo: problema de difusiéon del calor

[lustraremos los principios esenciales del método de separacion de variables consideran-
do el mismo problema que consider6 Fourier sobre la conduccién de calor en una varilla
unidimensional cuyos extremos se mantienen a la temperatura constante de 0°C cuando la
distribucién de temperatura inicial esta dada por la funcién f(x). El modelo matematico que
lo rige es el siguiente problema de contorno con condiciéon inicial:

up = Bz, para 0<ax <l y t>0 (5 =constante),
bajo las siguientes condiciones auxiliares
u(0,t) =u(l,t) =0, t>0 (condiciones de contorno),

u(z,0) = f(z), 0<z<{ (condicién inicial).

La idea es buscar soluciones de la forma u(z,t) = X (x)7T(t), para lo que se ha de verificar
la EDP
X"x) _ T'(Qt)
X(z)  BT()
donde A ha de ser necesariamente una constante, que se denomina constante de separacion.
Por tanto, fijando A, se tienen las dos EDO

X(x)T'(t) = pX"(x)T(t), o bien, =\,

X"(x) = X(z) y  T'(t) = BNT ().
Como u(z,t) = X (z)T(t), las condiciones de contorno son

XO)T@#) =0 y XOTH =0, t>0,

Ignorando la solucion trivial, se combinan estas tltimas condiciones de contorno con la EDO
correspondiente a X (z) para obtener el problema de contorno

X"(z) =AX(2);  X(0)=X(¢) =0, (4.11)

donde X\ puede ser cualquier constante.

Notemos que la funcién X (z) = 0 es una soluciéon para todo A y, dependiendo de la
eleccion de A, esta puede ser la tnica solucién del problema de contorno . Asi que si
se busca una solucién no trivial u(z,t) = X (2)T'(t) del problema original, primero se deben
determinar aquellos valores de A para los cuales el problema de contorno (4.11)) tiene una
solucién no trivial. Dichos valores especiales de A se llaman valores propios (o autovalores), y
las correspondientes soluciones no triviales se denominan funciones propias (o autofunciones).

Para resolver el problema de contorno , se empieza con la ecuacién auxiliar 72—\ = 0
y se consideran tres casos:
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Caso 1: A > 0. Las raices de la ecuacién auxiliar son r = £v/), de modo que la solucién
general de la EDO que aparece en (4.11) es

X(ﬂf) = C’leﬁx + CQG_ﬁx.
Para determinar C; y (5, recurrimos a las condiciones de contorno
X0)=Ci+C=0 vy X()=Cre+Ce VM=,

de forma que si Cy = —C', tenemos que C (e\f” - e_ﬁz) =00 C} (e2‘f” - 1) = (. Como

PAVON

hemos supuesto que A > 0, resulta que e?¥** —1 > 0. Por lo tanto, C, y, en consecuencia, Cy

son iguales a cero. Por consiguiente, no existe solucién no trivial de para A > 0.
Caso 2: A = 0. Aqui r = 0 es una raiz doble de la ecuacion auxiliar y la soluciéon general
de la EDO es entonces
X(z) = Cy + Car.

Las condiciones de contorno dadas en originan las ecuaciones C; =0y C] + Col =0,
las cuales implican que C; = C5 = 0. Consecuentemente, para A = 0, no existe solucién no
trivial de (4.11)).

Caso 3: A < 0. Las raices de la ecuacién auxiliar son 7 = 4iv/—\, de modo que la solucién
general de la EDO que aparece en (4.11]) es

X(z) =CicosvV—Ax + CysenvV—Azx.
Ahora las condiciones de contorno de (4.11]) dan lugar al sistema
C, =0, CicosvV—Al+ CysenvV =\l = 0.

Como C] = 0, el sistema se reduce a resolver Cy sen v/ —A ¢ = 0. Por lo tanto, senv/—A¢ =0
o Cy = 0. Ahora bien

senv—-Al =0 & V=Ml =nm, conn e N.

Por consiguiente, (4.11)) tiene una solucién no trivial (Cy # 0) cuando v—A{ = nm o

2
A= — (%) , n € N. Ademas, las soluciones no triviales (funciones propias) X, (z) co-
2
rrespondientes al valor propio A = — (%) estan dadas por
nmwx
X,(z) = a, sen <€> , néeN,

donde los valores a,, son constantes aQrbitrarias distintas de cero.
Una vez determinado A = — (%) , para algin entero positivo n, consideremos la segunda
2
EDO, T'(t) = BAT(t) con A = — (%) ; es decir,
, nm\ 2
T'(t) + 8 <€> T(t) = 0,
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cuya solucién general, para cada n € N, es
nm 2
Tn(t) = bne_ﬂ(7> t,

donde los valores b,, son constantes arbitrarias distintas de cero. Combinando ahora esta
solucion con la anterior, para cada n € N, se obtiene la funcién

(1) = X ()T (8) = ansem (57 ) o2V = 07 U7 sem ()
donde ¢,, es una constante arbitraria.
Setialemos que cada una de estas funciones u,, satisface tanto la EDP como las dos condi-
ciones de contorno para todos los valores de las constantes ¢,, (compruébese como ejercicio).
Hemos de intentar ahora satisfacer la condicién inicial. En general, por si sola, ninguna
de las anteriores soluciones u, (x, t) satisfara la condicién inicial. Por ejemplo, si aplicamos la
condicién inicial a una solucién w,(z,t), hemos de tener

nmtx

f(z) = u,(z,0) = ¢, sen <€> , O<z<d,

donde n es un entero positivo, y esto es evidentemente imposible, a menos que f sea una

”Z””) para algin entero positivo n.

., Qué hemos de hacer entonces? Segtn la generalizacién del principio de superposicién

funcién sinusoidal de la forma K sen (

visto anteriormente, suponiendo la convergencia apropiada, una serie infinita de soluciones
de la EDP del problema original es también soluciéon. Formamos entonces una serie infinita
de las soluciones u,(z,t),

3 wnfet) = X ene ) s (7)),
n=1

que, por la generalizacién del principio de superposicion y suponiendo la convergencia apro-
piada, nos asegura que la suma de esta serie es también una soluciéon de la EDP. Simbolizando
dicha suma por u(zx,t), escribimos

u(z,t) = ;;1 Up (2, 1) = ;;1 cnefﬁ(%){zt sen <n72:v> : (4.12)

Observamos que u(0,t) = u(¢,t) = 0, t > 0. Suponiendo entonces la convergencia apropiada,
la funcién u(z,t), dada por (4.12), satisface la EDP y las condiciones de contorno.
Aplicamos ahora la condicién inicial a la solucién (4.12)):

nntx

f(z) =u(z,0) = chsen(g), 0<x</t.

De esta manera, el problema original de conduccion de calor en una varilla unidimensional
se ha reducido al problema de determinar un desarrollo de f(x) de la forma

Z Cp sen (mrx) (4.13)
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Un desarrollo de este tipo se llama serie senoidal de Fourier. Si se eligen los ¢,, de manera que
la igualdad anterior sea vélida, entonces el desarrollo de u(z,t), dado por , se denomina
solucion formal del problema de conduccién de calor en una varilla unidimensional. La teroria
de las series de Fourier prueba que tales ¢, son de la forma:

9 ot
cn:—/ f(s)sen (W) ds, neN.
¢ Jo 14

Notemos que el procedimiento empleado ha sido poco riguroso y deja muchas cuestiones
abiertas: jrealmente la serie de Fourier es convergente? ; Para toda f7 ;Debe cumplir f alguna
condicién? Y si la serie es convergente, jrealmente converge a f(x)?

Todas estas cuestiones fueron abordadas por Fourier a finales del siglo XVIII para resol-
ver algunas EDP clésicas, dando respuestas a los interrogantes planteados por Bernoulli un
cuarto de siglo antes. Actualmente la teorfa de las series de Fourier (también conocida como
Andlisis Armonico) es una disciplina enmarcada dentro del Andlisis Funcional, que cuenta
con una teoria mateméatica bien desarrollada y con aplicaciones en campos diversos como el
procesamiento de sefiales, la mecanica cuantica o la neurociencia.

Ejemplo 4.13. Encuéntrese la solucion del siguiente problema de difusion

Up = gz, O0<z<m, >0,
u(0,t) =u(m,t) =0, t>0,
u(z,0) =3sen2x — 6senbr, 0<z <.

Observemos que § = 7y ¢ = m. Por tanto, se requiere solo determinar los valores de ¢,
incluidos en la férmula (4.13]). Esto es

u(x,0) = 3sen2z — 6senbz = »_ ¢, senna.

n=1

Igualando los coeficientes de términos semejantes, se encuentra que
co = 3, cs = —6 y ¢, = 0, para todo n # 2,5.

Por consiguiente, de (4.12)), se sigue que la solucién del problema anterior de difusién es

s 2 2 5T 2
u(z,t) = csePUF) tgen (729:) +ese BCF) T gen (57?)

= 3e 2 gen 22 — 6e " sen 5. |

Posteriormente, se utiliza el método de separacion de variables para estudiar una gran
variedad de problemas referentes a las ecuaciones del calor, de ondas y de Laplace. Sin
embargo, para aplicar el método de manera eficiente se requiere calcular series trigonométricas
(0, de modo més general, desarrollos en funciones propias) tales como las series senoidales
de Fourier. Estos desarrollos se estudian a continuacion, pero antes veamos cuales son los
requisitos apropiados para poder aplicar separacion de variables.
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Requisitos para poder aplicar separaciéon de variables

Como se acaba de poner de manifiesto, y al igual que ocurria con la estructura de las EDP,
para aplicar el procedimiento de separacién de variables existen ciertos requisitos que deben
satisfacer tanto las condiciones de contorno, como la regién del espacio donde se considere
definida la EDP. Estos provienen de la necesidad de definir un adecuado problema de contorno
para alguna de las variables y se pueden resumir en dos condiciones:

1. La region del espacio donde se considere la EDP ha de ser tal que las condiciones
sobre su frontera puedan definirse sobre variables independientes de forma separada.
Por ejemplo, si la regién es un circulo de radio p y centro el origen, su frontera, en
coordenadas cartesianas, viene definida por la ecuacién z? + y*> = p?. Entonces, las
condiciones de contorno vienen dadas en la forma:

U(.T,y)‘ngryQ:pz = G(x>y)|x2+y2:p27

que obviamente no nos van a permitir definir condiciones separadas sobre x e y. En esta
situacion sera imposible definir el problema de contorno que necesitamos. Sin embargo,
si para esta misma region se consideran coordenadas polares, las condiciones de contorno
vendran dadas por:

U(p, 6) = G<9)7 u<7a7 0) = U(?”, 27?), UG(K 0) = UQ(?", 27T)7
que tienen la estructura deseada.

2. Las condiciones de contorno deben ser homogéneas. (También mediante un adecuado
cambio de funcién se pueden abordar problemas con condiciones no homogéneas.)

4.8. Series de Fourier

La resolucion de problemas de contorno con EDP nos llevan al manejo de series trigono-
métricas. Dichas series fueron introducidas por Fourier (1768-1830) en un tratado dedicado
a la ecuacion del calor y publicado en 1822: Théorie Analytique de la Chaleur. Ademéas de su
indudable interés practico, motivado por su multitud de aplicaciones, las series trigonométri-
cas tienen también un reconocido interés tedrico, no en vano jugaron un papel fundamental
en el desarrollo histérico de la nociéon de funcion. En la actualidad siguen siendo un activo
campo de investigacion matematica.

En esta seccion vamos a considerar series trigonométricas escritas de la forma

Z (a, cosnx + b, sennx). (4.14)

flz _ %

2
Ademas, vamos a trabajar sobre el intervalo cerrado —m < x < 7. Notemos que este plantea-
miento es ligeramente diferente al considerado en la seccién anterior, donde considerabamos
una serie de senos definida en [0, ¢]. No obstante, veremos que ambos planteamientos son
equivalentes.
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Nuestro primer objetivo es determinar los coeficientes a,, vy b,. Para ello, integramos la
serie (4.14) término a términdﬂ después de multiplicar por sennx o cosnz y tenemos en
cuenta las propiedades de ortogonalidad de las funciones seno y coseno en [—m, 7|

/7r senx dr = /7T cosxdr =0,

—Tr —T

™
/ senmazx cosnrdr =0, m,n > 1,

—T

s s
/senmxsennxdmz/ cosmrcosnrdr =0, m,n>1 m#n,

—T —T

™ s
/sen2nxdx:/ cos’nxdr =m, n>1.

—Tr —Tr

Se obtiene entonces:

1 ™

ag = ;/_W f(z)dx (4.15)
1 ™

an = —/ f(x)cosnxdx, n>1, (4.16)
™ J—m
1 ™

b, = —/ f(x)ysennzxdr, n>1. (4.17)
™ J—m

Definicién 4.14 (Coeficientes de Fourier y serie de Fourier). Los coeficientes a,, y b, definidos
en (4.15))-(4.16])-(4.17) se llaman coeficientes de Fourier de f(x). A la serie

Qo

5 T > (an cosnz + b, sennzx). (4.18)

n=1

se le denomina serie de Fourier de f(z).

Notemos que en (4.18]) se ha suprimido la igualdad que aparece en (4.14). No ha sido
ningtn despiste y este hecho requiere algunos comentarios:

» Para definir la serie de Fourier (4.18) asociada a una funcién f(x) no hace falta exigir
que ésta sea continua. Basta con que sea integrable en [—m, 7].

= Ahora bien, una cosa es que la serie de Fourier (4.18)) esté definida y otra que sea
convergente y, en el caso de que lo sea, lo haga a f(x). Esto no siempre es asi. Se
conocen ejemplos de funciones integrables, e incluso continuas, cuyas series de Fourier
son divergentes en uno o mas puntos. Por este motivo, los tratados avanzados sobre
series de Fourier evitan la igualdad en (4.14) y la sustituyen por el signo ~ en su
lugar. Sin embargo, en el nivel de este curso, todas las series que nos apareceran son
convergentes y podemos usar sin miedo dicha igualdad. En [8, 20] podemos encontrar
un tratamiento riguroso de esta teoria.

IEste procedimiento no siempre se puede hacer y necesita una justificaciéon teérica que vamos a obviar.
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= No toda serie trigonométrica es una serie de Fourier. Por ejemplo, la serie
3 sen nx
J
=1 log(1+n)

que es convergente para todo z € R, no es una serie de Fourier, pues sus coeficientes
no se pueden obtener, para ninguna funcién f(x), a partir de las expresiones (4.15))-

[E-16)- [@17).

» Una condicién necesaria para que f(x) sea representada por la serie de Fourier (4.18)),
es que sea 2m-periddica; es decir, debe estar definida en [—m, 7] y f(—n) = f(x). Para
valores de x fuera del intervalo [—, 7|, se considera la llamada extension 2m-periddica
de f:

flz+27m) = f(x). (4.19)

El problema de la convergencia de la serie de Fourier fue abordado por la comunidad mate-
matica una vez publicado el trabajo de Fourier. En concreto, Peter Gustav Lejeune Dirichlet
(1805-1859) caracteriz6 la convergencia de la serie de Fourier para unas determinadas fun-
ciones.

Teorema 4.15 (Teorema de Dirichlet: convergencia puntual, [26]). Sea f(x) una funcion
definida y acotada en [—m, ), con solo un nimero finito de discontinuidades (de salto) y un
numero finito de mdximos y minimos en el intervalo, y se define para otros valores de x por
la condicion de periodicidad . Entonces, para todo x € R, tenemos

fla®)+ f(z7) ao i (a, cosnx + b, sennx), (4.20)

2 )

donde los coeficientes de Fourier ag, a, y b, estan definidos en (4.15)-(4.16)-(4.17) y f(z™)
y f(z7) representan, respectivamente, los limites por la derecha y por la izquierda de f en

z (f(xt) =lim, .+ f(2) y f(z7) = lm, ..~ f(2)). En particular, si f(x) es continua en x,

entonces
o0

Z a, cosnx + b, sennz).

j
2
Existen varias variantes, con condiciones mas o menos generales sobre la funcion f, que
garantizan la convergencia punto a punto de la serie de Fourier. Una de ellas puede verse en
el Apéndice A del capitulo 6 del libro de Simmons [26]. Notemos que la continuidad de f no
es una condicion suficiente para la convergencia de la serie de Fourier, ni tampoco necesaria.
Asi, existen funciones continuas cuya serie de Fourier es divergente y funciones discontinuas
con serie de Fourier convergente. La igualdad garantiza la convergencia de la serie de
Fourier a f(x) si f(x) es continua en x y, en las discontinuidades de salto, la convergencia al
valor medio de las discontinuidades.

Ejemplo 4.16. Encuéntrese la serie de Fourier de f(z) = z, con —7 < z < 7, y dibijense
esta funcion y algunas sumas parciales de la serie de Fourier.
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Buscamos en primer lugar los coeficientes de Fourier, que vienen dados por (4.15))-(4.16])-

(4.17) y que, en este caso, son:
a, =0, n>0, y bn:;,nZI.

La serie de Fourier (4.18) es entonces:

n+1
Sen nx.

sen2x sen3dr  sen 435
2 — — =2
<SQM E 1 > Z

Denotamos a las sumas parciales de N términos de la serie de Fourier de f(x) = x por

Sy f(2) =2 Z Lsennx
n

En las graficas de las figuras[1.1] y 4.2 podemos apreciar la convergencia de la serie a la funcién

f(z) = x en los puntos del intervalo (—m,7) y, en general, en la recta real exceptuando los

puntos de la forma (2k + 1)m, k € Z. Para estos puntos, es claro que todos los términos de la

serie de Fourier se anulan, luego ésta converge a 0, que es el valor intermedio entre los puntos

de salto de las discontinuidades: (2n — 1)7 y (—2n + 1)7 con n € N. <
3 ) ' 3 [
J’_J"ﬂ\f ‘._'J'" F HF‘ ) ;H"
2k ,,,1’ } . ok o f
1t 1¢
=i g
3 -2 -1 1 2 3 -5 5
gl / A1t /
PJrJfJ -2F !.y-“. ’H -2F ’;:‘l
P N W N
-3F -3F
v / J J

Figura 4.1: Suma parcial con N = 20 de la serie de Fourier de f(z) = z en el intervalo [—m, 7]

(Ejemplo 4.16)) y extendida al intervalo [—3m, 37].

Ejemplo 4.17. Calcilese la serie de Fourier de la funcion
0, si —7m<x<0,
z, si0<zx<m,

y analicese su comportamiento en los puntos de discontinuidad.
Una vez calculados los coeficientes dados por (4.15))-(4.16)-(4.17)),

-1 —1)" 1)t
2 mn? n
obtenemos la serie de Fourier
T 2. cos(2n — > 1)’”r1
- — = Z _— Z sen ni.

2n—1
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Figura 4.2: Sumas parciales de la serie de Fourier de f(z) = z en el intervalo [, 7] (Ejem-
plo 4.16]) y extendida al intervalo [—3m, 37| para N =1,2,...,10.

Por el teorema de Dirichlet, esta serie converge a f(z) en todos los puntos de continuidad.
Sin embargo, en los puntos de discontinuidad (por ejemplo, x = 7), la serie converge a /2.
Este hecho nos conduce a una aplicacién interesante. Al sustituir x = 7 en la serie anterior:

2

T > T
2 ;2:: = Z:: 8

n—l n—l
A la misma conclusiéon hubiésemos llegado si sustituimos en = 0. De aqui es sencillo deducir

la suma de los reciprocos de los cuadrados de los niimeros enteros positivos:

ool 7T2

) -5 #'- : "5

Figura 4.3: Suma parcial con N = 20 de la serie de Fourier de la funcién del Ejemplo
extendida al intervalo [—3m, 37].

En ocasiones, las propiedades de simetria de una funcién (que sea par o impar) producen
efectos notorios sobre su serie de Fourier. De hecho, se puede hablar de series de Fourier de
senos y de cosenos, como vemos a continuacion.

Definicién 4.18 (Serie senoidal de Fourier). Sea f(z) una funcion impar e integrable, defi-
nida en el intervalo |—m,7|. Entonces, la serie de Fourier de f(x) solo contiene términos en
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Senos: i, )
> b, senna, b, = —/ f(z)sennzx dz.
n=1 0

™

Notemos que a, =0 para todo n > 0.

Definicion 4.19 (Serie cosenoidal de Fourier). Sea f(z) una funcion par e integrable, definida
en el intervalo [—m,m]. Entonces, la serie de Fourier de f(z) solo contiene términos en
COSENOS:

oo 2 T
@—i—z%cosnm, ap = —/ f(x)cosnx dx.
2 = mJo

Notemos que b, = 0 para todo n > 1.

Las dos definiciones anteriores podrian haber sido enunciadas como resultados que requie-
ren su demostracién. Asi, si f(x) es impar, entonces f(z)cosz es impar y, por tanto,

1 T
an=— [ f(x)cosnxdr =0, n>0.
™ J—7

Por otra parte, como f(z)senx es par, entonces
1 Q 2 s
:*/ f(iﬁ')SeHnﬂfdiﬂ:f/ f(z)sennxdr, n>1.

De igual forma se procede si f(z) es par.

Ejemplo 4.20. Calcilese la serie cosenoidal de Fourier de la funciéon f(z) = |z| con z €
[_ﬂv W]'
Como f(x) es par, obtenemos una serie de Fourier de cosenos. En este caso, los coeficientes

son
2

() =D, nz

g =T, G, =

es decir,

as, =0, a9 1 =—""——"=, n=>1.

En consecuencia, se llega al desarrollo

E
w\a

que es valido para todo = € [—7, w]. Notemos que evaluando el desarrollo anterior en x = 0 se
obtiene también la suma de los reciprocos de los cuadrados de los nimeros impares positivos.
D |

Notemos que las funciones definidas en los tres ejemplos anteriores coinciden en el intervalo
[0, 7]. No obstante, como la funcién definida en el Ejemplo es impar, su serie de Fourier
se reduce a una serie senoidal. Del mismo modo, como la funcién definida en el Ejemplo
es par, su serie de Fourier se reduce a una serie cosenoidal. No ocurre lo mismo con la funciéon
del Ejemplo [4.17, que no es ni par ni impar.
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25
2.0f
st
Ao

-5 " 5

Figura 4.4: Suma parcial con N = 3 de la serie de Fourier de f(x) = |z| en el intervalo [—, 7]
(Ejemplo [4.20)) extendida al intervalo [—3m, 37].

Hasta ahora hemos trabajado con series de Fourier definidas en el intervalo [—m, 7. Sin
embargo, en muchas aplicaciones es conveniente considerar intervalos diferentes. Por ejemplo,
podemos pasar a intervalos de la forma [—¢, ] sin méas que considerar el cambio de variable

(t
r=—.
™
Definicién 4.21 (Serie de Fourier en [/, {]). Sea f(x) una funcion definida e integrable en
[—0, 0] y extendida por 2¢-periodicidad fuera de dicho intervalo. Entonces, la serie de Fourier

de f(z) es
—i—Z(ancos( / >+b sen( / )),

aozé/_if() a, g/ cos(mm>dx n>1,
bnzg/_zf(x)sen(”;c) dr, n>1.

Definicién 4.22 (Serie cosenoidal de Fourier en [/, ¢]). Sea f(x) una funcién par e inte-

grable en [—{, 0] y extendida por 2¢-periodicidad fuera de dicho intervalo. Entonces, la serie
de Fourier de f(x) es:

donde

—|— Z a, CoS (mﬁrm)

9
aOZZ/o f(z)dz, a, é/ ) cos (mrx) de, n>1.

Definicién 4.23 (Serie senoidal de Fourier en [—¢,¢]). Sea f(z) una funcion impar e inte-
grable en [—{, 0] y extendida por 2¢-periodicidad fuera de dicho intervalo. Entonces, la serie

de Fourier de f(x) es

donde

Z b,, sen (W) ,
n=1 g
donde ,
b, = 7/ f(z)sen (mm:) dr, n>1.
l Jo l

José Antonio Ezquerro, José Manuel Gutiérrez y Victor Lanchares



98 CAPITULO 4. EDP DE SEGUNDO ORDEN

Ejemplo 4.24. Dada la funcién f(x) = 1 — 22 con x € [—1,1], veamos cudl es su serie de
Fourier.

Notemos que f(x) es par y que debe ser entendida como extendida con periodo 2 fuera del
intervalo [—1, 1]. Unas sencillas integrales nos llevan a los coeficientes de una serie cosenoidal

de Fourier:
4 4(=1)"
R
En consecuencia, se llega al desarrollo
2 4 & (-0
R 3 pnz::l ( n2> cos(nmx),

que es valido para x € [—1, 1]. Notemos que, para x = 0, se obtiene la suma

S -

n? 12

n=1

-1.0 -0.5 - 0.5 1.0

Figura 4.5: Sumas parciales de la serie de Fourier de la funcién f(z) = 1 — z? en el intervalo

[—1,1] (Ejemplo [4.24) para N =1,2,...,7.

Ejemplo 4.25. Veamos ahora cudl es la serie de Fourier de la funcién f(z) = xcosz con

x € [—g, g}
Notemos que f(x) es impar y que debe ser entendida como extendida con periodo 7 fuera
del intervalo [—7/2,7/2]. En este caso, se obtiene la serie senoidal de Fourier

[e.9]

zcosx = Y b,sen(2nz)
n=1
con 4 e 16
bn:*/ onx)dr = (1) % : <
—; zcoszsen(2nx)dr = (—1) 720 1 12(2n — 1)2

Ejemplo 4.26. Consideremos la funcién f(z) = senx definida en [0, 7]. La extension impar
de esta funcién nos lleva a la funcién f;(x) = sen z, la habitual funcién seno definida en toda
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' [ /\/\/\
o N
0.4: /f 3
02l / \
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s S0 05 / 05 0 s

P
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Figura 4.6: Suma parcial con N = 30 de la serie de Fourier de la funcién f(x) = z cosx en el

intervalo x € {—g, g} (Ejemplo |4.25)).

la recta real, y la extension par a fo(x) = |senz|. Evidentemente, estas dos funciones son
diferentes y dan lugar a desarrollos de Fourier distintos que no conviene confundir.

La serie de Fourier de fi(x) = senz es simplemente sen z. Sin embargo, la funcién fo(z) =
| sen z|, que es par y admite el desarrollo en serie de cosenos

2 4 & 1
— BN os(2na), todo z € R.
| sen z| - 7?7;4712—1%8( nx), para todo x

Luego, el desarrollo en serie de cosenos de sen x es

2 4 & 1
=22y cos(2na), € [0, 7). <
seng = — — — > cos(2nz), para x € [0, 7]

n—
Fenémeno de Gibbs. Recordemos que una serie de Fourier converge, en los saltos de
discontinuidad, al valor medio de los dos limites laterales de la funcién. Si observamos las
graficas de las sumas parciales de los N primeros términos de una serie de Fourier, vemos que
aparecen oscilaciones cerca de los puntos de discontinuidad. Las oscilaciones persisten aunque
aumentemos el nimero de términos de la serie. Estas oscilaciones, que aparecen solo para las
sumas finitas, se conocen como fenomeno de Gibbs, después de que el cientifico americano
Josiah Willard Gibbs (1839-1903) las descubriese. A continuacién, mostramos el fenémeno
de Gibbs en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.27. Consideramos la funciéon «diente de sierra» definida por f(z) = (7 — xz)/2,
si0 <z <2m vy f(x) = f(x+ 2m) en otro caso.

En primer lugar, se tiene que la funcién «diente de sierra» asi definida es 27-periddica,
impar y con discontinuidades de salto en los puntos de la forma 2k7, k € Z. En consecuencia,
admite el desarrollo en serie senoidal de Fourier

> sennx
Splx) =) -
n=1

Este desarrollo es vélido para todos los puntos de continuidad de f(z). En particular, es valido
en (0,2m), donde S¢(x) = f(x) = (m — x)/2. Sin embargo, en los puntos de discontinuidad,
f(x) = —m/2, pero S¢(x) = 0, que es el valor medio de f(z") = —7/2y f(z™) =m/2.
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En las graficas de las sumas parciales Sy f(z) de la serie de Fourier de f(z) se aprecia que
seglin aumenta el niimero de términos NV, la serie se aproxima mejor a la funcién (figura .
También se aprecia la aparicién de unas ondas que se mueven hacia las discontinuidades. Si
bien la funcion «diente de sierra» estd acotada entre —% y 7, vemos que las sumas parciales
de su serie de Fourier sobrepasan estos limites, dando lugar a lo que se conoce como fenomeno
de Gibbs.

,\ 1.5 -r\ ,\ !\ 15 ﬂl ﬂl .
\ 1.0 \ \ \"\\ 1.0 \'\ \’\ “\\ 1.0 n\\ h\\.
N\ ooas] 3\ \ osp  \ \ \ osh N \
C N Y ) h N\ ) N\

-I5 \\ \\ fI)

\_05L \
\\ / ST\
&

Figura 4.7: Fenomeno de Gibbs en las sumas parciales de la serie de Fourier de la funcion
«diente de sierra» (Ejemplo 4.27) para N = 4,8, 12.

Podemos hacernos una idea de lo bien que aproximan las sumas parciales de la serie de
Fourier a la funcién f(x) con los graficos de los errores cometidos (figura . Notemos que
cerca de 0 y 2, los puntos de discontinuidad de la funcién «diente de sierra», aparecen unas
ondas que indican el sobrepaso de la serie de Fourier. Las alturas de estas ondas, lejos de
disiparse cuando aumenta N, parece que se aproximan a un valor cercano a (.28, por una
simple inspeccion gréfica.

15¢
10F

15¢
10¢

05¢ 05¢f

=" =% T s s
-05¢F
-1.0}
-1.5

Figura 4.8: Errores Sy f(z) — f(z) en las sumas parciales de la serie de Fourier de la funcién
«diente de sierra» (Ejemplo 4.27) para N = 4,8, 12.

-05
-1.0

-15

Podemos estimar con mas rigor el error cometido por la serie de Fourier teniendo en
cuenta que Sy f(r) = SN | snt v

n=1 n

N nm N nm -
SNf<]7\T[):ZS€nT(ZN)=Z]7;SGI}(€N) Ly [T~ 1ss10s

n=1 n=1
De hecho, el sobrepaso por exceso que ocurre cerca de x = 0 (hay otro sobrepaso por defecto

cerca de x = 2m) es

Ifm (SNf (;) — f(0+)) = /07r U dr - T A 185101 - 15708 = 0281141 «

N—o0 T

En general, en el fenomeno de Gibbs, para N grande, existe un sobrepaso por exceso y
por defecto de aproximadamente un 9% del valor de la discontinuidad de salto.
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Desarrollos ortogonales

Las series de Fourier son ejemplos de desarrollos ortogonales. Decimos que un conjunto
de funciones {f,(x)}22, es un sistema ortogonal o simplemente ortogonal con respecto a la
funcién de peso no negativa w(x) en el intervalo [a, b] si

/ab fm(x) fr(z)w(z)de =0, siempre que m # n. (4.21)

Hemos mencionado que el conjunto de funciones trigonométricas

{1, cos (7) ,sen (?) , COS (27) ,sen (T) ... } (4.22)

es ortogonal en [—/, f] con respecto a la funcién peso w(z) = 1.
Si definimos la norma de f como

1= ([ ot d:c)é ,

entonces se dice que un conjunto de funciones {f,(x)}°, es un sistema ortonormal con
respecto a w(zx) si se satisface (4.21)) y || f»|| = 1 para todo n > 1. Equivalentemente, decimos
que el conjunto es un sistema ortonormal si

/ab fm(x)fn(l')w(;p) dr = {07 sim #m,

1, sim=n.

Siempre podemos obtener un sistema ortonormal a partir de un sistema ortogonal divi-
diendo cada funciéon por su norma. En particular, como

¢ ¢ ¢
/ ldx =20, / cos? (mm‘) dr = / sen’ (nmc) de =10, n>1,
¢ —t 12 —0 14

entonces el sistema ortogonal (4.22) da lugar en [—/, ¢] al sistema ortonormal con respecto a
la funcién peso w(x) =1

{JZ_E,\}ZCOS (?),ksen(?),\}zcos(ix),\}Zsen<2;x),...}.

Si {fn(x)}22, es un sistema ortogonal con respecto a w(x) en [a, b], podemos preguntarnos
si es posible desarrollar una funcién f(x) en términos de estas funciones; es decir, si podemos

expresar f de la forma

f(@) =2 cnfnlz) (4.23)

n=1

para una eleccién apropiada de las constantes ¢,, n > 1, en (4.23). Llamamos desarrollo
ortogonal o serie de Fourier generalizada de f a un desarrollo de este tipo.
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Para determinar las constantes c¢,, n > 1, utilizamos la ortogonalidad del sistema y
procedemos como hicimos para obtener los coeficientes de una serie de Fourier. Asi, multi-

plicamos por fn(x)w(x) e integramos para obtener
/ @) fl)l@) dz = 3 / " fon) ful () dv (4.24)
a n—1 a

(Aqui suponemos que la serie es uniformemente convergente para poder intercambiar la suma
infinita y la integral definida.) Como el sistema es ortogonal con respecto a w(z), cada una de
las integrales de la parte derecha de (4.24]) es igual a cero excepto cuando m = n. Entonces,

despejando c¢,,, resulta

_ B @ @) de R0 .
Ja fa(@)w(z) dx [ fomll

La deduccién de (4.25)) es solo formal, ya que la convergencia del desarrollo (4.23)) no ha

sido estudiada. Si la serie >0 ; ¢, fn(z) converge uniformemente a f(z) en [a, b], entonces los
coeficientes ¢, estan bien definidos por (4.25)).

Cm

4.9. Ejercicios

1. Factoricénse y resuélvanse las siguientes EDP:

a) (D2, — D2, —6D2)u=0 b) (D2, —2D2, +5D2 Ju=0

¢) (Di,+2D;, —8D; )u=0 d) (D}, —2D;)u=0

¢) (D2, — D2 —2D2 +6D, —9D, +5u=0 ) (D% +D,—D,—1)u=0

9) (Di,—=3D;, + D, —3Dy)u=0 h) (D:,—D;, + Dy — Dy)u=0

2. Formilese una EDP de segundo orden tal que las funciones: u; = e~¥(cos 2z + i sen 2z),
ug = €¥(cos 2x + i sen 2x) sean soluciones particulares de la EDP y obténgase la integral
general.

3. Resuélvanse las siguientes EDP:

a) (D3, —7TD3, —6D3 Yu=0 b) (D3, — D3, —8D3 +12D3 yu=0
— 4 4 4 —
C) (D:agtwm + Dagzmy - Dfﬁyy - Dzyy)u =0 d) (Dxxam: - 2Dz33yy + Dyyyy)u =0

4. Resuélvanse, sin reducir a forma canénica, las siguientes EDP:
a) (xD2,+yD;, + Dy)u = 102% b) (DZ, —2D2 )u=e* +a’y
¢) (yDi,+D,—yDy,—Nu=(1-2z)(1+ny) d) (Di,—3yD,+2y")u=y
5. Clasifiquense, reduzcanse a forma candnica y, si es posible, encuéntrese la solucién
general de las siguientes EDP:

a) Uy — yPuy, =0 (x #0,y #0) b) € Uy +evuy,, =u
C) Uy + Uy + 2uy, =0 d)  2*upy — 2xYuyy + yiuy, = €°
€) Uy + gy — dyy + 6u, + 3uy, = Ju ) Uge — 3yu, + 20%u =y

Notas de ecuaciones en derivadas parciales
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6. Sea la EDP 2?u,, — u,, +u, =0, con z # 0.

10.

11.

12.

a) Redizcase la EDP a su forma canénica y encuéntrese la solucién general.
b) Determinese la solucién que verifica: u(x,0) = 2z, u,(z,0) = z.
¢) Escribase alguna solucién distinta de la trivial (u = 0) y tal que u(e?,y) =
uy(e?,y) = 0.
Sea la EDP uy, — 2uyy + uy, = 2u/y?, con y # 0.

a) Redizcase la EDP a su forma canénica y encuéntrese la solucién general.

b) Calctlese la solucion que satisface: u(z,1) =0, u,(z,1) = G(x).

0 i <0
c) Hallese y dibujese u(x,2) si G(x) = { (;en rz)d zi i > 07

. Dados los siguientes problemas de Cauchy, hallense las formas canoénicas de las EDP y

encuéntrense las soluciones:
a) Auzy —uyy =0, u(z,x)=2% uy(z,z)=0
b) Upy —uyy =0, u(zr,z)=0, uy(r,z)=0
€) Upy — Uyy +uy +uy, =0, u(z,0) =2, uy(z,0)=0

. Encuéntrese la serie de Fourier de la funcién f dada en los intervalos indicados:

a) f(x) =cos’x, x € [—m, 7]
b) f(z) =sen’z, x € [—7, 7.
¢) flx)=—=1size[-1,0)y f(z)=1siz€[0,1].
d) f(x)=1siz € [-2,0), f(x)=0size[0,1)y f(z)=1sixz€[l,2]
e) f(x)=|senz|siz € [—m, 7.
f) f(x)=]cosz|sixe[—mmn|
Si f(x) admite un desarrollo en serie de Fourier de la forma
flz) = % + i(an cosnx + by, sennx),

n=1

demuéstrese la conocida identidad de Parseval:

1/7Tf(x :2% i 2 4 p2),

™ J—m
Encuéntrese la serie de Fourier de f(z) = 22 en el intervalo [—m, 7| y utilicese la
identidad de Parseval para probar
i 1t
—pt 90

Sea la funcion 27-periddica definida por f(z) = x en (—m, 7|. Determinese su serie de
Fourier y analicese la presencia del fenémeno de Gibbs en el punto x = 7.
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Capitulo 5

Ecuacion de ondas

El origen de la conocida como ecuacion de ondas se encuentra en el interés de algunos
cientificos del siglo XVIII por modelizar el comportamiento de una cuerda que vibra. Ademas
de su indudable interés histérico, a tenor de la relevancia de los matematicos que trabajaron
en ella (Daniel Bernoulli, Jean le Rond D’Alembert, Leonhard Euler, Jean Baptiste Joseph
Fourier, etc.), tiene un gran interés desde el punto de vista matematico, pues para su resolu-
cion se desarrollaron técnicas que se usan para resolver problemas mas sofisticados.

Una parte del problema de la cuerda vibrante consiste en resolver la EDP

Pu 0%

oz~ " a2

donde u = u(x,t) y a es una constante que depende de ciertos pardametros fisicos relacionados

(5.1)

con la cuerda: densidad, tension, etc.

Se puede deducir la EDP teniendo en cuenta las fuerzas que actian sobre el sistema
y realizando una serie de simplificaciones: el movimiento de la cuerda es plano, la coordenada
u solo depende de la abscisa z y del tiempo ¢, no hay fuerzas exteriores actuando sobre la
cuerda, etc. En la seccion se puede ver la deduccién de (5.1)).

Veamos a continuacion algunas consideraciones acerca de la ecuacién de ondas y su
solucion:

» La solucion u(z,t) es una funcién de dos variables en la que u(x,0) es la posicién inicial
de la cuerda y, para un tiempo fijo ¢, u(z, t) indica la posicién de la cuerda en el tiempo
t.

» Una sencilla interpretacién fisica de (.1) nos muestra una relacién entre la acelera-
<z 2 . . .
cion de la cuerda (%), y por tanto de la fuerza ejercida sobre ella, y la concavidad-
. . 2
convexidad de la misma (%

vidad.

). La fuerza ejercida sobre la cuerda depende de su conca-

» La ecuacién (j5.1)) admite infinitas soluciones: u(z,t) = ax + bt con a y b constantes;
u(x, t) = 22 + o?t%; u(z,t) = e e™; u(z,t) = sen xsen at; u(z,t) = sen z cos at; combi-
naciones lineales de las anteriores; u(z,t) = f(x + at) + g(x — at) con f y g funciones
arbitrarias de clase C?; etc.

105



106 CAPITULO 5. ECUACION DE ONDAS

= Desde el punto de vista fisico, la EDP se debe complementar con unas condiciones
iniciales (u(x,0) = f(z), donde f es una funcién dada que simula la deformacion inicial;
u(x,0) = g(z), donde g es una funciéon dada que simula la velocidad inicial) y unas
condiciones de contorno, que por conveniencia se toman u(0,t) = u(¢,t) = 0, donde £ es
la longitud de la cuerda (es decir, la cuerda est4 fija en los extremos). Por comodidad,
se suele tomar ¢ = 7.

= Ademas, la imposicién de condiciones iniciales y de contorno puede permitir determinar
de forma tnica una solucion, reducir el rango de posibles soluciones o impedir que exista
alguna solucion.

El problema de la cuerda vibrante, seccion [I.1.2] analiza las vibraciones transversales de
una cuerda sujeta entre dos puntos, tal como una cuerda de guitarra o de piano. El proposito
es encontrar una funcién u(z,t) que proporcione el desplazamiento (deflexiéon) de la cuerda
en cualquier punto z € [0, /] y cualquier instante ¢ > 0.

En el desarrollo del modelo matematico se supone que la cuerda es totalmente flexible
y tiene una densidad lineal constante, la tension en la cuerda es constante, la gravedad es
despreciable y no actian otras fuerzas sobre la cuerda. En estas condiciones y la hipdtesis
adicional de que los desplazamientos u(z,t) son pequenos comparados con la longitud de la
cuerda, resulta que el movimiento de dicha cuerda se rige por el siguiente problema de valores
inicial y de contorno:

0%u ,0%u
— =a?—,
ot? Ox? - -
u(r,0) = f(2), w(z,0)=g(z), 0<z<{, (5-2)
uw(0,t) =u(l,t) =0, t=>0.
La constante o® que aparece en la EDP es estrictamente positiva y depende de la densidad
lineal y la tension de la cuerda. Las condiciones de contorno reflejan el hecho de que la
cuerda se mantiene fija en los extremos x = 0 y « = ¢. Las condiciones iniciales especifican,

respectivamente, el desplazamiento inicial de la cuerda y la velocidad inicial de cada punto
de la cuerda. Para que las condiciones inicial y de contorno sean consistentes, se supone que

f(0) = f(6) =0y g(0) = g(¢) =0.
5.1. Solucién de Bernoulli
Por comodidad, pensemos en la ecuaciéon de ondas (5.1]) con condiciones de fronteraﬂ
u(0,t) = u(m,t) =0, t>0. (5.3)

Demostrar que las funciones de la forma u(z,t) = sen(nx) cos(ant), con n € N, son soluciones
de (5.1) que cumplen (5.3) es una comprobacién inmediata. El principio de superposicion

!Se podrian generalizar sin mayor problema a u(0,t) = u(¢,t) = 0 con £ > 0.

Notas de ecuaciones en derivadas parciales
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garantiza que la combinacion lineal de dos soluciones de una ecuacion lineal homogénea
(como lo es (5.1))), también es solucién. En general, cualquier suma finita de la forma

> by sen(na) cos(ant)

n=1

también es solucion.
En 1753, Bernoulli conjeturd que las series de la forma

> by sen(nz) cos(ant), con b, constantes, (5.4)

n=1

también son soluciones. En principio, Bernoulli no se plante6 las cuestiones relacionadas con
la convergencia y derivabilidad de dichas series. Notemos que cuando t = 0, la serie anterior
queda

i b, sen(nz) = f(x),

donde f(x) deberia ser la deformacion inicial de la cuerda. Surge aqui el gran interrogante:
;cualquier funcion f(z) puede desarrollarse en serie de senos?

5.2. Soluciéon de D’Alembert

Comenzamos resolviendo la ecuacién de ondas por el método de las caracteristicas descrito
en el capitulo anterior. Segiin este método, las ecuaciones caracteristicas se reducen a

dx + adt = 0, dxr — adt = 0,
cuyas integrales son las rectas
T+ at = cq, T — at = cy.
Haciendo ahora el cambio de variable
z =z + at, w =1z — at,

obtenemos

2
Ugy = Uy, + 2uzw + Uww Uy = (uzz - 2uzw + uww)a

que, al sustituirlas en la EDP, da —4a2u,,, = 0y, como « # 0, tenemos
Uy = 0.

Integrando con respecto a z, obtenemos u,, = @Z(w), donde ’(Z es una funcién arbitraria de
w. Integrando ahora con respecto a w, obtenemos u(z,w) = [¥(w)dw + ¢(z). Si Y(w) =

/ ¥ (w)dw, entonces
u(z,w) = ¢(2) + P (w),
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donde ¢ y 9 son funciones arbitrarias. Deshaciendo el cambio de variable, encontramos la
solucién general de la ecuacion de ondas

u(z,t) = ¢(xz + at) + Y(x — at),

donde ¢ y 9 son dos funciones arbitrarias de clase C2.
Si la deformacion inicial es f(z) y la velocidad inicial con la que se suelta la cuerda es
g(x) se llega a que la solucién de la ecuacién de ondas es de la forma

r+at
w(et) = St at) + f o)+ 5o [ o) d, (5.5)
donde f* y ¢g* denotan las extensiones impares y 2¢-periédicas de la deformacién inicial f y
de la velocidad inicial g, respectivamente (véase [4] para mayor detalle).

Notemos que la deformacién inicial f(x) y la velocidad inicial g(x) son funciones definidas
inicialmente en el intervalo [0,¢]. Sin embargo, la soluciéon de D’Alembert requiere
evaluar estas funciones fuera de dicho intervalo. Para solucionar este problema, se extiende
la funcién f fuera del intervalo, definiendo f*(z) = f(z) si x € [0, ¢] y haciéndola impar (i.e.:
f*(—x) = —f*(x)) y de periodo 2¢ (i.e.: f*(x + 2() = f*(x)). De forma analoga se procede
con g.

Cuando la velocidad inicial es nula y la deformacion inicial es una funcién impar y 2¢-
periodica, se obtiene la solucién

1
u(@,t) = 5(f(z +at) + flz - at)), (5.6)
que se conoce como solucion de D’Alembert.

Ejemplo 5.1. Utilicese la formula de D’Alembert para resolver la ecuaciéon de ondas dada
por (5.2) con { =7, a =1, f(x) =senz y g(x) = 0. Determinese la forma de la cuerda en los
tiempos t = kn/4 con k = 0,1,2,3,4 y calciilese el primer tiempo en el que la cuerda vuelve
a su forma inicial.

Como la velocidad inicial es nula, g(x) = 0, y la deformacién inicial, f(x) = senz, es una
funcién impar y 27-periédica, utilizamos ,

1
u(z,t) = §(sen(x +t) + sen(x —t)),
y obtenemos:

u(z,0) = sen z,

u(z,m/4) = = (sen(x + 7/4) + sen(x — w/4)) =

sen x,

V2
2

Y Y =t
N | —

u(z,m/2) = = (sen(x + 7/2) +sen(z — 7/2)) = =(cosx — cosz) = 0,

u(x,3n/4) = = (sen(x + 37/4) 4+ sen(z — 3n/4)) = ; (sen(m/4 — x) — sen(w/4 + x))

[\

V2
= —7 sen T,

1 1
u(z,m) = 3 (sen(z +7) +sen(z — 7)) = 5(— senr —senr) = — senz.
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Podemos ver las formas de la cuerda en la figura [5.1; es como hacer fotografias en instantes
de t.

Figura 5.1: Forma de la cuerda en los tiempos t = % con k=0,1,2,3,4.

La cuerda vuelve a su forma inicial cuando
1
5(f(l“ +t)+ flxz —t) = f(x).

Como f es 2m-periddica, esto ocurre cuando t = 2. <

Interpretaciéon geométrica de la solucion de D’Alembert

Cuando la velocidad inicial es cero, g(z) = 0, la solucién de D’Alembert se simplifica a
1
u(z,t) = 5(f*(z +at) + fz — at)), (5.7)

que tiene una interesante interpretacién geométrica. Para ¢ fijo, la grafica de f*(z — at))
(como funcién de x) se obtiene trasladando la grafica de f*(x)) mediante ot unidades a la
derecha. A medida que t aumenta, la grafica representa una onda que viaja hacia la derecha
con velocidad a. Similarmente, la grafica de f*(z + at)) es una onda que viaja hacia la
izquierda con velocidad «. Si observamos , vemos que esta solucion de la ecuacion de
ondas es un promedio de dos ondas que viajan en direcciones opuestas y cuyas formas estan
determinadas a partir de la forma inicial de la cuerda.

Cuando g(x) # 0, la solucién de D’ Alembert es més dificil de interpretar geométricamente,
puesto que

u(z,t) = ;(f*(x +at) + f*(x —at)) + 21a (G(x + at) — G(z — at))

donde G(z) = [; g*(y)dy, ya no es un promedio de una misma funcién evaluada en dos
puntos porque intervienen dos funciones diferentes 3 (f* (x) + éG(z)) y 3 (f*(a:) — éG(w)),
que dan las formas de las ondas moviéndose a izquierda y a derecha, respectivamente. Para
mayor detalle, véase pag. 127 de [3].

Ejemplo 5.2. (Soluciéon de D’Alembert con velocidad inicial cero.) Utilicese la férmula de
D’Alembert para resolver la ecuaciéon de ondas dada por con ¢ =7, =1, f(x) =
z(m—x), con x € [0,7], y g(x) = 0. Determinese la forma de la cuerda en el tiempo ¢t = 7/4.
Y calctlese el primer tiempo en el que la cuerda vuelve a su forma inicial.

Como g(z) = 0, utilizamos y obtenemos la forma de la cuerda en el tiempo t = 7/4
como la grafica de

S /) 4 (@ m4)).
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Para dibujar esta gréfica, primero dibujamos f*(x), la extensién impar 27-periddica de f
(véase la figura |5.2)):

f*<x>={x(”_x)’ PrelT y rw= e,

z(r+x), sixze[-m0],

Figura 5.2: Extension impar y 27-peridédica f*(z) de la forma inicial de la cuerda f(x) =
z(m — x) en [0, 7|.

Trasladando esta grafica 7/4 unidades a la derecha, obtenemos la grafica de f*(x — w/4)
y trasladando esta grafica 7/4 unidades a la izquierda, obtenemos la grafica de f*(z + 7/4).
Ahora, la forma de la cuerda en el tiempo t = /4 se obtiene mediante el promedio (sumando
y dividiendo por 2) las graficas de f*(x —7/4) y f*(xz +m/4). Como solo estamos interesados
en la forma de la cuerda, restringimos las graficas al intervalo z € [0, 7] (véase la figura [5.3):

%, stz € [0,7/4],
2
u(z,m/4) = —I2+7r$—7lr—6, si x € [r/4,3n/4],
g(ﬂ—:c), si € [3m/4, 7).

La cuerda vuelve a su forma inicial cuando
1 * * *
S0+ [ =) = (@),

Como f* es 2w-periddica, esto ocurre cuando t = 2. <

5.3. Comparacion entre las soluciones de Bernoulli y
D’Alembert

Llegados a este punto, parece inevitable comparar las soluciones obtenidas en ((5.4)) y (5.7)).
Cuando t = 0 se obtiene

f(z) = i b, sen(nzx).
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IS
\
/

R

Figura 5.3: Instantaneas de la cuerda en los tiempo ¢ = 0 (linea discontinua) y ¢t = 7 (linea
continua).

En consecuencia, una funciéon genérica f(z), que simula la forma de una cuerda deformada
pasando por (0,0) y (m,0), tendria que poder desarrollarse en una serie trigonométrica de la
forma anterior. Este planteamiento, propuesto por Bernoulli, fue rechazado por otros cien-
tificos de la época, incluidos D’Alembert y FEuler. Argumentaban que no parecia razonable
que funciones (con picos) del tipo

f(x)

NE

f@):{x, si0<z<m/2

T—x, sirm/2<xz<m,

0]

IR

pudieran aproximarse por funciones trigonométricas (sin picos). A falta de demostraciéon a
favor o en contra, y sin argumentos rigurosos, el problema permanecié abierto durante anos.

5.4. Solucién mediante separaciéon de variables

Para aplicar el método de separacion de variables al problema de la cuerda vibrante,
empezamos suponiendo que la EDP tiene una solucién de la forma u(z,t) = X(x)T(t),
donde X es una funcién que depende solo de z y T' es una funcién que depende solo de t.
Por tanto, se tiene que cumplir

X(2)T"(t) = * X" (2)T(t),

y separando variables
X”([l?) B T//(t) N
X(z)  a?T@t)

donde X ha de ser necesariamente una constante. Por tanto, fijando A, se tienen las dos EDO

X" (x) = 2\X(z) y  T"(t) = *\T(t).
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Como u(z,t) = X(x)T(t), las condiciones de contorno dan lugar a
X0)T(t)=0 y X(O)T(t) =0, t>0.
Para que las dos igualdades anteriores sean validas para todo ¢ > 0, se debe teber T'(t) = 0,
para todo ¢ > 0, lo que implica que u(z,t) = 0, o bien
X(0)=X()=0.

Ignorando la solucién trivial, se combinan estas tltimas condiciones de contorno con la EDO
correspondiente a X () para obtener el problema de contorno

X"(z) = \X(z);  X(0)=X(¢) =0, (5.8)

donde A puede ser cualquier constante.
Como (5.8 es el mismo problema de contorno que hemos encontrado anteriormente para
la ecuaciéon del calor, los valores propios son

2
A:—(”Z)  neN,

y sus correspondientes funciones propias (soluciones no triviales)

Xn(x) = cpsen (ngm) , neN,

donde los coeficientes ¢,, son constantes arbitrarias distintas de cero.

2
Una vez determinado A = — ("7”) , para algin entero positivo n, consideremos la segunda
EDO,
2,2 2
a‘n’m
T"(t) + 7 T(t) = 0.

Para cada n € N, la soluciéon general de la EDO anterior es

T,(t) = d, cos <n7;at) + e, sen (m;ozt) )

Al combinar esta con X, (x), se obtiene, para cada n € N, la funcién

un(z,t) = X, (2)TL(t)

- ( (mrx)) (d (mrozt) + (mrozt))
= | ¢, sen —6 n, COS 7 e, sen 75

_ ( (mrozt) iy (mrozt)) (mm)

= | a,, cos 7 ., Sen 7 sen )

donde a,, vy b, son constantes arbitrarias.

Llamamos ondas estacionarias o modos normales de vibracion de la cuerda a las soluciones
up(z,t). Cuando n = 1, uy(z,t) se llama primera onda estacionaria, primer modo normal o
modo fundamental de vibracién, y los demas son los armonicos (musicalmente dan la octava,
la octava mas la quinta, etc.). Los n — 1 valores

9 _
ng,—g,...,n 16, donde sen <n7rx> =0,
n n n 14
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RN ERAVARIVAY

Figura 5.4: Modos normales uy, ug, ug y u4, respectivamente, de la cuerda.

son llamados nodos del armoénico u,, que son puntos de la cuerda que no se mueven (figu-
ra .

En la figura|5.5[se muestra el segundo modo normal para diversos valores de t. En cualquier
instante, la cuerda tiene la forma de una onda senoidal. Cuando la parte izquierda de la cuerda
se esta moviendo hacia abajo, la otra mitad se estd moviendo hacia arriba, e inversamente.
Para otros modos la situacion es similar.

_________
~.

.
~~~~~~

Figura 5.5: Segundo modo normal uy para diferentes valores de ¢.

Aplicando el hecho de que las combinaciones lineales de las funciones u, satisfacen la
EDP y las dos condiciones de contorno para todos los valores de las constantes a, y b,,
consideramos su suma infinita

> t t
u(z,t) =Y (an cos <n7ra ) + b, sen <n7ra >) sen <W> . (5.9)
— 14 14 14
Sustituyendo ahora la funcién anterior u(z,t) en las condiciones iniciales, resulta:
u(z,0) = > a,sen (m;g) = f(z), 0<xz</{, (5.10)
n=1
?;Z(:E,O) => ?bn sen <n;m) =g(r), 0<z<L (5.11)

n=1
El problema de la cuerda vibrante (5.2) se reduce ahora al problema de calcular los
desarrollos en series senoidales de Fourier de f(z) y g(x):

f(z) =2 ansen (T) , g(x)=)_ Bysen (mgx) con B, = <n7;a> by
n=1 n—1

Si se eligen las constantes a, y b, de manera que se satisfagan las ecuaciones ([5.10) y (5.11]),
entonces el desarrollo de u(z, t) dado en ([5.9)) es una solucién formal del problema de la cuerda
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vibrante ([5.2)). Si este desarrollo converge a una funcién con derivadas segundas parciales
continuas, entonces la solucién formal es una solucién verdadera (genuina).

Ejemplo 5.3. Encuéntrese la solucién del siguiente problema de ondas

Uy = Wy, O<z<m, >0,
u(0,t) = u(m,t) =0, t=>0,
u(z,0) = sen 3z — 4 sen 10z,

0<x<
u(z,0) = 2sendx +senbxr, 0<z <

,
.

Observemos que o = 2 y ¢ = 7. Por tanto, solo se requiere determinar los valores de las
constantes a, y b, de la formula (5.9)). Esto es:

u(z,0) = sen3z — 4sen 10z = » _ a, senna.

n=1

Igualando los coeficientes de términos semejantes, se encuentra que
az =1, ayg = —4 y a, = 0, para todo n # 3,10.

Anélogamente,
o
u(z,0) = 2sendx + sen 6z = »  2nb, sennx
n=1
y al comparar coeficientes, resulta

by = —, bg = — y b, = 0, para todo n # 4,6.

12

N

En consecuencia, de (5.9) se sigue que la solucién del problema anterior es

1 1
u(z,t) = cos 6t sen 3 + 7 5en 8t sen 4x + T3 Sen 12t sen 6z — 4 cos 20t sen 10x. <

Modos normales

Si a, y b, no son ambos cero, podemos escribir wu,(z,t) como vemos a continuacién. Si
2 2 : a b a 2
R, = \/a2 + b2, entonces existe 0, tal que cos(f,) = &= y sen(f,) = z-, puesto que (R—”) +
2
(b ) = 1. Asi,

un(@,t) = Ry, (cos(&n) sen (m;at) + sen(6,,) cos (m;at)) sen (m;x)

- (725 ) ().

Vemos que uy,(x,t) oscila entre £R,, sen (% cuando t varia. Llamamos amplitud de u,(z,t)

a R,y fase de u,(z,t) a 0,. (Véase la figura [5.6, donde R, =1y ¢ = 6.) El tiempo que toma
un modo normal para completar una oscilacién se llama periodo. El periodo es inversamente

g

X

n
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proporcional a n. Para encontrar el periodo del n-ésimo modo normal, tomamos (%) t=2m
y resolvemos para t, obteniendo t = % La frecuencia de un modo normal es el nimero de
oscilaciones por unidad de tiempo, que es justamente el reciproco del periodo, de manera que
el periodo y la frecuencia del n-ésimo modo normal de la cuerda (con extremos fijos) estan

dados respectivamente por

_276 1 na
 nao P, 2

N ARAVA/

-1

Figura 5.6: £R,, sen (%) conn=1,23.

5.5. Unicidad y la integral de energia

El método de la energia es una herramienta fundamental en la teoria de las EDP. Una de
sus principales aplicaciones es la de demostrar la unicidad de soluciéon de problemas de valor
inicial con condiciones de contorno. El método se basa en el principio fisico de conservacion
de la energia, aunque en algunas aplicaciones el concepto matematico al que nos referimos
como «energia» no tiene por qué corresponder con una energia en el sentido fisico.

Para probar la unicidad de solucién de un problema diferencial lineal es suficiente probar
que la solucién de la correspondiente EDP homogénea con condiciones iniciales y de contorno
homogéneas es necesariamente la solucion nula.

Para ciertos problemas homogéneos es posible definir una integral de energia que sea no
negativa y sea una funciéon no creciente en el tiempo ¢t. Ademads, como la energia es cero para
t = 0, la energia es cero para todo ¢ > 0. Debido a que la energia es positiva y las condiciones
iniciales y de contorno son nulas, obtenemos que la solucién es cero.

Primero obtenemos la integral de energia para la ecuacién de ondas uy = o?u,,. Para
ello, multiplicamos esta ecuacion por u; e integramos en el intervalo [0, £], y obtenemos

¢ ‘
/ Uy AT = a2/ UpyUp AT
0 0

Reescribiendo uyu; como %%(uf) e integrando el miembro derecho de la igualdad anterior
por partes,

y(x,t) = u(x,t), dy = uy(x,t)de; dz = ug,(z,t)de, z(x,t) = u.(z,t),
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llegamos a
1d _ ¢
sat u? dr = o? (uxutﬁ_g _/0 Uy Uy da:)
_ 9 (u?
2 x=( T
- IR i Ry o I
o (i [ 51 (5 ) o)
= a? uu\xzz—i ‘U
=0 g Jo 2
Entonces,

La expresion

se llama integral de energia de u en [0, (] para la ecuacion uy = a’u,,. La idea del método
se basa en el principio de conservacién de la energia: E(t) = constante.

Ejemplo 5.4. La solucién del problema ([5.2)) es tnica.
Si w1 y uz son dos soluciones distintas del problema ([5.2)), entonces w = u; — uy es una
solucion del problema

Wy = Wy,
w(x,0) = w(z,0) =0, 0<z</Y,
w(0,t) =w(l,t) =0, t>0.

Definimos la energia total de la solucién w en el tiempo ¢t como

2/ w?(w,t) +aw(xt))dx.

El primer término representa la energia cinética total de la cuerda y el segundo es la energia
potencial total. Ademas,

d (1 rt ¢
E'(t) = pr (2/0 (wf + a2w§> da:) = /o (wtwtt + awath> dx

y como
2 2
QW Wt = WL W WeeWy | = o — (ww Wi Wy,
t ( 8:70( t) — t> ax( t) — Wiy
se sigue, a partir del teorema fundamental del célculo, que
E'(t) = o? /e 2(wxwt)alx = o (wew,)[*=).
0 Ox =

Puesto que w(0,t) = w(¢,t) = 0, tenemos w;(0,t) = w(¢,t) = 0y, por tanto, E'(t) = 0.
Luego, F(t) = constante y la energia se conserva.
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Por otra parte, como w(z,0) = 0, entonces w,(z,0) = 0. Ademas, w;(z,0) = 0. Luego,
E(0) = %foz (wi(z,0) + a?w? (:c, 0)) dz = 0. Por tanto, FE(t) = 0 para todo t.

Finalmente, como w? + a?w? > 0y E(t) = 0 para todo t, se sigue que w? + a?w? =0y,
en particular, w;(z,t) = w,(z,t) = 0. En consecuencia, w(x,t) es una constante. Y, por la
condicién inicial w(x,0) = 0, tenemos w(x,t) = 0 y el problema anterior tiene a lo sumo una
solucion. <

5.6. Ejercicios

1. Utilicese la féormula de D’Alembert para resolver la ecuacién de ondas sujeta a las
condiciones que se indican. Apoyandose en Mathematica (o cualquier otro programa
capaz de realizar representaciones gréficas), dibijese el movimiento de la cuerda para
diferentes valores de ¢.

a) L =m; a=1; f(zr) =senxcosz; g(x) = 0. Calcilense u(z,7/6) y u(z,7/3).

b) (=1, a=1; f(x) =0; g(x) = 1. Calctlese u(x, k/4) para k = 1,2, 3, 4.
c)l =1, a=1; fzx ) = 0; g(r) = x con =z € [0,1]. Calctlese u(z, k/4) para
k=1,2,3,4.

d) l=1a=1;f(x) =22si0<2x<1/2y f(z) =2(1—-2)si1/2 <z < 1; g(x) =
Calcilese u(z,1/2).

2. Calctlese la solucién de D’Alembert para la ecuacion de ondas:

2u$$ (x’ t)?

w(z,0) =z(r —x), w(x,0)=0,
uw(0,t) = u(m,t) =0

u(z,t) =

cont >0y 0 <z < m Paraa =1y a = 2, obténganse u(z,n/3), u(x,7/6) y
represéntense graficamente.

3. Usando la soluciéon de D’Alembert, resuélvase el problema

U (2, 1) = U (1), O0<ax <1, >0,
u(z,0) =sen(rz), wx,0)=—10,
u(0,t) = u(l,t) = 0.

Calctlese explicitamente la solucién obtenida para ¢t = 1/2 y represéntese graficamente.
Hégase un esbozo grafico de las soluciones obtenidas para t > 0.

4. Sea G(x) = / g"(y) dy, donde g* esta definida en (5.5)) y z¢ es un valor fijo. Demués-
zo

trese que G es una funcién 2¢-periddica.

5. Utilicese el método de separacion de variables para resolver la ecuacion de ondas sujeta
a las condiciones que se indican:

José Antonio Ezquerro, José Manuel Gutiérrez y Victor Lanchares



118 CAPITULO 5. ECUACION DE ONDAS

a=1/m; f(x) = Tsen3rx; g(x) = 0.
;a=1; f(xr) =senzcosz; g(x) = 0.
o

=1; f(z) =senz — 3sen 2z + 2sendx; g(z) = 0.

6. Utilicese el método de separaciéon de variables para resolver la ecuacion de ondas sujeta a
las condiciones dadas. Apoyandose en Mathematica (o cualquier otro programa capaz de
realizar representaciones graficas), dibujese el movimiento de la cuerda para diferentes
valores de ¢t y para una suma parcial de la serie soluciéon. Decidase cuantos términos
incluir en dicha suma parcial comparando el grafico correspondiente para ¢t = 0 con el
grafico de la deformacion inicial f(x).

3x/10 i0<r<1/3
W) (= 1ia=1m g(e) = 0: fa) =10 SO= TSI/
3(1 —)/20, sil/3<z<1.
2 i0<z<1/2
b) (=1;a=4 gla)=0; f(a) =4 si0<z<1/2
2(1—=x), sil/2<z <1
4z, si0 <z <1/4,
¢) L=1;a=4g(x)=1; f(z) = {1, Si1/4 <z <3/4,

41 —z), si3/4<zx <1,
x, si0<xz<m/4,

d) t=ma=1;g(x)=0; f(xr)=q7/4, sin/4<z<3n/4,
T—ux, sidnr/4<z<m.
e) L =m/2; a=1; f(x) =0; g(x) = zcosz.

f)l=1La=1; f(r) =21 —x); g(x) = senmz.

7. Resuélvanse por el método de separacion de variables los siguientes problemas:

utt—l—ut—um:O, 1'6[0,77']7 t>0,
a) u(r,0) =senz, u(z,0)=0,

u(0,t) = u(m,t) = 0.

U + Up — Uy =0, x €[0,7], t>0,
b) Su(z,0) =xsenx, wuy(z,0)=0,

u(0,t) = u(m,t) = 0.

U + 4up — Upp, =0, x € [0,7], t>0,
¢) Ju(z,0) =sen2z, wuy(z,0) =0,

u(0,t) = u(m,t) =0.

U + 3up — Upe =0, x €[0,7], >0,
d) qu(x,0) =senz, u(z,0)= 10,

u(0,t) = u(m,t) = 0.
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8. Supéngase que u = u(z,t) satisface la ecuacién de ondas uy = aug,, a > 0, y sea
v(x,t) = u(x,ct). Determinese ¢ > 0 de forma que v(z, t) satisfaga la ecuacion de ondas
con a = 1, es decir, vy = Vyy.

9. Utilicese el método de conservacion de la energia para probar la unicidad del siguiente
problema
Uy — Uy = G(2,t), x€(0,0), t>0,
U(.I,O):f(fl?), U’t(xao):g(x)
um(ovt> :p(t)v uw(& t) = Q(t)'
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Capitulo 6

Ecuacion del calor

La ecuacién del calor es una EDP que aparece al estudiar el flujo de calor en un cuerpo
térmicamente conductor y se dedujo en la seccién [I.1.3] Fue planteada en un trabajo de gran
relevancia historica por Fourier en 1811. En su versiéon unidimensional, se trata de estudiar
una varilla cilindrica delgada, de manera que podemos suponer que la temperatura es la
misma en cada seccién transversal del cilindro. Supondremos que la varilla tiene longitud ¢,
que esta situada sobre el eje X, entre los puntos x = 0y x = £ y que la temperatura es 0°
en los extremos. La funcién u(z,t) representa la temperatura en el instante ¢ de un punto
de la varilla situado a una distancia x del origen. La formulacién general de la ecuacion del
calor viene dada por la siguiente EDP de tipo parabdlico junto con condiciones de contorno
y condiciones iniciales:

ou 9%u
ot Pow
u(z,0) = f(z), = €(0,0), (6.1)

u(0,t) =u(l,t) =0, t>0.

En este problema, f(z) representa la temperatura inicial y /5 es una constante que depende
de parametros fisicos: densidad, conductividad, calor especifico, etc.

6.1. Solucién mediante separacién de variables

Hemos visto con anterioridad, en la seccién dedicada al principio del método de separacion
de variables, que la solucion formal del problema anterior es:

u(z,t) = ;;1 cnefﬁ(%ﬂﬁ sen <n7g:c) : (6.2)

donde
¢
Cp = 2/ f(s)sen (W> ds, neN. (6.3)
¢ Jo 14
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Ejemplo 6.1. Encuéntrese la solucién del siguiente problema del calor

ou_ o
ot 0x%
u(z,0) =100, =z € (0,m),

u(0,t) = u(m,t) =0, t>0.

Los coeficientes dados por (6.3)) son

200 0 sin es par,
cn = ——(1 —cosnm) = { 400
nm —— sin es impar.
nm
La soluciéon es entonces
400 &
u(x 7 Z 2n — ¢ ~Cn=1D% gon (20 — 1)z

En la figura se han considerado las sumas parciales del desarrollo anterior

un(z,t) = — > Cr— e~ D’ sen (2n — 1)z, (6.4)

con N = 10, y se han dibujado las soluciones aproximadas para distintos valores de . Notemos
que en este ejemplo la temperatura decae a 0 cuando t — oo, debido al rapido decrecimiento
de la funcién exponencial que aparece en la solucién. Desde el punto de vista fisico, esto
también es claro ya que los extremos de la varilla estan a 0° y no hay ninguna fuente interna
de calor. El fenémeno de Gibbs que se aprecia claramente para t = 0, desaparece rapidamente
segin aumenta t. Ademéds, desde valores de ¢ relativamente pequenos (aproximadamente,
t > 0.5), las curvas obtenidas con la suma de varios términos de no se distinguen
apenas con las curvas obtenidas con el primer modo normal (N =1 en (6.4)):

uy(z,t) = — e 'senw. <

Notemos que la temperatura obtenida cuando t — oo sera una funcién que depende solo
de x. A esta solucién se la llama solucion estacionaria. En el ejemplo anterior es la funcion
constante igual a 0.

6.2. Condiciones de contorno no homogéneas

Desarrollamos aqui un procedimiento para resolver una ecuaciéon del calor en la que las
condiciones de contorno no son homogéneas. Este procedimiento es exportable a otro tipo
de problemas, siempre y cuando la EDP asociada sea lineal. En general, sea v(x) la solucién

. . .y . . v
estacionaria de una ecuacion del calor. Como no depende del tiempo, se tiene que — = 0.

ot
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120

120}
100} — t=0
100}

80 t=0.1
60 H — t=0.5
40 — t=1

— t=1.5
20
— t=2

0.0 05 1.0 1.5 2.0 25 3.0 0.0 0.5 1.0 1.5 20 25 30

Figura 6.1: En la izquierda, la distribucién de temperaturas en el ejemplo [6.1] para distintos
valores de ¢ (suma parcial con N = 10 en (6.4)). En la derecha, la aproximacién de la
temperatura por el primer modo normal u(z,t).

0*v
Por tanto, al sustituir en (6.1]) se tiene que 92 0, luego v(x) = Az + B. Las constantes A
x

y B se determinan por las condiciones auxiliares (o de contorno). Por ejemplo, pensemos en
una ecuacion del calor donde las temperaturas en los extremos son u(0,t) = 11 y u(l,t) = Ts.
Entonces, la solucién estacionaria debe cumplir v(0) =Ty = By v(¢) =Ty = Al+ B. Y, por
tanto, dicha solucién estacionaria es la recta que pasa por los puntos (0,71) y (¢,T3), es decir

Ty —T;
v(x) = 2€ Lr 4T (6.5)

La situacién anterior nos lleva a resolver la ecuacion del calor con condiciones de contorno
no homogéneas dada por

ou ﬁ(‘?Qu
ot oz
u(z,0) = f(z), = €(0,0), (6.6)

u(O,t) = Tl, U,(E, t) = TQ, t Z 0.

En lugar de aplicar el método de separacion de variables directamente, consideramos la
solucién estacionaria v(x) definida en (6.5 y hacemos el cambio de variable

2(z,t) = u(z, t) — v(x).

Entonces, z; = Uy, 2Zze = Uy, 2(0,8) =0, 2(¢,t) =0y 2(x,0) = f(z) — v(x). Tenemos que
resolver por tanto un problema homogéneo en z con distinta funciéon de temperatura inicial

0z 0%z
o~ Po
2(2,0) = f(z) —v(z), =€ (0,0), (6.7)

2(0,t) = z(¢,t) =0, t>0.
Si z(z,t) es la solucién de (6.7)), entonces u(z,t) = z(z,t) + v(z) es la solucién de (6.6)),
de manera que

T =1
14

0 nm 2
u(z,t) = e+ T+ ) cne_’g(T) "sen (TWC) :

14

n=1
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Cp = ?/De(f(s) —v(s))sen <m£8) ds. (6.8)

Ejemplo 6.2. (Problema de contorno no homogéneo.) Encuéntrese la solucién del siguiente

donde

problema del calor

ou  d%u

ot Oz
u(z,0) =100, x € (0,m),

u(0,t) =0, w(mt)=100, t>0.
100z

Como la solucién estacionaria es v(z) = —— y los coeficientes dados por son
s
200 .,
¢, = —, entonces la solucion formal del problema es:
nm

100z 200 &1 _ s,
72*6 Sen nx.

u(z,t) =

Como podemos comprobar, cuando ¢ — oo, la solucién anterior tiende a la solucién estacio-

naria: 100
e _ :r _
Jim u(z,t) = — = v(x).

Ahora bien, como la imposicién de condiciones iniciales y de contorno puede impedir que
exista alguna solucion (o reducir el rango de posibles soluciones), jes cierto que u(x,0) = 1007;

es decir,

100z 200
1100 = —2 Zsen”x, 0<a<n?

™

Reconociendo la serie infinita como la serie de Fourier de la funcién «diente de sierray,

figura [6.2]

X.sennr T—X
Z = , O<z<m,
— 2
obtenemos 100 900
u(z,0) = x+—ﬂ2x:100, para 0 <z <.
s
Luego, la respuesta es afirmativa. |

NN NANEN
AN VA A A

Figura 6.2: Funcion «diente de sierra» f(z) = %, 0 <z <27
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La situacion anterior se da frecuentemente en problemas de flujo de calor. Observamos
que la solucién u(z,t) consiste de dos partes: la serie infinita, que depende de x y de t, y
la parte restante v(x) que depende solo de z. A partir del término exponencial de la serie
infinita, vemos que la serie se aproxima a cero cuando t — +o00. Esta parte de la solucion se
llama solucion transitoria porque pasa rapidamente.

De nuevo, notamos que debido a que el factor n? aparece en la exponencial de la serie, los
términos disminuyen rapidamente en tamano, incluso para valores pequenos de t. Por tanto,
a menudo podemos obtener una buena aproximacion del término transitorio tomando solo
uno o dos términos. La otra parte de la solucién, v(x), no varia con el tiempo y es la solucién
estacionaria.

6.3. Otras condiciones de contorno

Hasta ahora hemos considerado la ecuacion del calor asociada a varillas con temperaturas
constantes en los extremos. En muchas aplicaciones fisicas las condiciones de Dirichlet que
aparecen en el problema pueden variar, de manera que las funciones que aparecen en la
solucién de la ecuacion del calor también cambien. Veamos a continuacion algunos ejemplos.

1. Una varilla de longitud ¢ con los extremos aislados, es decir, no hay transferencia de
calor hacia el entorno. Esto nos lleva a condiciones de Neumann de la forma

uz(0,t) = u,(¢,t) =0, t>0.

2. Una varilla de longitud ¢ con un extremo a temperatura constante y el otro irradiando
calor al entorno de forma proporcional a la temperatura:

uw(0,t) =11, u.(l,t) =—ku(l,t), t>0.

Este tipo de condiciones de contorno se generalizan a condiciones de Robin dadas por
condiciones de contorno lineales del tipo

Au(zg, t) + Bug(zo,t) = h(t), t>0.

3. Ecuacion del calor en un anillo circular delgado y aislado del entorno. El problema
puede interpretarse en una dimension tomando la variable x como la longitud de arco.
En este caso, las condiciones de contorno son periddicas, esto es,

u(—m,t) =u(m,t) =0, wu,(—m,t)=u.(m,t)=0, t>0.

Las condiciones de contorno determinan el tipo de funciones que hay que utilizar para
construir la solucién. En las secciones anteriores, la soluciéon se expresa como una serie de
Fourier en senos (serie senoidal de Fourier). Aqui, la solucién se expresa como serie de
Fourier en cosenos (serie cosenoidal de Fourier) u otros desarrollos relacionados conocidos
como series de Fourier generalizadas.
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Ejemplo: la ecuacion del calor en una varilla con extremos aislados

Si nos centramos en el caso de una varilla con los extremos aislados, problema de contorno
con condiciones de Neumann, vemos que la solucion se expresa mediante una serie cosenoidal
de Fourier. Asi, consideramos el problema del calor

ou 0%
ot = Pour
u(z,0) = f(z), x€(0,0),
Uz (0,t) = u,(€,6) =0, t>0.

Para aplicar separacion de variables, suponemos que la EDP tiene una solucién de la
forma u(z,t) = X (x)T(t). Por tanto, se tiene que cumplir

X'(x) _ T(t)
X(z)  BT(t)

donde X es la constante de separacion. Fijando entonces A, se tienen dos EDO:

:A7

X" (x) = AX(2) y T'(t) = BAT(1).
Como u(z,t) = X (x)T(t), las condiciones de contorno dan lugar a
X'(0)=X'(¢) =0,
que, al combinarlas con la EDO correspondiente a X (x), conduce al problema de contorno
X"(z) = AX (2); X'(0) = X'(¢) = 0. (6.9)

Para resolver el problema de contorno , empezamos con la ecuacién auxiliar r2—\ = 0
y consideramos tres casos:

Caso 1: A > 0. Las raices de la ecuacién auxiliar son r = £v/), de modo que la solucién
general de la EDO que aparece en es

X(l’) = C’leﬁz + Cge*ﬁ:”.
Para determinar C y C, recurrimos a las condiciones de contorno
X(0)=VMCi=C) =0y X'(0)=VA(Cre™ — e V) =0,

de forma que si Cy = (1, tenemos que C (e\fM — e_ﬁe) =00 C (62\5( — 1) = 0. Como
hemos supuesto que A > 0, resulta e2VAl_1> 0. Porlo tanto, C7 = Cy = 0. Por consiguiente,
no existe solucion no trivial de para A > 0.

Caso 2: A = 0. Aqui » = 0 es una raiz real doble de la ecuaciéon auxiliar y la solucion

general de la EDO es entonces
X(.T) = Cl + CQJ,’.
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Las dos condiciones de contorno dan la misma condiciéon Cy = 0. Por tanto, existen soluciones
no triviales del problema de contorno para A = 0, las funciones X (z) = Xy(z) = C4.

Caso 3: A < 0. Las raices de la ecuacion auxiliar son r = 4iv/—\, de modo que la solucién
general de la EDO que aparece en es

X(z) = Cycos V—=Az + Cyseny/—\z.
Ahora las condiciones de contorno de conducen a
Cy=0, —Cysen V=Ml + Cycos V=l =0.
Por tanto, C; senv/—\ ¢ = 0 y, en consecuencia, senv/—A ¢ = 0 o C; = 0. Ahora bien,

senvV -\l =0 & vV —A{ = nm, donde n es un entero.

2
Por consiguiente, tiene una solucién no trivial (C # 0) cuando A = — (%) ,neN,y
sus correspondientes funciones propias son:

nwx
X(z) = X, (z) = a, cos (£> ., neN,
donde los coeficientes a,, son constantes arbitrarias distintas de cero.

Ahora, podemos agrupar los casos A =0y A < 0 en A <0, de manera que

nmwx

)\n:—(n;)Q y Xn(x):ancos(g), n € NU{0}.

2
A continuacién, consideremos la segunda EDO, T"(t) = SAT'(t) con A = — ("7”) ,

2
T+ 6("F) T =0,
cuya solucion general es
nr\2
T.(t) = be P () ' neNu{o},

donde los valores b,, son constantes arbitrarias distintas de cero.
Antes de imponer la condicién inicial, utilizamos el principio de superposiciéon y tomamos
asi una combinacion lineal de todas las soluciones producto de la EDP. Asi,

u(w,t) =co+ Y cnefﬁ(%ﬁ Ccos (mgw) => cnefﬁ(%ﬁ Ccos (m;:) : (6.10)
n=1 n=0

donde ¢,, es una constante arbitraria distinta de cero.
La condicion inicial u(x,0) = f(z) se cumple si

nmwx

= 3 n —, 0,7.
f(x) co+nz::10 cos( g) para x € [0, /]
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Finalmente, para completar la solucion, necesitamos determinar los coeficientes ¢, con

neNU{0}:

cozzfogf(s)ds, cnzi/oef(s)cos(nzs>ds, n € N. (6.11)

Existe una diferencia significativa entre las soluciones de la EDP para A < 0 y la solucién
para A = 0. Todas las soluciones para A < 0 decaen exponencialmente con el tiempo, mientras
que la solucién para A = 0 permanece constante en el tiempo. Asi, a medida que ¢ tiende a
infinito, la solucién (complicada) en serie infinita se aproxima al estado estacionario,

. 1 rt
tllglo u(z,t) =co = ?/0 f(s)ds.

No solamente es constante la temperatura en equilibrio ¢y, sino que esta constante es la media
de la distribucién inicial de temperaturas.

Interpretacioén fisica. A partir de la ley de conservacion de la energia térmica de la varilla,
se sigue que la energia térmica debe permanecer constante como consecuencia de que ambos
extremos estan aislados. Si denotamos la energia térmica total de la varilla como

¢
/ u(zx,t) dx,
0

se sigue que

jt/oeu(x,t) dr = /Ogut(x,t) de = 5/; Uge (2, 1) dz = B (ug(l, 1) — uy(0,1)) = 0.

(La primera igualdad se da porque los extremos de integracién son constantes y el integrando
continuo. La tercera igualdad se da porque u, tiene derivada continua.) Por tanto, f(f u(zx,t)dx
no depende de t, de manera que se conserva a lo largo del tiempo y la energia térmica inicial
debe ser entonces igual a la final (1imy_,).

Como u(z,0) = f(x), la energia térmica inicial es

/Ozu(x, 0)dr = /Oe f(x)dx,

mientras que la energia térmica en equilibrio es f(f Cdx = CY, puesto que la distribucién
de temperaturas en equilibrio es una constante u(z,t) = C. La constante C' se determina
igualando estas dos expresiones para la energia térmica total, f(f f(z)dx = C¥. Despejando
C', vemos que la tnica solucién de equilibrio debe ser u(z,t) = C = % f(f f(z)dzx, es decir,
el promedio de la distribucién inicial de temperaturas. (Por tanto, la condicién inicial no se
olvida por completo.)

Ejemplo 6.3. Encuéntrese la solucion del siguiente problema del calor

du 0*u
g _ gy 2
ot ox?’

u(z,0) =1+senz, z€(0,m),
uz(0,t) = uy(m,t) =0, t>0.
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Los coeficientes dados por (6.11) son

Co

Cn

_ 260+ (=D") _
Cornt—10n2+9

1 7 4
(1 38)ds =1+ —
7T/0< + sen” s) ds +37r’

2 T
—/ (1 + sen® s) cosns ds
7 Jo

0, sin esimpar,
24

La solucién es entonces

TP = )2 = 1)’ si n es par.
4 24 & 1 2
t = ]_ —_— RN —96 n-t 2 .
uz,t) v 3 T nz::l (4n? — 9)(4n? — 1) ¢ cos(2n)

Cuando t — 00, la solucién anterior tiende a la solucion estacionaria:

4
lim u(z,t) =14+ — = co.

t—o0 T

La serie converge uniformemente a una temperatura constante.

6.4. Meétodo de la energia y unicidad de solucién

129

Como para la ecuacién de ondas, podemos utilizar un razonamiento de energia para la

unicidad de solucién de la ecuacion del calor.

Ejemplo 6.4. La idea es probar que el problema de Dirichlet no homogéneo,

tiene solucién tnica si el correspondiente problema homogéneo (G(x,t)

U — By, = G(z,t),
u(x,()) = f(aj)v T (076)7

w(0,8) = g(t), u(l,t) = h(t), t>0,

g(t) =0y h(t) =0) solo tiene como solucién la nula.

Sean u; y ug dos soluciones del problema anterior y w = u; — uy con

Wy = waam
w(z,0) =0, x€(0,0),
w(0,t) =w(l,t) =0, t>0.

Definimos la integral de energia del problema como

E(t) == /(fw(x,t)2 dx.

Recordamos que la idea del método se basa en el principio de conservacion de la energia:

E(t) = constante.
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E'(t) = jt (; /(fw(ac,t)2 dat) = /(fw(x,t)wt(x,t) dx = B/ng(x,t)wm(:c,t) dx,
aplicando partes,
y(x,t) = w(x,t), dy = we(z, t)dr; dz = we(z,t)de, z(x,t) = w,(x,t),
y teniendo en cuenta que w(0,t) = w(¢,t) = 0, se sigue que

E'(t) =8 | w(z, t)w.(z, )= —/OE wy(r,t)*dr | = -3 /Oé wy(x,t)* dr < 0.

=0

>0

Luego, E(t) es decreciente.

Ahora, como E(0) = %f(fw(x, 0)2dx =0y E(t) > 0, entonces E(t) = 0, para todo t. En
consecuencia, w(zx,t) =0y u(z,t) = us(z,t), para todo t. Por lo tanto, uy(x,t) = us(z,t) y
la solucién es unica si existe. <

6.5. Meétodo del desarrollo en autofunciones

Hasta ahora solo hemos considerado el método de separacién de variables para resolver
EDP de segundo orden. Recordamos que, para aplicar este método, la EDP tiene que ser lineal
y homogénea. Ademads, los problemas tienen que estar formulados mediante condiciones de
contorno lineales y homogéneas. Sin embargo, ya sabemos que algunos problemas no tienen
condiciones homogéneas.

En la seccién [6.2) hemos visto como podemos proceder si las condiciones de contorno son
no homogéneas e independientes del tiempo. Si ahora permitimos que en el problema del
calor la temperatura en los extremos de la varilla varie en el tiempo, entonces las condiciones
de contorno lineales no homogéneas dependen del tiempo y ya no podemos utilizar el método
de separacién de variables. En este caso, resolvemos el problema mediante el método del
desarrollo en autofunciones que describimos a continuacion.

Consideramos el problema del calor dado por

ou 9%u

Do

u(z,0) = f(z), =€ (0,0),

U(Ovt) = gl(t)v U(f,t) = gQ(t)> t=>0.

En general, el problema anterior puede reducirse a otro con condiciones de contorno ho-
mogéneas con un cambio de funcién. Por ejemplo, buscando una funcién r(z,t) tal que
r(0,t) = g1(t) y r((,t) = g2(t).

Notemos que r(x,t) no tiene por qué ser la temperatura estacionaria. Una posibilidad (no
la tinica) es:

(1) = (1) + 5 (ga(t) = 92 (1))
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Otras opciones para r(x,t) dan lugar a soluciones equivalentes (pag. 373 de [11]).
Si hacemos la diferencia entre la solucién deseada u(z,t) y la funcién elegida r(z,t),

z2(x,t) = u(x,t) — r(x,t),
entonces

zi(x,t) = w(z, t) — r(z,t) y Zpa (T, 1) = Upy (2, 1) — rpp (T, 1),
lo que conduce al problema

G(z,t)
—

0z 0%z o*r  Or

ot~ Vorr TP T ot

2(x,0) = f(z) —r(z,0) = fi(z), x€(0,0),
2(0,t) = z((,t) =0, t>0.

Asi, observamos que los efectos producidos por el cambio son tres: las condiciones de contorno
se transforman en homogéneas, la temperatura inicial se modifica de f(x) a fi(x) y la EDP es
ahora no homogénea con término independiente G(x,t), de manera que no podemos aplicar
el método de separacion de variables. Notemos que si la EDP inicial es no homogénea con
término independiente G(x,t), podemos hacer el mismo cambio de variable, puesto que este
nos conduce a una nueva EDP no homogénea con término independiente G4 (z,t) distinto de
G(z,t), pero de la misma forma.
A continuacién, nos centramos en resolver el problema:

0z 0%z
- /6@ + G(x,t),
2(x,0) = fi(z), =z € (0,£), (6.12)

2(0,t) = z(¢,t) =0, t>0.

Resolvemos ((6.12)) mediante el método del desarrollo en autofunciones. Para ello, en primer
lugar, consideramos los autovalores y las autofunciones del problema homogéneo asociado,

0z 0%z
o~ o
Z(CL’,O) = fl(‘r)7 S (Oaf)a
2(0,t) = z(¢,t) =0, t>0,

que hemos visto anteriormente que son respectivamente:

2
)\n:_(ngr) y X,(z)=sen (T), n € N.

Si cambiamos las condiciones de Dirichlet, z(0,t) = z(¢,t) = 0, por otras, obtenemos otras
autofunciones, pero podemos aplicar el mismo procedimiento.
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El método del desarrollo en autofunciones para resolver (6.12)) consiste en desarrollar la
solucion z(z,t) de (6.12)) en serie de las autofunciones asociadas, de manera que

= 2 X (2)V, (), (6.13)

donde X, (z) = sen (””) y las funciones V,,(t) quedan por determinar (no tienen por qué
coincidir con la solucién T,,(t) de la EDO T"(t) = SAT(t) del caso homogéneo). Y, por tanto,
z(x,t) tendrd una serie de Fourier generalizada.

La funcién z(z,t) asi definida satisface las condiciones de contorno de (6.12)). Para que se
cumpla la condicién inicial de ((6.12), vemos que

fi(x) = 2(x,0) = ixn(x)vn(()) _ isen (”7) V,(0),

de manera que V,,(0) son los coeficientes del desarrollo en serie senoidal de Fourier de fi(x)
o de las correspondientes autofunciones ortogonales X,,(x) que pudieran resultar:

/fl
/X2

En el caso que nos ocupa,

fi(s fi(s) sen s
L fsenés) fhmie

Para que se cumpla la EDP, vemos que

2t — an(x)V,@)
- i X (2) Vi (t) = 2 An X (2)Va (1),

T AnXn
— BZps = ZX — BVt Z = G(z,t)
Cn(t) e

y, para obtener C,(t), las funciones X, (z) han de ser ortogonales:

/0 "G5 1) X, (5) ds

/OZXZ(S) ds

Cn (t) =

En el caso que nos ocupa,

. /OeG(s,t)Xn(s) a5 /Of(;(s,t) sen (”Z‘S> ds /OEG(SJ) B (ms) N

14

7 7 =
/ X2(s)ds / sen” <n7rs) ds ¢
0 0 14
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Una vez encontradas C,,(t), resolvemos el problema de valor inicial (abreviadamente, PVI)
dado por
Va(t) = BAVa(t) = Cu(t),

‘ fi(s)Xn(s)ds

/OKXZ(S) ds

Notemos que, si G(x,t) = 0, entonces C,,(t) = 0 y el PVI anterior se reduce al que sale en el

V,(0) = /0

método de separacién de variables.
A partir de las soluciones del PVI anterior, ya podemos escribir z(z,t) de la forma (6.13))
y, en consecuencia, obtener la solucién del problema no homogéneo original dada por

u(x,t) =r(x,t) + 2(x,t) = g:(t) + %(gg(t) —q1(t)) + z(z, t).

Ejemplo 6.5. Encuéntrese la solucion del siguiente problema del calor

@ = @ + e tsen 3x
ot Ox2 ’
w(z,0) =0, x¢€(0,7),

w(0,t) =0, wu(mt)=1, t=>0.
Hacemos z(z,t) = u(z,t) — r(z,t) con r(x,t) = L y resolvemos
m

0z 0z

E = @ +e SGD?)ZL’,

22,0) = -2, z€(0,7),
m

2(0,t) = z(m,t) =0, t>0.

Los autovalores y autofunciones del problema homogéneo asociado son respectivamente:

2

A=-n"y X,(z)=sennz, neN.

Buscamos ahora - .
2z, t) =D V() Xn(z) =D Va(t) senna

n=1 n=1

tal que
T [e.9]
—= =2z(z,0) = >_ V,(0) sen na,
7r

etsendr =2z — 2y = Y (V,{(t) + n2Vn(t)) sen n.

n=1

De la primera expresion se sigue

Va(0) = 2/(: <—S> sennsds = g <Cosnﬂ> _ 2(_1>n’

™ ™ ™ n
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y de la segunda
Vi) +9Vs(t)=e" vy V() +n*V,(t) =0, n#3.

Y, en consecuencia, tenemos que resolver los dos siguientes PVI:

VI(t) +9V5(t) = e, VI(t) +n?V,(t) =0, n#3,
-2 2(—1)"
V3(0) = — =
3( ) 371" Vn(o) i )
cuyas soluciones son respectivamente
e ¥ 8t 2(=1)" 2
‘/;),(t):%(ZSﬁe —3r—16) Valt)==——e™ n#3.

Por tanto,

Ho,t) = Xa(@)Valt) + 3 Xa(e)Valt)

n=1
n#3

1 > 2(=1)" 2
= 54 (37T e 31 — 16) sen 3ze Y 4 Z (=1 sennre ™,
s

— nm
n#3
u(x,t) = z(x,t) +r(z, t)
= ; + - (37r eS8 37 — 16) sen3ze % 4+ nz::l (mT) sennze ! <
n#3

6.6. Ejercicios

1. Dediizcase la ecuaciéon del calor unidimensional a partir de las leyes de conservacién de
la energia.

2. Resuélvanse por el método de separacion de variables los siguientes problemas con
condiciones de contorno de tipo Dirichlet:

w = 1Tuy,, x€(0,m), t>0,

a) Qu(r,0)=0, 0< 2 <7/2 wu(z,0)=2, n/2<x<m,
u(0,t) = u(m, t) =0,

Up — Ugy — 4uy, —4u =0, x€(0,7), t>0,

b) Su(z,0) =e 2,

u(0,t) = u(m,t) = 0.

3. Encuéntrense las soluciones de la ecuacion del calor con condiciones de contorno no
homogéneas,
u = Puge, x€(0,0), t>0,
u(z,0) = f(z),
U(O, t) = Tl, u(ﬁ, t) = Tg.
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Determinese la solucién estacionaria e interprétese de forma grafica el comportamiento
de las temperaturas obtenidas para diversos valores de t > 0 si

a) Ty =100, T, =0, (=1, 5 =1, f(z) = 10sen(7z).
b) Ty =100, T, = 100, £ =1, 3 =1, f(z) = 50x(1 — ).
4. Resuélvase la ecuacion del calor con condiciones de contorno de tipo Neumann
Up = Ugg, T € (07 1)7 t>0,

u(z,0) = cos e,

uz(0,t) = u,(1,t) = 0.

5. Resuélvase la ecuacion del calor con condiciones de contorno de tipo Robin:

U = BUyge, € (0,0), t>0,
u(z,0) = f(z),
u(0,t) =0, w(l,t)=—ku(l,t), k>0.

Encuéntrese la solucion y represéntese graficamente en los siguientes casos:

a) t=0=k=1, f(r) =x(1—x).
b) t=m,8=1,k=1/2, f(x) = 100.
6. Calculese la soluciéon de las siguientes ecuaciones del calor con condiciones de contorno

de tipo Robin. Analicese la influencia de las condiciones de contorno en los autovalores
y las autofunciones del problema.

U — Uz = 0, x € (0,7), t >0, Up = Uy, T € (0,1), >0,
a) {u(x,0) =0, b) {u(x,0) =100,
u(0,t) =1, uy(m,t) =0, uz(0,t) = —u(0,1), u,(1,t) = —u(l,t).

7. Encuéntrese la solucion de la distribucién de calor en un anillo delgado

u = Py, x€(—=0,L0), t>0,

u(z,0) = f(x),
u(—=0,t) =u(l,t), uy(—0,t) =u,(,1).

Calctilese la solucion y represéntese graficamente en los siguientes casos:

a) L =p=1, f(x) =100.
b l=mpB=1,flr)=zsi0<z<7/2y f(z)=m—asin/2<z<mT.
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Resuélvase el problema

U — Uz = A, x€(0,1), t>0,
u(z,0) = B,
u(0,t) = C, wu.(l,t) =D,

y determinese para qué relacion entre las constantes existe solucién estacionaria.

Resuélvase el problema

U — Uy = G(x,t), x€(0,m), t>0,

u(z,0) = f(x),
Uz (0,t) = ux(m, t) =0,

y hallese la temperatura estacionaria si

a) f(x) = sen? <§) y G(x,t) =et.

1 —cosx

) fw) = —

Utilicese el método de conservacion de la energia para probar que el problema

y G(x,t) =t + cos .

up — Pug, = G(z,t), x€(0,0), t>0,

tiene solucién tnica.
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Capitulo 7

Ecuaciones de ondas y del calor
bidimensionales

En todos los problemas que hemos resuelto hasta ahora la solucién dependia de dos varia-
bles independientes. En este capitulo vamos a ver cémo se aplica el método de separacién de
variables para resolver problemas con tres variables independientes. En concreto, lo haremos
para las ecuaciones de ondas y del calor, estudiando las vibraciones de una membrana con
forma rectangular y la distribucion de temperaturas en una placa, respectivamente. También
aparecen problemas con mas de dos variables independientes en otros modelos relacionados
con estas dos ecuaciones.

7.1. Ecuacion de ondas bidimensional

Sea una membrana elastica sujeta a un marco rectangular de tamano a x b y fijada por
los bordes (figura[7.1). La membrana comienza a vibrar mediante desplazamientos verticales
y después se suelta. El valor de u(x,y,t) representa la deformacion (altura) de la membrana
en un punto de coordenadas (z,y) y en un tiempo t. Las vibraciones de la membrana estan
dadas por la siguiente EDP con condiciones iniciales y de contorno:

P (0
ot? ox?  Oy?
u(z,y,0) = f(z,y) (forma inicial de la membrana),

>, O<z<a, O0<y<bd t>0,

w(z,y,0) = g(z,y) (velocidad inicial de la membrana),
u(0,y,t) =u(a,y,t) =0, 0<y<b t>0,
u(z,0,t) =u(z,b,t) =0, 0<x<a, t>0,

Aplicamos el método de separacion de variables para buscar una solucién de la forma:
u(z, y,t) = X(x)Y (y)T(t).
Derivando y sustituyendo en la EDP, obtenemos

X (@)Y ()T"(t) = (X" ()Y ()T (t) + X (2)Y"(y)T(1))
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Figura 7.1: Forma inicial de una membrana con los bordes fijados.

y dividiendo ambos lados de la igualdad por ¢ X (z)Y (y)T'(t), tenemos
() _ X"(x)  Y'(y)

ATy X(z)  Y(y)

Como el lado izquierdo es una funcién solo de ¢ y el lado derecho es una funcién solo de

x e y, ambos lados deben ser igual a una constante. Teniendo en cuenta ahora lo ya visto
para el método de separacion de variables, podemos considerar solo constantes de separacion
negativas, puesto que las no negativas solo conducen a soluciones triviales. Asi,

Tl/(t) Xl/(x) Yl/(y)
= —k? = —k? k>0
IT() YW TV =0
de manera que la primera ecuacién es
T"(t) + k*T(t) = 0
y la segunda
X”(ZE) B _Y”(y) i
X(z) Y(y)
De la tdltima ecuacién inferimos que
X"(x) 2 Y"(y) 2 2
=—u e - — k" =—p p>0),
X(a) i =0

X"x)+p*X(@x)=0 e Y'(y)+rY(y)=0 con v*=k*—p’
De nuevo, consideramos solo constantes de separacién negativas porque las no negativas solo
conducen a soluciones triviales.
Separando ahora variables en las condiciones de contorno, llegamos a las ecuaciones:
X"(x) +p*X(x) =0 con X(0)= X(a)=0,
Y'(z) +1*Y(y) =0 con Y(0)=Y(b) =0,
T'(t) + kK*T(t) =0 con k* = p* + 12

Notas de ecuaciones en derivadas parciales
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Las soluciones generales de las tres EDO son respectivamente:

X (x) = C cos px + Cy sen p,
Y (z) = Dy cosvz + Dysenvu,
T(t) = By cos(ket) + Eysen(ket) con  k* = p* + 02

A partir de las condiciones de contorno para X e Y, obtenemos:

Cy=0, Cysenpa=0, D;=0, Dsysenvb=0.

Entonces,
mm nmw
W= b = —, V="Vy= "7, maneNv
a b
Y mnx n
7 7
X (z) = sen ( ) e  Y,(y) =sen (by> .
a

Notemos que si m = 0 o n = 0, las soluciones son idénticamente cero y carecen de interés.
También elecciones negativas de m y n cambiarian solo los signos de las soluciones, de manera
que no contribuyen a nuevas soluciones.

Para m,n € N, tenemos

mm\ 2 nm\ 2 m n
’“:kmvn:v”?n”%:ﬂa) () =t

y entonces

m?  n?

T(t) = Tinn(t) = Com cos(Amnt) + Dipnsen(Apmnt) con  App = Ckpp =cm — + i
a
Los valores de A, , se llaman frecuencias caracteristicas de la membrana. En contraste con el
caso unidimensional de una cuerda vibrante, las frecuencias caracteristicas no son multiplos
enteros de alguna frecuencia basica.
Por tanto, las soluciones que satisfacen la EDP y las condiciones de contorno son los

productos

mmrx
Umn(T,y,t) = sen < > sen

<n7ry> (Crn €08(Amnt) + Doy sen( Ay nt)) -
a

b

Las funciones u,,, se llaman modos normales de la ecuaciéon de ondas bidimensional.

Para encontrar una solucién que satisfaga también las condiciones iniciales, recurrimos a
la generalizacién del principio de superposicion, sumamos todas las soluciones productos y
construimos la solucién formal

w(z,y,t) =D D> Umn(z,y,1)
n=1m=1
= Z Z sen <m7rx) sen (mbry) (Crun €08(Amnt) + Diypsen(Apnt)) .
n=1m=1 a
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Buscamos ahora los coeficientes Cy, , ¥ Dy, @ partir de las condiciones iniciales

A partir de la condicién inicial u(zx,y,0) = f(z,y), obtenemos

T nm
u(z,y,0 Z Z Chpn s€D < ) sen (y) (7.1)
n=1m=1 a b
La clave para calcular los coeficientes C,,, estd en observar que las funciones de
(mmc) <n7ry
sen sen | — |,

> son «ortogonalesy sobre el rectangulo [0, a] x [0, b]; es decir
a
b ra mmx nmy m'mx n'my
/ / sen < ) sen () sen sen dzxdy
o Jo a b a b
a mmx m'rx b nmwy n'my
= / sen ( ) sen dz / sen () sen dy
0 a a 0
0 .

flx,y) =

b
st (m,n) # (m',n),
= ab
T si (m,n) = (m',n'),
puesto que la primera y la segunda integrales son respectivamente

. : /
S1 m;&m” 0 si n%n,
: / y b
S1. m=m,

Multiplicando ahora ([7.1]) por sen (nm) sen
a

(b)’ integrando sobre el rectangulo [0, al
[0, 0] ¥ utilizando las propiedades de ortogonalidad, obtenemos

Com = b/ / x,y) sen ( ) sen <n;ry> dxdy. (7.2)
La serie con los coeficientes se llama serie senoidal de Fourier doble de f(x,vy)

Anéalogamente, utilizando la segunda condicién inicial, u(z,y,0) = g(z,y), como

(x,y,t) = Z Z sen (mwm) sen (mry

) A (—Crmn s€n( Ay pnt) + Do c0s( A nt))

e o

n=n.

tenemos

g(r,y) =

b
n=1m=1
Apoyandonos de nuevo en las propiedades de ortogonalidad, obtenemos

4 b ra mnx
Dmn — / / y <
’ abMy,n Jo Jo 9(z,y) sen

(x,y,0 Z Z Dy A sED (m x) sen (W> )

—= | dzxdy. 7.3
o) en () o (73)
Finalmente, la solucion formal del problema inicial es
u(z,y,t) Z Z mn COS(Amnt) + D sen( Ay, ,t)) sen (mﬂq;) sen
n=1m=1

(nﬂy)
a b )’
donde A, ,, = cmy/ 7:—22 + 2—22 y los coeficientes Cy, . v Dy SON COMO €n y (7.3)

Para justificar la convergencia de la serie que aparece en , enunciamos el teorema de

1 i
representacion de la serie senoidal de Fourier doble que se aplica a funciones continuas con
primeras y segundas derivadas parciales continuas en x e y

Notas de ecuaciones en derivadas parciales
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Teorema 7.1. (Representacion en serie senoidal de Fourier doble, [3]) Supongamos que

f(z,y) estd definida para todo 0 < x < a, 0 <y < b y es continua con primeras y sequndas
derivadas parciales continuas en x e y. Entonces, tenemos el desarrollo en serie senoidal de

f(zy)=>_ > Cpnsen (mwx) sen (mbry) :
n=1m=1 a

donde los coeficientes de la serie senoidal de Fourier doble C,,,, estdn definidos en (7.2)).

Fourier doble

7.2. Ecuacion del calor bidimensional

Consideramos ahora la ecuacion del calor bidimensional con condiciones de contorno ho-
mogéneas. Este problema del calor bidimensional modeliza la distribucién de temperatura en
una placa rectangular delgada con caras aisladas, temperatura cero en los bordes y con una
distribucién de temperatura inicial f(z,y),

ou (0% u
ot ox?  Oy?
u(z,y,0) = f(x,y) (temperatura inicial de la placa),
u(0,y,t) = u(a,y,t) =0, 0<y<b, t>0,

u(z,0,t) =u(z,b,t) =0, 0<x<a, t>0.

), O<z<a, 0O0<y<bd >0,

La solucion del problema, basada en el método de separaciéon de variables y que se sigue,
paso a paso, de la solucién de la ecuacion de ondas bidimensional es:

u(%y;t) = Z Z Am’n sen (m;rx> sen <nzy> efA?n,nt’

n=1m=1

donde

7.3. Ejercicios

1. Resuélvase la ecuacién de ondas bidimensional para a = b = 1, ¢ = 1/7, f(x,y) =
z(x—1)y(y—1) y g(x,y) = 0. Apoyandose en Mathematica (o cualquier otro programa
capaz de realizar representaciones graficas), dibujese el movimiento de la membrana
para diferentes valores de t y para una suma parcial de la serie solucion. Decidanse
cuantos términos incluir en dicha suma parcial comparando el grafico correspondiente
para t = 0 con el grifico de la deformacién inicial f(z,y).
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142 CAPITULO 7. ECUACIONES DE ONDAS Y DEL CALOR BIDIMENSIONALES

2. Resuélvase la ecuacién del calor bidimensional paraa =b=1,c=1/my f(z,y) = 100
grados centigrados. Apoyandose en Mathematica (o cualquier otro programa capaz de
realizar representaciones graficas), dibijense las temperaturas para diferentes valores
de t y para una suma parcial de la serie solucién. Decidanse cuantos términos incluir
en dicha suma parcial comparando el grafico correspondiente para ¢ = 0 con el grafico
de la deformacion inicial f(x,y).

Notas de ecuaciones en derivadas parciales



Capitulo 8

Ecuacién de Laplace

La tercera de las EDP clasicas de la fisica matematica es la ecuacion de Laplace, que es
una EDP de segundo orden eliptica que en coordenadas cartesianas admite la formulacién

Ay = Viy = Ugg + Uyy = 0.

(El operador Au recibe el nombre de laplaciano.) Esta ecuacion aparece en varios ambitos,
fue introducida por Pierre Simon Laplace en 1780 en su trabajo sobre la gravedad y sus
soluciones reciben el nombre de funciones armdonicas. Histéricamente, por las necesidades
de la mecénica newtoniana, estda asociada a la ecuacion del calor bidimensional al buscar
soluciones estacionarias, u; = [(uzs + uyy), que se reduce a ella para v, = 0. En dos di-
mensiones, el potencial gravitatorio newtoniano y el potencial electrostatico vienen descritos
por esta ecuacién (seccién . Esta ecuacién es fundamental en mecanica, electromag-
netismo, probabilidad, la teoria matematica de las funciones armonicas, mecanica cuantica,
biologia, etc. A modo de ejemplo, recordemos que las ecuaciones de Cauchy-Riemann de una
transformacién conforme f(2) = f(x + iy) = u(z,y) + w(z,y) son u, = vy, y uy = —0v,.
Si las derivadas segundas existen y son continuas, podemos derivar la primera igualdad con
respecto a o y la segunda con respecto a y, de manera que Uy, = Vzy ¥ Uyy = —Ugy. Por
tanto, ug, + uy, = 0, que es la ecuacién de Laplace. Luego, la parte real u de una transfor-
macién conforme cumple la ecuacién de Laplace. De forma similar, podemos ver que la parte
imaginaria v de la transformacion conforme también cumple la ecuacién de Laplace.

Al buscar la temperatura estacionaria en la ecuacién del calor unidimensional, u; = Bug,,
hay que resolver u,, = 0, cuyas soluciones son u(z) = Ciz + Cs, puesto que las soluciones
estacionarias son independientes del tiempo. De la misma forma, para problemas indepen-
dientes del tiempo o estacionarios en dos dimensiones, u; = (U, + uy,) en el rectangulo
[0, a] x [0,b], hay que resolver

AU = Uy +uy, =0 con x€[0,a], yel0,b].

En estas circunstancias, en vez de dar la distribucion inicial de temperaturas f(z) a lo largo
de una varilla, como se hizo en el problema del calor, se da la distribucion de temperaturas
en la frontera de la region donde se satisface la ecuacién de Laplace.
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144 CAPITULO 8. ECUACION DE LAPLACE

La ecuacién de Laplace admite un gran niimero de soluciones: u(z,y) = = + y, u(x,y) =
22 — 2 u(z,y) = e W@ y) = log(z? + y?), u(x,y) = e¥cosx, etc. En los problemas
fisicos, la ecuacién de Laplace estd complementada con unas condiciones de contorno, que
son las que determinan la forma de la solucion.

8.1. Ecuacién de Laplace en un rectangulo

Se conoce como problema de Dirichlet en un rectangulo al dado por la ecuacion de Laplace
cuando se especifica u a lo largo del contorno de un rectangulo [0, a] x [0, b]:
Au=0, O<z<a 0<y<b,
u(z,0) = fi(z), wu(z,b) = fo(r), 0<z<a, (8.1)
u(0,y) = 1(y), ula,y) =ga(y), 0<y<b.

La idea habitual que se suele utilizar para resolver este problema es descomponerlo en los
siguientes cuatro subproblemas:

[Pi]: Au=0, u(x,0)=fi(z), u(z,b)=u(0,y)=mu(a,y) =0,
(P]: Au=0, u(xz,b)=fo(x), u(xz,0)=u(0,y)=mu(a,y) =0,
(Ps]: Au=0, u(0,y)=aqn(y), u(z0)=u(zb) =u(ay)=0,
[Py]: Au=0, ula,y)=gs(y), u(x,0)=u(r,b)=u(0,y)=0.

Si u;(x,y) es la solucién del problema [P;], i = 1,2, 3,4, entonces

U(ZE, y) - ul(xa y) + UQ(Z', y) + Ug(l’, y) + U4(ZE, y)
es la solucion del problema de Dirichlet (8.1]). Por tanto, el problema se reduce a determinar
Uy, Uz, U3 Y Ug.
Como los cuatro subproblemas son iguales, resolvemos uno de ellos; por ejemplo, [P»]. Si

aplicamos el método de separacién de variables y hacemos u(x,y) = X (2)Y (y), llegamos al
PVI

X(0) = X(a) = 0.

Los autovalores y las autofunciones del PVI anterior son respectivamente:

2
Ap = — (mr) y X,(z)=sen <n7rx> , neN.
a a

{X”(a:) = AX(x),

A continuacién, resolvemos:
Y'(y) = -\Y(y) con Y(0)=0.

A partir de la EDO anterior, vemos que la ecuacién auxiliar es 2 + )\, = 0, cuyas soluciones
nm .,

son r = ++/—\, = £—, de manera que la solucion general es:
a

nmy _nmy

Y(y) :Yn(y) :Mne @ +Nne Ta

Notas de ecuaciones en derivadas parciales
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Como Y'(0) = 0, entonces M,, = —N,, y, en consecuencia,

nwy _nmy nmy
Y, (y) = =N, (e @ —e a ) = —2N,, senh (a> .

Por tanto, tenemos que encontrar soluciones producto (bésicas) de la forma:

B,, sen (mrx) senh (mry) )
a a

Y superponiendo estas soluciones, obtenemos la forma general de la solucién de [P;]:

z,y) = Bysen (m;x) senh (nwy) :
n=1

a

Ahora solo falta determinar los coeficientes B,,. La condicién de contorno u(z,b) = fo(x),
con 0 < x < a, conduce a

fol) = u(z, b) = gjl By sen (T) senh (””b> .

a

Para cumplir este requerimiento, elegimos los coeficientes B,, senh (’”b) como los coeficientes
de la serie senoidal de Fourier de fy(x) en el intervalo 0 < x < a. Asi,

Bn:—/ fa(s sen( >ds n € N. (8.2)
a senh ( 2z

Resumiendo, la solucién del problema [Ps] es:

= Z B, sen (mmc) senh (mry)
n=1 a

a

con los coeficientes B,, determinados por (8.2).

Ejemplo 8.1. (Estado estacionario en una placa cuadrada.) Determinese la temperatura
estacionaria en una placa cuadrada 1 x 1 con temperatura 100° centigrados en un lado y 0°
centigrados en los otros tres lados. Y, en particular, encuéntrese la temperatura estacionaria
en el centro del cuadrado.

Como a=b=1y fo(x) =100, entonces

u(z,y) = Y _ Bpsen(nmz)senh(nmy),

n=1
con
0 si n es par,
By=—~ / 100 sen(nms)ds = 400 .
senh (nm) ————————  sin esimpar.
nm senh(nm)
Por tanto,

_ 400 & sen((2n — 1)mz) senh((2n — 1)7y)
Z (2n — 1) senh((2n — 1)7)
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Notemos que para y = 1, se obtiene el desarrollo en serie senoidal de Fourier de 100,
coincidiendo con la condicién de contorno. Si 0 < y < 1, denotando p = (2n — 1)m, tenemos,
cuando n — 400, que

senh(py) e —e eV _1 el e P

— o2pytp=2p—py _ op(y—1)

senh p eP —eP e —1ery e ey

y, como ePv=1) P2 0, el cociente de senos hiperbélicos tiende a 0 de forma exponencial,

lo que da lugar a una rapida convergencia de la serie.
La temperatura estacionaria en el centro de la placa se obtiene para x =y =

N[

y (1 1) _ 400 &, sen ((Qn— 1)%) senh ((277,— 1)%)

272 ™~  (2n—1)senh((2n — 1)7)

Teniendo en cuenta senh xz = 2 senh (%) cosh (%) y sen ((Qn — 1)%) = (—1)", se sigue
200

11 il (="
(2 2) HZ:: (2n — 1) cosh ((2n — 1)%) (8'3.)

Si ahora volvemos al problema inicial (8.1)) y calculamos las soluciones de [Py], [Ps] y [P4],
que se encuentran de forma andloga a la de [Ps],

> nmwx nm(b — y)) nws
xr,y) = E A, sen () senh < ., A, = —/ ) sen ( ) ds,
v) — a a asenh ( 2z hs a

= nm(a — ) mry) B 2 b (mrs)
us(z,y) = > Cpsenh (b ) sen( b ) C, = po (2] (n%a) /0 g1(s) sen ; ds,

n=1

> nmx nmy 2 b nmws
ug(x,y) = D,, senh () sen () , D,= 7/ go(s) sen () ds,
4< ) ’]’Lzz:l b b bsenh (mra) 0 2( ) b

ya tenemos completamente resuelto el problema de Dirichlet ({8.1)):

u(x,y) = U’l(x?y) + ug(x,y) + ug(:c,y) + U4($,y).

Ejemplo 8.2. Si consideramos el problema del ejemplo anterior, pero con condiciones de
contorno igual a 100° centigrados en cada lado de la placa, la solucion es claramente u(zx,y) =
100, puesto que cumple la EDP y las condiciones de contorno.

Por otra parte, como podemos descomponer este problema en los cuatro subproblemas
descritos anteriormente, las funciones wuy, uq, u3 y u4 tienen, por simetria, el mismo valor en
el centro (aunque las soluciones no sean exactamente las mismas en el rectangulo), de manera
que si igualamos las dos versiones de la solucion en el centro,

00=u(55) = (55)+m(5y) +u(5s) m(Gs) =1 (Gs)
“\2r3) =" \33) 7" \33 279) T \3 5 21579

obtenemos us ( ) = 25. Luego, asi, logramos encontrar el valor exacto, 25, de la serie (8.3)).

<

11
272

Notas de ecuaciones en derivadas parciales



8.2. EL PRINCIPIO DEL MAXIMO/MINIMO Y UNICIDAD DE SOLUCION 147

8.2. El principio del maximo/minimo y unicidad de so-
lucién

La unicidad de solucién de la ecuacién de Laplace con condiciones de contorno de Dirichlet
se sigue de la existencia de un principio del maximo para la ecuacién de Laplace, cuya
demostracion puede verse en [18] 2§].

Teorema 8.3. (Principio del maximo/minimo para la ecuacién de Laplace.) Si u(x,y) es
una solucion de la ecuacion de Laplace en un dominio acotado D del plano-xy y es continua
en D = DUAD, entonces los valores mdzimo y minimo de u se alcanzan en la frontera 0D.

La unicidad de la soluciéon del problema de Dirichlet se deduce entonces del principio del
maximo/minimo anterior.

Teorema 8.4. (Unicidad de solucion del problema de Dirichlet.) Sea D un dominio acotado
del plano-zy. Si existe una solucion continua del problema de Dirichlet

Au=0en D,

u(z,y) = f(x,y) en 0D,

entonces la solucion es unica.

Demostracion. Sean u; y uy dos soluciones del anterior problema de Dirichlet. La diferencia
w = u; — us es una solucién de Aw = 0. Como w = 0 en JD, entonces los valores maximo y
minimo de w en D son cero por el principio del maximo/minimo, y u; = ug en D. [

Recordamos que la ecuacion de Laplace surge de la busqueda de soluciones estacionarias
de la ecuacion del calor. Asi, como hay principios del maximo/minimo para la ecuacién de
Laplace, también hay principios del maximo/minimo para la ecuacion del calor y podemos
ver entonces la unicidad de esta ecuacién a partir de dichos principios [28§].

8.3. Ecuacién de Poisson en un rectangulo

La ecuacién de Poisson es una ecuacion de Laplace no homogénea

Uz + Ugyy = f('ra y) (84>

y surge de problemas de calor estacionarios con fuentes de calor independientes del tiempo,

asi como de la teorfa del potencial (seccion . Como la ecuaciéon es no homogénea cuando

f(z,y) # 0, no podemos resolverla directamente por el método de separacién de variables.
Nuestro objetivo es resolver la ecuacién de Poisson en un rectangulo,

Au= f(z,y), 0<zx<a, 0<y<b,
z,0) = fi(z), wulz,b) = fo(z), 0<z<a, (8.5)
0,9) =aqi(y), ula,y)=g2(y), 0<y<b
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mediante el método del desarrollo en autofunciones. Para ello, descomponemos el problema
anterior en dos problemas mas simples,

[P]: Au= f(z,y), u(z,0)=u(z,b) =u(0,y) =u(a,y) =0,

[Po] 2 Au=0, u(z,0)=fi(z), u(xd)=falz), uy)=ay), ulay)=_gy),

y, mediante el principio de superposicion, la solucién del problema (8.5 es

u(@,y) = iz, y) + ua(,y),

donde wu;(x,y) es la solucién del problema [P], 1 = 1, 2.

Como [P] es el problema de Dirichlet en un rectdngulo, podemos resolverlo por el método
de separacion de variables, tal y como hemos hecho en la seccion anterior. Por tanto, para
completar la solucién de , solo tenemos que resolver el problema [P;], que es la ecuacién
de Poisson con condiciones de contorno nulas.

A partir de la solucién del problema de Dirichlet en un rectangulo, que es un caso parti-
cular del problema de Poisson cuando f(z,y) = 0, consideramos la funcién

. mmx @
¢m,n(x7y)_sen< a >S€‘H< b >a

que claramente satisface las condiciones de contorno de [P;]. Ademads, si calculamos el lapla-
ciando de ¢y, (7, y), vemos que
nry\ 02
A¢y,, = sen (y) —_— (sen

) g (o (57)) e () 3 o (52)
= () () Yo () (51)
(5 +(9))

constante

de manera que el laplaciano de ¢y, »(x,y) es un multiplo constante de ¢, ,(z,y). Utilizando
una terminologia comun en algebra lineal, llamamos a la constante

(25 )
’ a b
valor propio del laplaciano de ¢y, ,(z,y) y la funcion

(1, y) = sen (m;m) <on (m;y)

es la correspondiente funcién propia (bidimensional). Como el efecto del laplaciano de una
autofuncién es muy simple de describir (multiplica la autofunciéon por una constante), parece
natural tomar como solucién del problema [P;] una serie de autofunciones de la forma

u(x,y) = Z Z Em,n¢m,n($7y)7

m>1n>1
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donde las constantes F,, , quedan por determinar.
Estéd claro que u satisface las condiciones de contorno nulas del problema [P;]. Para que
u cumpla la EDP, hacemos

f(l‘7y) =Au = Z Z Em,n A¢m,n<x7y) = - Z Z Em,n/\m,ngbm,n(xa y)

m>1n>1 m>1n>1
_Am,n¢m,n(x7y)

- L () ().

m>1n>1

de manera que podemos pensar la serie anterior como un desarrollo en serie senoidal de
Fourier doble de f(z,y) y asi

—4 b ra mms nwt
Epn = - /0 /0 f(s,t)sen (a> sen (b) ds dt.

Ya tenemos entonces resuelto formalmente el problema de Poisson (8.5)).

Ejemplo 8.5. Resuélvase el problema de Poisson Au = 1 en el cuadrado [0, 1] x [0, 1], sujeto
a las condiciones de contorno: u(z,0) = u(0,y) = u(l,y) =0y u(x,1) = 100.

Tal y como hemos visto anteriormente, podemos descomponer el problema anterior en
dos,

[P]: Au=1, wu(z,0)=u(z,1)=u(0,y)=u(ly)=0,
(P]: Au=0, wu(x,1)=100, u(z,0)=u(0,y)=u(l,y)=0,

y, mediante el principio de superposicion, obtener la solucién del problema inicial:
U(.CC, y) = 'LLl(-fE, y) + UZ(xa y)a

donde u; (z,y) y us(z,y) son las soluciones de [Py] y [P»], respectivamente.
Como [P;] es el problema de Dirichlet resuelto en el ejemplo sabemos que

400 & sen((2n — 1)mz) senh((2n — 1)7y)
(2n — 1) senh((2n — 1)) ’

asi que solo nos tenemos que centrar en resolver [P].
Teniendo en cuenta lo visto anteriormente, los autovalores y las autofunciones correspon-
dientes a [P;] son respectivamente:

A = (m? + n?)7? y Gmn(T,y) = sen(mmz) sen(nmy).
Luego,
1=—m"Y Y E,n(m?+n?) sen(mnz)sen(nmy),

m>1n>1
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donde

Emn = (m2 +n2 2

G ) ()

0 sim on es par,
= —16
(m? + n2)mnmt

//sen mns)sen(nwt)ds dt

en otro caso.

Por tanto,

Z 3 sen(mmzx) sen(nmy) ‘

wu(@,y) (m? 4+ n?)mn

m>1 n>1
m impar n impar

8.4. Ecuacion de Laplace en regiones circulares

El laplaciano en dos dimensiones y sus versiones en dimensiones mas altas son de crucial
importancia en aplicaciones. Aparecen, por ejemplo, en las ecuaciones de ondas, del calor y
de Poisson. En las secciones anteriores, hemos resuelto estas ecuaciones en regiones rectangu-
lares. Para extender las aplicaciones a regiones circulares, es una ventaja utilizar coordenadas
polares, de manera que la regién y sus contornos tengan expresiones simples. Por ejemplo,
para problemas sobre un circulo, la ecuacién de una circunferencia centrada en el origen y
radio a se reduce a r = a.

El laplaciano en coordenadas polares

Las coordenadas polares (r,0) de un punto en el plano
Y (figura estan relacionadas con las coordenadas rectan-
(z,9) gulares (x,y) mediante las relaciones

xr =rcosb, y =rsenb. (8.6)

0 Para cualquier punto fijo (z,y), r = V22 + y? y hay infi-
nitos valores de 6 que cumplen las igualdades anteriores.

Figura 8.1: Coordenadas Para (z,y) # (0,0), todos estos valores de 6 difieren en
polares en el plano. 27, pero hay un tnico valor de € que esta en el intervalo
(—m, 7). (También se puede utilizar alternativamente el in-

tervalo [0, 27).) Entonces, la transformacion define una correspondencia uno a uno entre
el plano perforado (el plano menos el origen) y el conjunto de pares (r,60) tal que r > 0y
0 € (—m,w|. Esta correspondencia falla en el origen, donde r = 0, pero 6 es indeterminado.
Notemos que cuando un punto en movimiento (x,y) cruza el semieje negativo de las z, 6 sufre
un salto de 2. Luego, # no es una funcién continua en los puntos del semieje negativo de las
x. Si restringimos 6 al intervalo [0,27), entonces las discontinuidades ocurren en el semieje
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positivo de las z, pero no hay forma de definir # de manera que sea continua en todo el plano
perforado. Siempre hay una curva de discontinuidad que surge del origen. Si eliminamos la
curva de discontinuidad del plano perforado, entonces la transformacion sera suavemen-
te invertible en la region resultante. Por ejemplo, si la curva de discontinuidad es el semieje
no positivo de las = y elegimos que (—m, ) sea la regién de 6, entonces, para cualquier punto
(x,y) que no esté en la curva de discontinuidad, podemos definir la transformacién inversa

(suave) de mediante

r:\/m, 0 =

Sin embargo, las coordenadas polares no pueden estar bien definidas en cualquier regién

arctan (y) , y=>0,
x

— arctan (y) , y<O0.
x

que incluya el origen, puesto que son singulares en él. Por tanto, las soluciones de la ecua-
ciéon de Laplace en términos de coordenadas polares se deben reexaminar en coordenadas
rectangulares para ver si son validas sobre el origen.
Por otra parte, derivando r? = 22 4+ y? con respecto a x, obtenemos:
x

2rr, =2xr = rp, = —.
T

Derivando una segunda vez con respecto a x y simplificando, tenemos:

0 (m)_r—xrx r—az¥/r r*—z% ?

Tow = 7 | — = = -
ox \r 72 r2 r3 r3

Derivando tan 6 = J respecto a x, obtenemos:
x

Y Y )
1 +tan?0)0, =% = f,=—2=——F—.
@?4y? _ 2
z2 T 2

Derivando una segunda vez con respecto a x y simplificando, tenemos:

0 — 0 Y o 2zy 2wy
o\ a24+y2 ) (224 g2 ot
Analogamente,
2
Y T T 2xy
Ty:;, Tyy:/ris7 Qy:ﬁ, ny—_rT‘

Para cambiar a coordenadas polares en el laplaciano, Au = 1, +u,,, tenemos que utilizar
la regla de la cadena:

Uy = UpTy + Ueem
2 2
Ugyr = % (urT:c + u60$> = UpyT,, + 2ur9rx‘9m + ué’ﬁegg + UpT gy + ué’exmy

Uy = UpTy + Ugly,

2 2
Uyy = = (UpTy + Ugly) = Uppery + 2Urgry 0y + Uga0, + UpTyy + Usly,.

dy
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Por tanto,

AU = Ugy + Uy

= Uy, (ri + 7’5) +2U,9 (Tx‘gm + Tyey)
N —

1 0
+ ugp (0% + 02) +tr (rag + 1yy) +ttp (Orz + 0y)
—_——
1/r2 1/r 0
U Uy
— u’r"r‘ + % —I'_ .
"

8.4.1. Ecuacién de Laplace en un circulo

La distribucién de temperatura estacionaria (o independiente del tiempo) en una placa
circular de radio a con temperatura conocida en la frontera satisface la ecuaciéon de Laplace
en coordenadas polares

Uy

Au:u,ﬂr+—2+&:(), 0<r<a, 0<60<2nr,
r r

y la condicién de contorno

u(a,0) = f(0), 0<6<2m,

recibiendo el nombre de problema de Dirichlet en un circulo de radio a. Notemos que f debe
ser necesariamente acotada y 2w-periddica, y que hay cierta libertad en la definicién del
angulo 6.

Matematicamente, necesitamos condiciones en los puntos finales de las variables del siste-
ma coordenado, r = 0,a y 8 = 0,27. Aqui, solo r = a corresponde a una frontera fisica. Por
tanto, necesitamos condiciones que vengan motivadas por el problema fisico en los extremos
r=0y6=0,2r. Como las coordenadas polares son singulares en r = 0, suponemos que la
temperatura estd acotada en ese punto, anadiendo la condicion de reqularidad en el origen:

lim u(r, 0) < +o0.
r—0

Ademas, el uso de coordenadas polares exige que la soluciéon verifique las condiciones adicio-
nales:
u(r,0) = u(r, 2m) y ug(r,0) = ug(r, 2m),

ya que los valores § = 0 y # = 27 corresponden a la misma parte del dominio que estamos
considerando, el intervalo [0,a] del eje X, y la solucién debe ser de clase C? en la placa
circular. Las condiciones anteriores se denominan condiciones de periodicidad.

Con todos estos datos, la formulacion completa del problema de Dirichlet en una placa
circular de radio a y centro el origen es:

Au=0, 0<r<a, 0<60<2nm,
u(a,0) = f(0), lm, ,ou(r,0) <+4oo, 0<6<2m,
u(r,0) = u(r,2m), wue(r,0) =wup(r,2m), 0<r<a.
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Siguiendo el método de separacién de variables, buscamos soluciones de la ecuacién de
Laplace de la forma u(r,0) = R(r)0(0). Asi,

1 1
0= Au=R'(r)0(0) + —R(r)O(0) + 5 R(r)0"(0).
Multiplicamos por 72, dividimos por R(r)©(0) y obtenemos:

R0 ) €M) R0 R0

"Ry TR T e 7 "R TTRe) T 6w

rR'(r) +rR'(r) = AR(r)=0 vy  ©"(§) +10(0) =0,

donde X es la constante de separacion. La ecuacién en © se cumple en el intervalo (0, 27). Para
que la solucion u(r, 0) sea de clase C?, necesitamos imponer dos condiciones de periodicidad:

0(0) =06(2r),  ©'(0) = '(2n),

que se obtienen a partir de u(r,0) = u(r,2m) y ug(r,0) = uy(r, 27), respectivamente. Notemos
también que la ecuacién en © junto con la primera condicién anterior también implica la
periodicidad de la segunda derivada con respecto a 6.

Como O es necesariamente 2m-periédica, ©”(0) + \O(0) = 0 debe tener soluciones pe-
riodicas. Los autovalores A se determinan de la forma habitual. Supongamos entonces que
A > 0 (el otro caso no lo consideramos porque nos conduce a una solucion trivial). Entonces,
hacemos A = 2, con € R, U {0}, de manera que

©(0) = Acos 0 + Bsen pf.

Para que O sea 27-periddica, tenemos que O(6+27) = ©(0) y, como cos ((0 + 27)) = cos b,
vemos que 4 € NU {0}. Tomamos entonces A = n? con n > 0, para obtener funciones 27-
periddicas en 6. El caso n = 0 debe estar incluido (siendo la autofuncién correspondiente una
constante).

Entonces las EDO separadas son:

r?R"(r) +rR'(r) — n*R(r) = 0 y 0" (9) + n*6(f) = 0.
Por tanto, tenemos las soluciones 2m-periddicas:
©(0) = 0,(0) = A, cosnd + B,sennfl, n > 0.

Y la ecuacién radial en R(r) es una ecuacién conocida por varios nombres: equidimensional,
de Cauchy o de Euler. Es una ecuacién lineal y homogénea con coeficientes no constantes.
Existen muy pocas ecuaciones lineales de segundo orden con coeficientes no constantes que
podamos resolver facilmente. La ecuacion anterior es una de ellas. La forma mas sencilla
de resolverla es observar que para el operador diferencial lineal de esa ecuaciéon, cualquier
potencia R(r) = 7 se reproduce a si misma[l} Sustituyendo ahora R(r) = r? en la ecuacién

'Para los operadores lineales con coeficientes constantes, las exponenciales se reproducen a si mismas.
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de Euler, obtenemos (p(p — 1) +p—n?)r? = 0. Por tanto, existen normalmente dos soluciones
distintas,

p=*n,
excepto cuando n = 0, en cuyo caso solo hay una solucion independiente de la forma rP. Para
n # 0, la soluciéon general es:

R(r) = R,(r) = cpr™ + dr".

Para n = 0 (y este caso es importante porque A = 0 es un autovalor en este problema), basta
con integrar la ecuacion resultante,

RO R =0 = =l = )=

cuya solucién es R(r) = Ry(r) = ¢y + dpInr. Por conveniencia, escribimos:

Ro(r) = co + doln (2) sin=0,

R,(r) =c, (T) +d, (7") sineN.
a a
Para el problema de Dirichlet en un circulo, la solucién debe estar acotada en 0 y, en

particular, las funciones R, (r). Asi, tomamos d,, = 0, para todo n > 0, puesto que (7>_n y

In (2) no estan acotadas cuando r = 0. (Otras elecciones de las constantes seran necesarias
para el problema de Dirichlet fuera del circulo o en una corona.) Por tanto,

R,(r) =c, (T)n, n > 0.

a
En consecuencia, llegamos a las soluciones particulares

uo(r, 0) = ao,

up(r,0) = (r) (a, cosnf + b, sennf), neN,

a
y, utilizando el principio de superposicion, obtenemos una solucién formal de la forma:
u(r,0) =ap+ > (T) (a,, cosnd + b, sennd). (8.7)
n>1 @
Teniendo en cuenta ahora
f(0) =u(a,0) =ao+ > (ancosnb + b, sennd),
n>1

podemos identificar los coeficientes a,, y b, como los coeficientes de Fourier de la funcion

a=o [ 50)as,

T

2m-periédica f(0) y asi

2m Jo
1 2m
an:—/ f(0)cosnfdf, neN,
7 Jo
1 27

by = f/ f(6)sennfdd, neN.
0

™
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Como la solucién (8.7)) da la temperatura estacionaria de los puntos interiores del disco,
tomando r = 0 en (8.7)), obtenemos ay como la temperatura del centro. Ahora,
L v ) a6
ag = —
o=5- [ 10
muestra que la temperatura del centro es igual al valor promedio de la temperatura del

contorno.

Ejemplo 8.6. (Problema de Dirichlet en un circulo.) Encuéntrese la distribucién de tempe-
ratura estacionaria en un circulo de radio 1 si la mitad superior de la circunferencia esta a
100° centigrados y la mitad inferior a 0° centigrados.

Los valores de contorno se describen mediante la funcién:

100 si0< 6l <m,
0 sim<6<27.

u(1,0) = f(0) = {
Segun lo visto anteriormente, tenemos

1 ™
aoz—/ 100 d0 = 50,
21 Jo

anzl/ﬂloocosnGdQZO, n € N,
m Jo

0 sin espar
1 g 100 ’
b, = —/ 100sennf df = — (1 — cosnm) = { 90
TJo nm ~—— sin es impar.
nm

Y, por tanto, la temperatura estacionaria es:

2 2n—1
u(r,0) = 50 + 200 > - 1 sen(2n — 1)#.

T 3120 —

Sir = 0, vemos que la temperatura en el centro es 50, que corresponde con el promedio
de la temperatura de la frontera del circulo.
Sir =1, la temperatura sobre la frontera del circulo es:

u(1,6):50+2002 5 !

T 31 n—1

sen(2n — 1)0.

De acuerdo con los valores de contorno dados, la serie anterior deberia representar la funcion
f(0). De hecho, la serie anterior es la serie de Fourier de f(6).

En el eje X (0 =0 0 0 = 7, debe salir lo mismo), la temperatura es constante: u(r,0) =
u(r, m) = 50.

En el eje Y (por ejemplo, 6 = 7/2), la temperatura es:

200 n—1 200
u(r,m/2) =504+ =—>_ " sen ((2n - 1)7;) = 50 + — arctanr,

=1 2n — 1 T

(~1)n

que ya no es constante (intuitivamente se ve). Si § = 37/2, la temperatura es:

200
u(r,3m/2) = 50 — — arctanr. <
7T
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Para convertir la solucion del ejemplo anterior a coordenadas cartesianas, nos ayudamos
de la formula

1 0
> —r"sennf = arctan <rsen> : (8.8)

Sin 1 —7rcost

que es valida para 0 < r < 1 y todo 6. Obtenemos dicha féormula en el apéndice que aparece
posteriormente en este capitulo.

Ejemplo 8.7. (Conversién a coordenadas cartesianas.) Para escribir en coordenadas carte-
sianas la solucién del ejemplo anterior, reescribimos primero la solucién como

100 1
u(r,0) =50+ — > —(1 — cosnm)r" sennf
n>1
100 1 100
=50+ — Z —r"sennf — — Z cosmrrn sen nb.
T in T Sn

A partir de (8.8)), tenemos para el primer sumatorio

1., rsen 6 Yy
Z —r"sennf = arctan | —— | = arctan (1 )
—x

1 1 —7rcosf

y para el segundo, teniendo en cuenta previamente que cosnmsennf = senn(f — ),

1 1 9
> —r'cosnmsennf = ) —r"senn(f — ) = arctan ( e )

~in ~in 1 —rcos(d —m)

—rsenf rsen 0
=arctan | —— | = —arctan | ——
1+rcosf 1+ 1rcosf

= -t ()
= —arctan ,
14+

sin més que utilizar las identidades sen(f —7) = —sen 6, cos( —7) = — cos @ y arctan(—a«) =

— arctan a. En consecuencia, la soluciéon del ejemplo anterior en coordenadas cartesianas es

100
u(x,y):50+7r(arctan<1€x>+arctan<1_iy_x>>. <

Cuando tratamos con problemas estacionarios, a menudo estamos interesados en deter-

minar los puntos que tienen la misma temperatura. Estos puntos estan en curvas llamadas
isotermas. A continuaciéon ilustramos esta idea encontrando las isotermas de la solucién del
ejemplo anterior.

Ejemplo 8.8. (Isotermas.) Dos isotermas extremas son facilmente localizables en el ejemplo
anterior: la semicircunferencia superior con temperatura 100° centigrados y la semicircunfe-
rencia inferior con temperatura 0° centigrados. La temperatura de todas las otras isotermas
estd claramente entre estos dos valores. Por tanto, el resto de isotermas estan dadas por
u(z,y) =T, con 0 < T < 100. Asi,

100 Y y )>
T p— pr— — ——
u(z,y) = 50 + - <arctan (1 > + arctan (1 —))
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) + arctan (1 i x) = T IOE[))O)?T. (8.9)

Si T = 50, el lado derecho de la igualdad anterior es 0, de manera que

(71) = —aretan () = arctan (777
arctan = —arctan = arctan .
11—z 14+ 1+

Y Y
2= "T1a y(l+z) =ylz—1) y=0,
y la solucién es y = 0 (z es arbitrario), que corresponde a los puntos del eje X.
Si T # 50, aplicamos la tangente a ambos lados de la igualdad , utilizamos la iden-

tidad

( y
1 T

Ahora, si

tana + tan b
t b)) = ——M—
an(a + ) 1 —tanatanbd’
obtenemos
Yy i Yy
1z 1ta :tan<”T_”): -1 :_Cot(ﬂT)
1 _ ( Y ) ( Y ) 100 2 tan_<ﬂ9“> 100
1—=z 14+ 100

y simplificamos para llegar a
T
24021 -2yt (W ):0
T+ y Yy tan 100

Completamos ahora cuadrados para reescribir la igualdad anterior como

x>+ ( — tan (WT>>2 =1 + tan? (WT)
y 100 100

Luego, en este caso, las isotermas corresponden a arcos de circunferencias centradas en

(0 tan (100)) y radio y/1 4 tan? (fg&) )sec (100)’ La ﬁguramuestra la isoterma T = 30

y la figura [8.3] muestra varias isotermas mas. <

Apéndice: identidades notables de analisis complejo

En muchas situaciones interesantes la solucion en serie del problema de Dirichlet se puede
calcular de forma cerrada con la ayuda de la formula (8.8)),

nsenn@ ( rsen 6 >
Z =arctan [ ——— |,

et 1 —7rcosb

que es valida para 0 < r < 1y todo . Para obtener esta férmula, podemos utilizar logaritmos
complejos, tal y como vemos a continuacion.
Sean z = re = r(cosf +isenf) € C, tal que |z| < 1, y el desarrollo en serie

Log( > Z — valido para |z] < 1,

l—=z n>1
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Figura 8.2: El circulo punteado es la isoter- Figura 8.3: Varias isotermas en el circulo
ma u(r,0) = 30 en el disco unidad (circu- unidad. De abajo hacia arriba: u = 0, u =

lo continuo), cuyo centro es (O tan (%)) ~ 10, uw = 30, u = 50, u = 70, v = 90, u = 100.
(0,1.38) ysuradlosec( )~17

donde Log denota la determinacion principal del logaritmo. Entonces, calculamos las partes
real e imaginaria. Para ello,

I 1 (I —=rcosf)+irsen (1 —rcosf)+irsend
1—2 (1—rcosf)—irsenf (1 —rcosf)?+ (rsenf)2  1—2rcosf+r?
1 —rcosf , rsenf

= =« +10.
1 —2rcosf +r? +Zl—2rcos€—i—r2 b

Como Log z = In|z| + iArg z, donde Argz es el argumento principal de z (es decir, Arg z €
(—m, 7)), tenemos:

1 1 1 1
Log( > = 1n‘ —l—iArg( ) =In + i arctan s
1—=2 1—2 11—z 1—=2 a
+iarct rsen 6 (8.10)
=In tarctan [ ——— | . )
1—2 1 —rcosf

Teniendo ahora en cuenta las formulas de Euler y de De Moivre, respectivamente
e = cosf +isend y (r(cosf +isen®))" = r"(cosnb + isennb),

e igualando las partes imaginarias de (8.10)) y

Log( > Z 2y rm ein? _y r™(cosnf + isennd)

n>1 v > n>1 n
r"cosnf . r™ sennb
e
n>1 n n>1 n
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obtenemos la férmula buscada (8.8]).
Ademas, igualando las partes reales, también tenemos

r™ cos nd 1 1 1 1
reosng —Inyfa? + 2 = = In (o? 2:1( )
Z n n‘l—z‘ nyat+ 2n(a +6) 2n 1 —2rcosf +r?

n>1

Si pasamos ahora ambas identidades a coordenadas rectangulares, teniendo en cuenta z =
x 41y, x =rcost e y =rsenf, llegamos a

Zr”cosn@_lln 1
=1 n 2 (x —1)24+y2)"

Otras identidades también tutiles son:

—1)ntt 0
Z (7) r’" sen nf = arctan (rsen) = arctan ( J ) ;
n 1+

=1 1+ rcosé

>

n>1

(Gl r’ cosnb = 1ln (1 + 2r cos ) + 7“2) = 1hﬂ (($ +1)% + y2)
n 2 2 ’

que son validas para 0 < r < 1y todo 0 < 6 < 27, y se obtienen a partir de las partes real e
imaginaria del desarrollo en serie
(_1)n+1 n 41:
Log(1+4z) = > ~———=2", valido para |z| < 1.
n>1

8.4.2. Variacién de la region y de las condiciones de contorno

Utilizando las ideas anteriores podemos resolver problemas
sobre regiones planas distintas de circulos, tales como sectores
circulares, anillos o una regién exterior a un circulo. Estas re-
giones estan convenientemente descritas en coordenadas polares.
Ademas, podemos variar las condiciones de contorno y conside-
rar condiciones de Neumann y de Robin. Recordemos que estas

ultimas involucran una combinacion lineal de la funcién u y su ) )
Figura 8.4: La derivada
ou ou

normal de u, 3%, es F.

derivada normal al contorno. En coordenadas polares, la deri-
vada normal de u en puntos de una circunferencia centrada en
el origen es simplemente la derivada parcial de uw con respecto
a r (figura . Entonces, para un contorno dado por una circunferencia centrada en el
origen, una condicién de Neumann determina u,(r,6) y una condicién de Robin determina

u.(r,0) + d(0)u(r, d), donde d es una funcién de 6.

Ejemplo 8.9. (Una condicién de Robin sobre un sector circular.) Resolvamos el siguiente
problema de Laplace

Au=0, 0<r<l1, 0<60<aq,
ur(1,0) = —u(1,0) — 0, 0<6<aq,
u(r,0) =u(r,a) =0, 0<r<l.
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160 CAPITULO 8. ECUACION DE LAPLACE

Las condiciones de contorno representan un sector circular cuyos lados se mantienen a tem-

peratura 0 a lo largo de los rayos # = 0y 8 = « y el sector estd intercambiando calor a lo

largo del contorno circular dado por la condicién de Robin w,(1,60) = —u(1,6) — 6.
Aplicando el método de separacion de variables llegamos a las EDO:

r?R'(r) +rR'(r) = AR(r)=0 vy  ©"(0) +10(0) =0,

donde A es la constante de separaciéon. Las condiciones de contorno sobre los rayos 8 = 0 y
6 = a nos conducen a

0(0) = O(a) = 0.

El problema de contorno en © es un problema conocido ya resuelto anteriormente. Los
autovalores y autofunciones son respectivamente:

2
An, = <n7r) y  ©,(0) =sen (mrﬁ) , neN

a a
En consecuencia, la ecuacién radial nos lleva a la ecuacion de Euler
2
r?R"(r) +rR'(r) — <n7r) R(r) =0.
a

sz /s sz 2 nmw 2 /
La ecuacion caracteristica de esta ecuacion de Euler es p© — ( — ) = 0, cuyas raices son
e

nw
p = +—. Luego, las soluciones acotadas para 0 < r < 1 son miltiplos constantes de
Q

R(r) = R,(r) = r’a . Por tanto, las soluciones producto son de la forma

Un(r,0) = '« sen <n7r9> , neN,

(0%

y, por el principio de superposcion, obtenemos la solucién formal
nr nmwf
u(r,0) =Y byre sen <W> , 0<r<1, 0<fl<a. (8.11)
n>1 o

Se puede comprobar facilmente que la solucién formal anterior satisface las condiciones
de contorno u(r,0) = 0 y u(r,«) = 0 para cualesquiera b,.
A continuacién, determinamos b, a partir de la condicién de Robin. Asi,

0
u(1,0) = > b,sen (mr) .
n>1 o
Derivando u(r, ) con respecto a r, obtenemos
up(r,0) =Y b I 221 gen nmd
T ) - = n a a

y sustituyendo r = 1,

u(1,0) =>" bn% sen (n;r@) :

n>1
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Por tanto, de u,(1,0) = —u(1,6) — 0, llegamos a
0 6
sten(mr> Zb sen(mr>—9,
n>1 n>1 a

de manera que

=0, (1+>sen<m9>, 0<0<a.

n>1 o
Observamos ahora que tenemos un desarrollo en serie de Fourier senoidal de la funciéon

f(6) = —0 en el intervalo (0, «), donde b, (1 + mr) es el coeficiente del n-ésimo seno. Luego,
o

92 ra
b (14 °7) === ["sen (””9> d
« a Jo «

y haciendo la integral por partes, obtenemos

6=
/ f sen (mr@) df = —0 ( ) coS (mr@)
« nw «Q

0=0

nm

Por tanto,
202(—1)"
(o + nm)nm

b, = ,  para todon € N,

Sustituyendo ahora los coeficientes b, en (8.11)), obtenemos la solucion formal del problema:

22 _1n nm 9
u(r,0) = az (=1) rasen<m>, 0<r<l1, 0<6<a. <

n n>1

8.5. Ejercicios

1
VET T2

tridimensional u,, + uy, + u,, = 0. (Es cierto también que u(x,y) =

es una solucién de la ecuacion de Laplace
1

1. Compruébese que u(z,y, z) =

€S una

soluciéon de la ecuacién de Laplace bidimensional g, + wu,,, = 07

2. Resuélvase el problema de Dirichlet Au = 1, +u,,, = 0 en el rectdngulo de dimensiones
a X b en los siguientes casos:

a) a=1;b=2; u(x,0) = u(0,y) = u(a,y) = 0; u(z,b) = .
b) a=0b=1; u(z,0) =u(0,y) = Ou(a,y) = u(z,b) = 100.

3. Calculese la solucién del problema de Poisson Au = —1 en el cuadrado [0, 7] x [0, 7],
con u(z,0) = u(0,y) = u(r,y) = u(z,7) = 0.

4. Resuélvase el problema de Poisson Au = f(x) en el cuadrado [0, 1] x [0, 1], con u(z,0) =
u(0,y) = u(l,y) = u(x,1) = 0 cuando f(z) =z y cuando f(z) = sen (27x).
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Utilicese el método del desarrollo en autofunciones para resolver el problema de Poisson
Au = u + 3 en el cuadrado [0, 1] x [0,1], con u(z,0) = u(0,y) = u(l,y) = u(x,1) = 0.

Resuélvase el problema de Poisson Au = 2z cos?y en el cuadrado [0, 7] x [0, 7], con
uy(2,0) = u(0,y) = uy(x,7) =0, u(m,y) = 5+ cosy.

Resuélvase el problema de Poisson Au = ycosz en [0,7] x [0,1], con u,(0,y) =
Uy (m,y) = uy(x,0) = uy(z,1) = 0.

Resuélvase el problema de Dirichlet en un circulo de radio 1 con las condiciones de
contorno indicadas. Resuélvase el problema en coordenadas polares y, si es posible,
escribase la solucion en coordenadas cartesianas.

a) u(l,0) =cosfsi0 <6 <2m.
b) u(1,0) =sen20si 0 < 6 < 27.

¢) u(l,@):ﬂ;9810<9<27r.

Resuélvase el problema Au = r, con r < 2, 0 < 0 < m, uy(r,0) = uy(r,m) = 0,
u(2,0) = 3.

Resuélvase, para los valores de a que se pueda, el problema Au = cos? —a, con r < 1,
0<0<m, ug(r,0) =ug(r,m) =0, u.(1,0) = 0.

Notas de ecuaciones en derivadas parciales



Capitulo 9

Transformada de Fourier

La resoluciéon de algunos problemas practicos va mas alla de la aplicaciéon del método
de separacion de variables. Este es el caso, por ejemplo, cuando la variable espacio esta
definida en toda la recta real y, como consecuencia, no hay puntos de contorno. Esto puede
conducirnos al problema de no tener un conjunto contable de autovalores. En tales situaciones,
necesitamos emplear otras técnicas de resolucion. Las transformadas de Fourier, desarrolladas
a partir de las representaciones en series de Fourier de funciones, son particularmente ttiles
cuando tenemos regiones espaciales infinitas o semi-infinitas (dominios no acotados).

Los problemas fisicos nunca se plantean en dominios no acotados, pero al introducir
un modelo matematico con extension infinita, podemos determinar el comportamiento de
problemas en los que se espera que la influencia de la frontera sea despreciable.

Un tratamiento mas riguroso de lo desarrollado en este capitulo puede encontrarse en [§|,
20].

9.1. Transformada de Fourier

La transformada de Fourier (en adelante, TF) se puede definir de diferentes formas, de-
pendiendo de los autores. Nosotros la definimos como aparece a continuacion.

Definicién 9.1. Sea f(z) una funcion definida en R. Su transformada de Fourier, F(f) o

F, es otra funcion definida por

F(f)w)=F(w) = \/127/_1:0 f(x)e ™ dx, weR.

Consideraciones sobre la TF. Algunas consideraciones a tener en cuenta a la hora de
trabajar con TF.

1. jCuidado! La definiciéon no es universal y esto es algo a tener en cuenta dependiendo de
la bibliografia utilizada. Podemos encontrar:
+00 1 jtoo

FHw = | fl@ye ™ de,  F(f)w)=-— (z) ™" dz

:27'(' —00

y otras expresiones similares para la transformada de Fourier de f.
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164 CAPITULO 9. TRANSFORMADA DE FOURIER

2. La TF involucra nimeros complejos. Por ejemplo, la TF de la funciéon real

o) = {e_’”, six >0,

0, six <0,

es el nimero complejo , puesto que

1
V27 (1 +iw)

—+00
F e~ % —zwx dr = z(14iw) d
(Nw) = %E/ v = %E/ i

M ) 1 —z(1+iw) [¥=M
lim e ?IHW) gy — lim € -
27‘( M—o0 2m M—oo —(1+ZU)) o
) e~ M (1+4iw) -1 1
= —— lim - = —.
om Moo —(1 + iw) V27(1 4 iw)
3. La TF no siempre existe. Por ejemplo, si f(z) =1,
FHO) = — [ 14
(NO= = _
Fi@ = —= [ Temar= L g [" e
W)= — e r=—— lim e x
V21 J =00 V2w M—oo )M
1 y —jwz |T=M 1 y e—iwM _ qiwM
= —— lim = —— lim
\/27‘(‘ M—oo —iw | _ . /2w M—oo —iw

lim sen(wM).

\/ 2w M—oo

Como el tltimo limite no existe, no podemos definir la TF de f(z) = 1.

4. Una condicion suficiente para que la TF exista es que f sea integrable, es decir:

+o0
[ i@lde < o,

o0

puesto que

—iwT

[F(w)] <

\/12_7T/_J:o‘f(:v dm:\/lz_ﬂ/_;m|f(x)|dx<+oo,

para todo w € R, ya que |e ™% | = 1.

Ejemplo 9.2. A continuacién, obtenemos algunas férmulas a partir de la definicion de TF.

Notas de ecuaciones en derivadas parciales



9.1. TRANSFORMADA DE FOURIER 165

(a) f(z) =e %l con a > 0.

1 400 .
F(f)w) = Wor [m el gmiwr gy
1

0 . +o0 .
/ eI o~WT [ + / et oWz dl’)
—00 0

1 0 ) M .
— —( im / =) go 4 Yim [ erer) gy
M—oo J_ M M—o0 Jo
=M
+ hm —_—/——
M—o0 —(a =+ zw) 2=0
1 — e—M(a—iw) 1—e" M (a+iw)
= | lim ——+ llm —m——
M—c0 a — 1w M—o00 a —+ ww

x=0 _ ;
e z(a+iw)

_ 1 2 _ \Fa
CV2ma?+w? Vma?+w?
(b) f(x)=1silz|<ay f(z)=0si|z| > a.

— T=a
a 1 oWz

F(f)(w) = \/_/JFOO f(z)e ™" dy = \/12_7r o e T dy = E v
1 e« —e ™ 1 2sen(wa) _ \/gsen(wa)

W

\/_ iw Vor w

para w # 0. Sisz,]—"(f)(O):\/%ffadx:\/?%:\/ga, <

Al igual que con las integrales, existen tablas con las TF més conocidas. En la seccién [9.4]
se encuentran algunas de ellas.

Principales propiedades de la TF. Las principales propiedades de la TF son las siguien-
tes:

1. La TF es lineal. Si f y ¢g son dos funciones integrables, entonces

Flaf +bg)(w) = aF(f)(w) + bF(g)(w), para todo a,b € R.

2. Si f: R — R par, entonces F(f)(w) es real y par.
3. Si f: R — R impar, entonces F(f)(w) es impar e imaginaria pura.

4. TF de las derivadas de una funcién. Supongamos que f(x) es continua a trozos, f(x)
y f'(z) son integrables y f(x) — 0 cuando x — 4o0. Entonces,

F(f)w) = iwF(f)(w).
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Si ademds f”(x) es integrable, f'(z) es continua a trozos y f'(x) — 0 cuando x — £o0,
entonces

F(f")(w) = —w’F(f)(w)

En general, si f(z)y f®(z), con k =1,2,...,n—1, son continuas a trozos y tienden a
0 cuando = — +o00, y f(x) y sus derivadas de hasta orden n son integrables, entonces

F (™) (w) = (iw)"F(f) ().
5. Derivadas de la TF. Si f(x) y xf(x) son integrables, entonces

AP g,

En general, si f(z) y 2" f(z), con n € N, son integrables, entonces

W = F(a"f(2))(w).

6. En las condiciones de la propiedad 4, se tiene: lim F (f)(w) =0.

w—Foo

Convolucién de funciones. La TF tiene un comportamiento especialmente interesante
respecto a la operaciéon de funciones conocida como convolucion. La convolucién de dos
funciones f y g definidas en todo R es la funcion

(f*g)(x \/ﬂ/m (v —t)g(t) dt.

Algunas observaciones:

1. De nuevo no hay unanimidad en la definicion. El factor \/% es meramente por conve-

niencia.

2. La convoluciéon representa en cierto sentido la magnitud en la que se superponen una
funcién trasladada e invertida de f y g.

3. Es conmutativa, asociativa y distributiva respecto a la suma. Ademas, f*(cg) = c(f*g)
con ¢ € C.

4. No siempre estd definida. Por ejemplo, si f(z) = g(z) = 1,
(1%1)( / 1dt = 400, paratodo z€R.
\/_

5. Si una funcién es integrable y la otra es acotada, entonces la convolucion esta definida.

No siempre es sencillo «anticipar» cudal sera el resultado de una convolucién. Como mues-
tra, vemos algunos ejemplos en los que dibujamos las graficas de las funciones implicadas y
las de convolucion.
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Ejemplo 9.3. Sean f(z) = 15si |z| <1y f(z) =0si|z] > 1, g(x) =1y h(z) = cos(ax),
con a € R. Calculamos f*xg, fxhy fx*f.
A partir de f y g y la propiedad de la conmutatividad, resulta inmediato comprobar que

(f*xg)(x J_/ ge-1 / ldt = \[

Tampoco es dificil ver que

(F + 1) (x m/m :v—tf(t)dt:V%/_;wcos(a(x—t))f(t)dt
1 sen(a(z —t))[™

V21 —a
(sen(a(x + 1)) —sen(a(z —1))) =

cos(a(z —t))dt =

m/

t=—1

cos(ax) sen a.

- av/2m

Un poco mas de trabajo requiere f * f,

(f % f)(@ m/m (x — ) f(t) dt = \/g/ flz—t)dt

0, six < —2,
1 )2+, size[-2,0]
Var |2 -, size 0,2,
0, six > 2.

a\/_

Observamos que f * f es continua, aunque f no lo sea. Véase la figura (9.1} <

e = \/?scnu \/?
5 / \
\E: ‘ ‘
B E— T 3 3 3 3 2 2 3

Figura 9.1: Graficas de f, f*xg, f*xhy f* f, respectivamente, del ejemplo [9.3|

Teorema 9.4. (Transformada de Fourier de una convolucion, [8].) Si f y g son integrables,
entonces

F(f*g)w) = F(N)w) - Flg)(w).

La transformada inversa de Fourier. A continuacién, presentamos la transformada
inversa de Fourier.

Teorema 9.5. (Teorema de inversiéon de Fourier, [20].) Supongamos que f es de clase C' a
trozos en cada intervalo de R e integrable en R. Entonces,

@/W e duw ;<f(x+) +f(@7), zER
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168 CAPITULO 9. TRANSFORMADA DE FOURIER

Este resultado motiva la siguiente definicién.

Definicién 9.6. La transformada inversa de Fourier de una funcion G(w) definida para
w € R es otra funcién denotada por F~Y(G) y definida por

FHO) = o= [ TG o, aeR

Una consecuencia importante del teorema de inversién de Fourier es que, para una funcién
f continua e integrable en R y tal que f” es continua a trozos en cada intervalo de R, se cumple:

FF(f)(x) = f(z), zeR,
FFUHW) = fw), weR.

Ejemplo 9.7. (TF de una convolucién.) Dada la funcién f del ejemplo anterior, veamos que
también podemos calcular la convolucién f * f a partir de la TF de una convolucion y de la
transformada inversa de Fourier.

A partir de la TF de una convolucién y teniendo en cuenta F(w) = \/g S8 (visto con
anterioridad), obtenemos

fu*ﬂwwdwmz(J“““)=2“ﬁ“=6w>

T W T w?

Aplicando la transformada inversa de Fourier, tenemos, por la propiedad 6 de la tabla de TF
dada en la seccién [0.4]

(f * f)(z) = FHG)(x) = \/3{1 — lz[/2, sile| <2,

0, si |x| > 2,

que coincide con la calculada anteriormente. |

La funcién gaussiana. Finalizamos esta introducciéon a las TF con un ejemplo importante
por sus aplicaciones a la hora de resolver EDP: la funciéon gaussiana, que juega un papel
importante en la solucion de la ecuacion del calor.

—ax?/2

Veamos que la TF de la funcién gaussiana f(x) =e ,cona >0, es

Hﬁww:%ﬁi.

Observamos que también es una gaussiana.

Lo comprobamos de forma indirecta basandonos en algunas propiedades de la TF. A
simple vista podemos ver que f(z) satisface la EDO lineal de primer orden

f'(x) +axf(x) = 0.
Tomando TF, obtenemos

0= F(f'(2)(w) + aF (zf(x))(w) = i(wF(w) + aF'(w)),
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de manera que F'(w) satisface una EDO lineal de primer orden similar, cuya solucién es
w2
F(w) = Ae 22, A = constante.

Para determinar la constante A, hacemos

1 00 42 1
A:F(O):\/ﬁ/_ooe 2dx:%7

sin mas que hacer el cambio de variable z = x\/g y tener en cuenta la conocida integral

w2
impropia [7°e™** dz = /7. Por lo tanto, F(w) = ﬁ e 2.

Observamos que si a = 1, obtenemos F(w) =e~ 2 y f(x) =e =, de manera que f(z) es
su propia TF.

9.2. Aplicaciones de la transformada de Fourier a las
EDP

Las EDP que nos hemos encontrado hasta ahora estaban definidas sobre dominios acota-
dos y sus soluciones dependian esencialmente de las condiciones de contorno. Mediante las
TF podemos analizar problemas que son no acotados al menos en una direcciéon, de manera
que nos permiten resolver problemas infinitos o semiinfinitos.

A continuacién supondremos que u(z,t) es una funcién de dos variables x y t tales que
—o00o <z <ooyt>0. Como u(z,t) depende de dos variables, tenemos que identificar la
variable respecto de la cual vamos a calcular la TF. Asi, si fijamos ¢, podemos calcular la TF
con respecto a la otra variable, obteniendo

Flulz, ) (w) = Ulw,t) = \/127 / ;oou(x,t) e iy

A partir de ahora, supondremos que todas las funciones que aparecen tienen las propiedades
suficientes para poder realizar los calculos que se llevan a cabo.
En lineas generales, la estrategia a seguir consta de tres pasos:

1. Aplicamos la TF a una EDP en u(z,t) para transformarla en una EDO en
U(w,t) de variable t,

2. Resolvemos la EDO para encontrar U(w, t),

3. Calculamos la transformada inversa de Fourier de U(w, t) para obtener u(z, t).

La ecuacion de ondas para una cuerda infinita

Hemos visto el problema de la cuerda vibrante en un intervalo acotado, x € [0, ¢]. Estu-
diamos ahora el problema de la cuerda vibrante en un intervalo no acotado, = € (—oo, +00).
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Consideramos entonces el problema

o _
o2 Ox?’

u(z,0) = f(z) (desplazamiento inicial),

—co<r<oo, t>0,

u(z,0) = g(z) (velocidad inicial).

Fijamos t y calculamos la TF con respecto a x. Asi,

Flulz, ) (w) = \/127 / ;OO (@, £) e dz = U(w, 1).

Aplicando las propiedades de la TF y teniendo en cuenta que

_dU(w,t)
o dt

U (w, 1)

Fue,1)(w) =

F(ug(z,t))(w)
el problema anterior se transforma en

Ug(w, t) + o?w?U(w,t) = 0,
U(w,0) = F(w),
U(w,0) = G(w).

La EDO es lineal homogénea de segundo orden con coeficientes constantes y su solucién
general es
U(w,t) = A(w) cos(awt) + B(w) sen(a wt),

donde A(w) y B(w) son constantes en t. (Notemos que A y B son constantes en ¢, pero
pueden depender de w, lo que se explica escribiendo A(w) y B(w).) Ahora, determinamos
A(w) y B(w) a partir de las condiciones iniciales

F(w) =U(w,0) = A(w), G(w) = Uy(w,0) = awB(w).

Luego,

Gw)

U(w,t) = F(w) cos(awt) + -~

sen(awt).

Para obtener la solucién del problema de la ecuacién de ondas, aplicamos la transformada
inversa de Fourier

1 +oo )
u(z,t) = \/%/oo Ulw, 1) e duw

aw

_ /+OO <F(w) cos(awt) + Glw) sen(awt)) e dw.

V21 J-s

El método de la TF da buenos resultados en una gran variedad de EDP, pero también
tiene sus limitaciones, puesto que se supone que las funciones involucradas en los problemas
y sus soluciones tienen TF. Sin embargo, el método va mas alld de estas limitaciones, ya que
también ofrece oportunidades, tal y como vemos a continuacion.

Notas de ecuaciones en derivadas parciales



9.2. APLICACIONES DE LA TRANSFORMADA DE FOURIER A LAS EDP 171

Para simplificar la formula anterior, que nos da la solucion de la ecuacién de ondas en la
forma de una transformada inversa de Fourier, consideramos g(x) = 0. Entonces, G(w) = 0

y
1 00 .
u(z,t) = e /_OO F(w) cos(awt) €™ dw.

Luego, u(x,t) es la transformada inversa de Fourier de F(w) cos(a wt).
Ademas, por la propiedad del desplazamiento de la TF, tenemos

F! (F(w) eiwa> (x) = \/12_7r /J:O F(w) @t gy = F1(F) (z + a) = f(x +a).

Anélogamente,
F(Fw)e ™) (x) = f(x —a),
Por tanto,

e F(w) + e F(w)
2

F 1 (F(w)cos(aw)) (z) = F ( ) = ;(f(w+a) + f(z — a)).

Y, en consecuencia,

u(z,t) = F 1 (F(w) cos(awt)) (z) = ;(f(x + at) + f(x — at)).
Observamos que obtenemos la solucién de D’Alembert de la ecuacién de ondas para una
cuerda de dimension finita. (Notemos que la solucién tiene sentido incluso si f no tiene TF
aunque en el proceso se haya utilizado su existencia.) Por tanto, aunque el método de la TF
requiere la existencia de la TF de f, la solucién que obtenemos se puede aplicar en situaciones
mucho mas generales.

Ejemplo 9.8. Aplicamos la TF para encontrar una representacion integral de la solucion del
problema
0%u ,0%u
—_— = —
ot? 8m22
u(z,0) =e /2 wuy(x,0) = 0.

—u, —oo<zx<oo, t>0,

Tomando TF a ambos lados de la EDP con respecto a x, obtenemos
Utt(w,t) + (1 + OZQWQ)U((U,t) = O,

que es una EDO lineal homogénea de segundo orden con coeficientes constantes y solucion
general

U(w,t) = A(w) cos (\/ 1+ onth) + B(w) sen (\/ 1+ oﬂw%) :

donde A(w) y B(w) son constantes en ¢t. Ademas,

U(w,t) = V1 + o?w? (—A(w) sen (\/ 1+ oﬂw%) + B(w) cos (\/1 + onth)) :
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Utilizando las condiciones iniciales y la propiedad 12 de la tabla de TF dada en la secciéon [9.4],
vemos que

2 . )
/2e W 1 — o w/27

0) :\/12_7/%06_“’

+oo .
T dr = 0.
\/ 2m /
Uw,t) =e /% cos (\/ 1+ a2w2t) .

A continuacién, aplicamos la transformada inversa de Fourier y obtenemos la representa-
cion integral

. 2 +o0
u(z,t) / e dw = —/ e /2 cos (V1 + a?w?t) cos(wz)dw
w \/ V2w Jo ( ) (we)
puesto que U(w,t) es una funcién par de w, como solucién del problema. |

Notemos que el método de la TF puede que no sea aplicable. Por ejemplo, si consideramos
el problema

Pu_0u <z< t>0
- = T, —00< T <00

ot? 8 2 ’ ’
u(x,0) = 2%, w(z,0) =0,

no podemos aplicar la TF a ambos lados de la EDP con respecto a z, puesto que la TF de
la funcién z no existe, asi como tampoco la de z2.

La ecuacién del calor en una varilla infinita

Veamos ahora cémo utilizar la TF para resolver la ecuacién del calor en toda la recta.
Asi, consideramos

Ou BaQu << t>0
— =077, —o0<zr<x
ot Ox?’ ’ ’

u(z,0) = f(x) (distribucion inicial de temperatura).

Fijamos t y calculamos la TF con respecto a x,

Flulz,t))(w e " dy = U(w, t).

\/ﬁ /+oo

Aplicando ahora las propiedades de la TF, el problema anterior se transforma en

{Ut(w,t) + BwU(w, t) =0,
U(w,0) = F(w).

La solucion general de la EDO del problema anterior es

Uw, t) = A(w) e 7,
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donde A(w) es constante en t. A continuacién, determinamos A(w) a partir de la condicién
inicial, F(w) = U(w,0) = A(w), de manera que

Uw,t) = Flw)e ™

A continuacién, aplicamos la transformada inversa de Fourier y obtenemos
(0.0) = o= [ F) e do = FNF@)H)() = (f + 1))
u(z,t) = — w)e e w = W) H(w))(z) = x).
21 J—o0 m

Tenemos entonces que determinar h(z). A partir de la propiedad 12 de la tabla de TF dada
en la seccion [9.4] vemos que
1 2

\/2_515 e 1t = h(ZL’),

funcién que se conoce como nicleo de Gauss o nicleo del calor. En consecuencia,

FHH(w))(z) =

_ (:t—s)2

u(z,t) = (f = h)(x) = \/12_71'/——:0 f(s)h(x — s)ds = 2\/%/_—:0 f(s)e i ds.

Observamos que esta solucion muestra claramente la dependencia que tiene la solucion de la
distribucién inicial de temperaturas, u(x,0) = f(z), donde todos los valores de la temperatura
inicial «influyen» en la temperatura en un tiempo t.

La solucién anterior tiene una bonita interpretacién como una superposiciéon (integral)

1
24/ 7Bt
a la temperatura u(x,t) en = en el tiempo ¢. Los perfiles de estas contribuciones debido a

un punto fijo s en varios tiempos t se ilustra en la figura 9.2l El area debajo de cada una

. I =) . :
continua de contribuciones f(s)e” " (debido a fuentes de calor en varios puntos s)

de estas «curvas gaussianasy es f(s) (se asume que es positivo aqui) y la altura maxima es
1

24/ 7Bt

extiende.

f(s). A medida que t aumenta, la influencia de la temperatura inicial f(s) en z = s se

Finalmente, veamos que se cumple la condicién inicial u(x,0) = f(x). Alternativamente,
vemos que limy_,o(f * h)(z) = f(x). Notemos que
, 1 R o ; o / —Buw?t __
%%U(w,t) = %1_{%]:(]“ x h)(w) = 1%F(W)H(w) = F(w)lim H(w) = F(w)lime = F(w).

t—0 t—0

Ahora tomamos la transformada inversa de Fourier para obtener

t—0 t—0

7l U.0)) (@) = lim 7 F) ) @) = (7 (lim H@) ) () = )

Ejemplo 9.9. Podemos utilizar la soluciéon obtenida anteriormente para estudiar como se
difunde la energia térmica de una varilla que inicialmente esta concentrada en su parte derecha

con
0, sixz <0,
flz) = .
100, si z > 0.

José Antonio Ezquerro, José Manuel Gutiérrez y Victor Lanchares



174 CAPITULO 9. TRANSFORMADA DE FOURIER

ti<ty<ts

_ (zfs)2

2\/17r_6tf($)e wee

Figura 9.2: Graficas de

En este caso, la temperatura es
50 too  (@—s)? 100 f+oo
u(z,t) = e B ds=—— e dz,

NG Ve

22

que representa el area bajo una curva gaussiana. Como e~
Foo 2 +oo 2 7 2 T 7 2
— — 2 — 2 —
/ ezdz:/ ezdz—i—/\/’aezd,z:\/;—l—/mezdz.
NG 0 0 0

100 (35
\/_

El area bajo la curva gaussiana se puede calcular numéricamente. Podemos expresar la solu-
z 2

es par,

Luego,

u(z,t) =50 + e dz.

cién en términos de la funcion error, erf(z) = \F J5e " dt, o de la funcion error complemen-

taria, erfc(z) = \F [ e " dt =1 —erf(z). Asi,

u(z, t) = 50 (1 +erf (25%» =50 <2 — erfe (2&%» . <

La ecuaciéon de Laplace en un semiplano

Veamos ahora cudl es la soluciéon del problema de Dirichlet en un semiplano,

Pu 0%u
AU:@—}‘@:O, —OO<J7<OO7 y>0,

u(z,0) = f(z) (valores de contorno).

Fijamos y y calculamos la TF con respecto a =,

Flu(z,y))(w \/%/Jroo z,y) e " dr = U(w,y),
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de manera que el problema inicial se transforma en
Uyy(w, ) = w?U(w,y) = 0,
{U(w,O) = F(w).
La solucion general de la EDO es
Ulw,y) = A(w) e’ +B(w) e ™,

donde A(w) y B(w) son constantes en y.
Si buscamos soluciones u(x,y) acotadas cuando y — oo, también debe estarlo U(w,y).
Asi, A(lw)=0siw >0y B(w) =0 si w < 0. Podemos entonces escribir

Ulw,y) = C(w)e W,
Ademaés, como U(w,0) = F(w), entonces C(w) = F(w) y, en consecuencia,
Uw,y) = F(w)e W,
A continuacién, aplicamos la transformada inversa de Fourier

u(@,y) = F H(Fw)GW))(x) = (f * g)(x),

donde g(r) = F~(G(w))(z) y G(w) = e™“I¥. Por la propiedad 7 de la tabla de TF dada en
la seccién [9.4] tenemos

F (e W) (2) = \/Zgﬂ-ym = g(2),

funcién que se conoce como nicleo de Poisson. Finalmente, obtenemos la solucién

_L o s)g(x — s S—g +°°—f(8) S
wey) = = | HEate—syds=7 [ s (9.1

En general, la solucion del anterior problema de Dirichlet no es tunica. Por ejemplo, si
consideramos la funcion v(z,y) = Cy, C € R, vemos que v(z,y) satisface Au = 0 y es igual
a cero en el eje z. Luego, si u(z,y) es una solucién del anterior problema de Dirichlet, la
funcion u(zx,y) + Cy también lo es. Por tanto, la solucién del problema no es tnica. Lo que
estd ocurriendo es que no hemos puesto suficientes condiciones al problema para garantizar
la unicidad de solucién. Para evitar este problema, se suelen exigir condiciones adicionales
al problema, como por ejemplo que la solucién esté acotada cuando y — oco. En este caso,
el problema resultante, tal y como hemos visto, tiene una tnica solucién, la dada por (9.1)),
siempre que la funciéon f que aparece en la condicién de contorno esté acotada.

Ejemplo 9.10. Se obtiene una solucién sencilla, pero interesante, si

f(q:):{o’ six <0,

1, six > 0.
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Esta condicion de contorno corresponde al caso de una placa calentada uniformemente a
dos temperaturas diferentes. Calculamos la distribuciéon de temperaturas en equilibrio para
y > 0. A partir de (9.1)), obtenemos

s=—+o0

y [T ds 1 r—s
u(z,y) = —/ ——————— = —— arctan
mJo (z—5)2+y? T Y 0

1 x 1 (m T 1 1 x
= —— |arctan(—oo) —arctan | — | | = — [ = +arctan | — | | = = + —arctan | — | .
s Y T\ 2 Y 2 0w Y

Hay que tener cuidado a la hora de evaluar la arcotangente sobre una rama continua. Si

introducimos el angulo ¢ desde el eje de ordenadas de manera que x = rsenf e y = rcosf

(coordenadas polares rotadas), entonces = arctan (g) € (—g, g), al ser y > 0, y la distri-
bucién de temperaturas se puede escribir como
1 6 T
u(z,y) = 3 + —» con RS (—2, 2) , (9.2)

que presenta un comportamiento radial de la temperatura.
Podemos comprobar la solucién anterior de forma independiente. Para ello, consideramos
el problema en coordenadas polares rotadas. La ecuacion de Laplace es

o (o) 1o
ror rar r2 002

y las condiciones de contorno son u (r, g) =1lyu (r, —g) = 0. Como la solucién depende
solo del dngulo, entonces u(r,0) = u() y

0%u T T
oz =0 “(2)—1’ “(—2)—0

que corrobora la solucién (9.2)). <

9.3. Transformadas de Fourier en coseno y en seno

Introdujimos las series de Fourier para resolver problemas de EDP en un intervalo acotado
x € [—/, ] con condiciones de contorno periédicas. Acabamos de ver que podemos utilizar la
TF en el caso de un intervalo no acotado x € (—o0, +00). En esta seccién, bosquejamos cémo
resolver problemas de EDP en un intervalo semiacotado = € (0, +00). La cuestion basica es
céomo utilizar la TF cuando la funcién f(z) estd definida solo para z > 0. Después de lo
visto hasta ahora, es facil imaginar que la respuesta conlleva extensiones pares e impares
no periédicas de f(z). Para dominios semiacotados, las TF en coseno y TF en seno son
particularmente apropiadas para resolver problemas de EDP.

Por conveniencia, introducimos las TF en coseno y seno de f, respectivamente, por

Fe(f)w) = Fe(w) = \/E/OOO f(z)cos(wx)dz, w >0,
Fs(f)(w) = Fs(w) = \/E/OOO f(z)sen(wzx)dx, w >0,
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cuyas transformadas inversas son respectivamente

FoH(F)(x) \/>/ ) cos(wr) dw, x>0,
Fy (F)(x) \/7/ ysen(wz) dw, x> 0.

Observamos que las TF en coseno y seno son las mismas que las transformadas inversas de
Fourier en coseno y en seno.

Como el dominio es x > 0, las funciones dejan de tener significado fisico para x <
0. Entonces, podemos definir estas funciones como queramos para x < 0. En particular,
consideramos la extensién par a x < 0 de f(x) en el caso de la TF en coseno y la extensién
impar a x < 0 de f(x) en el caso de la TF en seno.

Hemos visto que las TF de las derivadas de una funcién y las derivadas de la TF eran
fundamentales en la resolucién de problemas de EDP. Mostramos a continuacién resultados
andlogos para las TF en coseno y en seno. Asi,

(a) Transformadas de las derivadas. Si f(z) — 0 cuando x — 0o, entonces

Fe(f'(2))(w) = whi(w \/>f
Fo(f'(@)(w) = —whFe(w

Ademas, si f'(z) — 0 cuando x — oo, entonces

Fe(f"(2))(w) = —w*Fu(w) — \/zf’(o)
Fo(f"(2))(w) = —w*Fy(w) + \/zwf(o).

(b) Derivadas de las transformadas:

Fulaf@)w) = - Fifw),

Fulef@)(w) =~ Fw).

A partir de las expresiones anteriores, deducimos una importante consecuencia. Si quere-
mos utilizar la TF en coseno para resolver un problema de EDP que contiene una derivada
segunda y esté definida en un intervalo semi-infinito, debemos conocer f’(0). Por otra parte,
podemos utilizar la TF en seno si se conoce f(0).

A la hora de resolver problemas de EDP en intervalos semi-infinitos o en regiones no
acotadas en el plano, como semiplanos, cuartos de planos o bandas, utilizaremos las TF en
coseno y en seno en vez de la TF. El método de resolucion es completamente analogo al de
la TF. En la seccién podemos encontrar una pequena tabla con TF en coseno y en seno.

La eleccion de la transformada apropiada es crucial en la aplicacién del método. Esta
eleccién viene sugerida por el tipo de region y las condiciones de contorno.
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Ejemplo 9.11. (La ecuacion del calor en una varilla semi-infinita.) El problema de difusién
del calor en una varilla semi-infinita con distribucién inicial de temperatura f(z) y con un
extremo a 0° estd dado por

ou 0%u
ot o
u(z,0) = f(xz), x>0,
w(0,t) =0, t>0.

O<z<oo, t>0,

Como la condicién inicial u(x,0) = f(z) involucra a la variable z, el problema sugiere
una transformacién en z y no en t. La condicién u(0,t) = 0 nos indica que la TF en seno es

la eleccién adecuada para este problema, puesto que la TF en coseno de la segunda derivada
2%u
Ox2
aplicar una transformada con éxito, debemos utilizar las condiciones iniciales para obtener

requiere el valor de %?(O, t), cantidad que no estd dada en el problema. En general, para

los valores que se necesiten en las féormulas pertinentes.

Fijamos entonces t y calculamos la TF en seno con respecto a x. Asi,

Fs(u(z, b)) (w) = \/Z/Ooo u(z,t) sen(wzx) dr = Us(w, t).

Aplicando las propiedades de la TF en seno y teniendo en cuenta que

B dUg(w, t)

Fulun(a,0)(w) = S22,

Fo(tpe(2,1))(w) = —w?Us(w, t) + \/zw u(0,t) = —w?U,(w, 1),

el problema anterior se transforma en
dUSg:’t) = —Bw?U,(w, 1),
Us(w,0) = Fy(w).
La solucion general de la EDO de primer orden en ¢ es
Uy(w, t) = Alw) e ™,
donde A(w) es constante en t. Si ¢t = 0, entonces

Us(w,0) = Alw) = Fy(w) y U,(w, t) = Fy(w)e ™.

Tomando la transformada inversa de Fourier en seno, obtenemos la solucion

u(z,t) = \/z/ooo Us(w, t) sen(wx) dw = \/z/ooo F,(w) e " sen(wz) dw. <
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Nota. Terminamos el capitulo con dos observaciones.

1. Acabamos de introducir la TF para resolver problemas de EDP en dominios no aco-
tados. Los problemas a los que hemos aplicado la TF estaban dados en coordenadas
cartesianas. Otra transformada que se puede utilizar es la trasformada de Laplace (abre-
viadamente, TL). Si una de las variables del problema estd definida en la semirecta
[0,+00), a menudo se puede aplicar la TL con respecto a esta variable de la misma
forma que se hace con las TF en coseno y en seno. Para problemas con variables dis-
tintas a las cartesianas, hay otras transformaciones que son méas naturales y ttiles. Por
ejemplo, en problemas no acotados con simetria radial en el plano o en el espacio, cuyas
coordenadas mas apropiadas son polares, cilindricas o esféricas, la transformacién para
la variable radial involucra funciones de Bessel. Esta transformacion, que depende del
orden de la funcién de Bessel implicada, se conoce como transformacion de Hankel.

2. Relacion entre la TF y la TL.Si f(x) es una funcién que es cero para x < 0, entonces

VaRF(f)w) = [ fyesde= [ fayetor an

—0o0

Tomando w = —1is, la expresion anterior queda
. +OO
V2 F(f)(—is) = / f(z)e™™* dx.
0

El miembro derecho de la igualdad anterior se llama trasformada de Laplace de f(z)y
se denota por

LN = [ Sw)e do = VIRF()(~is).

La ultima igualdad dice que la TL de f en s es esencialmente la TF de f evaluada en
—1is, poniendo de manifiesto las muchas propiedades que ambas transformadas tienen
en comun. El factor de descomposiciéon e ** (s > 0) permite aplicar la TL a una amplia
variedad de funciones que no necesitan decaer cuando x — +o00. De hecho, la TL esta
definida para s suficientemente grande si |f(x)| < K e**, para ciertas constantes K y a.
Asi, podemos aplicar la TL para resolver sistemas de EDO con coeficientes constantes,
puesto que se sabe que las soluciones crecen a lo sumo exponencialmente. Ademas, las
condiciones iniciales para tales sistemas se pueden codificar muy bien en el problema
algebraico resultante. Sin embargo, para las funciones que no son idénticamente cero
cuando x < 0, la TL ignora los valores de f(z) para x < 0y, en este caso, tales funciones
no pueden ser, en general, completamente recuperadas a partir de sus TL. Por tanto, a
pesar de los requisitos de descomposicion mas estrictos, la TF es normalmente preferible
a la TL, cuando se desea transformar funciones de una variable no restringida (por
ejemplo, f(x) para z € (—o0, +00)).
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9.4. Tablas de transformadas de Fourier

Conviene tener cuidado con los cambios de notaciéon de unas tablas a otras porque, co-
mo dijimos anteriormente, la definicion de TF no es universal y depende de la bibliografia

utilizada.
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Transformadas de Fourier

1 o |
T F w:Fw:—/ z)e ™ dx
f(x) (f)w) = F(w) \/ﬂ_mf()
0, x<a —je~wa
1. H(,CE—CL)—{L ©>a 5
efiwa
2. Delta de Dirac: 6(z — a
( ) 0TS
3 1, |z]<a 2 (sen(aw)
' 0, a< |(L’| s w
¢, a<x<b IC b —iwa
4. { 0, en el resto de( ™)
-1, —a<x<0
d. { I, 0<z<a 2<cos(a'w)—1>
O, a S |IE| ™ 1w
6 1—|z|/2, |z| <2 2 (sen’w
' 0, 2 < |z T\ w?
2a —alw
7. m 27Te ‘ ‘
1
8. e H(x
() V2 (a + iw)
1
9. rze “ H(x
() V21(a + iw)?
2 a
10. —alz| \/7< >
¢ T \a? + w?
2 2aw?
11. —alz| =
re 7r<(a2+w2)2>
e 4a
12. e’
vV2a
V2o2wi w2
13. —az? ~%
Te 4a\/ae 1
2w? w?
14. 72 e—aa? —Q e 1
8a?\/a
15 e—alel a+ va? + w?
| o] 0% + w?
2 2wl
16. il \/7
e *lsenx Tl
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Propiedades de la transformada de Fourier

1 +o0 .

() FiHw) = Fw) = [ " Ja)e ™ dr
Linealidad: afi(z) + bfs(z) aF(w) + bFy(w)
Desplazamiento:  f(x — a) e ™ F(w)
FEscala: f(ax) F(|u;|/a)
Diferenciacion: f(2) (lw)"F(w)

e
Convolucion: (f1* f2)(2)T Fi(w) - Fy(w)

Nota: . e
the @) = oo [ A= )fls)ds

La delta de Dirac es una distribucién o una funciéon generalizada. (Una distribucion o
funcion generalizada es un objeto matematico que generaliza la nociéon de funcién y la de
medida, [14, [I7].) Se escribe como

0, six# o,

00, six = x,

0z — xg) = 0z () = {
y tiene la propiedad

+o0 f(zo), sizg € [a,b],
z)o(x — x9) dx =
[oo f( ) ( ) {0, si xg §é [a, b],

donde f es una funcién continua en un intervalo cualquiera [a, b].
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Transformadas de Fourier coseno

f(x) Fe(f(z))(w) \/>/ ) cos(wz) dx

F,
! flaz) (w/a)
a
2 a
2 —ax - >0
¢ V7 w? + a2 “
1
3. gl -
z TG
—w?/(4a)
e
4 e—ar’ - a>0
vV2a
a 2 _—aw
5! Pt e ™, a>0
6. 22f(x) —F(w)
sen ax
7. 2 H(a—
" \/; (a —w

8. d(z) \/E
9. H(a — ) \/E ser;aw

a+ \/m e~ W

10.

r? 4 a? Vw
11. sen(a?z?) 41 (COS 1z senw ?4a )
12. cos(a?z?) 41 (cos —— +senw?4a )

Nota: Si f(xz) — 0 cuando  — oo, entonces:

Fe(f'(2))(w) = wFi(w) — \/zf(())

Si ademés f’(z) — 0 cuando  — oo, entonces:

Fo(f"(@)(w) = —w*Fo(w) - \/zf’(o)

Por otra parte, F.(zf(z))(w)= %Fs(w).
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Transformadas de Fourier seno

2 o)
f(z) Folf(@))(w) = Fi(w) = \[T/O f(z) sen(wz) d
F.
1. f(ax) s(w/a)
a
2 w
2. T —
¢ \/; w? + a?
1
3. 1/ —
x N
T
- i
/x 5
z s —aw
g 22 + a? \/; ¢
ml—e %
- Yis
arctan(a/x) 5L
7. a*f(x) ¢ (W)
T 21—e ™
: fc | —= —
8 erfc (2\/E>’ a>0 \/; "
21—
0. Hia— 1) \/> oS aw
T w
10. o’ T gmw?/(a?)
re Vaa
e—a/w e—\/m
11. VA |Arg a| < /2 7z (cos V2aw + sen Vv 2aw)
T e—ab
<on br \/g - senh(aw), 0 <w <b
12. —
22 + a? T e aw
\/7 senh(ab), b<w < o0
2 a
Nota: Si f(z) — 0 cuando  — oo, entonces:

Fo(f' (@) (w) = —wFe(w).

Si ademas f'(z) — 0 cuando z — oo, entonces:

Por otra parte,

Fo(f"(2))(w) = —w*Fy(w) + \/zwf(o)-
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1. Calctlense las TF de las siguientes funciones:

a) f(z)

b) f(x)

¢) flw) =e"
d) flx)=0

e) f(x)=0

six <0y f(z)=xe *siz>0.

sic<by flz)=e " si0<b<uz.

0, en el resto.

2. a) Calctlese F(h(z))(w), donde h(x) = { 1, z€lab],

b) Calcilesne F(6(z — a))(w) y F(6(z — a) + 6(x + a))(w), donde ¢ es la delta de

Dirac.

¢) Pruébese que F~! (F(w)e™) = f(z + a).

d) Compruébese que si f(xz) — 0, cuando |z| — oo, entonces F(f'(x))(w) = iwF (w).

3. Resuélvanse

{ U + Uy :g(l‘),
u(z,0) = f(x),

z,t € R, ) {t2ut—ux:g(x), z,t € R,

u(z,1) =0,

de dos formas diferentes: a partir de las caracteristicas y utilizando la TF.

4. Sea u; + (cost)u, =u, x € R, t > 0.

a) Hallese la solucién de la EDP con u(z,0) = f(z) de dos formas diferentes: a partir

de las caracteristicas y utilizando la TF.

b) Estudiese si existe mas de una solucién de la EDP tal que u(0,t) = 0.

5. Resuélvase el problema de Dirichlet en el semiplano:

6. a) Pruébese que si

dl
entonces pi g I(a,0) =

X

u

I(a,x)

2a

{Au:(), reR, y>0,

(‘7:70) = f(x)

o0 2
:/ e % cos(wz)dw, a >0,
0

Jr

2va

. Héllese I(a,x) y utilicese para calcular

F (e‘“”’”Q) (w)y F! (e_“‘“2) (7).

b) Resuélvase: {

¢) Resuélvase: {

Ug — Uy

u(z,0) =e™"".

=0, 7€R, ¢t>0,

2

Up — Upe + U, =0, z€R, t>0,

u(x,0) =e

—x2/2

José Antonio Ezquerro, José Manuel Gutiérrez y Victor Lanchares
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Resuélvanse:
Uy — CUge =0, z€ER, t>0,
) (2.0) = f(z) Uy — Uz = 0(z), xER, t>0,
a u(x,0) = f(x),
u(z,0) =0 = w(z,0).
uy(x,0) = g(z).
Resuélvase
—Ugy + U +2us +u =0, z€R, t>0,
u(x,O) = f(l’),
w(z,0) =0,

de dos formas diferentes: utilizando la TF y haciendo el cambio u = ze .

Resuélvase
Upe + 22Uz +uy =0, x€R, t>0,

u(z,0) =0,

Ut(l‘, O) = g(iL’)
de dos formas diferentes: reduciendo la ecuacién a forma canénica y utilzando la TF.

Apliquese la TF en coseno o en seno para resolver los siguientes problemas:
uy — kug, =0, keRy, x>0, t>0,

a) ¢ u(z,0)=0,

u(0,t) =c (ceRy).

up — kug, =0, keR,, x>0, t>0,

b) { u(x,0) =0,

u(0,t) = —c (c € Ry).

U — Uy =0, x>0, >0,

c) § u(z,0) = f(z),

uz(0,1) = g(t).

Notas de ecuaciones en derivadas parciales



Epilogo

Las EDP surgieron de la necesidad de explicar determinados fenémenos fisicos relaciona-
dos con la dindmica de los medios continuos, como el movimiento de fluidos o la deformacion
de cuerpos no rigidos. Esta relacion entre los modelos fisicos y las EDP se mantiene vigente
hoy en dia y es uno de los grandes campos de aplicacién de las matematicas. Pero, mas alla
de su papel en la creacion de modelos fisicos, los matematicos se han preocupado de estu-
diar de forma rigurosa estas ecuaciones, dando lugar a nuevas e interesantes ideas que han
contribuido al desarrollo de las mateméaticas, no solo en el campo de las EDP, sino también
en diferentes ramas, como el andlisis complejo, la geometria diferencial de superficies y un
largo etcétera. A modo de ejemplo, el tratamiento riguroso de la soluciéon de una EDP, su-
jeta a condiciones de contorno, puede considerarse el origen del Analisis Funcional, con el
posterior desarrollo del andlisis arménico, un campo de investigacién activo y con multiples
aplicaciones en diferentes ambitos.

Esa conexiéon bidireccional entre los modelos fisicos y el desarrollo de un marco riguroso
que dé soporte al estudio de dichos modelos hace de las EDP una fuente constante de nuevas
aplicaciones y teorias matematicas. Parte de esto se ha puesto de manifiesto a lo largo de
estas notas cuando se han introducido las series de Fourier y la transformada de Fourier.
Conscientemente, no hemos profundizado en estos temas, ya que los estudiantes los pueden
ver con detalle cursando una asignatura de Analisis Funcional, presente en cualquier Grado
en Matematicas.

Por otra parte, en estas notas se han tratado los aspectos clasicos de las EDP, quedando
algunas ideas fuera del contenido de las mismas. Una de ellas, que tiene especial relevancia
en muchos aspectos en el estudio de la soluciéon de problemas de contorno, es el concepto de
solucion débil. Sin entrar en demasiados detalles, consideremos la ecuacién de Poisson en un
dominio D con condiciones homogéneas de Dirichlet

— Au(z) = f(z), x €D, u(z) =0, z€dD. (1)

Esta es la que podriamos llamar formulacién fuerte de la EDP y la solucién tiene que ser una
funcién dos veces derivable. Desafortunadamente, esta formulacion es demasiado restrictiva
en la practica en el sentido de que muchos problemas fisicos de interés no poseen soluciones
tan regulares. Sin embargo, usando integracién por partes, es posible relajar las condiciones
de regularidad de una solucién. La idea de como hacerlo surge del paralelismo que se puede
establecer entre la resolucion de una EDP y la resolucion de una ecuacion lineal en un espacio
vectorial de dimensién finita. De hecho, resolver la EDP puede verse como encontrar una
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funcién que vive en un determinado espacio de funciones que satisface la ecuacién definida
por un operador lineal. En un espacio vectorial de dimensién finita, pongamos R”, si u y
v son dos vectores, entonces u = v si y solo si, cualquiera que sea w € R" se verifica
u-w = v-w. Podemos decir que estamos poniendo a prueba la identidad u = v frente
a un vector test arbitrario w. Esto mismo lo podemos hacer con nuestra EDP, eligiendo
convenientemente unas funciones test ¢ : D — R, suficientemente regulares, que se anulan
en 0D y con estructura de espacio vectorial. Asi, si ¢ es una funcién test arbitraria, entonces

_/DAU(:K) () da::/Df(a:)go(x) dr, u(x)e(z) =0, z¢€aD.

Usando integracion por partes se llega a que

| vu@) Ve de = [ f@)p@) do, (2)

cualquiera que sea la funcién test ¢. Entonces, si existe una funcion u que verifica , para
toda funcion test, decimos que u es una soluciéon débil de la EDP . Lo mas interesante de
esta formulacion es que no aparecen derivadas de orden dos, como en la formulacién original,
por lo que no necesariamente una solucién de tiene que ser dos veces derivable. En este
sentido, esta formulacién es mas débil que la original y, en general, mas facil de abordar en
su resolucion.

Por otra parte, existen numerosas EDP que tienen soluciones débiles, pero no fuertes.
Incluso en los casos en que exista una solucion fuerte, a menudo es mas facil probar que
existe una solucion débil y luego verificar que también es fuerte, antes que buscar esta direc-
tamente. Ademads, una solucion débil se puede describir como combinacién lineal de una base
de funciones en espacios de dimensién infinita. Asi, las soluciones débiles viven en espacios
de funciones especiales, que son los espacios de Sobolev, y juegan un papel crucial en la
moderna teoria de EDP, tanto desde el punto de vista analitico como numérico. De hecho,
esta formulacién conduce al método de Galerkin y es la base del método de elementos finitos,
quizas el mas usado en la resolucién numérica de EDP.

Mas alla del amplio panorama que se abre con la formulaciéon débil de una EDP definida
por un operador lineal, no podemos terminar sin mencionar las ecuaciones no lineales, al-
gunas de las cuales representan un reto para la comunidad matematica y que son objeto de
constante investigaciéon. Entre ellas tenemos las ecuaciones de Navier-Stokes, que describen
el movimiento de un fluido viscoso y que se usan en los modelos atmosféricos o en el movi-
miento de las masas ocednicas. Uno de los fenémenos que despiertan mayor interés es el de la
turbulencia, que podria estar relacionado con la aparicién de singularidades en las soluciones
y que mantiene ocupados a buen nimero de investigadores en estos momentos. Otra de las
ecuaciones mas estudiadas es la de Korteweg-de Vries que se usa para la descripcion de la
propagacion de ondas en diferentes medios. A pesar de que pueden encontrarse soluciones de
manera analitica, sigue habiendo cuestiones abiertas pendientes de resolver. Podriamos seguir
enumerando otras ecuaciones pero, basta echar un vistazo a la lista de ecuaciones no lineales
en Wikipedia para darse cuenta de la relevancia de estas ecuaciones en multiples dreas de la
Fisica y la Ingenieria.
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Lo dicho hasta ahora no es mas que una pequenia muestra de lo que suponen las EDP en
el desarrollo de las matematicas y las ciencias experimentales. Para el estudiante interesado,
remitimos a una revision minuciosa de Brezis y Browder [5] sobre la influencia de las EDP
en el ambito de las matematicas y la fisica. Con todo esto, esperemos que estas notas y
estos comentarios finales sirvan como estimulo para profundizar en un campo tan amplio y
multidisciplinar como son las EDP.

José Antonio Ezquerro, José Manuel Gutiérrez y Victor Lanchares
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