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DATOS CORRELACIONADOS ESPACIALMENTE:
ANALISIS ESTRUCTURAL

Rodrigo Garcia Arancibia, Pamela Llop, Mariel Lovatto

RESUMEN. En este articulo introducimos y estudiamos el marco teérico subyacente para
datos espacialmente correlacionados. Méas precisamente, definimos el proceso que genera los
datos, estudiamos sus diferentes estructuras de covarianza y caracterizamos las diferentes
clases de estacionariedad consideradas habitualmente para este tipo de datos. Ademas,
estudiamos en profundidad el semivariograma teérico y empirico, la herramienta tal vez
maés utilizada para medir correlacién espacial. Consideramos que este trabajo puede ser
un material til para el estudio y la ensefianza de los datos espaciales y sus principales
caracteristicas, que potencialmente pueden introducirse en un curso moderno de estadistica.

ABsTRACT. We introduce and investigate the underlying theoretical framework for spatially
correlated data in this article. More specifically, we characterise the mechanism that gen-
erates the data, investigate its various covariance structures, and characterise the many
stationarity classes that are typically considered for this type of data. Furthermore, we
investigate the theoretical and empirical semivariogram, which is likely the most extensively
used tool for measuring spatial correlation. We believe that this work can be a valuable
resource for the study of spatial data and its primary properties, which might be integrated

into a modern statistics course.

§1. Introducciéon

En la era del Big Data, la disponibilidad y variedad de los datos es cada vez
mayor, especialmente en lo que respecta a los datos georrefenciados. Esto se debe
tanto al rdpido avance tecnolégico actual (como la agricultura de precisién y las
imégenes satelitales) como al interés social en considerar la espacialidad como
fuente de variabilidad de diferentes fenémenos. Por lo cual, creemos que incluir
el estudio de los datos espaciales en un curso introductorio de estadistica puede
ser motivador a partir de aplicaciones reales més actuales. Para ello, este trabajo
brinda herramientas para comprender los fundamentos teéricos subyacentes del
fenémeno espacial en el contexto de procesos estocasticos como generador de este

Palabras clave: Proceso estocastico, Datos Espacialmente Correlacionados, Estacionariedad.
Keywords: Stochastic Process, Spatially Correlated Data, Stationarity.



6  Garcia Arancibia, Llop, Lovatto

tipo de datos. Los datos espaciales son aquellos cuya particularidad es que cada
observacion estd asociada a una unidad espacial, como ser coordenadas o 4reas
geogréficas. Por ello es imprescindible contar no solo con el dato en si mismo (i.e.
el valor observado de la/s variable/s de interés) sino también con informacion
sobre la posicién o referencia geografica indexada a cada observacién. Con esta
caracterizacion de los datos espaciales surge, de forma natural, el concepto de
lo que llamaremos valor regionalizado, definido como el valor de la variable de
interés en el lugar o punto geografico donde fue medido.

Dentro del contexto estadistico, la estadistica espacial (o geoestadistica) es, en
parte, la aplicacion de la teoria de procesos estocésticos a datos espaciales o, dicho
de otra forma, a datos correlacionados espacialmente. Segtin Wackernagel (2006),
la necesidad de tener en cuenta al espacio como fuente de variabilidad se originé a
mediados del siglo XX en el campo de la mineria y la geologia, al tratar de analizar
la distribucién de las reservas de oro en un depdésito mineral a partir de muestras
tomadas en algunas ubicaciones espaciales, la cual resulté ser sesgada, revelando
la omision del espacio como fuente de variabilidad. A pesar de que las aplicaciones
de la geoestadistica han estado tradicionalmente més relacionadas con estudios
de fenémenos geol6gicos y ambientales, recientemente se ha incorporado como
una herramienta mds de la geografia, la economia y otras ciencias sociales, sea
con el objetivo de predecir y completar mapas de datos regionales, como también
para modelar la variacién espacial de una variable de interés (R. Haining, 2013;
R. P. Haining, Kerry, y Oliver, 2010). En particular, los métodos geoestadisticos
han tenido un importante alcance en la denominada ciencia regional (Atkinson y
Lloyd, 2014). Asi, por ejemplo, para la construccién de indices socio-econdmicos a
nivel regional (Montes-Rojas, 2012), para el mapeo de precios de tierras (Derdouri
y Murayama, 2020; Morales, Stein, Flacke, y Zevenbergen, 2020; Tsutsumi y Seya,
2008) y analisis de precios de vivienda (Chica-Olmo y Cano-Guervos, 2020; Dubin,
1992; Gamez, Montero, y Rubio, 2000; Garcia Arancibia, Llop, y Lovatto, 2023;
Valente, Wu, Gelfand, y Sirmans, 2005), para el andlisis de indices de criminalidad
(Fernandez-Avilés, 2009; Kerry, Goovaerts, Haining, y Ceccato, 2010), o bien para
el mapeo de niveles de pobreza o enfermedades utilizando datos regionales (Berke,
2004; Goovaerts, 2008; Vasan y Alcantara, 2016), entre otros. De esta manera, existen
multiples aplicaciones en diferentes ramas de la ciencias aplicadas, que motivan el
estudio de datos correlacionados espacialmente.

En este trabajo definimos algunos conceptos y definiciones claves en el estudio de
datos espaciales, como asi también el marco tedrico sobre el cual suelen modelarse.
Con este analisis buscamos introducir las herramientas teéricas y metodolégicas
bésicas para el tratamiento de datos espaciales, especificando los supuestos tedricos
sobre los que descansan mayormente las tareas de inferencia y prediccién estadisti-
ca, restringiendo la atencién en los denominados procesos estacionarios. Asimismo,
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sobre la base de este marco tedrico, se derivan herramientas de visualizaciéon y
descripcion para el estudio del fenémeno espacial de interés.

Siempre que sea posible, se utilizardn los clasicos datos del rio Meuse (Rikken
y Van Rijn, 1993) como caso de estudio para ilustrar definiciones y conceptos.
Este conjunto de datos proporciona, entre otras variables, mediciones de cuatro
tipos diferentes de metales en la capa superior del suelo en una llanura aluvial
del rio Meuse, cerca del pueblo de Stein (Paises Bajos), medida en diferentes
localizaciones espaciales, las cuales estdn identificadas con coordenadas geograficas
(latitud y longitud). Nuestro interés sera estudiar el comportamiento de uno de
esos cuatro metales, el zinc, y en particular su logaritmo. En general, este conjunto
de datos se utiliza para predecir el valor de alguno de esos metales en una locacién
espacial donde el mismo no fue medido. Particularmente, estos datos son utilizados
para ejemplificar el método de prediccién espacial clésico, denominado Kriging
(Bivand, Pebesma, Gémez-Rubio, y Pebesma (2008)). A través de todo el trabajo
nos referiremos a este ejemplo como Ejemplo del rio Meuse.

Este trabajo estd organizado como sigue: en la Seccién 2 introducimos algunos
aspéctos basicos que caracterizan a los datos espaciales mientras que en la Seccién
siguiente mostramos algunas herramientas para un primer anélisis exploratorio
de los mismos. En la Seccién 4 definimos el proceso espacial, sus momentos y los
tipos de estacionariedad que pueden presentarse. En la Seccién 5 establecemos el
modelo que asumiremos para el proceso, definiendo la estructura de correlacién
que suele asumirse en los modelos paramétricos, el semivariograma. Finalmente,
la Seccién 6 fue dedicada a las conclusiones del trabajo. Todas las demostraciones
y resultados auxiliares se encuentran en el Apéndice.

§2. Introduccidn a los datos espaciales

La forma mads directa e intuitiva de visualizar a los datos espaciales es a través
de los mapas, y nuestro acercamiento a los mismos empieza en muy temprana
edad con la escolaridad elemental. En primer lugar, la maestra de primaria nos
pide llevar un cierto tipo de mapa (en general, fisico y/o politico) de una regiéon
en particular, como ser el mapa del pais o provincia que habitamos. Luego, ya en
clases, la maestra nos ensefia a colorear o rellenar el mapa en cuestién con algunos
atributos que se estén estudiando, delimitando regiones (provincias o localidades),
asignando un nombre particular a lo que se delimita, marcando con puntos, lineas
o areas un lugar con algtin aspecto que lo hace especial, como ser las capitales
o los rios més importantes. Es asi que desde la infancia entramos en contacto
con el dato espacial, en formato fisico y palpable, siendo incluso generadores de
nuestra propia base de datos espaciales al momento en que al mapa lo cargamos con
determinados atributos que nos informan sobre algtn aspecto de interés (natural-
geologico o politico social) en cierto punto o regién dentro del mismo. De esta
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manera, en su forma mads primitiva, un dato espacial es aquel que vincula una
ubicacion geografica con una cierta propiedad o atributo descriptivo (Fischer y
Wang, 2011). Por ello, marcar con un punto el centro de una ciudad capital de
una cierta provincia argentina, es un dato espacial donde en una cierta ubicacién
(latitud y longitud) se describe un atributo particular (e.g., ciudad capital).

Hoy en dia la georreferenciacion forma parte de lo cotidiano, haciendo que los
datos espaciales cumplan todo tipo de funciones, desde las mas simples, como ser
la comunicativa (e.g. mandar ubicacién para pasar una direccién domiciliaria), a
las méas complejas, como ser aquellas abocadas a predecir fenémenos de diversa
naturaleza, sean delitos, fenémenos ambientales, rendimientos de cultivos, precios
de inmuebles o impactos u alcance de ciertas politicas sociales, entre otros. A su
vez, en cierta ubicacién geogréfica podemos tener informaciéon de un solo o de
varios atributos. En el primer caso, estamos ante la presencia de un dato espacial
univariado, mientras que en el segundo el dato es multivariado. Por ejemplo, para
los datos del rio Meuse, podriamos analizar solamente la concentracién de zinc
(problema univariado), o bien considerar concentraciones de varios sélidos como
ser de zinc, cadmio, plomo, cobre y sodio, entre otros (problema multivariado).
Ademas, tales atributos pueden ser de naturaleza continua (e.g., niveles de con-
centracion de sélidos en el agua, rendimientos de cultivos, precios de viviendas,
salarios medios, etc.) o bien discreta (e.g. categorias de uso de la tierra, tipo de
cultivo, presencia de un tipo de sélido, partido o corriente politica gobernante en
cierta localidad, cantidad de delitos reportados, etc.).

Los datos espaciales pueden clasificarse de varias maneras. Una de ellas, esta
relacionada con la representacion geogréfica del dominio D en el espacio R%.
Esto es, la forma en que las localizaciones son indexadas en el espacio (Longley,
2005). Cuando se asume un dominio continuo, el namero de localizaciones o
sitios donde podemos observar un atributo es no numerable (Zhang, Atkinson,
y Goodchild, 2014). Esto es, el atributo puede estar medido (continuamente) en
todas partes del espacio. El caso del ejemplo del rio Meuse se corresponde con
esta caracterizacion, dado que entre dos mediciones de concentracion de zinc en
lugares diferentes, potencialmente existen infinitos valores de tal atributo que
podrian medirse. Estos datos continuamente espaciados son los comtnmente
denominados datos geoestadisticos y, en general, el principal interés en este tipo
de datos es la interpolacién espacial. No obstante, en la practica se cuenta con una
version discretizada del domino, pues en general se tienen puntos muestreados en
ubicaciones discretas pero que representa un campo de variacién continuo (Fischer
y Wang, 2011).

Por otra parte, para un dominio D discreto, se asume que el nimero de sitios o
localizaciones para el cual podemos observar un atributo es a lo sumo numerable
(finito o infinito numerable). En general, estos datos resultan de agregar la medicion
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de una/s variable/s en localizaciénes finitas, y entre dos consecutivas no existe
espacio con puntos que puedan ser medidos o muestrados. Este tipo de datos se
denomina datos reticulares (en inglés, lattice data). Ejemplo de datos recticulares
son las tasas de fecundidad o mortalidad por localidad/departamento, tasa de
desercion en escuelas/universidades, produccién de una region, el rendimiento en
un drea o el color de un pixel de una imagen satelital, entre otros.

Es interesante observar que los datos geoestadisticos pueden ser transformados
a datos reticulares, por ejemplo, generando un teselado del dominio continuo
y tomando como dato reticular el centro de la celda, comtiinmente denominado
centroide. No obstante, debe notarse que la eleccién de los centroides podria influir
en la medicién de la distancia (Zhao y Wall, 2004) pudiendo incluso modificar
la estructura de dependencia espacial existente en los datos. El reverso de esta
operacion ya no es posible, pues la interpolacién espacial podria no tener sentido
partiendo datos reticulares.

Tanto para datos geoestadisticos como reticulares, el domino D es fijo. Si D es
aleatorio se estd en presencia de los denominados patrones puntuales (en inglés,
point patterns data). En este caso las localizaciones son generadas por algtin proceso
aleatorio, como ser la ubicacién de &rboles o nidos para estudiar una especie,
epicentros de terremotos o caidas de rayos.

Otra clasificacién util de los datos espaciales es aquella que los encuadra de
acuerdo a diferentes formatos u objetos geométricos; esto es, puntos, lineas o
poligonos. Para el primero se tiene un punto en el espacio medido por coordenadas
geograficas (latitud y longitud). Para el segundo se tiene un conjunto ordenado
de puntos, conectados o no, que forma un segmento, medido por la longitud
del mismo. Por ultimo, los poligonos son representados por medio de puntos
conectados que encierran una cierta drea. Estos diferentes formatos se corresponden
con las estructuras cartograficas basicas para los datos vectoriales del sistema de
informacién geografica GIS.

Mas allé de la clasificacién dada previamente, en este trabajo consideraremos da-
tos espaciales para un dominio D fijo. Para este tipo de dominios, nos centraremos
en el andlisis de un sélo atributo o variable medida en una ubicacién representada
por una coordenada s € D C R?. Esto quiere decir que para algin punto espacial
sy fijo, trabajaremos sobre el atributo Z(s,, v) univariado para todo v en un espacio
muestral Q. Este enfoque se sittia en el contexto de procesos estocdsticos espaciales
que serd definido formalmente en la Seccién 4.

§3. Andlisis exploratorio

En los ultimos afios, con el desarrollo de software y la posibilidad de manejar
grandes cantidades de datos es posible realizar una primera visualizacion grafica
de los mismos. Como es bien sabido, el analisis exploratorio de datos es la primera
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FiGura 1. Mapas de caja: (a) para coordenadas geogréficas; (b) para
poligonos.

herramienta que nos permite conocer y resumir los datos de la muestra y con ello
poder descubrir errores en la codificacién, determinar casos atipicos, comprobar
supuestos (e.g. estacionariedad) e incluso encontrar pistas para la modelizacion.
Nuestro principal objetivo en el anédlisis exploratorio de datos serd identificar, si
existe, una estructura de correlacién en los datos. Mas precisamente, queremos
cotejar si los valores cercanos son parecidos, y si dicha similitud desaparece a
medida que los mismos se alejan. Como veremos en la Seccién 4.2, las funciones
de semivariograma o covariograma del proceso son la forma de representar esta
asociacion, estimando relaciones espaciales en lo que es llamado anélisis estructural
(Seccion 4). Para ello, es necesario ver qué nos dicen los datos sobre la existencia o
no de una estructura de correlacién, de algtin patrén estacionario o de tendencias.

En esta seccion presentamos, a partir del ejemplo del rio Meuse, algunos gréficos
y medidas que podrian ser ttiles en esta parte del analisis. Los gréficos nombrados
en esta secciéon son solo algunos de los que se pueden utilizar para un anélisis
exploratorio espacial, sin embargo no son los tinicos (ver por ejemplo los libros
Banerjee, Carlin, y Gelfand (2004); Chiles y Delfiner (2012); Cressie (1993)).

3.1. Tipos de grificos exploratorios

Como primera etapa en el estudio exploratorio se puede realizar un grafico de
los datos muestreados sobre mapas o graficando solamente los mismos sobre las
unidades espaciales, ya sean puntos o poligonos. Los graficos de puntos estan
definidos por sus coordenadas geogréficas (latitud y longitud) y pueden ser, por
ejemplo, estaciones meteorolégicas, inmuebles, un punto en la tierra para medir
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Ficura 2. Distribucién de la variable concentraciéon de zinc de los
Datos Meuse en funcién de las coordenadas (Cressie, 1993, pag. 37).

diferentes componentes de la misma como es el caso del ejemplo del rio Meuse
donde se mide la concentracién de zinc (Figura 1 (a)). Los poligonos son areas
delimitadas por lineas como por ejemplo paises, departamentos, estados, radios
censales, o algtn teselado sobre el espacio como observamos en la Figura 1 (b).

En este tipo de gréficos, para el analisis de la distribucién espacial de la variable
de interés, los valores de la misma se pueden categorizar de acuerdo a diferentes
intervalos que se calculan a partir de percentiles y luego colorear cada poligono
o punto en funcién de la categoria a la que pertenece. Si dichos intervalos estan
particionados a partir de los cuartiles, el gréfico se llama mapa de caja. En la Figura
1 (a) y (b) podemos observar cada caso, detectando cémo los colores se concentran
en ciertas zonas, lo cual nos da una pista de la posible correlacién espacial existente,
esto quiere decir que los valores de la variable de interés son parecidos si estdn
cerca espacialmente.

3.2. Tendencia
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Figura 3. Distribucién de la variable concentracién de zinc de los
Datos Meuse en funcién de las coordenadas (Cressie, 1993, pag. 37).

Si bien los graficos exploratorios nos dan una idea de cémo es la distribuciéon
espacial de los datos, puede tornarse dificil detectar cambios en el comportamiento
del promedio o en la variabilidad de los mismos. Para los datos del rio Meuse, en
términos de tendencia nos interesa estudiar el comportamiento del promedio del
logaritmo del zinc como funcién de las coordenadas. Como para estos datos conta-
mos con una sola medicién de la variable de interés por ubicacién, no podemos
realizar un gréfico del promedio por ubicacién espacial. En este caso, lo que hace-
mos es agrupar los datos en ambas direcciones geograficas (oeste-este y norte-sur)
de manera tal de poder calcular el promedio y poder graficar diagrama de cajas que
nos muestren el comportamiento de los datos en ambas direcciones. Tales graficos
fueron realizados en las Figuras 2 (b) y 2 (c), respectivamente. Los puntos negros
sobre cada diagrama de caja representan la media segtin el agrupamiento de los

Revista de Educacién Matemdtica, Vol. 39 N° 3 — 2024



Datos correlacionados espacialmente: andlisis estructural 13

datos por latitud o longitud. De esta visualizacion particular no observamos ten-
dencia en ninguna direccién lo cual nos estaria indicando que el comportamiento
promedio de estos datos es constante en las direcciones consideradas.

No obstante, si rotamos el mismo grafico en 45° en sentido horario, podemos
observar cierta tendencia. En particular, como se observa en la Figura 3 (b), la
concentracién de zinc decrece de noroeste a sureste, revelando asi una mayor
concentracion del metal a orillas del rio la cual se disipa a medida que nos alejamos
del mismo. Este comportamiento también se puede apreciar en la Figura 1. De este
andlisis se desprende la importancia de realizar un analisis exploratorio exhaustivo
para obtener conclusiones més robustas. No obstante, como veremos més adelante,
existen herramientas complementarias que permiten enriquecer este analisis.

3.3. Variabilidad espacial

A partir de los aportes de Waldo Tobler con la primera ley de la geografia que
establece que todo esta relacionado con todo lo demads, pero las cosas cercanas estan
maés relacionadas que las lejanas (Siabato y Guszman-Manrique, 2019), podemos
inferir que dos puntos cercanos asumen valores similares porque estos se generaron
en condiciones similares. Por el contrario, a grandes distancias las condiciones son
diferentes y se esperan mayores variaciones.

La herramienta mas utilizada para medir esta variabilidad es el conocido se-
mivariograma empirico. Este gréfico es fundamental a la hora de describir la
variacion espacial de los datos. Dada la importancia del semivariograma en la
geoestadistica, tanto la versién empirica como luego la version tedrica del mismo
seran introducidas y estudiadas en detalle en las Secciones 4 y 5.

En este apartado introduciremos otra herramienta también utilizada para visua-
lizar la variabilidad espacial presente en los datos, los diagramas de dispersién h.
Aqui (ver luego Seccién 5) h indica una distancia y dichos diagramas describen la
relacién de una misma variable medida en sitios que se encuentran separados por
cierta distancia h.

La Figura 4 muestra varios paneles donde hemos graficado el logaritmo del
zinc para el ejemplo del rio Meuse y su asociacion para diferentes rangos de la
distancia 2. Como puede observarse, para distancias chicas la asociacién es mayor
y la misma desaparece a medida que h aumenta. La recta observada es la recta de
regresion cuya pendiente tiende a cero cuando la distancia entre sitios aumenta.

§4. Analisis estructural
En el apartado anterior mostramos, a través del ejemplo del rio Meuse, cémo

es posible obtener informacién a partir del anélisis exploratorio de los datos es-
paciales. Dicho anélisis s6lo genera informacién sobre la muestra de los datos
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Ficura 4. Gréfico de dispersion h para los datos Meuse.

observados los cuales, como veremos en esta seccion, se denominan valores (da-
tos) regionalizados. Unos de los objetivos de la estadistica en general y nuestro
en particular, es poder obtener informacién general acerca del fenémeno (social,
econdmico, ambiental, geolégico) que genera los datos y asi obtener informacién
independiente de la muestra obtenida. Para ello consideramos un enfoque pro-
babilistico, esto quiere decir que el conjunto de los datos regionalizados con los
que contamos pueden considerarse como el resultado de un mecanismo aleato-
rio, al cual llamaremos proceso estocdstico espacial. En la bibliografia también
podemos hallarlo con el nombre de funcién aleatoria o campo aleatorio (Montero,
Fernandez-Avilés, y Mateu (2015), Wackernagel (2003)). Para comprender mejor
las caracteristicas de este proceso, los supuestos subyacentes y sus implicancias
sobre el tratamiento de datos espaciales nos focalizamos, en esta seccién, en la
formalizaciéon del mismo y de sus propiedades.

4.1. Proceso estocastico espacial

Con el objetivo de poder estudiar estos datos de manera analitica y desde un
marco estadistico formal, asumimos entonces que los mismos son el resultado
de un mecanismo aleatorio. Especificamente, dadod € N, D C R?y (Q, A, P) un
espacio de probabilidad, se llama proceso estocdstico espacial al conjunto

{Z(s,v) :s € D,v € Q},

con Z una funcién a valores reales tal que Z : D x @ — R.

Tomando al valor regionalizado como resultado de un proceso estocéstico, obte-
nemos dos caracterizaciones del mismo. En particular, si fijamos una localizaciéon
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sp € D, tenemos una variable aleatoria Z(s,, -) con su variabilidad asociada. Si
en su lugar fijamos vy € (, entonces tenemos la realizaciéon z : D C RY — R,
denominada comtnmente como variable regionalizada o regionalizacién (e.g.
Wackernagel (2006)). Esta doble caracterizaciéon nos permite tener en cuenta las
diferentes fuentes de variabilidad del proceso. Por un lado, la variabilidad del
fenémeno en cada sitio, entender que el dato existe con cierta probabilidad y que
existen otros valores posibles para cada localizacién. Por otro lado, formalizar la
variabilidad entre sitios, considerando las distancias entre ellos y la forma de la
dependencia con la variable de interés.

En el siguiente diagrama ilustramos estas definiciones junto con la notacién a

ser utilizada. Cabe aclarar que el simbolo = se utiliza, y se utilizara a lo largo del
articulo, para introducir nueva notacién.

Proceso .
estocdstico Variable
espacial aleatoria
se fija sg
Z(s) = Z(s,v) Z(s0) = Z(so,v)
se fija vg
Z(S) iZ(S,Uo) z0 = Z(SOaUO)
Variable Valor
regionalizada regionalizado

Ficura 5. Diagrama resumen de las definiciones junto con la notacién
a ser utilizada a lo largo de todo el trabajo (Wackernagel, 2003, pég.

28.)
Con esta caracterizacion, si fijamos un conjunto de localizaciones {s;,ss, . ..,s,}
yunu, € €, tenemos un vector (z1, . .., z,)" = (Z(s1,0), ..., Z(sn,v0))" de valores

regionalizados los cuales representan los datos empiricos.

Para el ejemplo del rio Meuse, d = 2 ya que las mediciones de la concentracién de
zinc fueron tomadas para determinadas coordenadas geograficas, esto es, latitud
y longitud. La regién D es el dominio del proceso, en este caso representado por
la region sobre la cual tenemos informacién. Mdas precisamente, en la Figura 6
presentamos una adaptacion de los datos Meuse en la regién D. En el panel izquier-
do de la misma observamos una variable regionalizada Z (s, v,) para un vy fijo y
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para todo s € D y en el panel derecho un conjunto de los valores regionalizados
nombrados anteriormente y corresponden a los datos con los que contamos.

Latitud

50.99°N 5.4[5.8]56)

59(5.3[53

50.98°N

50.97°N

2
SoR
5

50.96°N

@
=

el

(e)fe1]

N 6605
t

5.72°E 5.74°E 5.76°E
Longitud

(a) (b)

Ficura 6. Para el ejemplo del rio Meuse: (a) variable regionalizada;
(b) conjunto de valores regionalizados.

Dado que un proceso estocastico espacial queda determinado por sus distribu-
ciones finito dimensionales, resulta fundamental definir su funcién de distribucion
para asi poder estudiar al proceso en el contexto estadistico.

Especificamente, podemos definir la distribucién del proceso estocdstico Z(s)
como la coleccién de distribuciones conjuntas de dimensién finita de vectores

aleatorios (Z(s1),- -+, Z(s,))”, para conjuntos finitos de sitios {s;,ss,...,s,},
Fo s (21,0 y2n) = PHv:Z(s1,v) <z, ,Z(8p,v) < 2,})
(41) = P(Z(Sl) SZl,"' ,Z(Sn) SZn>

De esta manera, con la especificacién (4.1) para todos los posibles conjuntos de
puntos de muestreo {s;,ss,...,s,} y para todo n tenemos una caracterizacién com-
pleta de un proceso estocéstico. Un caso particular de especial importancia es el
denominado proceso gaussiano donde las distribuciones de dimensién finita defi-
nidas en la Ecuacién (4.1) son normales multivariadas. Para denotar la funcién de
densidad o funcién de probabilidad puntual conjunta de las variables aleatorias
obtenidas en localizaciones especificas {si,so, ...,s,}, usaremos ps, s, (21, .., 2n)
y ps(#) para la densidad o probabilidad puntual de Z(s), paracada s € D.

Es bien sabido que al estudiar una variable o un conjunto de variables, determi-
nar su funcién de distribucién es un problema en si mismo. Dicha complejidad
reside en que la medicién experimental de las distribuciones de probabilidad
multidimensionales (e incluso unidimensionales) es una tarea muy complicada,
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resultando excesivamente costoso estimar dicha funcién en todo su dominio. Por
ejemplo, conocer la distribucién completa del proceso estocéstico que dio lugar
a la concentracién de zinc a orillas del rio Meuse, puede ser muy complejo. Sin
embargo, este problema suele simplificarse estudiando algunas medidas que ca-
racterizan a la distribucién y que de hecho estan involucradas con las medidas de
centralidad y variabilidad de los datos. Estas medidas son los momentos.

El primer momento, valor esperado, funcién media o simplemente media,
denotado por y(s), es la funcién que describe la variacién no aleatoria (o tendencia)
del proceso Z(s). De esta manera, para s € D la media de Z(s) estd dada por

u(s) = E[Z(s)] = / ()i

—o0
Para un proceso de valores discretos, la integral se reemplaza por la suma y en este
caso ps(z) es la funcién de probabilidad puntual de Z(s). Aunque no lo volveremos
a mencionar, este comentario se replicard cada vez que aparezcan integrales.

En la Seccién 3.2 observamos que, exploratoriamente, no existe tendencia en la
concentracién de zinc a orillas del rio Meuse, y a esto lo hemos observado a partir
de los promedios, es decir, los primeros momentos medidos en cada direccién.

Si bien la media es una medida que caracteriza de una manera simple la cen-
tralidad del proceso, no es completamente informativa para describir el compor-
tamiento del mismo. Por ejemplo, podriamos tener dos regiones con la misma
concentraciéon media de zinc pero con una dispersién muy diferente como se
muestra en la Figura 7. En la misma hemos graficado datos simulados sobre una
cuadricula en D para el ejemplo del rio Meuse, utilizando para ello un proceso con
media constante 6 para todo s. En el panel izquierdo observamos que los datos
simulados se alejan de la media de una manera homogénea sobre la regién de
interés. En cambio, en el panel derecho, los datos se comportan de forma diferente,
esto es, a medida que aumenta la longitud (coordenada z) los mismos se alejan de
la media.

Para modelar esta variabilidad es necesario definir los tres momentos de segun-
do orden maés utilizados en geoestadistica que son la varianza, la covarianza (o
la covarianza normalizada, que comtinmente se conoce como correlacién) y el
variograma. Para s € D, la varianza de Z(s) estd dada por

Var (Z(s)) = E[(Z(s) — u(s))*] = E[Z°(s)] — 1*(s),
donde,
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Varianza Constante Varianza No Constante
50.99°N [2.33.4-0.
3{-3q11]
2Jo.4-24
-8
50.98°N 042 z
©
2 5
® 0
—50.97°N .
50.96°N
5.72°E  5.74°E  5.76°E 5.72°E  5.74°E  5.76°E
Longitud

Ficura 7. Datos simulados sobre las coordenadas de los datos Meu-
se. Panel izquierdo: varianza constante. Panel derecho: varianza no
constante.

La varianza es un caso particular de la covarianza o autocovarianza C : R x R? —
R, la cual queda definida, para todo s;,s; € D, como

C(si,s;) = Cov(Z(si), Z(s;))
_E((Z(s)) — p(s))(Z(s;) — pls)]
=E [Z(SZ)Z<SJ>] o N(Si):u(sj>7

donde, e
E [Z(SZ)Z(S])] = / / Ziszsi,sj(zi; zj)dzzdz]

La covarianza mide el grado de dependencia espacial existente en los datos. Por
ejemplo, para los datos del rio Meuse, mide cudnto afecta la concentracién de zinc
medida en cierta localizacién a los valores de la misma medidos en localizaciones
vecinas. En este sentido, podria ser de interés modelar si a distancias mayores los
niveles de zinc tienen relacién, lo cual veremos con mas detalle en la Seccién 5.

Asociado a la covarianza tenemos el variograma del proceso el cual, para todo
s;,8; € D, estd definido como

2(si.s;) = Var (Z(s:) - Z(s))

= Var(Z(s;)) + Var(Z(s;)) — 2Cov(Z(s;), Z(s;))-
La funcién v : R? x R? — R es conocida como el semivariograma del proceso
Z(s) y es una herramienta cldsica muy utilizada ya que cuantifica la disimilaridad
del proceso para diferentes locaciones. Como lo hemos mencionado anteriormen-
te, tanto Z(s;) como Z(s;) son variables aleatorias y por lo tanto la diferencia

Z(s;) — Z(s;) también lo es. Por lo tanto, dado que el variograma es la varianza
de dicha diferencia, el mismo proporciona una medida de dependencia espacial.
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Dados dos sitios a cierta distancia, si las variables Z(s;) y Z(s;) toman valores
similares, la variabilidad de la diferencia serd pequeia, lo que resultaré en valores
bajos del semivariograma. Valores altos se observardn cuando exista una mayor
diferencia entre los valores de la variable. Si pensamos el variograma en funcién de
las distancias entre sitios, y suponemos dependencia espacial, lo que esperamos es
que para distancias cercanas a cero los valores del semivariograma sean pequefios
y aumenten a medida que las distancias entre los sitios crezcan. Por ello el semi-
variograma es el primer paso en todo andlisis geoestadistico ya que nos permite
visualizar la existencia o no de dicha dependencia, aunque no es su tinico uso.
Por ejemplo, en prediccién espacial, mas precisamente en Kriging, la estimacion
del semivariograma es imprescindible para el calculo de los pesos utilizados en la
combinacién lineal pesada que lo define.

Finalmente, se define la funcién de correlacién o autocorrelacién que no es mas
que la covarianza estandarizada, normalizada o libre de unidades. La misma se
define, para todo s;,s; € D como

- C(Si7 Sj) ]
V/Var (Z(s;)) Var (Z(s;))

p(i,j)

4.2. Estacionariedad

Supongamos que para el ejemplo del rio Meuse nos interesa estudiar si la funcién
de distribucién del proceso que gener6 los datos es exactamente la misma para
cualquier locacién, o podria considerarse alguna relajacién de este supuesto. En
esta direccion, detallamos tres tipos de estacionariedad conmtinmente descriptos
en la literatura (Banerjee y cols. (2004); Chiles y Delfiner (2012); Cressie (1993);
Montero y cols. (2015); Wackernagel (2003)). Los supuestos de estacionariedad
intentan describir el comportamiento de una amplia gama de fenémenos impo-
niendo condiciones a los momentos del proceso. En general, la estacionariedad
es adoptada por un amplio abanico de modelos y métodos para datos dependien-
tes, ya que permite simplificar el andlisis y hacer inferencias mds s6lidas sobre el
comportamiento del proceso.

El tipo de estacionariedad més fuerte que podemos considerar para un proceso
Z(s) es la estacionariedad en sentido estricto o simplemente estacionariedad es-
tricta. La misma implica que dado un proceso Z(s) con esperanza y varianza finita
y un conjunto de localizaciones {si, ..., s}, para cualquier vector de separacion
heRY (Z(sy),...,Z(sx)) y (Z(s1 + h),..., Z(s; + h)) tienen la misma funcién de
distribucién conjunta para todo k € N.

Un tipo de estacionariedad mas débil que la estricta es la conocida como es-
tacionariedad débil o de segundo orden. Mas precisamente, diremos que un
proceso Z(s) es estacionario de segundo orden o débilmente estacionario, si tiene
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momento de segundo orden finito, es decir, E [Z?(s)] < oo y verifica las siguientes
dos condiciones:

(i) Paratodos € D, la esperanza de Z(s) existe y es constante. Es decir,
(4.2) E[Z(s)] = .

(ii) Para todo s;,s; € D y cada par de variables Z(s;), Z(s;) medidas en esos
sitios, la covarianza existe y solo depende del vector de separaciéon s, — s,
entre los sitios s;, s;. Esto es,

(4.3) Cov(Z(s;), Z(sj)) = C(s; —s;).

En este caso la funcién C(-) es llamada covariograma o funcién de covarian-
za estacionaria. Para simplificar la notacién, definimos a dicho vector de
separacion como h = s, — s, a partir de lo cual, para todo s € D, tenemos
que

C(s+h,s) =Cov(Z(s +h),Z(s)) = C(h).
En lo que resta del articulo utilizamos esta notacién donde s + h y s son
sitios que estdn a separacion h.

Como lo mencionamos anteriormente, la estacionariedad de segundo orden es
més débil que la estacionariedad estricta en el sentido de que si un proceso es
estrictamente estacionario entonces es débilmente estacionario.

Dado que los momentos de segundo orden de un proceso débilmente estaciona-
rio son finitos, la varianza del mismo existe, es finita y constante,

Var(Z(s)) = Cov(Z(s), Z(s)) = C(0) = 0% < 00, Vs e€D.
En este contexto el variograma esta dado por
2v(s,s + h) = Var(Z(s + h) — Z(s))
= Var(Z(s + h)) + Var(Z(s)) — 2Cov(Z(s + h), Z(s))
=C(0) +C(0) —2C(h) (por (4.3))
(4.4) = 2(C(0) = C(h)),

por lo que el semivariograma de un proceso débilmente estacionario solo depende
del vector de separacién h y queda expresado como

(4.5) +(s,s +h) = C(0) — C(h) = y(h).

Otra propiedad importante de la funcién de covarianza C, en el marco de los
procesos estacionarios de segundo orden, es que esta acotada por su valor en el
origen. Esto es,

(4.6) |C(h)] < C(0).
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En efecto, de 0 < Var(Z(s +h) — Z(s)) = 2(C(0) — C(h)) se tiene que C'(h) < C(0)
y, andlogamente, de 0 < Var(Z(s + h) + Z(s)) = 2(C(0) + C(h)) se tiene que
—(C'(0) < C(h) de donde se sigue (4.6).

Observemos ademas que si el proceso Z(s) es estacionario de segundo orden,
v(h) también estd acotada pues, de (4.5) y (4.6) se tiene que,

[y(h)[ = |C(0) = C(h)| < |C(0)] + |C(h)[ < 2C(0).

Esto nos dice que si v(h) no esta acotada, el proceso Z (s) no puede ser estacionario
de segundo orden pues en ese caso no existiria la covarianza.

De la Ecuacién (4.5) se revela que un semivariograma queda determinado a
partir de una funcién de covarianza. Sin embargo, el reciproco no es cierto ya que
el semivariograma puede crecer indefinidamente mientras que la covarianza no. A
modo de ejemplo, (Wackernagel, 2003, Ejemplo 7.1, pag. 52) el proceso llamado
movimiento browniano fraccional tiene un variograma de la siguiente forma,

(4.7) v(h) = b|/h|?, con0)<p<2yb>0.

Dicha funcién no podria dar lugar a una funcién de covarianza ya que crece sin
limites. Esta funcién de semivariograma supera el marco de los procesos débil-
mente estacionarios; esto es, y(h) existe pero C'(h) no. Esto significa que existe un
conjunto de procesos que no son débilmente estacionarios pero que sin embargo
podemos modelar su autocorrelacién a partir de la funcién de semivariograma
v(h). Describimos dicho conjunto a continuacién.

Dado que las hipétesis de media constante y de varianza finita, asumidas por la
estacionariedad débil, pueden resultar muy restrictivas en varios contextos, es que
suele considerarse un tercer (y mds débil) tipo de estacionariedad que es llamada
estacionariedad intrinseca. Esto permite, por ejemplo, tratar con procesos con
capacidad de variacion infinita, a parir de suponer la finitud de la varianza de
sus diferencias Z(s + h) — Z(s). Formalmente, diremos que un proceso Z(s) es
intrinsecamente estacionario o simplemente intrinseco si, para todo s € D verifica
que

(i) La esperanza del proceso diferencia es nula. Es decir,
(4.8) E[Z(s+h)— Z(s)] = 0.

(ii) El variograma depende solo del vector de separacién h. Esto es,
(4.9) 2v(s,s+h) = Var(Z(s +h) — Z(s)) = 2v(h).

Una identidad muy utilizada para procesos intrinsecos se desprende de las
Ecuaciones (4.8) y (4.9) y es la siguiente:

(410)  (h) = %Var (Z(s +h) — Z(s)) = %]E[(Z(s +h) — Z(s).
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A partir de todo lo anterior, es sencillo probar que todo proceso estacionario
de segundo orden es intrinsecamente estacionario pues, la condicién (4.8) es una
consecuencia inmediata de (4.2) y la condicién (4.9) de (4.4).

El reciproco de este resultado es falso. Es decir, existen procesos intrinsecamente
estacionarios que no son estacionarios de segundo orden. Por ejemplo, hemos visto
que la funcién de semivariograma dada en (4.7) no es acotada y como consecuencia
no cuenta con una funcién de covarianza asociada, lo que hace que supere el
marco de los procesos débilmente estacionarios. Sin embargo, esta funcién de
semivariograma podria estar asociada a un proceso intrinseco. Otro ejemplo es
el proceso discreto de Wiener-Levy (Montero y cols., 2015, pag. 17) dado por
Zis1 = Zi, + €, con €, ~ N(0, 1) variables aleatorias independientes, indexado en
los naturales %k con Z; = 0, el cual puede probarse (ver Lema 8.1 en el Apéndice)
que es un proceso intrinsecamente estacionario pero no débilmente estacionario.

Es importante destacar que, a lo largo de todo el articulo, cuando consideramos
que la funcién de semivariograma ~(h) o el covariograma C'(h) existen, estamos
asumiendo que las mismas estdn asociadas a algtin proceso intrinsecamente esta-
cionario o débilmente estacionario, respectivamente.

§5. Modelo espacial

Luego de realizar el andlisis exploratorio de la concentracién de zinc en la llanura
aluvial del rio Meuse, podemos hacer varias afirmaciones acerca de la tendencia
y la dependencia espacial existente en los datos, y con ello, poder encontrar un
modelo tedrico para el proceso espacial subyacente. Como es bien sabido, modelar
correctamente un experimento nos permite luego poder infererir y predecir eventos
de manera eficiente. En esta direccién es usual descomponer al proceso Z(s) como
una suma de dos componentes, esto es,

(5.1) Z(s) = u(s) + e(s),

donde la funcién media p(s) = E[Z(s)] es continua y deterministica y el proceso de
error e(s) es estocastico con media cero y cierta estructura de dependencia espacial:

» Sie(s) es débilmente estacionario, para todo s;, s; € D tendremos que
Cov(e(s;),e(s;)) = C(s; — s;).
= Sie(s) es intrinsecamente estacionario, para todo s;,s; € D tendremos que
Var(e(si) — e(s;)) = 27e(si —s;),

donde 27.(s;,s;) es el variograma del residuo el cual es llamado asi ya
que, en la préctica, en lugar de usar los datos originales para hallarlo, se
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utilizan los residuos obtenidos a partir de la estimacion de la funcién media
(Wackernagel, 2006, pag. 181).

El proceso de error e(s) ademads de capturar la variacién espacial a pequefia
escala explica, en parte, el error de medicién que puede ocurrir en el proceso de
recopilacion de datos. Este componente generalmente no tiene estructura espacial,
por lo tanto, para algunos propésitos puede ser deseable separarlo explicitamente
de la componente espacialmente dependiente. Es decir, podemos escribir

(52) e(s) = n(s) +€(s),

donde 7(-) y €(-) son independientes, 7(-) es la componente que mide la depen-
dencia espacial y ¢(-), comtiinmente conocido como efecto pepita o proceso de
ruido blanco, es un proceso con media cero, espacialmente no correlacionado y
que modela el error de medicién. Mds precisamente, su funcién de covarianza esta
dada por

02>0, sih=0,

0, sih #0.

Conociendo los supuestos sobre el proceso de error e(s) y la funcién media y(s),
podemos deducir el comportamiento del proceso Z(s). Mds precisamente, si y(s)

Cov(e(s),e(s+h)) =

es constante, entonces el proceso Z(s) hereda las propiedades de e(s). Esto es, si
el proceso e(s) es estacionario de segundo orden (intrinsecamente estacionario),
entonces Z(s) es estacionario de segundo orden (intrinsecamente estacionario).
Formalmente estos enunciados se encuentran sintetizados en los Lemas 8.2 y 8.3,
respectivamente, cuyas demostraciones estan dadas en el Apéndice.

En la préctica, el semivariograma y el covariograma se estiman empiricamente a
partir de los datos como lo veremos en la préxima seccion.

5.1. Semivariograma y covariograma empiricos

En muchos casos, incluso en aquellos donde se cuenta con informacién suficiente
para suponer que el proceso es débilmente estacionario, se prefiere utilizar el
semivariograma antes que el covariograma pues este tltimo requiere conocer la
media del proceso Z(s). En la préctica, ésta es desconocida y debe estimarse a partir
de los datos, lo que introduce un sesgo en la estimacién del covariograma. Para
demostrar este hecho, definimos primero las versiones empiricas del covariograma
y semivariograma de un proceso Z(s).

Bajo las condiciones de estacionariedad intrinseca (4.8) y (4.9) o las condiciones
de estacionariedad de segundo orden (4.2) y (4.3), los estimadores empiricos del
semivariograma y el covariograma son construidos a partir del método de los
momentos. Especificamente, dado un conjunto de sitios s, .. .,s, y una direcciéon
h, un estimador del semivariograma esta dado por,
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] N(h)

(5.3) i) = Sy 2 (208 +h) — Z(s9))

=1

y un estimador del covariograma por (Smith, 2014),

N(h)
(54) C) = = D26+ B) = Z)(Z(s) — Zw).
donde
) ] N(h) ) ] N(h)
(5.5) Ty = N ; Zsi+h) vy  Zm= VR ; Z(s;),

y N(h) es la cantidad de pares de puntos que estdn a una distancia h los cuales,
y sin pérdida de generalidad, suponemos que se presentan en el siguiente orden
{(51, S; + h), R (SN(h)7 SN(h) T h)}

Observemos que el covariograma empirico (5.4) a diferencia del variograma,
utiliza la media muestral haciendo que C'(h) sea sesgado. Por otro lado, podemos
probar que el semivariograma empirico 4(h) definido en (5.3) es insesgado. Estos
resultados se exponen en el siguiente lema, cuya demostracién se encuentra en el
Apéndice.

Lema 5.1. El semivariograma empirico definido en (5.3) satisface que

E[y(h)] = ~(h),

y el covariograma empirico definido en (5.4) satisface que

N(h) N(h)
B(C() = Ch) = 550 N1<h> 55 20> ConlZ(s). ZLs + )

i=1 j#i

Entonces, a partir de los datos disponibles podemos calcular el semivariograma
empirico (5.3), el cual resume la relacién espacial presente en los datos.

Dado el vector de separacion h, para cada direccién podemos graficar los llama-
dos semivariogramas direccionales, los cuales juegan un papel muy importante
en el analisis de datos espaciales pues brindan informacién acerca de la variabili-
dad del proceso en cada direccién. Si éstos son diferentes para cada una de ellas,
entonces el semivariograma (5.3) depende de h no s6lo en magnitud sino también
en direccién, dando lugar a lo que se conoce como comportamiento anisotrépico.
Por otro lado, si dicho grafico se mantiene constante para cada direccién decimos
que el semivariograma depende solo de la magnitud ~ = ||h|| que es la distancia a
la cual se encuentran los datos, y es llamado isotrépico. En este caso construimos
un tnico semivariograma al cual llamamos semivariograma omnidireccional (o
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FiGura 8. Semivariograma empirico para los datos del rio Meuse.

simplemente semivariograma) y que se construye considerando todos los puntos
que se encuentran a cierta distancia sin fijar una direccion.

En la Figura 8 graficamos los semivariogramas empiricos para los datos del
rio Meuse para diferentes direcciones (para cada panel), fijando una distancia
maxima h,,, la cual, generalmente, se toma como un tercio de la distancia espacial
maxima existente entre lo datos. Para realizar cada uno de estos graficos se divide
el intervalo [0, A4, en subintervalos [h;, h;| de forma tal que en cada uno de ellos
exista una cantidad minima de pares de sitios N (h) cuyas distancias se encuentren
en ese intervalo. Luego, para cada subintervalo se calcula §(h) tal que h € [h;, h;].
En primer lugar se hallan diferentes semivariogramas para distintas direcciones
(Figura 8) con el objetivo de explorar sobre la anisotropia o no del proceso sub-
yacente a los datos. En el caso que sea isotrépico calculamos el semivariograma
omnidireccional §(h) que observamos en la Figura 9.

En la Figura 8 podemos observar que tanto los valores del semivariograma para
distancias cercanas a cero como la distancia a partir de la cual dichos valores se
estabilizan son aproximadamente similares. No obstante, en la orientacién noreste-
suroeste (45°), no solo se alcanzan valores maximos menores en comparacion
con otras direcciones, sino que también se registra una tasa de crecimiento mas
moderada. Este altimo detalle sugiere una correlacién inferior entre las variables
en esta direccion. Este hecho también puede apreciarse en la Figura 1, en la cual
se observa que en la direccién noreste-suroeste, los valores son similares, indi-
cando una variabilidad reducida. En contraste, en la direccion sureste-noroeste,
puede notarse un aumento de los valores del logaritmo del zinc indicando que
la variabilidad espacial explicada en la direccién noreste-suroeste es menor que
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FiGura 9. Semivariograma empirico omnidireccional para los datos
del rio Meuse.

en las otras direcciones. Como primer acercamiento al andlisis de estos datos y
para simplificar el mismo, concluiremos que, dado que tres de los cuatro semi-
variogramas observados son similares y el cuarto contribuye con poco peso a la
variabilidad espacial explicada no consideraremos un comportamiento anisotré-
pico en el proceso subyacente de los datos. Entonces, en este caso, construimos
un tnico semivariograma omnidireccional el cual puede apreciarse en la Figura 9.
Sin embargo, existen herramientas que permitirian hacer un analisis especifico de
anisotropia que excede este trabajo.

5.2. Modelos teéricos de semivariograma

Como puede observarse en la Figura 9, la version empirica del semivariograma
no nos brinda informacién sobre la correlacién espacial de variables definidas en
sitios cuyas distancias no hayan sido observadas (i.e. no es continuo en ). Por lo
tanto, es necesario asumir la existencia de un modelo tedrico continuo de semiva-
riograma. En esta direccién, si bien existen métodos de estimacién no paramétrica
de los mismos (Garcia Soidan, Febrero Bande, y Gonzdlez Manteiga, 2004), los
modelos mas utilizados son los paramétricos. En este trabajo nos centraremos en
estos dltimos, y para ello, utilizaremos la notacion v(h, ) la cual hace hincapié
en que el semivariograma no es mas que una funcién paramétrica con una expre-
sién analitica simple que depende del vector de separaciéon h y de un vector de
parametros 6.

Para ser considerada una funcién de semivariograma vélida de un proceso
intrinsecamente estacionario, la funcién v(h, 8), debe satisfacer las siguientes pro-
piedades. Para cada 6 € O, donde O es el espacio de parametros, y(h, 8) debe
satisfacer:

I) 7(07 9) =0;
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Ficura 10. Semivariograma empirico y semivariograma estimado, a
partir de un modelo esférico para los datos del rio Meuse.

u) v(h,0) > 0;

m) v(—h,0) =~(h,6);

v) 7 es condicionalmente definido negativo. Esto es, para cualquier vector a” =
(a,...,a,), a; € R que verifique a’1 = 0, se tiene que a’Ta < 0, donde T €
R"*" es la matriz semivariograma entre localizaciones tal que I'; ; = v(s;—s;, )
parai,j=1,...,n,

ya que estas son las propiedades que cumple el semivariograma teérico de un
proceso intrinsecamente estacionario. Las tres primeras propiedades se prueban
facilmente mediante la definicién de . En el Apéndice se puede encontrar el detalle
de la prueba de la Propiedad 1v.

Si bien existe una gran variedad de modelos que satisfacen los requisitos de
validez antes mencionados, en la préctica es comun utilizar los modelos isotrépicos
ya que simplifican el andlisis. Recordemos que en este caso el semivariograma
empirico solo depende de la distancia & = ||h|| y no de la direccién por lo que
solo es necesario ajustar un tinico semivariograma tedrico el cual denotaremos
¥R =R

Una caracteristica que tienen los datos espaciales es que, generalmente, la de-
pendencia decrece con la distancia, por lo que el covariograma es una funcién
decreciente de la misma. Por lo tanto, a partir de la Ecuacién (4.5), tenemos que
el semivariograma es una funcién creciente respecto a h, y es lo que se tiene en
cuenta a la hora de proponer una funcién de semivariograma vélida. Por ejemplo,
para los datos de rio Meuse, en la Figura 10 hemos graficado el semivariograma
empirico y su ajuste paramétrico a partir de un modelo esférico para 6 = (6, 65)
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con 6, >0, 0, > 0, dado por.

3
‘91|:ﬂ—l ) ‘|, si0 < h <6,
(5.6) v*(h,0) = W22 (9>

01, sih > 6,.

En dicho gréfico ilustramos los pardmetros asociados al comportamiento del se-
mivariograma a grandes distancias, estos son la meseta y el rango , los cuales
definiremos a continuacién, y en este caso coinciden con ¢, y 5. La tasa de creci-
miento del semivariograma refleja el grado de disimilaridad entre valores cada
vez mas distantes, la misma puede mantenerse si la variabilidad del fenémeno no
tiene limite a grandes distancias o puede tender a desaparecer a partir de cierto
valor de h en cuyo caso el semivariograma se estabiliza en lo que llamamos meseta.
El valor a partir del cual el semivariograma se estabiliza es el rango y ese valor
constante que alcanza o se aproxima el semivariograma es la meseta. Formalmente
se llama meseta de v*(h, 0) al limite
Jim " (h, 0),

siempre que el mismo exista. Los semivariogramas de procesos estacionarios de
segundo orden alcanzan este limite en los que permanecen a partir de un cierto h
si la covarianza tiende a cero cuando h tiende a infinito. Esto es, si

lim C(h) = 0.
h—o00
Por lo tanto, y a partir de la Ecuacién (4.5), tenemos que
lim " (h, 6) = C(0),
h—o00

por lo que a priori y en muchos casos la meseta esta determinada por la varianza
del proceso. El caso en el que el semivariograma empirico sea no acotado puede
ser un indicio de la invalidez del supuesto de estacionariedad débil como ya lo
hemos mencionado anteriormente.

Si la meseta se alcanza, como es el caso de la Figura 10, entonces el rango de
7*(h, 0) es el valor més pequefio de & para el cual v*(h, 0) es igual a su meseta.
Formalmente,

min {ho : 7*(ho, @) = lim v*(h,6)}.
h—o0
En este contexto, el modelo esférico (5.6) tiene por definicién un rango igual a 6,.
Si la meseta no se alcanza, como es el caso de la Figura 11 para los datos del rio
Meuse, se dice que el rango no existe (en el sentido estricto). No obstante, cuando
ello ocurre, se tiene una medida relacionada, llamada rango efectivo, que se define
como el minimo valor de & para el cual v*(h, €) es igual al 95 % de la meseta. Puede
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FiGUraA 11. Semivariograma empirico y semivariograma estimado a
partir de un modelo exponencial para los datos del rio Meuse.

probarse que el modelo exponencial (Figura 11) dado por

vﬂho%Z%[P—wp(—%>y

donde 8 = (6,,6>) con 6; > 0, #; > 0, tiene rango efectivo de aproximadamente 3
veces el rango 6, esto es, 30,. En efecto, si igualamos v*(h, 8) al 95 % de la meseta

tenemos que,
h
91 |:1 — eXpP (——):| = 0,9591,
0

h=— 111(0,05)02 ~ 362

de donde se sigue que,

Con respecto al comportamiento del semivariograma cerca del origen, como
mencionamos en la Propiedad 1) una condicién para que v*(h, 8) sea una funcién
de semivariograma vélida es que

7*(0,0) = 0.

En la practica esto muchas veces no sucede como por ejemplo en el semivariogra-
ma dado en la Figura 9, donde los valores del mismo cuando h se acerca a 0 parecen
acercarse a algtin valor estrictamente positivo. Por esto, y a diferencia de la Figura
10, el ajuste que observamos en la Figura 12 es diferente ya que consideramos para
el mismo combinar el modelo que elegimos para la estructura de covarianza de
estos datos, por ejemplo el modelo esférico con el modelo pepita puro, dado por

93, Slh?’é 0,

57 “(h, By) =
(57) TW=10, sino,

donde 605 > 0.
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Ficura 12. Semivariograma empirico y semivariograma estimado, a
partir de una combinacién entre el modelo pepita puro y un modelo
esférico, para los datos del rio Meuse.

Podemos formalizar esta decision de combinar modelos a partir de la descom-
posicién del error dada en (5.2), esto es

2 (h, ) = %V(M’ le(s + R — e(s)]
_ %Var i1(s + 1) + €(s + h) — 1(s) — e(s)]

= %Var (s + h) —n(s)] + %Var [e(s+ h) —€(s)] (ny eindependientes)
(58) = 7:;<h7 0) + ’7:(}% 0)7

donde 7, (h, 6) es el semivariograma del proceso que captura la variabilidad es-
pacial y 77 (h, ) es el semivariograma del proceso asociado al error de medicién,
el cual es el que hemos llamado efecto pepita. Si en el semivariograma empirico
observamos que los valores del mismo no se acercan a cero cuando h silo hace 'y
ademads el comportamiento cercano a cero es aproximadamente lineal, una buena
opcion para el ajuste puede ser la combinacién de modelos en términos de (5.8)
donde 7} (h, 63) estd generalmente dado por el modelo pepita puro (5.7), quien
modela la variablilidad del proceso ¢(s) el cual suponemos que no cuenta con
variabilidad espacial. Por otro lado, 7, (h, #) puede ser modelado a partir de cual-
quier funcién vélida de variograma, por ejemplo, un modelo esférico (5.6). Luego
a partir de (5.7) y (5.6), (5.8), el modelo para el semivariograma del residuo esta
dado por

0, sih =0,
3
Vi (h,0) =4 65+ 6 [%-%(%) } si0 < h <0
93+917 Sih>02.
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(a) F (b) F (c) ]

Ficura 13. Comportamiento del semivariograma cerca al origen: (a)
interseccion positiva (pepita); (b) comportamiento lineal continuo,
no diferenciable; (c¢) comportamiento parabélico, continuo y diferen-
ciable.

donde 65 es el efecto pepita, que no es mas que el pardmetro meseta en el modelo
(5.7), y 61 la meseta del modelo esférico, llamada meseta parcial, con lo cual la
meseta del modelo 7 (h, 8) es 03 +0,, esto es, la meseta se divide en meseta parcial y
efecto pepita, lo cual podemos observar en la Figura 12. Por ello y si elegimos ajustar
un semivariograma tedrico que considere un efecto pepita, tendremos que estimar
tres pardmetros: la meseta parcial y el rango dados por 0, y 0, respectivamente, y
el efecto pepita que parametrizamos como 0.

Para elegir el mejor modelo que se ajuste a los datos es importante analizar el
comportamiento del semivariograma cerca del origen, y particularmente en el
origen, ya que esto nos brinda informacién sobre intervalos de distancias donde
la dependencia espacial es grande. Dicho comportamiento es analizado a través
de qué tan suave es la superficie generada por el proceso subyacente, la cual
clasicamente se caracteriza a partir de la continuidad y diferenciabilidad del mismo.
Por ejemplo, si el comportamiento de v*(h, @) cerca de cero es lineal, estamos
asumiendo una variable regionalizada menos suave que en el caso de considerar un
comportamiento parabdlico para las distancias cercanas a 0. Estos comportamientos
se observan en las Figuras 13 (b) y (c). Si consideramos que el semivariograma tiene
un efecto pepita, tendremos una discontinuidad en el origen como la observada
en la Figura 13 (a). En este caso asumimos que la variable regionalizada presenta
irregularidades para distancias pequefias.

Un tipo de continuidad muy utilizada es la continuidad en media cuadratica
que se define como

E[(Z(s+h)— Z(s))*] =0, cuando |/h| — 0,

en cuyo caso diremos que el proceso Z(s) es continuo en media cuadratica. A partir
de esta definicién podemos afirmar que si el semivariograma 2v(-) es continuo en el
origen entonces el proceso Z(s) es continuo en media cuadratica, ya que, por (4.10),
E[(Z(s+h) — Z(s))?] = 0siy s6losi2y(h) — 0 cuando ||h|| — 0. Los modelos
mas utilizados estdn definidos de manera tal que v*(h,0) — 0 cuando » — 0.
Ademas, por la Propiedad 1) v*(0,8) = 0, por lo que son funciones continuas. Esto
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significa que el proceso subyacente asociado a dichas funciones de semivariograma
genera superficies suaves.

5.3. Semivariograma estimado Por dltimo es necesario determinar cémo estima-
mos los pardmetros del semivariograma (pepita, meseta y rango) para lograr el
mejor ajuste al semivariograma empirico. Como lo afirman los autores Webster y
Oliver (2007, pag. 101), elegir modelos y ajustarlos a los valores del semivariograma
empirico se encuentra entre los temas mds controvertidos en geoestadistica. Este
trabajo se puede tornar dificil ya que la precisién de cada estimacién varfa debido
a las diferencias de tamafios de muestra; la variabilidad puede no ser la misma
en todas las direcciones; la gréfica del semivariograma empirico puede mostrar
mucha fluctuacién punto a punto; la mayoria de los modelos no son lineales en
uno o mds pardmetros y se deben usar métodos iterativos para estimar los mismos.

A partir de todos estos problemas es que se sugiere (Montero y cols., 2015;
Wackernagel, 2006; Webster y Oliver, 2007) dos formas de ajustar el modelo: la
inspeccién y ajuste manual del mismo y los correspondientes métodos estadisticos.
La forma manual consiste en utilizar métodos gréficos, los valores del semivario-
grama empirico, el conocimiento del fenémeno ya que la forma analitica especifica
del semivariograma no importa tanto como el hecho de que respete las caracteris-
ticas principales del fenémeno. El valor del efecto de pepita se puede obtener a
partir de los primeros valores del semivariograma empirico extrapolando hasta
que corten el eje de las ordenadas. Este valor, el cual representa el comportamiento
cerca del origen (para distancias inferiores a la distancia minima en la muestra),
es otra decision central en el ajuste manual porque tiene una gran influencia en
los resultados de la prediccién, por ejemplo. La pendiente del semivariograma en
el origen puede derivarse también de los primeros valores del semivariograma
empirico. En cuanto al comportamiento para distancias grandes, representado por
el rango (o rango practico en caso de tener una meseta asintética) y la meseta,
generalmente se detectan facilmente, especialmente en el caso estacionario de
segundo orden: la distancia mds alld de la cual el semivariograma se estabiliza y el
valor del semivariograma cuando se estabiliza, respectivamente. Estas cuestiones
traen consigo el problema de la subjetividad por parte del investigador. La forma
no manual tiene que ver con la utilizacién de métodos estadisticos conocidos:

= Métodos de minimos cuadrados: ordinarios (OLS, Ordinary Least Square),
generalizados (GLS, Generalized Least Square) y pesados (WLS, Weighted
Least Square).

» Métodos basados en la maxima verosimilitud: incluyen los métodos de
maxima verosimilitud (ML, Maximum Likelihood) y los de méxima verosi-
militud restringida (REML, Restricted Maximum Likelihood).
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Si el objetivo es encontrar el modelo que mejor se ajuste al semivariograma empiri-
co para cada variable, y no tenemos informacién a priori del fenémeno, se utilizan
dichos métodos estadisticos. Si contamos con informacién a priori del compor-
tamiento de nuestra variable de interés, puede ser interesante realizar un ajuste
manual de los modelos al semivariograma empirico. Gallardo (2006) sostiene que
si el objetivo del trabajo es comparar los cambios en el semivariograma segtn los
parametros, la utilizaciéon de modelos diferentes resulta poco ttil. Hay que tener
en cuenta que, por ejemplo, los rangos del modelo esférico y el exponencial no son
directamente comparables.

El modelo esférico es el mas utlizado en geoestadistica, ya que alcanza la meseta.
Si observamos las Figuras 11, 10 y 12, donde hemos ajustado un modelo exponen-
cial, esférico y esférico con efecto pepita, respectivamente, para los datos Meuse,
vemos que el que mejor se ajusta es el esférico con efecto pepita. Considerando di-
cho ajuste, podemos concluir que a partir de 900 metros (valor del rango) no existe
correlacion espacial en los datos. Por otro lado, podemos afirmar que 2 = 0,05
que es la estimacion de la varianza del efecto pepita indicando que posiblemente
exista un error de medicién en los datos.

§6. Conclusiones

En este trabajo definimos el marco teérico subyacente a los datos espacialmente
correlacionados, comenzando por el modelo considerado para el proceso estocés-
tico que da lugar a los mismos e imponiendo diferentes funciones que modelan
su estructura de covarianza. Definimos ademads herramientas exploratorias las
cuales sirven como punto de partida para el andlisis de variables con dependencia
espacial, que permiten visualizar tendencia, variabilidad y asociacién espacial de
los datos. Todo lo expuesto se ejemplificé con los cldsicos datos del rio Meuse, los
cuales contienen, entre otras variables, la concentracién de zinc en la capa superior
del suelo en una llanura aluvial del rio Meuse, cerca del pueblo de Stein (Paises
Bajos), medida en diferentes coordenadas geograficas.
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§8. Apéndice: Resultados auxiliares y demostraciones

Para una lectura més autocontenida del trabajo, en este apéndice incluiremos
resultados auxiliares y demostraciones del mismo.
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Lema 8.1. El proceso estocistico discreto de Wiener-Levy { Zy }ix>0 con k € N, cumple que
(81) Zk+1 = Zk + €k,

donde e, tiene distribucion normal N (0, 1) y son independientes para todo k y Zy = 0.
Dicho proceso es intrinsecamente estacionario pero no débilmente estacionario.

Demostracion. Comencemos probando que el proceso (8.1) satisface las condiciones
de estacionariedad intrinseca (4.8) y (4.9). En primer lugar tenemos que

Zish = Lggh—1 + €pyn

= Zkth—2 T+ €hth—2 T €hph_1

(82) = Zk + € + €p+1 + -4 €k+h—1-
Luego
h—1
E[Ziwn — Zk) = E €k+i] =0,
=0
h—1
(8.3) Var (Zj . — Z1,) = Var (Z ek+,-) = h.
i=0
Sin embargo, para este proceso, la covarianza no depende solo de & pues,
Var (Zk+h) = Var (Zk + € + €k+1 + -+ €k+h—1) de (82)
h—1
= Var (Z) + Var (Z ekﬂ-) por independencia
=0
(8.4) = Var (Zy) + h. de (8.3)

Despejando la covarianza de la siguiente ecuacion,
Var (Zk+h — Zk) = Var (Zk+h) + Var (Zk) — 2Cov (Zk+h7 Zk) s
y utilizando (8.4) y (8.3) se tiene que,

1
Cov (Zk:+h7 Zk) = 5 (Var (Zk:—i-h) + Var (Zk) — Var (Zk+h — Zk) >
1
=3 <Var (Zy) + h + Var (Z;) — h)

= Var (Zy),

de donde se sigue que la covarianza no depende solo de h y por lo tanto no puede
ser un proceso débilmente estacionario. O
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Lema 8.2. Si el proceso e(s) es estacionario de sequndo orden y ji(s) = u es constante
entonces el proceso Z (s) también es estacionario de segundo orden.

Demostracién. A partir del modelo (5.1) tenemos que

E(Z(s)) = pn+E(e(s)) = p,

y
Cov(Z(s+h),Z(s)) = Cov(u(s +h) + e(s + h), u(s) + e(s))
= Cov(e(s+h),e(s))
= C(h),
luego Z (s) es estacionario de segundo orden. O

Lema 8.3. Si e(s) es intrinsecamente estacionario y p(s) = . constante entonces el proceso
Z (s) también es intrinsecamente estacionario.

Demostracion. A partir del mismo razonamiento que en el Lema anterior, tenemos
que

E[Z(s+h)—Z(s)|=E[u(s+h)+e(s+h)—pu(s) —e(s)] =E[e(s+h) —e(s)] =0,

y
Var [Z(s +h) — Z(s)] = Var([u(s +h) +e(s +h) — u(s) —e(s)])
= Var([e(s + h) — e(s)]) = 27.(h),
con lo cual se prueba que Z(s) es intrinsecamente estacionario. O

Demostracion del Lema 5.1. Partiendo de la Ecuacién (5.3) tenemos que,

Ef3(h)] = E
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Por otro lado, para el caso del covariograma consideremos C'(h) = X1 (h) y
tenemos que

E(C(h)) =E jﬁmgaﬂ&+m%ﬂﬂw&m1
i 1 N(h) B _ o
:Eij;;HQ+MHw—Z@+m&m—ﬂw%+@ﬁm
1_ N(h) o M
RﬁﬁiJMZ@+hM“M_E[amN®);;ﬂ&+m]
1 N(h) ~
65 ~E |l ;zm} +E [ZoZw)
E:E (8 +h)Z(s)] —E [ZuZw)] - (por (5.5))

Calculamos la esperanza E [ZhZ(h)] considerando el proceso Z(s) estacionario de
segundo orden, esto es, E[Z(s)] = uy Cov(Z(s;), Z(s; +h)) = C(h),
E(ZnZmy) = Cov(Zn, Zp )) + E(Zn)E(Z(w)

N(h)

2§:§:sz Z(s; +h)) +

i=1 j=1

QE:sz Z(s; +h))

Z Z Cov(Z Z(s;+h)) +

i=1 j#i
h) N(h)

(8.6) = ﬁ Z Z Cov(Z Z(s; +h)) + p*.

=1 j#i

Luego reemplazamos (8.6) en (8.5) y, teniendo en cuenta que

E[Z(si +h)Z(s;)] = C(h) + 12,
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obtenemos

E(C(h)) = NE D_E[Z(si+h)Z(s)] — E [Z0Zw)]

N(h) N(h
= C(h) + p% — (ﬁ Z Z Cov(Z Z(s; +h)) + )

=1 j#i
. h) N (h)
=1-——— Cov(Z Z(s;j+h
(1 0wy e Z 2 Covl o+ h)
Por ultimo usando la definicién de C'(h) obtenemos que
N B N(h) ~
E(C(h)) = WE(C(}‘))
N(h) N(h)
(8.7) =C(h) - 0 Z > Cov(Z(s:), Z(s; + h)).
i=1 j#i

Con lo cual podemos observar que el estimador C'(h) es sesgado. Solo en el caso
particular de que las covarianzas sean nulas (datos independientes) o la suma de
las mismas de cero por covarianzas positivas y negativas, el estimador no seria
sesgado. Sin embargo, para el caso mas cldsico de dependencias espaciales no
negativas, todas las covarianzas en el segundo término de (8.7) deben ser positivas
o cero, con lo cual es sesgo es negativo (Smith, 2014). O

Demostracion de la Propiedad 1v. A partir de la condicién de estacionariedad intrin-
seca (4.10) y que la sumatoria de los a; es cero, resulta que

a'Ta = 2; 22 a;a;v(s; — 8;) = % zj; 22 a;a;EB[(Z(s;) — Z(s;))?] (de (4.10))
- CE 2:; (2: aj> ai(Z(si))Ql
L[5 3 w a7
+3E i <i ai) aj(Z(sj)f]
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Lo cual prueba que v es condicionalmente definido negativo. O
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