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Resumen: En este trabajo se presentan los resultados de un experimento de
diseno enmarcado en la Educacion Matematica Realista, particularmente de una
de las seis practicas matematicas de una Teoria de Ensenanza de un Dominio
Especifico (TEDE) en la que se considera a la fraccién independiente de la unidad
de referencia y cuyo objetivo especifico es que los alumnos constituyan objetos
mentales de la fraccion impropia. Examinamos los medios didacticos que el
docente despliega para que los alumnos comprendan que si 1/x se itera X veces,
se crea una medida igual, menor o mayor que la unidad de referencia y la
manera como los alumnos desarrollan simbolizaciones que les ayudan a com-
prender la notacién convencional de la fraccion. Los resultados evidencian que
constituyen objetos mentales que les permiten interpretar las fracciones impropias
mediante la matematizacion progresiva de las actividades planteadas en la
tercera practica.
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Abstract: In this paper we present the results of a design experiment framed
in Realistic Mathematics Education, particularly one of the six mathematical
practices of a Domain Specific Teaching Theory (DST) in which the fraction is
considered independent from the unit of reference and whose specific
objective is the students to constitute mental objects of the improper fraction.
We examine the didactic means that the teacher deploys so the students
understand if 1/n is iterated X times, a measure equal to, less or greater than
the unit of reference is created and how students develop symbolizations that
help them to understand the fraction conventional notation. Results show
how the students constitute mental objects, and how allow them to interpret
improper fractions through the progressive mathematization of the activities
proposed in the third practice.

Keywords: relative size; iteration; fraction; measurement

INTRODUCCION

La ensenanza de las fracciones en la educacién basica reviste multiples retos, uno
de ellos es que los alumnos las consideren como nimeros con propiedades dife-
rentes a las de numeros naturales. Al enfrentar este reto se encuentran con diversos
obstaculos epistemoldgicos (Brousseau, 1998) porque el cambio de un sistema a
otro no es solo de un cambio de significado, las fracciones son nuevos objetos ma-
tematicos con propiedades distintas. Por ejemplo, en los naturales el cinco es mayor
que cuatro, pero en los fraccionarios 1/5 no es mas grande que 1/4.

Aunado a estos obstaculos epistemologicos, durante anos se ha privilegia-
do la ensefanza de las fracciones a través del modelo de Kieren (1980), en el
cual se consideran numeros racionales, el significado parte-todo es el eje
articulador de los demas significados (cociente, razon, medida, y operador) y
se da prioridad a situaciones con cantidades continuas (partir un chocolate en
partes iguales). Las dificultades crecen cuando se presenta la fraccién como una
mezcla de significados que son parte de un mismo concepto, como un mega
concepto, esto provoca “una dispersion de casos que complejizan la construccion
del concepto, sin aportes a su consolidacion” (Pruzzo, 2012, p. 6), por lo que el
significado de la fraccion, en todas sus interpretaciones, se torna complejo.
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Colocar el significado parte-todo como inicio de la ensefanza trae consigo
consecuencias, ‘la equiparticion orienta a los estudiantes a entender las fraccio-
nes en formas que dificultan el desarrollo de concepciones maduras de los
numeros racionales” (Cortina et al, 2013, p. 7), “partir’ un entero y tomar una
parte solo permite comprender que las fracciones pueden ser menores (fraccio-
nes propias) o iguales que la unidad. En principio esto resulta conveniente para
los alumnos porque su idea de fraccion se relaciona con dividir algo en partes
iguales y tomar una cantidad de esas partes, pero posteriormente genera difi-
cultades para comprender a las fracciones mayores que el entero.

Diversas investigaciones (Fandino, 2009) muestran que la equiparticion como
primer acercamiento a los numeros fraccionarios es un comienzo limitado que
genera un aprendizaje pequeno, pobre y corto (Freudenthal, 1983) ademas estos
acercamientos provocan que los alumnos piensen en las fracciones como algo
contenido dentro de un entero, es decir, una parte que estd dentro de un todo.

Otras investigaciones (Campo y Llinares, 2015) sefalan que los alumnos
interpretan fracciones unitarias y propias, pero tienen dificultades para inter-
pretar las impropias. En diversas tareas que se les plantearon se observo que
93% dominaban las fracciones unitarias (identificaban la representacion gra-
fica de 1/2, 1/4, etc); 92.7% resolvié correctamente tareas relacionadas con las
fracciones propias, pero solo 49.08% resolvid las tareas que involucraban
fracciones impropias. Uno de los hallazgos mas significativos es que para
intentar resolver las tareas con fracciones impropias, los alumnos invertian el
numerador y el denominador (convertian 5/3 en 3/5), porque consideraban
que el denominador debia ser mayor.

También Cortina et al. (2012) encontraron que los estudiantes tenian difi-
cultades para resolver tareas con fracciones impropias, uno de sus hallazgos
sefnala que los estudiantes consideran que 8/9 es mayor que 5/4 porque
contiene nuimeros que en los naturales son mayores. En otra tarea donde piden
a los alumnos definir cual fraccion (11/7 y 7/11) es mayor y por qué, no son
capaces de esgrimir justificaciones que evidencien una adecuada interpreta-
cion de las fracciones mayores a la unidad.

En otro estudio Tassavainen y Helenio (2024) encuentran que los ninos
tienen dificultades para distinguir la unidad de referencia de una fraccién, requ-
larmente solo identifican un objeto o el numero uno como unidad, por ello
suelen dibujar figuras con significado parte-todo pero les es dificil representar
fracciones impropias como 7/5 porque en este caso la fraccion tiene mas partes
que la unidad.
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Algunas dificultades mencionadas tienen su origen en la naturaleza del
modelo que inicia con el significado parte-todo, por esta razén en esta investi-
gacion se presenta un experimento de diseno basado en la Educacion Matema-
tica Realista (EMR) como alternativa para la introduccion a la ensefanza de las
fracciones, el proposito es que sean concebidas como numeros independientes
de la unidad que pueden iterarse mas alla de la unidad de referencia generando
asi mayores posibilidades de comprender la fraccion impropia.

El objetivo de nuestra investigacion es analizar los efectos que nuestro
experimento de diseno tiene para la constitucion de objetos mentales en torno a
las fracciones impropias, considerandolo como un aporte relevante para la Edu-
cacion Matematica porque plantea recursos didacticos para apoyar el aprendi-
zaje de este objeto matematico.

EDUCACION MATEMATICA REALISTA

La corriente didactica conocida como Educacion Matematica Realista (EMR)
comenzd con una idea desarrollada por Hans Freudenthal en Holanda que
buscaba transformar la ensefanza colocando en el centro la actividad matema-
tica, es decir se trata de “reinventar las matematicas” mediante la matematizacion
del mundo real (Cobb et al, 2008). Tres conceptos son fundamentales en esta
teorfa: fenomenologia didactica, matematizacion y normas sociomatematicas.
Estos conceptos guiaron el diseno de las actividades, pero también se tomé la
nocion de Teoria Hipotética de Aprendizaje para conjeturar nuestra Teoria de
Ensefianza de un Dominio Especifico (TEDE).

FENOMENOLOGIA DIDACTICA

Es un método para analizar diversas manifestaciones de objetos matematicos en
la realidad (fracciones, razones, etc) y a partir de ese analisis construir la didac-
tica para su ensefnanza. Desde esta nocion se postula que para matematizar la
realidad debe iniciarse por observar los fendmenos que requieren ser organizados
y ensefnar al estudiante a manipular los medios para organizarlos (Freudenthal,
1983), el objetivo es encontrar fenomenos (situaciones) que puedan ser organi-
zados mediante un concepto matematico pero para encontrarlas es necesario
realizar un analisis fenomenoldgico de un objeto matematico. En este andlisis
se articulan dos nociones fundamentales, el nooumenon que es el medio de
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organizacion, el que describe lo pensado, lo “inteligible’, el nombre que se le da
a un objeto y; el Phainomenon, el fendmeno, la forma en que se expresa nues-
tra “experiencia matematica’, es lo que aparece, lo que se percibe, la cosa en si
(Puig, 1997).

En la EMR la conceptualizacion de los objetos matematicos se contrapone
con lo que Freudenthal (1983) llama constitucion de objetos mentales. Un
objeto mental es la descripcion del campo semantico personal relacionado no
con la totalidad de significados de un concepto, sino con un contexto especi-
fico de uso, por ello “se deberfan buscar primero fenémenos que pudieran
compeler al estudiante a constituir el objeto mental que esta siendo matema-
tizado por el concepto” (Freudenthal, 1983, p. 32). Los objetos mentales y los
conceptos guardan una estrecha relacion con los fendmenos, ambos actian
como medios de organizacion de los fenomenos.

La constitucion de objetos mentales es el “conjunto de ideas” (Valenzuela et
al, 2019) que los alumnos crean al interactuar con situaciones vinculadas a los
fenomenos que se intenta organizar mediante los conceptos. El objeto mental
esta en la mente de las personas, mientras que los conceptos se encuentran en
la matematica como disciplina, “el objeto mental es el reflejo del concepto en la
mente de las personas” (Puig, 1997, p. 75). Esto lo convierte en un objeto de
ensenanza, pero al darle un giro con el andlisis didactico los objetos mentales
se ligan con un contenido especifico porque,

..el sistema quiere que los alumnos constituyan un objeto mental como medio de
organizacion de esos fendmenos y que tengan acceso a los medios de organizacion
que la historia nos ha legado (..), es decir, a los conceptos. (Puig, 1997, p. 81)

MATEMATIZACION

Para relacionar los fenomenos con los medios de organizacion (objetos menta-
les y conceptos matematicos), los alumnos utilizan sus conocimientos al orga-
nizar esos fendémenos, por ello deben realizar una actividad organizadora
(matematizacion) que les brinda herramientas matematicas para organizar y
resolver una tarea, porque ‘matematizar es organizar la realidad con medios
matematicos... incluida la mateméatica misma” (Freudenthal, 1973, p. 44).

La matematizacion esta relacionada con la actividad de reinventar, cuando
se matematiza la realidad se inicia con un proceso mediante el cual se
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formalizan las intuiciones informales (Cobb et al, 2008), es decir, “lo que los
seres humanos tienen que aprender no es la matematica como sistema cerrado,
sino como una actividad: el proceso de matematizar la realidad y, de ser posible
incluso, el de matematizar las matematicas” (Freudenthal, 1983, p. 7). Esto sig-
nifica que se pueden matematizar las situaciones de la realidad, pero también
los objetos matematicos. Estos dos objetos de matematizacion dan lugar a la
matematizacion horizontal y vertical (Treffers, 1987), la primera implica convertir
un problema de la vida real en uno matematico, la segunda es el momento en
que se crean, recrean y manipulan los simbolos matematicos.

NORMAS SOCIOMATEMATICAS

Al analizar la interaccién entre docente y alumno en el contexto de una feno-
menologia didactica se pueden observar ciertas normas que rigen esa interac-
cion ya que el proceso de ensenar no se da de manera casual, esta regido por
‘obligaciones” no explicitas que se deben cumplir (D’Amore et al, 2007). Son
normas sociales que regulan la micro-cultura del aula y cuando el objeto a
ensenar es matematico se puede hablar de normas sociomatematicas.

Las normas sociomatematicas son los aspectos normativos de la actividad
matematica dentro del aula, donde la prioridad es buscar la matematizacion
como practica para crear creencias y valores matematicos. El sentido de las
normas sociomatematicas puede apreciarse mejor si revisamos los principios de
la EMR que orientan la actividad matematica en la ensefianza (Bressan et al,
2004), en el caso de la implementacion de la TEDE estas normas, a través de las
conjeturas que se establecen en la THA, nos sirvieron para orientar el trabajo
del docente.

Principio de Actividad. La educacion matematica es una actividad humana
y como tal se aprende haciéndola, en esta actividad lo fundamental no es
aprender algoritmos sino el proceso de algoritmizacion; no es aprender algebra
sino la actividad de algebrizar, no es aprender las abstracciones sino la accién
de abstraer (Freudenthal, 1991).

Principio de Realidad. Matematizar significa organizar la realidad para com-
prenderla, hablar de realidad significa que las matematicas deben ser realizables,
imaginables y razonables, “..yo prefiero aplicar el término realidad a lo que la
experiencia del sentido comtin toma como real en cierto escenario” (Freudenthal,
1991, p. 17).
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Principio de Reinvencidn. La reinvencion es un proceso en el que el conoci-
miento matematico formal puede ser reconstruido para generar uno nuevo.

Principio de Niveles. La matematizacion sobre la realidad es progresiva (Treffers,
1987), va del conocimiento informal, al preformal y luego al formal. En este pro-
ceso los alumnos pasan por distintos niveles de comprension en sus estructuras
cognitivas.

Principio de Interaccion. Las matematicas son una actividad social, por ello
los estudiantes deben tener la oportunidad de “mostrar’ sus estrategias e inven-
ciones a otros (Santamarfa, 2006).

Principio de Interconexién (estructuracion). Existe una interrelacion entre los
contenidos matematicos de varios ejes y unidades curriculares, por ello no pue-
den tratarse como entidades separadas, deben entrelazarse los contenidos de
diversos ejes de aprendizaje en las situaciones problematicas (Santamaria, 2006).

METODOLOGIA

El presente trabajo se basa en la perspectiva metodoldgica del “Experimento de
diseno” que nace bajo la influencia de Cobb et al. (2003), es una metodologia
de aprendizaje instruccional para investigar la relacion entre teoria educativa,
artefactos disefados y la practica.

los experimentos de diseno permitirdn que las expresiones, los gestos, las interac-
ciones entre pares y profesor, los trabajos escritos y todas aquellas acciones que
realiza el estudiante, puedan ser utilizadas para recolectar datos que en algunas
ocasiones pasan desapercibidos. (Bricefio y Buendia, 2015, p. 67)

En el experimento de diseno se estructura una Teoria Hipotética de Aprendizaje
(THA) para promover el aprendizaje y una Teorfa Conjeturada de Aprendizaje (TCA)
que define lo que puede hacer el docente para alcanzar los objetivos de apren-
dizaje (Luna y Aguayo, 2021). Los experimentos de disefio se apoyan en el
experimento de ensenanza, tipo de estudio mas frecuente dentro de la metodo-
logia en que se inscribe este trabajo, basicamente un experimento de ensenan-
za es una secuencia de episodios en los que participa un investigador-docente,
los alumnos y uno o varios investigadores-observadores (Steffe y Thompson,
2000). Los experimentos de ensefanza buscan mejorar las practicas, brindar
herramientas a los docentes, hacer aportes a las teorias locales y aportar a las
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teorias generales. Constan de tres fases: 1) preparacién del experimento; 2) expe-
rimentacion para apoyar el aprendizaje y recoleccion de datos y; 3) analisis
retrospectivo para reconocer la actividad del estudiante y el contexto en el que
se desarroll6 la actividad.

Empero, la implementacion de un experimento de disefio no es un proceso
que tenga fin, es ciclico y la planeacion, ejecucion y andlisis siempre dan lugar
a su rediseno que puede considerarse para ulteriores investigaciones en las que
intervengan otras variables. Para la validacion del desarrollo y resultados del
diseno se utilizan dos tipos de analisis, el iterativo y el retrospectivo, el primero
es una reflexion in situ que permite realizar ajustes pertinentes con la la agen-
da en el momento de su aplicacion; el sequndo se realiza después de la imple-
mentacion del diseno para reconocer los alcances y limitaciones del diseno y
del proceso de implementacion. La experimentacion recurrente y su perfeccio-
namiento producirdn una Teoria de Ensefanza de un Dominio Especifico (TEDE)
que incluye los objetivos que guian el experimento de ensenanza y los medios
didacticos para procurarlos.

L.a TEDE trata de teorias formuladas cuyo propdsito es apoyar a los docentes
en las tareas de ensefianza de un tema matematico especifico (Gravemeijer,
1994, 2004). En estas teorias se propone una progresion de objetivos de apren-
dizaje y los medios didacticos para lograrlos, estan empiricamente fundamenta-
das y son desarrolladas a través de un proceso conducido por conjeturas y de
la instrumentacion de experimentos de disefio en las aulas (Stephan et al, 2003).

La TEDE que aqui nos ocupa es producto de un trabajo colaborativo entre
un investigador-docente que la puso en escena en un grupo de quinto gra-
do de la escuela primaria «Republica de Tanzania» del municipio de lztacalco,
Cd. de México, integrado por 31 alumnos (16 mujeres y 15 hombres) entre
11y 12 anos de edad. La TEDE se aplico durante 26 sesiones de una hora
y media que fueron videograbadas, consta de seis practicas matematicas,
cada una propone formas de razonar claras, reflexivas, y apropiadas en la
comunidad del aula. Posterior a la implementacion, el investigador-observa-
dor realizo un analisis de las sesiones en las que se trabajo la tercera prac-
tica matematica y parte de esos resultados se muestran en este trabajo.

La agenda matematica (tabla 1) describe la secuencia de actividades con la
que se pretendio que los alumnos constituyeran objetos mentales sobre las
fracciones. En correspondencia con el principio de realidad, las tareas se con-
textualizaron en una narrativa que cuenta la historia de los acajay, un pueblo
que requeria realizar mediciones para fabricar sus vasijas y para ello utilizaban
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el Tije (vara de aproximadamente 24 cm de largo) como unidad de medida y los
pequenos de a dos, de a tres, de a cuatro, etc, como subunidades (figura 1).

Tabla 1. La TEDE para las fracciones

Practica Herramientas

1. Se interpreta un numero entero como medida, que da cuenta | Tije, tiras de papel, tijeras
de la acumulacion de la longitud de una unidad.
Entender la medicién como la iteracion de una unidad.

2. Se reconoce y compara el tamano relativo de una subunidad | Tije, cilindros de papel, tijeras
de medida.
Comparar fracciones unitarias

3. Se interpretan las fracciones como medidas que resultan de | Tije, cilindros de papel, tiras
iterar una subunidad de medida y se comparan las medidas con | de papel, tijeras

el tamano de la unidad.

Determinar cudndo una fraccion es mayor, menor o igual a una
unidad

4. Se interpretan las fracciones como medidas menores, mayores | Tije, cilindros de papel, tiras
0 iguales a medidas realizadas iterando la unidad. de papel, tijeras, recta nume-
Determinar cudndo una fracciéon es mayor, menor o igual a la | rica

iteracién de la unidad dos o mds veces

5. Se interpretan las fracciones como medidas susceptibles de | Recta numérica
producir otras medidas al ser iteradas cierto numero de veces.
Muiltiplicar una fraccién por un nimero entero

6. Se interpretan las fracciones como medidas de longitud meno- | Recta numérica
res, iguales o mayores a un medio.
Establecer igualdades y desigualdades con un medio

El desarrollo de las seis practicas permite que el alumno comprenda a la fraccion
como un numero capaz de cuantificar, desde la primera y segunda practica
crearon objetos mentales para reconocer la fraccién unitaria y determinar cual
es mayor o menor. En este trabajo se presenta el andlisis de la tercera practica,
con esta se buscaba que los alumnos interpretaran la fraccién como medida de
longitud mediante la iteracion de una subunidad y como algo que puede ser
menor, igual o mayor que la unidad de referencia, lo cual contribuye a la cons-
titucion del objeto mental sobre la fraccion impropia.
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Figura 1. El Tije y los pequenos de 2345y 6

Nota. El Tije estd en blanco El pequerio de a dos (azul) mide 1/2 del Tije y necesita iterarse dos veces para ser
igual que él. El pequeno de tres (verde) mide 1/3 del Tije y necesita iterarse tres veces para ser igual que él.
Este modelo ha sido utilizado en investigaciones anteriores como en Cortina, (2014).

RESULTADOS. LA REINVENCION DE LA FRACCION IMPROPIA

En las dos primeras practicas el objetivo era que los alumnos reconocieran la
fraccion como un sistema de cuantificacién racional, es decir como una medida
y no como parte contenida en un entero. En la primera reconocieron algunas
propiedades de la medicion como la iteracién y la exactitud, en la sequnda identi-
ficaron el tamano relativo de las subunidades respecto de la unidad de referencia,
es decir identificaron fracciones unitarias por su tamano relativo como resultado
de multiplicar la subunidad por un numero entero. Por ejemplo que un Tije es dos
veces la subunidad llamada pequeno de a dos, la mitad de un Tije (1/2).

En la tercera practica, cuyos resultados se presentan en este trabajo, se pretende
que los alumnos constituyan objetos mentales para comprender que la subunidad
puede ser una medida o un ndmero independiente de la unidad y que al ser ite-
rada tantas veces como sea necesario se obtiene un resultado proporcional entre
la iteracion y el tamano. La practica comienza con la iteracion de una subunidad
y la determinacion del resultado de dicha iteracion, por ejemplo si se itera tres
veces el pequeno de dos se obtendra la medida 3/2. Esta iteracion permitira a los
alumnos comparar el tamano relativo de la fraccion en relacion con la unidad
de referencia y obtener un resultado legitimamente razonable para las fracciones
impropias (Cortina y Zuniga, 2008), porque habran interpretado a la fraccion en
términos multiplicativos y no como algo que cuantifica bajo el criterio partitivo.

Los resultados de esta tercera practica se presentan en tres momentos: los
objetos mentales constituidos acerca de las fracciones impropias cuando se les
pide identificar una medida mayor a la unidad de referencia; la simbolizacion
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mediante la que representan las fracciones impropias y; la comparacion de
fracciones para determinar y justificar cual es menor, igual o mayor a la unidad.

Con la tercera practica se busca modificar el esquema partitivo que consi-
dera a la fracciébn como contenida en un entero que dividido en tantas partes
e identifica una fraccion al sumar equis partes del todo dividido (Thompson &
Saldanha, 2003). Para modificarlo resulta necesario introducir las nociones de
numerador y denominador porque la relacion entre ambos indica el tamano del
pequeno y el numero de veces que la subunidad fue iterada, el denominador
representa el tamafno de la subunidad y el numerador las veces que esta fue
iterada (Delgado y Cortina, 2021).

Para continuar, se propone a los alumnos medir una tira (figura 2) que sera
utilizada por los acajay como simbolo de pertenencia a la comunidad, para
replicarla las veces que sea necesario deben conocer su tamafno con exactitud

TIRA QUE DEBEN MEDIR

TIJE UNIDAD DE REFERENCIA

Figura 2. Tiras de papel

Nota. La tira de papel debe medirse con el Tije y con los pequenos.

Al iniciar la matematizacion horizontal, los alumnos buscan estrategias para
determinar el tamano de la tira, lo que implica interpretar la fraccion impropia
como una medida mayor que la unidad. Una de las estrategias se basa en las
fracciones mixtas porque usan el Tije y uno de los pequenos para determinar la
medida, sin embargo, como se aprecia en el siguiente fragmento en el que se
usaron nombres ficticios para los alumnos y la letra M para designar al maestro,
no todos los alumnos seleccionan la misma subunidad (pequeno), por ello el
maestro reorienta el proceso de reinvencion para que en la conversacion colec-
tiva los alumnos se focalicen en la iteracion del mismo pequeno, con ello el
maestro busca que constituyan objetos mentales sobre las fracciones impropias.
Cabe aclarar que en practicas anteriores se habia incluido la notacion E] para
representar al “pequeno de a dos” o la subunidad 2 cuya longitud es 1/2 de la
longitud de la unidad, esta notacion permite interpretar al denominador dentro de
los numeros fraccionarios (el tamafno de la fraccion unitaria).

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 36, NUM. 3, DICIEMBRE DE 2024 47



Ivette Anel Delgado Valdez, Luis Manuel Aguayo Rendén

M: Dominic, (senala la tira), tu hiciste otra, écomo lo escribiste?, Ana Corina pasale,
vamos a ver como lo escribio Ana Corina.

Ana Corina:  Un Tijey un IZ]

M: Denisse ¢qué querra decir eso que escribio?
Denisse: Quiere decir un Tije y un pequeno de a dos.
M: Fijense, cuando los acajay empezaron a medir con los Tijes, se dieron cuenta

que no era buena idea combinarlos, lo mejor era usar uno solo, el Tije o uno
de los pequenos, ése podra medir con el mismo toda la tira?

Alumnos: Si.

M: Vuélvanlo a medir usando un solo Tije, el que ustedes quieran.

Como se puede observar, el docente se percata que han entendido la con-
signa pero que sus acciones los alejan del objetivo, no utilizan una misma
subunidad para medir y ello obstaculizaria la organizacion de la conversacion
colectiva. En el proceso de reinvencion guiada es indispensable que el docente asu-
ma su rol de guia y lleve a los alumnos a la construccion de la nocion de fraccion
impropia sin evadir la realidad que estan matematizando. Por ello redirecciona su
actividad, para situarlos en el contexto de los acajay les pide que utilicen la misma
subunidad, para que comprendan que las fracciones pueden ser iteradas incluso
mas alla de la unidad.

Matematizacién progresiva. La simbolizacién de la fraccion impropia

En esta tercera practica los alumnos han recreado la nocion de fraccion impro-
pia mediante las iteraciones de las subunidades e iteraciones (con las tiras). Sin
embargo, en la TEDE también se propone incluir la simbologias de manera
contextualizada, es decir que estén implicitas en la actividad para que se com-
prenda la notacién sin que parezca absurdo que el numerador sea mayor que
el denominador por ejemplo 3/2. Se busca que los alumnos generen nociones
sobre la relacion entre numerador y denominador al pedirles que representen
el numero de iteraciones realizadas al medir con un pequeno.

En esta busqueda, las herramientas y la simbologia resultan de suma impor-
tancia porque ayudan a los alumnos a reinventar el objeto matematico y como
mencionan Gravemeijer y Stephan (2003), la aparicion de estos recursos debe darse
de forma gradual y en apoyo a la matematizacién que los alumnos realizan. Por
esto, las nuevas situaciones que se les planteen deben articularse con la actividad
anterior (medir tiras) y ofrecer una solucion a lo que se intenta resolver.
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Como hemos referido, los alumnos deben enfrentarse con situaciones que
los orienten a construir el significado del numerador y el denominador a través
de la iteracion de las subunidades; para ello en un primer momento deben
apropiarse de una escritura que dé cuenta del tamano del pequeno que utilizan
para medir. Sin embargo, la notacion [ 2] solamente representa el tamario del
pequeno pero no el numero de iteraciones necesarias para medir la longitud.
Por ello durante la conversacion colectiva cuando justifican las estrategias uti-
lizadas, el docente analiza los sistemas de escritura empleados por los alumnos
para que ellos mismos puedan determinar cuales resultan mas eficaces como
medio de representacion.

M:

Noemi:

Ao:
Carmen:

M:

Alumnos:

M:

Ao:

M:
Fabiola:
M:

Ao:

M:

Alumnos:

M:
Aa:

Escribe aqui arriba para que todos vean (sefala el pizarron), fijense como apuntd
Nohemi.
(Escribe en el pizarrén)

éQué habra querido decir Noemi con eso?
Hay tres, tres exactos.
(Escribe en el pizarron ‘3 pequenos de a 2)

¢Midieron lo mismo.. Carmen y Noemi?

Si.

Si, éverdad? éPero, qué diferencia hay?

Otra explicacion.

Ahorita vemos, espérame.. éQué diferencia hay Fabiola?
No lo escribieron igual.

éCudl es una diferencia importante en como lo escribieron?
(Levanta la mano)

Fijense, éNoem| escribio “pequeno de a dos™?

No..

éNo?.. éNo escribio “pequeno de a dos™

Si, pero de otra forma.

En el fragmento se puede observar, como lo plantea Cobb (2003), que el maes-
tro debe esperar que los alumnos emitan respuestas encaminadas a cumplir los
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objetivos de la practica, en este caso su intencién es que los alumnos reconoz-
can el simbolo y su significado (la relacién entre iteracion y subunidad utilizada).
Sobre dicha relacién, los alumnos han expuesto algunas estrategias que utili-
zaron para encontrar la medida de las tiras, pero es a través del analisis colec-
tivo que comienzan a tomar sentido y acercan al alumno a la escritura que la
TEDE se propone generar. El docente elige una de las representaciones para que
se analice su viabilidad.

M: Fijense como le hizo Ana Corina..
J
M: Xiomara, fijate como lo escribio Ana Corina
M: Dile, “companera Ana Corina.."
Roman: Companera Ana Corina, {qué significa?
Ana Corina:  Tres es..
M: Muy buena pregunta, vamos a escuchar a todos.
Ana Corina: ~ Bueno, el tres es el nimero que se hace y el pequeno de a dos el que se
ocupo.
M: Explicanos como si estuvieras midiéndolo (le entrega el pequeno azul)

Ana Corina: ~ Una, dos, tres.. (mide la tira con el pequenio de dos iterando tres veces)

La justificacién de Ana Corina responde, como dice Cobb (2003), a un discurso
de tipo conceptual que da respuesta a los métodos empleados. El simbolo que
utiliza es capaz de explicar que el nimero fuera de la casilla representa las
veces que ha sido iterado el pequeno, su tamano esta representado por el
numero dentro del recuadro. Desplegar este discurso en una conversacion colec-
tiva permite al resto de los alumnos matematizar la idea y usarla para compren-
der el significado del numerador y el denominador en relacion con la escritura
que se propone emplear, la cual se describe mas adelante.

Al realizar la medicion con el pequeno de a dos, Ana Corina muestra las
iteraciones realizadas para determinar el tamano de la tira de papel, esto permi-
te a sus companeros acercarse al significado de la simbologia empleada. Este
momento resulta crucial para el desarrollo de la agenda, ya que mediante esta
conversacion colectiva los alumnos estan mas cerca de la reinvencion de las
fracciones (propias e impropias) y de la notacion convencional. Como se ha visto,
los principios de realidad y reinvencion guiada juegan un papel importante para
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la matematizacion de los alumnos porque los llevan a concebir la fraccién como
una medida independiente de la unidad de referencia.

Para el docente resulta importante que los alumnos reconozcan el numerador
como parte de los simbolos que dan cuenta del tamano relativo de una fraccion,
pues estan estrechamente vinculados con una relacion multiplicativa que nace
de la iteracion, sobre ese respecto Thompson y Saldanha (2003) mencionan que es
necesario que los alumnos consideren a la fraccion con propiedades multiplicativas
y no sumativas, puesto que la fraccion tiene sus raices en las nociones propor-
cionales que implican X niimero de veces la unidad, en este caso los pequenos.

Cuando a través de la iteracion, los alumnos relacionan las propiedades
multiplicativas de la fraccion con el simbolo que representan, reconocen la
longitud medida, por ejemplo que para tener 3/2 la subunidad de 1/2 ha sido
iterada tres veces. Como lo menciona Gravemeijer (2003), el maestro instaura
una idea para que los alumnos se apropian de ella y simplifiquen su escritura,
eso significa que mediante la matematizacion que realizan, los alumnos se
acercan mas a las ideas matematicas. A través de este proceso el maestro pro-
pone una forma no convencional de representar el nimero de veces que ha sido
iterado un pequeno para determinar una longitud (figura 3), que resulta signifi-
cativa para los alumnos porque no la consideran arbitraria y sin sentido, sino un
elemento que les ayuda como eventuales acajay.

7

Figura 3. Representacién no convencional de la fraccion

Nota. Indica que la subunidad 5 (cuya longitud es 1/5 de la unidad) fue reiterada siete veces.

El trabajo con esta simbologia facilita a los alumnos comprender lo que es una
fraccion impropia y la relacion que guarda con su tamano, porque la razén de
que el numerador sea mas grande que el denominador corresponde a la 16gica
multiplicativa de iteracion y no sumativa de particion.
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M: Oigan, me emocioné mucho cuando vi que escribian los pequenos asi, porque
se parece muchisimo a como lo hacian los acajay.

Ao: Es que ya viviamos antes.

M: Ya vivian antes ustedes, yo creo que si, porque se parece muchisimo a como
escribfan estas medidas los acajay, también ponian el tamafo del pegueno,
pero équé creen?, este no lo ponian aqui (sefala el nimero tres de “3 "),
lo ponian aqui (escribe de nuevo en el pizarrén) miren..

J

Aos: Oh..Oh..

M: Entonces, éahi qué dice?

Alumnosos:  El pequeno de a dos ..

Lucas: El pequeno de a dos tres veces

M: éLucas?.. Dice lo mismo, dice tres pequenos de a dos, tres veces..

Aos: El pequeno de a dos

Como se ha podido observar, en el desarrollo de las actividades los alumnos
han pasado por una matematizacion progresiva, esto es, por un proceso que
organiza la realidad mediante el movimiento dialéctico entre la matematizacion
horizontal y vertical, proceso que primero les permiti6 comprender el tamano de
una subunidad (fracciones unitarias), ademas fueron capaces de determinar
cual es mas grande y por qué. Sobre este respecto Santamaria (2016) menciona
que una actividad en un nivel esta sometida a anadlisis en otro nivel, es decir,
cuando se matematiza la realidad y ha pasado a formar parte de las ideas
matematicas, son estas las que ahora se deben matematizar para generar nue-
vos conocimientos en torno al objeto con el que se estad trabajando. Se trata de
tomar una situacion matematica y elevarla a un nivel mas alto de abstraccion
logrando mayores niveles de formalizacion matematica (en relacion con los
puntos de partida de los estudiantes).

En este proceso de matematizacion progresiva, el maestro reconoce las apor-
taciones de cada uno de los alumnos en tanto eventuales acajay, de esta
manera el simbolo que representa el tamano relativo de la fraccién y que se
relaciona con el numero de veces que un pequerno ha sido iterado es compren-
dido y aceptado por los alumnos. Como es introducido de manera adecuada lo
consideran util puesto que ha sido construido con sus propias aportaciones
articulandolas con las que desarrollaron los acajay, de esta manera el maestro
les ha dado la oportunidad de recrear y reinventar la nocion de fraccion y su
simbologia, por ello cuando les pide que expliquen lo que significa logran
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hacerlo sin dificultad y encuentran la relacion entre el numero fuera de la casi-
lla (numerador) y el que estad dentro de la casilla (denominador).

Para sequir guiando la reinvencion y consolidando la utilizacion de la notacion,
el maestro plantea actividades donde es necesario emplear la escritura acordada
para simbolizar la relacion entre iteracion y pequeno. La intencion es que los
alumnos se apropien de dicha escritura y puedan usar un discurso conceptual
para explicar lo que representa y la razon por la que se usa ese simbolo.

M: ¢Como escribirian..seis veces el pequeno de a cuatro?
Denisse: (Escribe en el pizarron)

M: ¢SI? éQuién no esta de acuerdo?
Aos: (Nadie contesta)
M: éSi esta bien verdad?.. Ahora que pase Daniela, {como escribirian.. tres veces el

pequeno de a cuatro?
Daniela: (Pasa al pizarrén y escribe)

)

AR

M: Tres veces el pequenio de a cuatro. (Esta bien? éTres veces el pequeno de a cuatro?
Aos: Si.

En el fragmento anterior se observa que los alumnos han normalizado las ideas
de fraccion propia e impropia y que su escritura representa adecuadamente la
relacion entre iteraciones y fraccion unitaria. El objetivo principal, como lo men-
cion¢ Steffe (2002), es que los alumnos se apropien de la idea de que una
subunidad puede ser iterada tantas veces como sea necesario, incluso mas alla
de la unidad de referencia. Ademas, en esta parte de la TEDE pueden comparar
el tamano de la fraccion y determinar si es igual, menor o mayor a la unidad de
referencia (el Tije).

Para trabajar y desarrollar dichas nociones en el contexto de la narrativa de
los acajay, el maestro propone a los alumnos que elaboren listones de diversas
medidas (figura 4), las cuales serviran para determinar qué fracciones son menores,
iguales o mayores que la unidad de referencia (Tije). Lo que se pretende es que
los alumnos estructuren discursos conceptuales que les permitan explicary validar
como se puede determinar la medida de una fraccién en comparacion con otras.

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 36, NUM. 3, DICIEMBRE DE 2024 53



Ivette Anel Delgado Valdez, Luis Manuel Aguayo Rendén

1 Tije

Figura 4. Tamano de tiras que se deben elaborar

COMPARACION DE FRACCIONES

Con el desarrollo de esta actividad (elaborar listones de diversos tamafos) se
pretende que los alumnos interioricen la idea de que una fraccion es un nime-
ro que puede servir para cuantificar y que su tamafno puede ser menor, igual o
mayor a la unidad de referencia. Sobre este respecto Freudenthal (1983)
sefnala que la comparacion y descripcion de objetos son fenomenos de las
fracciones que pueden considerarse ideales para la ensenanza, ya que estos
se asocian con la fraccidon como comparador en un primer nivel de abstraccion.

Reinventar las fracciones en términos multiplicativos significa entonces que
los alumnos deben reestructurar sus esquemas acerca de lo que significa el
numerador y el denominador, que rompan con la idea de la fraccion como
parte de un todo y la comprendan considerando el nimero de iteraciones nece-
sarias de una subunidad (sin restricciones) para medir una longitud. En este
momento de la TEDE los discursos de los alumnos incorporan una nueva defi-
nicion, lo que nos permite analizar si los objetivos que se plantearon se alcan-
zan mediante la matematizacion progresiva.

M: ¢Cual serd mas grande, cinco veces el pequerio de a seis o un Tije?
Xiomara:  (Pasa al pizarron y escribe)

M: Todos estamos aprendiendo a explicarnos, no tiene nada de malo explicarlo asi.
Xiomara va a hacer un gran esfuerzo para explicarse y no hay nada malo..

Xiomara:  Es que el pequeno de a seis, si lo medimos cinco veces en el Tije va a quedar
mas chiquito, pero si fueran seis, quedaria igual que el Tije, porque es el pequeno
de a seis 'y por eso el Tije es mas grande que el pequeno de a seis si lo medimos
cinco veces.
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La justificacion de Xiomara nos permite apreciar que a través de la iteracion
se puede comprender que una fraccion es menor a la unidad porque el nimero
de veces que se repite el pequerio no corresponde al inverso multiplicativo de la
unidad. Cuando menciona que “queda mas chiquito porque se mide cinco veces
y no seis y por ello no iguala el tamano del Tije” significa que las ideas multi-
plicativas estan presentes y que con ellas los alumnos pueden determinar el
tamano de una fraccion en relacion con las veces que se ha iterado (Tzur, 2002).
Asimismo, podemos observar la presencia del inverso multiplicativo cuando el
alumno es capaz de reconocer que seis veces el pequerno de seis es la misma
medida que un Tije y deduce que el pequeno de seis es 1/6 del Tije.

Otro aspecto importante que destacar es que los alumnos utilizan la unidad
como punto de referencia, “si fueran seis quedaria igual que el Tijée"; este tipo de
argumentos evidencian el saber que tienen sobre las fracciones y que ya no las
conciben como partes contenidas en el entero, sino que cada medida es inde-
pendiente de la unidad y dan cuenta de un tamano diferente.

En el sentido de la idea anterior, cuando los alumnos reflexionan sobre una
medida menor al Tije es necesario también que generen discursos sobre las medidas
que pudieran resultar mayores a este, para ello el docente propone otra comparacion.

M: Esta es una pregunta bien dificil de acajay, es una pregunta clave asi que necesito
toda su atencion, dlisto Jaime?.. Vamos a pensar, no vamos a contestar.. (Cudl tira nos
habra salido mas larga? (senala)

i

Aos:  (Algunos levantan la mano)

M: Fijense, {una media..? (senala el pizarrén)

Aa: Un Tije..

M: &Y la otra media..? (senala en el pizarron)

Aos:  Cuatro veces el pequeno de a tres.

M: Entonces, piensen écudl habra salido mas larga?

M: Sofia, pasale, vamos a ver si estan de acuerdo o no. Vamos a usar la boca del pac-

man (se refiere al signo mayor que).
Sofia:  (Pasa al frente y escribe en el pizarron)

ime(H@
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En el fragmento anterior podemos observar dos detalles: el primero tiene que
ver con la manera como los alumnos se refieren a la fraccion 4/3 en términos
multiplicativos, pues exponen su tamano en relacion a la cantidad de veces que
ha sido iterado un pequeno, “cuatro veces el pequeno de a tres’, como menciona
Cortinay ZUniga (2008) esta idea es fundamental para que las fracciones impropias
puedan comprenderse desde un contexto que no se circunscriba a la percepcion
de la fraccion contenida dentro de una unidad. Un segundo detalle tiene que ver
con el hecho de que ya son capaces de identificar el tamano de una fraccion y
compararla, en este caso con un entero. En este sentido observamos que reconocen
la iteracion de cuatro veces el pequeno de tres como algo mayor al Tije.

En la misma comparacion se espera que, ademas de identificar cual fraccion
es mayor, los alumnos justifiquen dicha comparacion y la expresen mediante un
discurso que dé cuenta de su capacidad para identificar cuando una fraccién es
mayor a la otra y por qué:

Soffa:  Que el Tije es mas chico, porque este (sefala la notacion que representa cuatro iteracio-
nes de tres) ocupa mas espacio, si aqui dijera tres (escribe “3") seria igual que el Tije, aqui
es mas grande porque aquf se le aumenta uno (escribe “1") al lado de la notacion.

El discurso de Sofia evidencia que interpreta las fracciones como algo que pue-
de ser iterado mas alla de la unidad de referencia. Cuando Sofia expresa que “si
dijera 3/3 seria del mismo tamafo, pero como tiene una mas (iteracion), 4/3 es
mayor’, estd poniendo de manifiesto que comprende que el numero de iteracio-
nes de las subunidades determinan su tamano y de igual manera, comprende
el valor reciproco de tamano relativo (donde A es tres veces B, por lo tanto, B es
1/3 de A) y es capaz de determinar la equivalencia entre el Tije y el numero de
iteraciones del pequeno de tres para usarlo como referencia en la comparacion.
Este tipo de discurso nos permite apreciar que los alumnos son capaces de justi-
ficar el tamafno de una fraccion y formular argumentos que dan cuenta de ello. Para
lograr esto ha sido importante la accion del docente, pues esta relacionada con lo
que Cobb (2003) senala respecto de los discursos que los alumnos emplean, men-
ciona que cuando utilizan discursos conceptuales de este tipo proporcionan al resto
de la clase recursos que les permiten reorganizar su pensamiento y, ademas, son de
suma importancia para la clase en general porque permiten seguir avanzando en las
practicas. La relevancia del principio de interaccion se hace evidente cuando exponen
sus resultados y conjeturas al comparar fracciones, por esta razén las conversaciones
colectivas son fundamentales en la clase por lo que a los alumnos pueden ofrecer.
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Como hemos puesto en evidencia, en la tercera practica han aparecido las
estrategias de los alumnos para comparary al exponerlas el maestro las toma como
Un recurso para organizar una conversacion colectiva en la que se reflexione sobre
ellas, de esa manera puede tomar las respuestas de los alumnos y convertirlas en
herramientas conceptuales que pueden emplear posteriormente.

Recordemos que en el inicio de la TEDE, los alumnos trabajaron con situa-
ciones que les ayudaron a comprender el tamano de una fraccion unitaria
cuando las comparan entre si. Ese tipo de situaciones presentan un obstaculo
epistemoldgico porque, aunque trabajan con fracciones las relacionan con lo
que saben acerca de los numeros naturales. Dicho obstaculo aparece por ejem-
plo cuando se les pide determinar si 1/5 es mayor a 1/7, en este caso los alum-
nos podrian argumentar que 1/7 es mayor porque el 7 es mas grande. Es por
esa dificultad que al desarrollar la TEDE se busca que construyan nociones
acerca del nimero fraccionario, para ello deberan reconocer la relacion recipro-
ca de tamano relativo que una fraccién guarda respecto de la unidad de refe-
rencia (Thompson y Saldanha, 2003). Estas ideas permitiran al alumno reconocer
el tamano de las fracciones en referencia a la unidad establecida, ademas de
favorecer la concepcion de las fracciones como algo externo a la misma unidad.

Para cerrar esta fase de la TEDE, el profesor plantea a los alumnos varias
tareas por escrito en las que también deben dar su respuesta por escrito, se
refieren a la comparacion de fracciones. Si bien pueden parecer sencillas cuan-
do los alumnos ya comprenden el valor relativo de la fraccién, lo que aqui
interesa es analizar la abstraccion que han alcanzado para validar sus respues-
tas, se trata de que los alumnos encuentren un argumento que justifique por
qué una fraccion es menor o mayor que otra.

La primera cuestion planteada fue “épor qué 9/10 es menor que 10/9?", en las
respuestas es posible observar que han consolidado el aprendizaje de esta nocion
y como se puede ver en la siguiente respuesta de un alumno que hemos transcrito,
son capaces de determinar y justificar cuando una fraccion es mayor a la otra.

9 10
A <[]
10

La medida de es menor que la medida de [3] porque es mds pequeno porque
debe caber 10 veces, pero en este caso solamente tiene 9 veces'y le faltaria una para ser un
Tijle v a 22 le sobraria uno porque durante mds pequefio el ntiimero, mds espacio ocupa y
un numero mds grande menos espacio ocupa.
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Se puede apreciar que los alumnos han comprendido el valor reciproco de
tamano relativo de una fraccion y que, con este aprendizaje, son capaces de jus-
tificar la comparacion de fracciones: “porque entre mas pequeno el niumero mas
espacio ocupa y entre mas grande menos espacio ocupa”. El argumento utiliza-
do remite a la idea de iteracién, es decir a las veces que un pequerno puede ser
iterado para igualar el tamano de la unidad, entre menor sea el pequefio mas ite-
raciones requiere para medir lo mismo que la unidad. Podemos decir entonces
que el tamano relativo de la fraccion unitaria permite a los alumnos comparar
con éxito fracciones. El argumento se complementa cuando menciona que "
es mas pequeno porque deberia caber 10 veces y aqui solamente tiene 9", lo
que es evidencia de que el alumno no solo es capaz de determinar que 1/10
es menor que 1/9 sino también que, para justificar su respuesta, utiliza la nocion
de inverso multiplicativo, por ello puede darse cuenta que no son suficientes
para igualar el tamano del Tije, mientras que % lo sobrepasa por una iteracion
0 por un pequeno, es decir que fue iterado mas alld de la unidad de referencia.

Al observar estos argumentos y la comparacion que son capaces de hacer
los alumnos, se hace evidente que pueden constituir objetos mentales sobre la
fraccion impropia si desde los primeros acercamientos a la fraccion se le plantea
como un numero independiente de la unidad y que su tamano, iteraciones y
medida final, no estan contenidas dentro del entero. Otra de las ideas necesarias
para comprender la fraccion impropia tiene que ver con reconocer su propiedad
multiplicativa, la cual permite determinar que una subunidad puede ser iterada
las veces necesarias para obtener una medida, incluso mas alla de la unidad de
referencia. En la siguiente respuesta que también hemos transcrito, se puede ob-
servar que el alumno comprende que el tamano de la fraccion esta determinado
por el numero de veces que tienen que usar un pequerio para medir (iterar).

10

9
" @< [3]

. 9 . 10 - .
La medida de es menor que la medida [3] porque el pequeno de a diez debe de usar-
se diez veces para ser como un Tije y el pequeno qe a nueve debe de caber nueve veces, pero
como es 10 veces, es mds grande la medida de =

En el argumento anterior se puede apreciar que el alumno comprende que “si
A es 9 veces B, entonces B es 1/9 de A", lo que le permite expresar que el 9 (que
alude a 1/9) debe “caber” nueve veces para ser igual que un Tije, pero como
cabe 10 veces es mas grande. Esta idea le permite comprender que para

58 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 36, NUM. 3, DICIEMBRE DE 2024



La constitucion de objetos mentales sobre la fraccién impropia..

comparar fracciones debe revisar si se iguala o no la unidad de referencia.
También le permite pensar en la fraccion desde una perspectiva multiplicativa.
En este sentido el esquema fraccionario iterativo que propone Tzur (2002) ayu-
da a los alumnos a abandonar la idea de que la fracciéon estd contenida en un
entero, también los ayuda a establecer las ideas necesarias para comprenderla
COmo un numero que expresa un tamano que puede ser acumulado e iterado
mas alla de la unidad de referencia.

En el campo de las fracciones, la relacion multiplicativa es una de las nocio-
nes que Tzur (2002) y Thompson y Saldanha (2003) sefalan como indispensa-
ble para que el alumno comprenda el tamano relativo de la fraccién, es decir,
el alumno debe reconocer la iteracion como un medio para determinar una
medida. Esta accion le permite reconocer a la fraccion como independiente de
la unidad de referencia y generar esquemas para comprender las fracciones
impropias, un ejemplo de ello es la siguiente justificacion de un alumno.

9 10
™ (@ 3]

. 9 , _ 10 9 Lo .. 10
La medida de es mds pequeno que orque ni siquiera forma un Tije es
) . peq I que 9] P q q ey =
mds grande porque si forma un Tije con un
No forma un Tije St forma un Tije

LTI LTl

En la respuesta anterior, se puede ver que el alumno expresa “ ni siquiera
forma un Tije’, en su justificacion 9/10 es menor porque no es la unidad com-
pleta, mientras que 10/9 si forman un Tije y por lo tanto es mayor.

Conforme el analisis de las respuestas de los alumnos, podemos deducir que
estas son evidencias de que los objetivos planteados en esta tercera practica se
han logrado, pues los alumnos ya pueden justificar por qué una fraccion es
menor, igual o mayor que la unidad de referencia utilizando argumentos rela-
cionados con factores multiplicativos. Ademas, comprenden la fraccion como
independiente de la unidad. Estas ideas se han hecho presentes en sus respues-
tas dadas en las tareas de comparacion. Al tener en cuenta que las unidades y
subunidades son independientes unas de las otras, los alumnos pueden realizar
las iteraciones necesarias sin tener como limite la unidad, de esta manera evitan
confusiones respecto de su tamano.
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La tercera practica concluye cuando los alumnos muestran la capacidad de
comparar correctamente el tamano de medidas mediante las iteraciones de las
subunidades y de interpretar la simbologia que representa a dichas medidas,
simbolos que se integran con dos numeros, el denominador que alude al tama-
no del pequeno y el numerador que indica el numero de veces que se itera la
subunidad. La generalizacion de estas ideas relativas al significado (fraccion) y
significante (simbolos) se da una vez que se han implementado las seis practi-
cas matematicas de la TEDE.

Las nociones desarrolladas serviran de base para determinar si una fraccién
es menor o mayor a la unidad de referencia y reconocer cuando es menor, mayor
o igual que una medida, con ello se facilita la comprensién de las fracciones
impropias y la superacion de la dificultad que surge cuando la concepcién de
las fracciones es construida a partir de las nociones del significado parte-todo.

CONCLUSIONES

Por anos se han buscado formas para acercar a los alumnos al mundo de las
fracciones porque es uno de los objetos matematicos mas complejos para apren-
der en la educacion basica y dicha complejidad se acentua en los grados esco-
lares superiores. Por lo anterior las dificultades para su aprendizaje y su
ensenanza han sido objeto de estudio en multiples investigaciones, es el caso
de este trabajo que muestra los resultados de un experimento de diseno cuyo
objetivo fue la constitucion de objetos mentales sobre la fraccion impropia y la
puesta a prueba de unos medios didacticos para su ensenanza.

Los resultados permiten concluir que mediante el razonamiento de magni-
tudes continuas, especificamente de longitud, se puede construir una alternativa
de ensefanza a las fracciones que haga énfasis en un esquema multiplicativo
para contribuir a la interpretacion de otras propiedades de estos niimeros.

En el desarrollo de la TEDE, especificamente de la tercera practica, el objetivo
era que los alumnos fueran capaces de reconocer si una fraccién es de menor,
mayor o igual longitud que la unidad para identificar la independencia entre la
unidad y las subunidades, sin desconocer la relacién que guardan entre si. Estas
nociones se han desarrollado antes en investigaciones de Cortina y Visnovska
(2008, 2013) en las que concluyen que la inmensa riqueza fenomenologica del
trabajo con fracciones favorece su interpretacion al tomar en cuenta la nocion
de comparacion de medidas realizada por Freudenthal.
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Conforme fue avanzando la TEDE se pudo observar que el discurso de los
alumnos mostraba la constitucion de objetos mentales que les permitian distin-
guir una medida mayor que otra usando como referencia a la unidad, es decir
que comprenden la relacion entre la unidad y la subunidad como medidas
reciprocas (A es 9 veces B por lo tanto B es 1/9 de A) y si la fraccion ‘llena el
Tije” (es igual), ‘no lo llena” (es menor) o “lo rebasa” (es mayor), lo que a su vez
les permite comparar fracciones de diferentes tamanos; dichos objetos mentales
también les permiten distinguir las fracciones propias de las impropias.

A través de la medicion de tiras, como lo plantea la situacion contextualiza-
da en los acajay, los alumnos lograron determinar cual tira es mas grande y
justificar por qué una es mayor que la otra, ademas utilizaron discursos que
evidencian los conocimientos adquiridos con el desarrollo de la TEDE.

Las conversaciones colectivas son el fundamento del principio de interaccion,
en estas se ha mostrado la efectividad de la implementacion de la tercera practica
ya que sus argumentos evidencian que han desarrollado objetos mentales sobre
fracciones impropias. Dichas conversaciones se corresponden con la idea de la
EMR que postula el aprendizaje como una actividad social en la que los alumnos
muestran sus estrategias e invencionesy “al escuchary observar lo que otros han
desarrollado y escuchar las distintas maneras de resolver un problema, se les
permite tomar algunas de esas ideas para mejorar naturalmente sus estrategias’
(Santamaria, s/f. p. 22). De esta manera las nuevas ideas que se matematizan vy
reinventan ocupan un lugar entre los conocimientos de los alumnos, posterior-
mente les servirdn para trabajar ideas y conceptos relacionados con las fracciones
que regularmente resultan en obstaculos para la apropiacion de nuevos saberes.

Los resultados de la tercera practica nos permiten brindar a los docentes
herramientas (objetivos y actividades de la agenda, normas matematicas para
guiar la clase, el concepto de fenomenologia didactica) para iniciar el trabajo
con fracciones y también pueden servir de base para futuros investigadores que
deseen profundizar y ampliar la TEDE aqui trabajada y buscar los medios pro-
picios para que los alumnos constituyan objetos mentales sobre las fracciones
impropias y sobre la comparacion de estas. Solo resta recordar que la TEDE
aplicada es un recurso inacabado y con posibilidades de mejorarse.

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 36, NUM. 3, DICIEMBRE DE 2024 61



Ivette Anel Delgado Valdez, Luis Manuel Aguayo Rendén

REFERENCIAS

Bressan A, Zolkower B, y Gallego M. (2004). La educacion matematica realista. Principios
en que se sustenta. Escuela de invierno en Diddctica de la Matemdtica. Agosto 2004.
Universidad Auténoma de Chiapas (UNACH)

Bricefio, O.y Buendia, G. (2015). Los experimentos de disefio y la practica de modelacion:
significados para la funcion cuadratica. Revista Virtual Universidad Catdlica del Norte,
45, 65-83. http://revistavirtual.ucn.edu.co/index.php/RevistaUCN/article/ view/656/1189

Brousseau, G. (2007). Iniciacion al estudio de la teoria de las situaciones diddcticas.
(Traduccion de: FREGONA, Dilma). Editorial Zorzal.

Campo, Ry Llinares, S. (2015). Caracteristicas del desarrollo del razonamiento proporcio-
nal en estudiantes de educacion primaria (9-12 afos) [comunicacionl. Jornadas sobre
el Aprendizaje y la Ensenanza de las Matemadticas. Julio 2015, https://17jaem.semrm.
com/aportaciones/n120.pdf

Cobb, P. (2000). Conducting teaching experiments in collaboration with teachers. En A.
E. Kelly y R. A. Lesh (Eds.) Handbook of research design in mathematics and scien-
ce education (pp. 307-333). https://doi.org/10.4324/9781410602725

Cobb, P, Confrey, |, Disessa, A, Lehrer, R. y Schauble, L. (2003). Design Experiments in
Educational Research. American Educational Research Association, 32, 9-13. http://
www.jstor.org/stable/3699928

Cobb, P, Visnovska, 1, y Zhao, Q. (2008). Learning from and adapting the theory of rea-
listic mathematics education. Education et Didactique (pp. 105-124). https://doi.
0rg/10.4000/educationdidactique.276

Cortina, J. L, Visnovska, 1., y Zuniga, C. (2008). Un punto de partida alternativo para la
instruccion de fracciones. Educacion Matemdtica, 20(2), 35-61. https:/www.revis-
ta-educacion-matematica.com/descargas/Vol25-2.pdf

Cortina, J. L, Cardoso, E. y Zutniga, C. (2012). El significado cuantitativo que tienen las
fracciones para estudiantes mexicanos de 62 de primaria. Revista Electronica de
Investigacién Educativa, 14(1), 70-85. http://redie.uabc.mx/vol14nol/contenido-corti-
nacardozo.html

Cortina, J. L, Zuniga, C, y Jana, V. (2013). La equiparticion como obstaculo didactico en
la ensefanza de las fracciones. Educacion Matemdtica, 25(2), 7-29. https://www.
revista-educacion-matematica.com/pdf/documentos/REM/REM25-2/Vol25-2-1.pdf

Cortina, J. L. (2014). Investigar las fracciones: experiencias inspiradas en la metodologia
de los experimentos de diseno. Educacion Matemdtica, 25 anos 270-284. https://
www.redalyc.org/pdf/405/40540854014.pdf

62 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 36, NUM. 3, DICIEMBRE DE 2024



La constitucion de objetos mentales sobre la fraccién impropia..

D"’Amore, B, Font, V, y Godino, J. D. (2007). La dimension metadidactica en los procesos de
ensefnanza y aprendizaje de la matematica. Paradigma, 28(2), 49-77. http://ve.scielo.org/
scielo.php?script=sci_arttext&pid=5101122512007000200003&Ing=es&ting=es

Delgado, .y Cortina, J.L. (2021). La educacion matematica realista. Naturaleza y posibles
aportes en México. En Aguayo, L y Calderon, J. (Eds.). Formacion y profesién docen-
te. Entre prescripciones teorias y prdcticas Educativas. (pp. 325-342). Taberna Libreria.

Fandino, M. (2009). Las fracciones. Aspectos conceptuales y diddcticos. Editor Magisterio.

Freudenthal, H. (1973). Mathematics as an educational task. Library of Congress Catalog
Card Number 72-77872. https://doi.org/10.1007/978-94-010-2903-2

Freudenthal H. (1983). Didactical phenomenology of mathematical structures. Reidel
Publishing Company, Dordrecht, Holland.

Freudenthal, H. (1986). Fenomenologia diddctica de las estructuras matemadticas (Vol. 1).
Medios de ciencia y negocios de Springer.

Freudenthal, H. (2005). Revisando la educacién matemdtica: conferencias en China (Vol.
9). Medios de ciencia y negocios de Springer.

Gravemeijer, K.y Terwel, J. (2000). Hans Freudenthal: un matematico en didactica y teoria
del curriculo. Revista de estudios curriculares, 32(6), 777-796. https://doi.
0rg/10.1080/00220270050167170

Kieren, T. (1980). “The rational number construct-lts elements and mechanisms”. En
Kieren, Recent research on number learning (pp. 125-149).

Luna, Cy Aguayo, L.M. (2021). El experimento de disefio. Una alternativa metodoldgica
para la investigacion y la innovacién. En Aguayo, L y Calderodn, J. (Eds.). Formacion
y profesion docente. Entre prescripciones teorias y prdcticas educativas. (pp. 325-342).
Taberna Libreria Editores.

Pruzzo, V. (2012). Las fracciones: {problema de aprendizaje o problemas de la ensenan-
za?. Revista Pilquen 8, 1-14. https://api.semanticscholar.org/CorpusID:169359222
Puig, L. (1997). Analisis fenomenoldgico. En Rico, I. (Ed), La educacion matemdtica en

la ensenianza secundaria. (pp. 61-94).

Santamaria, F. (2006). La contextualizacion de la matemdtica en la escuela primaria de
Holanda [Tesis de maestria, Universidad Nacional del Comahue]. https://docplayer.
es/12979482-La-contextualizacion-de-la-matematica-en-la-escuela-primaria-de-ho-
landa.html

Steffe, L. (2002). Una nueva hipétesis sobre los nifios en conocimiento fraccional. Depar-
tamento de Educacion Matemdtica.

Steffe, L.y Thompson, P. (2000). Teaching experiment methodology: Underlying principles and
essential elements. En Anthony Kelly y Richard Lesh (Eds.), Handbook of research design
in mathematics and science education (pp. 267-306). Lawrence Erlbaum Associates.

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 36, NUM. 3, DICIEMBRE DE 2024 63



Ivette Anel Delgado Valdez, Luis Manuel Aguayo Rendén

Stephan, M, Bowers, J, Cobb, Py Gravemeijer. (2003). Apoyar el desarrollo de las concep-
ciones de medicion de los estudiantes: analizar el aprendizaje de los estudiantes en
el contexto social. Revista de investigacién en educacion matemdtica. Monografia, 12.
Consejo Nacional de Profesores de Matematicas. http://www.jstor.org/stable/i30037716

Thompson, Py Saldanha, L. (2003). Fracciones y razonamiento multiplicativo. En J. Kil-
patrick, G. Martin y D. Schifter (Eds), Investigacion complementaria de los Principios
v estdndares para las matemadticas escolares (pp. 95-114). Consejo Nacional de
Profesores de Matematicas.

Treffers, A. (1987). Three Dimensions: A Model of Goal and Theory Description in Mathe-
matics Education. The Wiskobas Project. Springer Dordrecht. https://doi.
0rg/10.1007/978-94-009-3707-9

Tossavainen A.y Helenius O. (2024). Student Teachers’ Conceptions of Fractions: A Framework
for the Analysis of Different Aspects of Fractions. Mathematics Teacher Education and
Development, 26(1). https://mted.merga.net.au/index.php/mted/article/view/889

Tzur, R. (1999). Un estudio integrado de la construccion de fracciones impropias por parte
de los ninos y el papel de los maestros en la promocion de ese aprendizaje, Journal
for Research in Mathematics Education, 30, 390-416. http://dx.doi.org/10.2307/749707

Valenzuela, C, Garcia, M. y Ndjera, A. (2019). Diseno de actividades para iniciar el estu-
dio de las fracciones en educacion primaria. En Hernandez, Borja, Slisko y Juarez.
(Eds.). Aportes a la educaciéon matemdtica basados en la investigacion. (pp. 161-183).
El Errante Editor

Autor de correspondencia.

lvette Anel Delgado Valdez

Direccion:  Universidad Pedagogica Nacional = Unidad 321, Zacatecas
1975403012@alumnos.upn.mx
4928705291
Paseo de los Encinos 106, Valle de los Encinos; Guadalupe, Zac, CP. 98604

64 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 36, NUM. 3, DICIEMBRE DE 2024



