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Resumen: Estudios previos han mostrado que, al resolver situaciones propor-
cionales y aditivas, los estudiantes transitan desde usar indiscriminadamente
estrategias aditivas a usar indiscriminadamente estrategias proporcionales.
Ademas, el tipo de razén y la naturaleza de las cantidades parece influir en
el uso de estas estrategias. Este estudio explora qué estrategias usan los
estudiantes de Educacion Basica Media y Superior de Ecuador cuando resuel-
ven problemas aditivos y proporcionales de valor ausente con razones ente-
ras/no enteras y cantidades discretas/continuas. Los resultados muestran una
tendencia diferente: cuando los estudiantes dejan de usar indiscriminada-
mente estrategias aditivas en situaciones proporcionales y aditivas, no usan
indiscriminadamente la proporcionalidad. Estos estudiantes usan otros pro-
cedimientos erréneos para resolver los problemas proporcionales. Ademas,
ambas variables influyeron significativamente: (1) se usaron mas las estrate-
gias aditivas con relaciones/razones no enteras y las proporcionales con
relaciones/razones enteras; y (II) se usaron mayormente las estrategias

Fecha de recepcion: 25 de noviembre de 2022. Fecha de aceptacion: 13 de mayo de 2024.

! Universidad de Alicante, Espafa, ceneida.fernandez@ua.es, https://orcid.org/0000-0002-4791-9247.
2 Universidad de Alicante, Espafia, pereivars@ua.es, https://orcid.org/0000-0002-1965-8721.

3 Universidad Central de Ecuador, hfral@alu.ua.es

* Universidad de Alicante, Espana, salvador.castillo@ua.es, https://orcid.org/0000-0002-5248-5172.

68 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 36, NUM. 2, AGOSTO DE 2024



Desde estrategias aditivas hasta estrategias proporcionales..

proporcionales en problemas proporcionales con cantidades discretas y las
aditivas en problemas aditivos con cantidades continuas.

Palabras clave: Razonamiento proporcional; transicion del pensamiento aditi-
vo al multiplicativo; tipo de razon; naturaleza de las cantidades; Educacion
Bdsica Media y Superior.

Abstract: Previous studies have shown that students move, when solving
proportional and additive situations, from using additive relations
indiscriminately to using multiplicative relations indiscriminately. In addition,
the type of ratio and the nature of the quantities seem to influence the
use of these relations. This study explores the strategies used by Ecuadorian
middle and high school students when solving additive and proportional
missing-value problems with integer/non-integer ratios and discrete/
continuous quantities. The results show a different pattern: when students
stop using the additive strategy indiscriminately, they do not use proportionality
indiscriminately, they use incorrect procedures to solve proportional problems.
Moreover, both variables were significantly influenced: (I) additive strategies were
used more with non-integer ratios/relations and proportional strategies were used
more with integer ratios/relations; and (Il) proportional strategies were used more
in proportional problems with discrete quantities and additive strategies
were used more in additive problems with continuous quantities.

Keywords: Proportional reasoning; transition from additive to multiplicative
thinking; type of ratio; nature of quantities; middle and high school education.

INTRODUCCION

Desde el inicio de la escolarizacion se introduce el pensamiento aditivo a los
estudiantes mientras que el pensamiento multiplicativo se presenta en los ulti-
mos anos de educacion primaria (9-12 anos). La transicion del pensamiento
aditivo al multiplicativo genera dificultades a los estudiantes (Harel y Confrey,
1994; Siemon et al, 2005; Verschaffel et al, 2007) y ha estimulado una extensa
agenda de investigacion en las ultimas décadas, particularmente, sobre el papel
del razonamiento proporcional en esta transicion (Degrande et al, 2020;
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Fernandez y Llinares, 2011, 2012; Jiang et al, 2017; Van Dooren et al, 2005; Van
Dooren, et al, 2008; Van Dooren et al, 2010).

Una caracteristica de la transicion del pensamiento aditivo al multiplicati-
vo es la dificultad de los estudiantes para diferenciar situaciones con estruc-
tura multiplicativa (en particular, situaciones proporcionales) de situaciones
con estructura aditiva. Una manifestacion de esta dificultad es el uso indiscri-
minado de estrategias aditivas en situaciones aditivas y proporcionales (Hart,
1988; Misailidou y Williams, 2003; Piskin Tung, 2020; Tourniaire y Pulos, 1985)
y, al mismo tiempo, el uso indiscriminado de estrategias proporcionales en
situaciones proporcionales y aditivas. Las estrategias aditivas son entendidas
como el calculo de la diferencia entre las cantidades dadas y su empleo en el
calculo de la cantidad desconocida (Hart, 1988; Misalidou y Philippou, 2002;
Tournaire y Pulos, 1985). Las estrategias proporcionales integran las diferentes
estrategias usadas por los estudiantes en los problemas proporcionales, como
el enfoque escalar, el enfoque funcional, la reduccién a la unidad, las estra-
tegias constructivas y regla de tres (Ben-Chaim et al, 1998; Freudenthal, 1999;
Lamon, 1994; Lo y Watanabe, 1997; Tourniaire y Pulos, 1985). El uso indiscri-
minado de estrategias proporcionales en problemas proporcionales y no pro-
porcionales es conocido en la literatura como “ilusion de la linealidad” (De
Bock et al, 2007; Fernandez y Llinares, 2011, 2012; Fernandez et al, 2011,
2012; Van Dooren et al, 2005; Van Dooren et al, 2008).

Recientes estudios han identificado un fenémeno que se da a lo largo de la
educacién primaria (6-12 anos) y secundaria (12-16 anos): los estudiantes tran-
sitan desde un uso indiscriminado de estrategias aditivas a un uso indiscrimi-
nado de estrategias proporcionales independientemente de si la situacion es
aditiva o proporcional (Fernandez y Llinares, 2012; Jiang et al, 2017; Van Dooren
et al, 2010). En este fendmeno, los estudiantes dejan de usar las estrategias
aditivas, que conducen a respuestas erroneas en los problemas proporcionales
y, comienzan a usar estrategias proporcionales en estos problemas, pero también
en problemas no proporcionales, como las situaciones aditivas (De Bock et al,
2007; Fernandez y Llinares, 2012; Van Dooren et al, 2005).

Este fenomeno ha sido identificado en investigaciones con estudiantes de
Bélgica, Espana y China usando instrumentos de recogida de datos similares
(problemas proporcionales y aditivos en formato de valor ausente). Se han obser-
vado tendencias en comun y diferentes. Van Dooren et al. (2010), en un estudio
con estudiantes de 3° a 62 grado, en Bélgica, mostraron que la tendencia a usar
estrategias aditivas tanto en problemas proporcionales y aditivos decrecia a lo
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largo de los grados casi desapareciendo en este ultimo curso, mientras la ten-
dencia a usar estrategias proporcionales tanto en problemas proporcionales
como en no proporcionales aumentaba (el cruce de una tendencia a otra se
daba entre 52y 6° grado). Ademas, obtuvieron que el grupo de estudiantes que
resolvian los problemas correctamente apenas aumentaba a lo largo de los
cursos. Fernandez y Llinares (2012), con estudiantes de educacion primaria y
secundaria en Espana, mostraron la misma tendencia que el estudio de Van
Dooren et al. (2010). En este estudio se mostré que el uso de estrategias propor-
cionales en situaciones proporcionales y aditivas aumentaba de 42 a 10° grado
y el uso de estrategias aditivas en problemas proporcionales y aditivos decrecia
a lo largo de estos grados. En este estudio, el cruce de las tendencias se daba
entre 82 y 92 grado. Estos autores argumentaron en su estudio que estas ten-
dencias “podian ser una caracteristica del desarrollo del razonamiento propor-
cional y que el hecho de que se dé antes o después podria venir explicado por
el desarrollo del curriculo” (p. 138). Entre 82y 92 grado en Espana es cuando se
introducia con mas énfasis la aproximacion algoritmica para resolver los pro-
blemas denominados de regla de tres. Por otro lado, Jiang et al. (2017) en una
investigacion con estudiantes de 42 a 82 grado en China, mostraron que también
transitaron desde un uso abusivo de las estrategias aditivas a un uso abusivo
de las estrategias proporcionales. El cruce de este uso abusivo se dio entre 5°y
62 grado al igual que con los estudiantes belgas. La explicacion que dieron los
autores fue que en el curriculum de China el razonamiento proporcional apa-
rece antes. Ademas, mostraron una tendencia diferente y es que a partir de 6°
grado también comenzo a disminuir el uso de las estrategias proporcionales en
los problemas aditivos, por lo que los estudiantes de los ultimos grados que
participaron en China resolvieron mejor los problemas que los estudiantes del
estudio de Espanay Bélgica. Los autores explicaron este hecho por el “aprendi-
zaje repetitivo del curriculum de China” que podria mejorar las habilidades de
resolucion de problemas.

Ademas, estas investigaciones previas sobre el fendmeno han mostrado que el
tipo de razon/relacién multiplicativa (enteras o no enteras) influye en el uso de
estrategias aditivas o proporcionales (Fernandez y Llinares, 2011; Karplus et al, 1983;
Piskin Tung, 2020; Steinthorsdottir, 2006; Van Dooren et al, 2009). Asi, se ha
mostrado que, si las relaciones multiplicativas entre las cantidades son enteras
(independientemente de si la situacion es proporcional o aditiva), los estudiantes
tienden a usar mas las estrategias proporcionales. Si las relaciones multiplicati-
vas entre las cantidades son no enteras, los estudiantes tienden a usar mas las
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estrategias aditivas independientemente también de la situacién (Fernandez y
Llinares, 2012; Jiang et al, 2017; Van Dooren et al, 2010).

Otra variable que parece influir en la resolucién de problemas proporciona-
les es la naturaleza discreta o continua de las cantidades (Harel y Behr, 1989;
Lo y Watanabe, 1997; Moss y Case, 1999), aunque no todos los resultados
obtenidos en estudios previos apuntan en la misma direccion. Vanluydt et al
(2020) mostraron que los problemas proporcionales en los que las cantidades
eran discretas eran mas faciles de resolver para estudiantes de 5 a 9 anos que
aquellos en los que las cantidades eran continuas. Tourniaire y Pulos (1985)
también indicaron que los estudiantes pueden visualizar mas facilmente las
situaciones proporcionales con cantidades discretas que con continuas ya que
las primeras favorecen la resolucion del problema mediante técnicas de agru-
pamiento. Sin embargo, otros estudios han mostrado que los estudiantes tienen
mayor nivel de éxito en situaciones proporcionales con cantidades continuas
(Begolli et al, 2020; Boyer et al, 2008; Hurst y Cordes, 2018; leong et al, 2007,
Spinillo y Bryant, 1999). Por otra parte, Fernandez et al. (2012) mostraron que los
estudiantes usaron mas las relaciones multiplicativas con cantidades discretas
que con cantidades continuas independientemente del tipo de situacion (pro-
porcional o aditiva). Sin embargo, Jiang et al. (2017), con estudiantes de China
y con el mismo instrumento que Fernandez et al. (2012), no encontraron dife-
rencias significativas en cuanto a la naturaleza de las cantidades.

Estos estudios han puesto de manifiesto que el fenémeno o tendencias
identificadas pueden ser una caracteristica del desarrollo del razonamiento pro-
porcional, ya que se han mostrado presentes en diferentes investigaciones.
Seguir explorando estas tendencias en contextos o paises diferentes puede ser
relevante para seqguir obteniendo informacion sobre el desarrollo del razona-
miento proporcional a lo largo de los grados. Por otro lado, destacamos que la
influencia de la variable naturaleza de las cantidades en el uso de las estrategias
aditivas y proporcionales en los problemas aditivos y proporcionales no esta
clara. Este hecho también subraya la necesidad de conducir mas estudios para
explorar esta variable. Finalmente, en el contexto de Ecuador, no se han encon-
trado investigaciones centradas en la resolucién de problemas aditivos y pro-
porcionales. Sin embargo, Ecuador participé en 2017 en el Programa para la
Evaluacion Internacional de Estudiantes para el Desarrollo (PISA-D) de la OCDE
(Organizacion para la Cooperacion y el Desarrollo Econdmicos) obteniendo resul-
tados preocupantes para la competencia matematica.
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Desde este contexto, realizar un estudio centrado en como estudiantes de
Ecuador de 62 a 102 grados resuelven problemas proporcionales y aditivos es
relevante por dos motivos: (I) sequir explorando como se desarrolla el razona-
miento proporcional y obtener mds informacion acerca de las tendencias vy el
efecto de variables y (Il) para el contexto de Ecuador puede dar informacion re-
levante para el desarrollo de los curriculums de Educacion Basica Media y Edu-
cacion Basica Superior y para el diseno de cursos de formacion de profesores.

OBJETIVO Y PREGUNTAS DE INVESTIGACION

El objetivo de investigacion es explorar como los estudiantes de Ecuador de entre
11y 16 anos resuelven problemas proporcionales y aditivos de valor ausente, y
como influyen las variables tipo de razon y naturaleza de las cantidades. Las
preguntas de investigacion son:

* ¢Qué estrategias (proporcionales o aditivas) usan los estudiantes al resol-
ver problemas proporcionales de valor ausente y aditivos a lo largo de la
Educacion Basica Media (62 'y 72 grado) y Superior (82, 92 y 102 grado)?

» (Como influyen las variables tipo de razony naturaleza de las cantidades
en el uso de estas estrategias?

METODO
PARTICIPANTES

Fueron 360 estudiantes: 144 de Educacion Basica Media (EBM, 11-13 afnos;
72 de 62 gradoy 72 de 7° grado) y 216 de Educacion Basica Superior (EBS,
13-16 anos; 73 de 82 grado, 73 de 92 grado y 70 de 10° grado). Los de EBM
provenian de centros municipales (centros administrados por los municipios)
y los de EBS de centros de educacion publica (centros en los que el Estado
tiene total responsabilidad). Estos centros educativos estan situados en la
ciudad de Quito y las familias, cuyos hijos van a los centros participantes, son
de clase media y baja.

Los contenidos de proporcionalidad forman parte del programa de Matema-
ticas que se imparte en los grados de 62y 72 de la Educacion General Basica
Media y los grados de 82 a 102 de la Educacion General Basica Superior y se
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recogen en el curriculo de la Educacion General Superior, Ley Organica de
Educacion Intercultural (LOEI), Acuerdo Ministerial Nro. MINEDUC-ME-2016-
00020-A, establecido para todo el Sistema Nacional de Ecuador y, especifica-
mente, para la provincia de Pichincha, donde se recogi¢ la informacion.
Durante la EBM, en 62 grado, se desarrollan los contenidos de proporcionalidad
directa, de fracciones y decimales, y porcentajes, y en 72 grado los contenidos
de razones y proporciones, proporcionalidad directa e inversa, regla de tres
compuesta, problemas sobre proporcionalidad directa e inversa, y repartos pro-
porcionales directos. Durante la EBS, en 82 grado, se desarrollan los contenidos
de proporcionalidad directa e inversa. En 92 grado se trabaja la proporcionalidad
directa junto al estudio de las funciones lineales y afines, y ejemplos de aplica-
ciones. En 102 grado no se trabajan contenidos especificos sobre proporciona-
lidad, pero aparecen funciones lineales y afines.

INSTRUMENTO

Se us6 el cuestionario disefiado por Fernandez y Llinares (2011; 2012), que tenia el
mismo objetivo que este estudio y consta de 12 problemas: ocho problemas experi-
mentales (Tabla 1) y cuatro problemas distractores. De los ocho problemas experimen-
tales, cuatro problemas son proporcionales (P) y cuatro problemas son aditivos (A).
Estos problemas fueron adaptados al contexto de Ecuador, tinicamente en cuanto
al contexto utilizado (e.g, ‘montana de los Andes”).

Los problemas experimentales tienen formato de valor ausente y se diferencian
en una frase. En las situaciones proporcionales aparece la frase “Empezaron al
mismo tiempo, pero XXX es mas rapido/ mas lento” y en las situaciones aditivas
aparecia la frase “luna accion] a la misma velocidad, pero XXX empez6 mas tarde/
empez6 antes’. Dos de los problemas proporcionales tienen cantidades discretas (D)
(con razones internas y externas enteras, D-I, y con razones internas y externas no
enteras, D-N) y los otros dos tienen cantidades continuas (C) (con razones internas
y externas enteras, C-I, y con razones internas y externas no enteras, C-N). Dos de
los problemas aditivos tienen cantidades discretas (D) (con relaciones internas y
externas enteras, D-l, y con relaciones internas y externas no enteras, D-N) y los
otros dos tienen cantidades continuas (C) (con relaciones internas y externas
enteras, C-l, y con relaciones internas y externas no enteras, C-N).

Los problemas distractores son formulados de manera que se mantienen
lo mas parecido posible a los problemas experimentales, pero con una estruc-
tura diferente. Tal y como justifican Fernandez y Llinares (2012), estos
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problemas se incorporan para evitar los efectos de aprendizaje y respuestas
estereotipadas. Un ejemplo es: Julia y Alvaro estdn construyendo una torre
cada uno con las piezas de Lego. Construyeron una torre de la misma longi-
tud, pero Julia usé mds bloques que Alvaro. Julia usé 4 veces el nimero de
bloques de Alvaro. Si Alvaro usé 17 bloques, icudntos bloques usé Julia? Este
problema es de estructura multiplicativa de comparacion creciente donde la
incognita es la cantidad comparada.

Las respuestas de los participantes a los ocho problemas experimentales son
los datos que conforman esta investigacion.

Tabla 1. Problemas experimentales del cuestionario

Problemas Proporcionales (P) Problemas Aditivos (A)
Pedro y Tomas estan cargando cajas en un Laura y Luis estan pegando sellos en pos-
camioén. Empezaron al mismo tiempo, pero tales. Pegan a la misma velocidad, pero
& Tomas es mas rapido. Cuando Pedro ha & Laura empezé mas tarde. Cuando Laura
d  cargado 6 cajas, Tomas ha cargado 12 ca- < ha pegado 12 sellos, Luis ha pegado 36
jas. Si Pedro ha cargado 24 cajas, icuantas sellos. Si Laura ha pegado 24 sellos, écuan-
cajas ha cargado Tomas? tos sellos ha pegado Luis?
Ana y David estan elaborando pinatas. Raquel y Juan estan plantando flores. Plan-
Empezaron al mismo tiempo, pero Ana es tan a la misma velocidad, pero Juan empe-
i mas lenta. Cuando Ana ha elaborado 50 i 76 antes. Cuando Raquel ha plantado 20
a. pinatas, David ha elaborado 70 pifatas. Si < flores, Juan ha plantado 30 flores. Si Raquel
Ana ha elaborado 125 pinatas, {cuantas ha plantado 50 flores, écudntas flores ha
pifatas ha elaborado David? plantado Juan?
Sofia y Sara estdn caminando por el par- Maria y Pablo estan nadando. Nadan a la
que la Carolina. Empezaron al mismo tiem- misma velocidad, pero Pablo empezd an-
& Po, pero Sara es mas rapida. Cuando Sofia & tes. Cuando Marfa ha nadado 30 metros,
2 ha caminado 15 metros, Sara ha caminado < Pablo ha nadado 60 metros. Si Maria ha
60 metros. Si Sofia ha caminado 45 metros, nadado 90 metros, écuantos metros ha na-
écudntos metros ha caminado Sara? dado Pablo?
Pablo y Tomas estan escalando una mon- Cristina y Alberto estan en una competencia
tana de los Andes. Empezaron a la vez, de ciclismo. Compiten a la misma velocidad,
5 pero Pablo es mas lento. Cuando Pablo ha 3 pero Cristina empezd mas tarde. Cuando
a.  escalado 12 metros, Toméas ha escalado 30 < Cristina ha recorrido 24 km, Alberto ha reco-
metros. Si Pablo ha escalado 18 metros, rrido 36 km. Si Cristina ha recorrido 60 km,
écuantos metros ha escalado Tomas? écuantos km. ha recorrido Alberto?

Fuente: elaboracién propia.
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Los estudiantes resolvieron los problemas durante el transcurso de su clase
diaria de matematicas (45 minutos aproximadamente). Se tuvo el apoyo de las
autoridades a quienes se les solicitd el respectivo permiso para aplicar este
cuestionario. Fueron los propios profesores de matematicas, de cada institucion
educativa, los que pasaron los cuestionarios tras haber recibido las indicaciones
oportunas por parte de los investigadores y los consentimientos informados
pertinentes.

ANALISIS

En primer lugar, identificamos si los estudiantes empleaban estrategias
proporcionales (enfoque escalar, enfoque funcional, reduccién a la unidad,
estrategias constructivas o regla de tres), estrategias aditivas u otras estra-
tegias incorrectas (sin sentido o en blanco). El uso de estrategias propor-
cionales es correcto en los problemas proporcionales, pero incorrecto en
los problemas aditivos. El uso de las estrategias aditivas es correcto en los
problemas aditivos pero incorrecto en los problemas proporcionales. La
tabla 2 ejemplifica la identificacion del uso de las diferentes estrategias
en un problema proporcional y la tabla 3 en un problema aditivo.

Posteriormente, se realizaron tres modelos de regresion logistica de medi-
das repetidas usando el software SPSS25, utilizando el método de estimacion de
ecuaciones generalizado (GEE). Las variables necesarias para el analisis de regre-
sion logistica de medidas repetidas fueron codificadas en los siguientes
téerminos. La variable ‘uso de estrategias proporcionales’ fue codificada por
‘Prop’; la variable ‘uso de estrategias aditivas’ por ‘Add’ y la variable ‘otras
estrategias incorrectas’ por ‘Otras’. De esta manera, el uso de una determi-
nada estrategia en un problema fue codificado con un 1y el no uso con el
valor 0. Por ejemplo, si un estudiante usaba una estrategia aditiva en un
problema, se codificada la variable ‘Add’ con un 1, y las variables ‘Prop” y
‘Otras’ con un 0. El primer modelo predecia la variable dependiente uso de
una estrategia proporcional (Prop) por medio de las variables independien-
tes ‘grado’ (6°, 79, 82, 92y 10°), 'tipo de problema’ (proporcional o aditivo),
tipo de razon’ (entera o no entera) y ‘naturaleza de las cantidades’ (discreta
o continua). Los otros dos modelos estadisticos de regresion logistica prede-
cian, analogamente, las variables dependientes uso de una estrategia aditi-
va (Add) y uso de otras estrategias incorrectas (Otras).
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Tabla 2. Identificacion del uso de las diferentes estrategias en los problemas proporcionales

Pedro y Tomas estan cargando cajas en un camion. Empezaron al mismo tiempo, pero Tomds es
mas rapido. Cuando Pedro ha cargado 6 cajas, Tomas ha cargado 12 cajas. Si Pedro ha cargado
24 cajas, {Cudntas cajas ha cargado Tomas?

Estrategia proporcional (correcta)

Ejemplo

Identifica una relacion multiplicativa
(estrategia constructiva). El estudian-
te se da cuenta de que la relacién
entre las cajas cargadas por Pedro y
Tomas es del doble (6 + 6 =12)yla
utiliza para obtener las cajas de To-
mas (24 + 24 = 48).

2y
fu it
WE

fespuesto. Tomls O Ol 48 coios

Estrategia aditiva (incorrecta) Ejemplo
Identifica una relacion aditiva. El
estudiante identifica que la rela- .
cion entre las cajas cargadas por :'
Pedro y Tomas es aditiva —con una =0
diferencia de 6 cajas (12 — 6 = 6).
Utiliza esta diferencia para obtener = .
R fg:, 0 rmeas Oalne  IOTsec
las cajas de Tomas (24 + 6 = 30). .
Otras estrategias incorrectas Eiemplo
(sin sentido) jemp
_ LZ
L
Hace una resta sin sentido para "i !
resolver el problema. 7z
Respuesta:

Fuente: elaboracién propia.
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Tabla 3. Identificacion del uso de las diferentes estrategias en los problemas aditivos

Laura y Luis estan pegando sellos en postales. Pegan a la misma velocidad, pero Laura empez6
mas tarde. Cuando Laura ha pegado 12 sellos, Luis ha pegado 36 sellos. Si Laura ha pegado 24
sellos, icuantos sellos ha pegado Luis?

Estrategia aditiva (correcta) Ejemplo

Identifica una relacion aditiva. El estudian-
te identifica que la relacion entre los sellos
pegados por Laura y Luis es aditiva —con
una diferencia de 24 sellos (36 — 12 =24).
Utiliza esta diferencia para obtener los se-
llos pegados por Luis (24 + 24 = 48)

L e e T T

Estrategia proporcional (incorrecta) Ejemplo
Identifica una relacion multiplicativa (enfo-
que funcional). EI estudiante identifica que 7y
la relacion entre los sellos pegados por L
Lauray Luis es del triple (12 x 3 =36) y la b .
utiliza para obtener los sellos pegados por luis ha pegods 1T ceNos
Luis (24 x 3 =72).
Otras estrategias incorrectas (sin sentido) Ejemplo
A'l.r\-f_.- -':I a
wifid U N
Hace operaciones sin sentido. _’"F:?‘ T
X0
.\." b af 3 L T -

Fuente: elaboracién propia.

RESULTADOS

Los resultados estan organizados en tres subsecciones. En la primera, mostra-
mos el uso de las estrategias aditivas y proporcionales en cada tipo de pro-
blema a lo largo de los grados. En la sequnda, mostramos los resultados con
relacién a la influencia del tipo de razon/relacion multiplicativa (entera o no
entera) en el uso de las estrategias aditivas y proporcionales, y finalmente
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presentamos los resultados respecto a la influencia de la naturaleza de las
cantidades (discreta o continua) en el uso de estas estrategias.

USO DE LAS ESTRATEGIAS ADITIVAS Y PROPORCIONALES POR LOS ESTUDIANTES A LO
LARGO DE LOS GRADOS

La figura 1 muestra el uso de las estrategias (proporcionales, aditivas y otras)
en los problemas proporcionales. El andlisis estadistico mostré un efecto signi-
ficativo de la interaccién ‘grado’ X ‘tipo de problema’ en el uso de las estrategias
proporcionales, X (4, N=360)=13.794, p<0.001. Se observa un incremento signi-
ficativo en el uso de las estrategias proporcionales desde 1.0% en 6° grado
hasta 13.5% en 72 grado de EBM. Sin embargo, el uso de esta estrategia dismi-
nuy6 significativamente hasta 8.2% en 102 grado de EBS, coincidiendo con la
transicion de la EBM a la EBS. Posteriormente, el porcentaje de uso de esta
estrategia se mantiene constante durante la EBS no siendo significativas las
diferencias entre 82y 92 (8.9% vs. 6.8%) ni entre 92y 10° (6.8% vs. 8.2%).

70
60 A
50 \\ =
40 AN — —&—Prop
30 - \/ —m—-Add
20 Otras
10 A—

N

6° 7° 8° 9° 10°

Figura 1. Problemas proporcionales: Uso de las estrategias proporcionales (Prop), aditivas
(Add) y otras (Otras) a lo largo de los grados. Fuente: elaboracién propia.

Respecto al uso de las estrategias aditivas incorrectas en los problemas propor-
cionales, el analisis estadistico mostrd también un efecto significativo de la
interaccion ‘grado’ X ‘tipo de problema’ en el uso de las estrategias aditivas, x'(4,
N=360)=13.735, p=0.008. En este caso, hubo un aumento significativo entre
72y 82 grado (53.1% vs. 62.3%), posteriormente disminuy6 significativamente
entre 82y 92 grado (62.3% vs.33.6%), y aumentd entre 92y 10° grado (33.6% vs.
46.8%) siendo esta diferencia también significativa.
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Finalmente, el analisis estadistico también mostrd un efecto significativo de
la interaccion ‘grado’ x ‘tipo de problema’ en el uso de otras estrategias incorrec-
tas (sin sentido o en blanco), x'(4, N=360)=92.301, p<0.001. Por tanto, la dismi-
nucion entre 6° y 72 grado y entre 72y 82 grado del uso de otras estrategias
incorrectas fue significativa. Después hubo un aumento significativo de uso entre
82y 92 grado y una disminucion significativa de 92 a 102 grado. Es decir, la
disminucion del uso de las estrategias aditivas incorrecta en los problemas
proporcionales en 92 grado se convirti6 en un aumento de otras estrategias
incorrectas, en lugar de en un uso de las estrategias proporcionales.

La figura 2 muestra el uso de las distintas estrategias (aditivas, proporciona-
les y otras) en los problemas aditivos. Al igual que en los problemas proporcio-
nales, el analisis estadistico también mostré un efecto significativo de la
interaccion ‘grado’ X ‘tipo de problema’ en el uso de las estrategias aditivas
correctas, x (4, N=360)=13.735, p=0.001, en el uso de las estrategias proporcio-
nales incorrectas, x'(4, N=360)=13.794, p<0.001 y en el uso de otras estrategias
incorrectas, x (4, N=360)=92.301, p<0.001. El uso de la estrategia aditiva aumen-
t6 de 62 a 82 grado (51.4% en 62 grado vs. 72.9% en 82 grado) siendo esta
diferencia significativa. También fueron significativas la disminucion de su uso
de 82 a 9° grado (72.9% vs. 43.5%) y el aumento de 92 a 102 grado (56.4% en
102 grado). Ademas, el uso de las estrategias proporcionales (incorrectas en los
problemas aditivos) aumenté de 2.1% en 62 grado a 11.5% en 7° grado (siendo
esta diferencia significativa), mientras que disminuyé significativamente entre
72y 89 grado (11.5% vs. 4.5%) y aumento de 82 a 92 grado (8.9%), siendo esta
diferencia tambieén significativa.

80
70 A
60 / \
50 / \ /
\V ——Add
40 ——Prop
30 o
20 —4—Otras
10 Al
N
6° 7° 8° 9° 10°

Figura 2. Problemas aditivos: Uso de las estrategias aditivas (Add), proporcionales (Prop) y
otras (Otras) a lo largo de los grados. Fuente: elaboracion propia.
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El uso de otras estrategias incorrectas (sin sentido y en blanco), en los problemas
aditivos, disminuyo de 62 a 82 grado siendo esta diferencia significativa. Posterior-
mente, aumentd significativamente de 8° a 92 grado y, disminuyo6 de 92 a 10°. Es
decir, en los problemas aditivos, el descenso en el uso de las estrategias aditivas
de 82 a 92 grado se convirtio en un aumento de otras estrategias incorrectas.
En resumen, los resultados muestran un uso constante de las estrategias
proporcionales, tanto en problemas proporcionales como aditivos (figuras 1y
2), siendo su uso muy bajo en los problemas proporcionales al final de la EBS
(figura 1). Por otro lado, se observa un aumento en el uso de las estrategias
aditivas en los problemas aditivos desde 6° a 8° grado que coincide con un
aumento del uso, incorrecto, de esta estrategia en los problemas proporciona-
les. Ademas, el uso de las estrategias aditivas disminuye de 82 a 92 grado,
tanto en los problemas proporcionales como aditivos, sin embargo, esta dis-
minucion no viene acompanada de un aumento de la de las estrategias
proporcionales, sino por el uso de otras estrategias incorrectas.

INFLUENCIA DE LA VARIABLE TIPO DE RAZON/RELACION MULTIPLICATIVA (ENTERA O
NO ENTERA) EN EL USO DE LAS ESTRATEGIAS

La tabla 4 muestra los porcentajes de uso de las estrategias proporcionales y
aditivas en los problemas proporcionales con razones enteras y no enteras y en
los problemas aditivos con relaciones multiplicativas enteras y no enteras. El ana-
lisis estadistico mostro que la variable ‘tipo de razon’ influye significativamente en
el uso de las estrategias proporcionales (x'(1, N=360)=105.649, p<0.001) y en el
uso de las estrategias aditivas (x'(1, N=360)=93.224, p<0.001). Globalmente, los
estudiantes usaron mas las estrategias proporcionales con las razones/relaciones
multiplicativas enteras (12.9%, | vs. 1.8%, N) siendo esta diferencia significativa y
usaron mas estrategias aditivas con las razones/relaciones multiplicativas no ente-
ras (47.6%, 1 vs. 59.1%, N) siendo esta diferencia significativa.

Aunque el analisis estadistico no mostré un efecto significativo de la inte-
raccion ‘tipo de razon’ X ‘tipo de problema’ en el uso de las estrategias aditivas
0 proporcionales, se observa que los estudiantes, a lo largo de la EBM y EBS,
usaron mas las estrategias proporcionales en los problemas proporcionales con
razones enteras que en los problemas proporcionales con razones no enteras
(13.9%, P-I vs. 1.5%, P-N). En los problemas aditivos también usaron mas las
estrategias proporcionales (incorrecta) con relaciones multiplicativas enteras que
con relaciones no enteras (11.9%, A-l vs. 2.0%, A-N).
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Tabla 4. Porcentaje de uso de las estrategias proporcionales y aditivas en los problemas
proporcionales (P) y problemas aditivos (A) con razones/relaciones multiplicativas enteras
(1) y no enteras (N) 0

Uso de estrategias Uso de estrategias aditivas
proporcionales
Problema P A P A
Grado I N | N Grado [ N | N
6° 21 00 28 14 6° 48.6 57.6 472 55.6
7° 250 21 201 28 7° 410 65.3 486 722
82 171 07 89 00 82 575 67.1 66.4 795
99 110 27 151 27 9° 329 342 425 445
10¢ 143 21 129 29 102 39.3 54.3 521 60.7
Total 139 15 119 20 Total 43.9 55.7 51.4 62.5

Fuente: elaboracion propia.

Por otra parte, los estudiantes usaron mas las estrategias aditivas en los proble-
mas aditivos con relaciones multiplicativas entre las cantidades no enteras que
en los aditivos con relaciones multiplicativas enteras (62.5%, A-N vs. 51.4%, A-l).
También en los problemas proporcionales usaron mas las estrategias aditivas
cuando inclufan razones no enteras que cuando incluian razones enteras
(55.7%, P-N vs. 43.9%, P-I).

Estos datos indican que, con razones o relaciones multiplicativas enteras
entre las cantidades, los estudiantes, independientemente de si el problema es
aditivo o proporcional, tienden a usar estrategias proporcionales. Este compor-
tamiento lleva al estudiante a proporcionar respuestas correctas en los proble-
mas proporcionales, pero respuestas incorrectas en los problemas aditivos. Sin
embargo, con razones o relaciones multiplicativas no enteras los estudiantes
usan las estrategias aditivas en los problemas aditivos, de manera correcta, pero
también en los problemas proporcionales, donde esta estrategia es incorrecta.
Este comportamiento se dio en todos los grados de EBM y EBS.
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INFLUENCIA DE LA VARIABLE NATURALEZA DE LAS CANTIDADES (DISCRETAS O
CONTINUAS) EN EL USO DE LAS ESTRATEGIAS

La tabla 5 muestra el porcentaje de uso de las relaciones multiplicativas y adi-
tivas en los problemas proporcionales con cantidades continuas y discretas y en
los problemas aditivos con cantidades continuas y discretas

Tabla 5. Porcentaje de uso de las estrategias proporcionales y aditivas en los problemas propor-
cionales y aditivos con cantidades discretas (D) o continuas (C) a lo largo de los grados

Uso de estrategias Uso de estrategias aditivas
proporcionales
Problema P A P A
Grado D C D C Grado D C D C
62 21 00 00 42 62 611 451 438 59.0
7° 181 90 104 125 7° 583 479 576 632
82 130 48 27 6.2 82 67.8 568 685 774
99 89 48 96 8.2 99 377 295 452 418
102 107 57 57 10.0 102 50.0 436 543 58.6
Total 106 49 57 8.2 Total 550 446 539 60.0

Fuente: elaboracién propia.

El analisis de regresion logistica mostro que la interaccion ‘tipo de problema’ x
‘naturaleza de las cantidades’ influia en el uso de las estrategias proporcionales
(x'(1, N=360)=70.318, p=0.001) y en el uso de las estrategias aditivas
(' (1,N=360)=45.487, p=0.001). Los estudiantes usaron mas las estrategias pro-
porcionales en los problemas proporcionales con cantidades discretas que con
cantidades continuas (10.6%, P-D vs. 4.9%, P-C), siendo esta diferencia significa-
tiva. Sin embargo, esta tendencia se invirtio en los problemas aditivos donde
usaron mas las estrategias proporcionales incorrectas en los problemas con
cantidades continuas que con cantidades discretas (5.7%, A-D vs. 8.2%, A-C),
siendo esta diferencia también significativa.

Por otra parte, los estudiantes usaron mas las estrategias aditivas en los
problemas aditivos con cantidades continuas que en los aditivos con cantidades
discretas (60.0%, A-C vs. 53.9%, A-D), siendo esta diferencia significativa. Sin
embargo, esta tendencia se invierte en los problemas proporcionales. Los estu-
diantes usaron mas las estrategias aditivas incorrecta en los problemas
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proporcionales con cantidades discretas que en los proporcionales con cantida-
des continuas (55.5%, P-D vs. 44.6%, P-C), siendo esta diferencia significativa.

DISCUSION Y CONCLUSIONES

El objetivo de este estudio es explorar como estudiantes de Ecuador de EBM y
EBS resuelven problemas proporcionales y aditivos de valor ausente y como
influyen las variables tipo de razon (razones/relaciones multiplicativas enteras)
y naturaleza de las cantidades (discretas/continuas).

Nuestros resultados sefialan que, en los problemas proporcionales, hubo un
incremento en el uso de las estrategias proporcionales (correcta en estos proble-
mas) de 62 a 7¢ grado (11-12 anos). Sin embargo, su uso disminuyo ligeramente
y permanecio constante (aproximadamente 10%) a lo largo de la EBS (82 a 102
grado; 13-15 anos). Estos resultados difieren de los obtenidos en estudios anteriores
donde el uso de las estrategias proporcionales en problemas proporcionales era
superior, y aumentaba progresivamente desde 62 a 10° grado. En el estudio de
Fernandez et al. (2012), con estudiantes de Espana, el uso de estrategias propor-
cionales en 102 grado (15-16 afos) fue de mas del 70% y en Jiang et al. (2017),
con estudiantes de China en 82 grado (13-14 anos) fue del 60%.

El uso de estrategia aditiva incorrecta en los problemas proporcionales tam-
bien aumentd de 62 a 82 grado y disminuyé de 82 a 9° Sin embargo, esta
disminucion no comportd un aumento del uso de las estrategias proporcionales
sino un aumento de otras estrategias incorrectas. Este resultado parece indicar
que cuando los estudiantes dejan de usar las estrategias aditivas en situaciones
proporcionales, no tienen estrategias o procedimientos que les permitan resolver
los problemas proporcionales. Este resultado podria estar vinculado con la distri-
bucion curricular de los contenidos de proporcionalidad durante la EBM y EBS
en Ecuador pues, a partir de 82 grado, los contenidos como razén, proporcién,
problemas de proporcionalidad directa e inversa no aparecen en el curriculum.
Sin embargo, los estudiantes parecen sequir teniendo muchas dificultades con
estos contenidos, ya que Unicamente alrededor de un 10% de los estudiantes de
102 grado usaron estrategias proporcionales en los problemas proporcionales.

En los problemas aditivos, el uso de la estrategia aditiva (correcta en estos
problemas) aumento de 62 a 82 Sin embargo, de 8° a 92 disminuyd su uso y
aumento el uso de otras estrategias incorrectas. Es decir, Ia disminucion del uso
de las estrategias aditivas no se corresponde con el aumento del uso de
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estrategias proporcionales incorrectas (permanecen constantes a lo largo de los
grados) sino con un aumento de otras estrategias incorrectas. Este resultado es
relevante pues difiere de los obtenidos en estudios previos donde, en los proble-
mas aditivos, se transitaba desde el uso correcto de las estrategias aditivas al
uso incorrecto de estrategias proporcionales (Fernandez et al, 2012; Jiang et al,
2017; Van Dooren et al, 2009, 2010).

Estos resultados muestran que el fenémeno, desde un uso indiscriminado de
las estrategias aditivas a un uso indiscriminado de estrategias proporcionales,
observado en Bélgica, Espana y China, no se identifica en el contexto de Ecuador.
Los estudiantes de esta investigacion hicieron un uso indiscriminado de las estra-
tegias aditivas en los primeros grados, pero no transitan a un uso indiscriminado
de las estrategias proporcionales. Aunque somos conscientes de que los datos de
esta investigacion no permiten conocer el porqué, una posible explicacion de esta
diferencia puede ser que el curriculum de Ecuador no tiene tanta presencia del
algoritmo de la regla de tres. En los estudios de Fernandez y Llinares (2012),y Jiang
et al (2017), aunque este cambio se producia en diferentes grados, coincidia con
el momento en el que se introducen de manera mas sistematica la aproximacion
algoritmica para resolver los problemas denominados ‘“de regla de tres’,

Con respecto a la influencia de la variable tipo de razon (presencia de razo-
nes/relaciones multiplicativas enteras), el analisis mostré que, globalmente, las
razones/relaciones multiplicativas enteras inducian a los estudiantes, tanto de
EBM como EBS, al uso de estrategias proporcionales y las razones/relaciones
multiplicativas no enteras inducian a los estudiantes al uso de estrategias adi-
tivas. En los problemas proporcionales de valor ausente, los estudiantes tienen
que construir una unidad de referencia (primera razén) y calcular el dato que
falta en la situacion en términos de esta unidad (segunda razon). Con razones
no enteras, los estudiantes tienen dificultades para descubrir un multiplo entero
en la primera razon (e.g, doble, triple, ..) que les ayude a encontrar la sequnda
razon, provocando el uso de estrategias aditivas vy, por tanto, mayor éxito en los
problemas proporcionales con razones enteras que con razones no enteras. Estos
resultados concuerdan con los obtenidos en investigaciones previas para pro-
blemas proporcionales: los estudiantes tuvieron mayor éxito con razones enteras
que con razones no enteras (Cramer et al, 1993; Jiang et al, 2017; Steinthors-
dottir, 2006; Van Dooren et al, 2009). También apoyan los obtenidos con respec-
to al éxito en los problemas aditivos: los estudiantes tuvieron mas éxito en los
problemas aditivos con relaciones multiplicativas no enteras que con relaciones
enteras (Fernandez et al, 2012; Jiang et al, 2017; Van Dooren et al, 2009).
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Los resultados sobre el impacto de la variable naturaleza de las cantidades
muestran diferencias significativas en cuanto al tipo de problema, al extender
los obtenidos por Fernandez et al. (2012): en los problemas proporcionales, los
estudiantes usaron mas las estrategias proporcionales en los problemas con
cantidades discretas que en los problemas con cantidades continuas. Sin embar-
go, esta tendencia se invierte en los problemas aditivos, donde los estudiantes
usaron mas las estrategias proporcionales incorrectas en los problemas con
cantidades continuas que con cantidades discretas. En los problemas aditivos,
los estudiantes usaron mas las estrategias aditivas con cantidades continuas
que con cantidades discretas. Esta tendencia también se invirtié en los proble-
mas proporcionales donde los estudiantes usaron mas las estrategias aditivas
incorrecta en los problemas proporcionales con cantidades discretas que en los
proporcionales con cantidades continuas.

Estos resultados difieren de las evidencias aportadas por Boyer y Levin (2015)
y leong et al. (2007), ambos con nifios entre 6 y 10 anos, que tuvieron mas
dificultad en resolver problemas proporcionales cuando las proporciones incluian
cantidades discretas que cuando incluian cantidades continuas. Estas discre-
pancias podrian explicarse por el tipo de problemas usados en estas ultimas
investigaciones: problemas de comparacion numeérica (las razones son dadas y
tienen que ser comparadas) en lugar de los problemas de valor ausente emplea-
dos en este estudio y en el de Fernandez et al. (2012).

Estos resultados sefialan cémo las caracteristicas especificas de los proble-
mas, por ejemplo, que sean de valor ausente o de comparacion numérica pare-
cen influir en el impacto de la variable naturaleza de las cantidades sobre las
estrategias usadas por los estudiantes. En futuras investigaciones seria intere-
sante considerar un estudio que incluyera no solo problemas de valor ausente
sino otros tipos de problemas para analizar el impacto de estas variables.

IMPLICACIONES PARA LA ENSENANZA

Nuestros resultados tienen implicaciones en el curriculum y en la ensefanza de
la proporcionalidad en el contexto de Ecuador. Que los estudiantes, a lo largo
de la EBMy EBS, transiten al uso de otras estrategias incorrectas al dejar de usar
indiscriminadamente las estrategias aditivas parece indicar que: (I) inicialmente,
entre los grados 6° a 82 los estudiantes no diferencian las situaciones propor-
cionales de las aditivas, ya que usan las estrategias aditivas en ambas situacio-
nes v, (I) cuando parece que consiguen diferenciarlas (al no usar estrategias
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aditivas en las situaciones proporcionales) no disponen de estrategias para
resolver los problemas proporcionales.

Para apoyar la diferenciacion de las situaciones, la instruccion deberia foca-
lizarse en la identificacion de las relaciones entre las cantidades (aditivas o
multiplicativas). El curriculum deberia presentar situaciones proporcionales y no
proporcionales y generar oportunidades a los estudiantes para diferenciarlas
centrandose en la estructura matematica del problema, es decir, en las relaciones
entre las cantidades (Kaputy West, 1994). Usar situaciones reales puede ayudar
a identificar y reconocer las relaciones multiplicativas y asi diferenciar las situa-
ciones proporcionales de las aditivas. En este sentido, el uso desde la EBM
(cuando se introducen los conceptos de razon y proporcion) de tablas de nume-
ros proporcionales y no proporcionales en contextos reales puede apoyar la
comprension de los estudiantes del comportamiento de las relaciones entre las
cantidades (Lamon, 1999; Singer et al, 1997). Ademas, el uso de tablas de nume-
ros proporcionales podria ayudar a la generacion de aproximaciones construc-
tivas para resolver los problemas proporcionales.

Por otra parte, la influencia mostrada de las variables tipo de razén y natu-
raleza de las cantidades parece mostrar que los estudiantes aplican procedi-
mientos que, al menos parcialmente, se basan en asociaciones superficiales
(como, por ejemplo, tener cantidades discretas o tener razones enteras) sin tener
en cuenta la estructura matematica del problema. Esto pone de manifiesto la
necesidad de usar diferentes tipos de razones (enteras y no enteras) al introdu-
cir la idea de razén. Ademas, es necesario utilizar problemas con cantidades
continuas y discretas. Utilizar problemas proporcionales con cantidades discretas
en los que la solucion sea no entera (problemas no utilizados en nuestra inves-
tigacion) puede ser interesante para la discusion en clase de por qué su solucion
0 algunos de los pasos intermedios no tienen significado en la vida real. Para
discutir estos ejemplos, los estudiantes necesitarian desarrollar un entendimien-
to mas abstracto de las relaciones multiplicativas con las que estan tratando.
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