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Resumo

Neste artigo discutimos o papel do software GeoGebra no estudo de Padrdes Fractais.
Para tanto, analisamos uma atividade realizada com alunos do Ensino Médio, segundo
uma abordagem que busca identificar as fases de Investigacdo de um Padrdo. A
abordagem qualitativa foi empregada com o intuito de compreender como o GeoGebra
atuou no desenvolvimento da atividade de manipulacdo e analise de Padrdes Fractais.
Os dados coletados indicaram que o GeoGebra possibilitou que diversos niveis de um
mesmo Padrdo Fractal fossem manipulados e analisados em uma Unica construcéo e 0s
passos das construgdes fossem revistos. Assim, é possivel concluir que o GeoGebra
contribuiu para que os Padrdes Fractais ganhassem vida, no sentido de se tornarem
dindmicos, favorecendo a generalizacéo dos contelidos matematicos explorados.
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Abstract

In this paper, we discuss the role of the GeoGebra software when studying Fractal
Patterns. For this purpose, we analyze an activity performed with high school students,
according to an approach named Stages of an Investigation of Pattern. The qualitative
research was employed in order to understand the role of the GeoGebra in the
development of the activity regarding to manipulation and analysis of Fractal Patterns.
The data collected indicated that GeoGebra allows manipulation and analysis of
multiple levels of the same Fractal Patterns in a single construction and the revision of
the steps of the constructions. Thus, it is possible to conclude that GeoGebra
contributed to Fractal Patterns come alive, to become dynamic, favoring the
generalization of the mathematical content explored.
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Este artigo tem por objetivo discutir como o GeoGebra atuou no desenvolvimento de
atividades de manipulacdo e andlise de Padrdes Fractais. Para tanto, analisamos uma
atividade buscando identificar as trés fases de Investigacdo de um padréo, segundo
Herbert e Brown (2000): Procura do Padrdo, Reconhecimento do Padrdo e
Generalizacéo”.

A pesquisa aqui apresentada foi desenvolvida com base na metodologia qualitativa por
entendermos que ela permite uma andlise coerente dos dados e uma relagdo intensa com
0 objetivo e os procedimentos de coleta de dados. Segundo Goldenberg (1999), a
preocupacdo do pesquisador na pesquisa qualitativa € com o aprofundamento da
compreensdo do fendbmeno, e ndo com sua representatividade numérica. Deste modo, a
abordagem qualitativa foi empregada na busca de compreender como o GeoGebra atuou
no desenvolvimento de atividades de manipulacdo e analise de Padrbes Fractais.
Ademais, utilizamos diversos procedimentos de coleta de dados, como registros de
imagem, audio e video e comentarios escritos nas atividades e no caderno de campo.
Esses dados fazem parte de uma pesquisa de mestrado em desenvolvimento. Os
referidos dados foram coletados ao longo de um curso, realizado com 17 alunos do
primeiro ano do Ensino Médio em um laboratério de informatica do Instituto Federal
Fluminense®. Este curso foi denominado “A utilizacdo de Padrdes Fractais no processo
de generalizacdo do conhecimento matematico por meio de um software de geometria
dindmica (SGD)” e, durante sua realizagdo, foram aplicadas seis atividades, e em cada

uma delas foi explorado um Padréo Fractal especifico.

Estas atividades foram pensadas para que os alunos se dedicassem a manipulacdo e
analise dos padrdes, buscando identificar aspectos comuns, visando a alcangar a
generalizacdo de conteudos matematicos que foram trabalhados. Os conteudos
matematicos explorados foram: areas de quadrados, comparacdo entre raios de
circunferéncias e entre segmentos, criacdo de expressdes gerais, fracdes, uso de tabelas,
perimetros, poténcias, progressdes aritméticas e geométricas, sequéncias e o teorema de

Pitagoras.

Buscando discutir a atuacdo do GeoGebra em atividades de investigacdo de Padrdes

Fractais, passamos a apresentar, nas proximas secfes, o termo Padrdo Fractal; as fases

* Pattern seeking, pattern recognition and generalization.
* IFF — Campus Campos Centro (Campos dos Goytacazes/RJ)
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de Investigacdo de um Padrdo de Herbert e Brown (2000); os Padrdes Fractais
construidos no GeoGebra; a analise de uma atividade e; finalizando, consideracoes
sobre a atuacdo do GeoGebra em atividades com Padrdes Fractais.

1. O Termo Padrao Fractal

Diante do termo Padrbes Fractais, cabe esclarecer que entendemos que estes padrdes
estdo relacionados ao modelo pelo qual os fractais estdo condicionados algébrica e
geometricamente. Neste modelo é repetido periodicamente uma determinada estrutura
invariante, para a feitura dos proximos niveis em uma ou mais dire¢fes. Entendemos
que “ao conceito de padrdo estdo associados termos tais como: regularidade(s),

sequéncia, motivo, regra ¢ ordem” (VALE et al., 2005, p.3).

Por reconhecer que as iteragdes dos fractais séo regidas por padrdes, que o fazem repetir
sua estrutura inicial, entendemos que as construcGes que foram exploradas tanto em

seus aspectos algébricos quanto nos geométricos sdo Padrbes Fractais.

Embora ndo existam pesquisas que utilizam o termo Padrdes Fractais, algumas
relacionam os fractais com os padrdes. Gouvea e Murari (2004), por exemplo, afirmam
que os fractais s@o formas que se caracterizam por repetir um determinado padrdo. Baier
(2005), por sua vez, destaca a importancia dos padrdes que emergem noS Processos
iterativos que geram os fractais. Esta autora discorre sobre “a importancia de valorizar,
nos contetidos escolares, 0s aspectos qualitativos da Matematica, relacionados com
padrdes visuais e ligados com a Arte” (BAIER, 2005, p.137).

Desse modo, quando reconhecemos um padrdo em um fractal podemos prever o que
ocorrerd ao longo das iteragdes. O sentido de iterar um padrdo estd relacionado a
repeticdo que pode ocorrer indefinidamente. Assim, a cada iteracdo o padrdo chega a um
nivel sucessor que sera a base para a iteracdo seguinte. No Padréo Fractal Tetra Circulo,
representado em trés niveis na Figura 1, por exemplo, podemos observar no nivel 0 uma
circunferéncia inicial, na qual estdo marcados quatro pontos equidistantes que a dividem

em quatro arcos congruentes e que sdo centros de quatro novas circunferéncias.

Essas circunferéncias possuem raios que sao iguais a metade do raio da circunferéncia
inicial. Essas quatro novas circunferéncias geram o nivel seguinte, pois em cada uma
delas séo feitas mais quatro, da mesma forma que foram feitas na circunferéncia inicial.

Nesse processo de iteracdo, novos niveis vao sendo formados.
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nivel 0 nivel 1 nivel 2

Figura 1: Padrdo Fractal Tetra Circulo representado em trés niveis
As observacgdes oriundas das caracteristicas presentes nos niveis dos Padrbes Fractais
permitem que afirmacdes sejam realizadas para niveis posteriores, pois se sabe que as

iteracOes serdo repetidas de forma idéntica nos préximos niveis.

2. Fases de Investigacdo de um Padréo

De acordo com Herbert e Brown (2000), a investigacdo de padrdes passam por trés
fases: Procura do Padrdo, Reconhecimento do Padrdo e Generalizagdo. Estas fases
foram elaboradas com base em experiéncias realizadas com alunos do sexto ano do
Ensino Fundamental, dentre as quais destacam o empenho de pequenos grupos de
alunos em resolver uma situacdo em que era preciso calcular quantas viagens, de um
lado para o outro, precisariam ser feitas para que oito pessoas atravessassem um rio
(sendo seis adultos e duas criancgas), utilizando um Unico bote, capaz de acomodar

apenas duas criancas, ou um adulto, ou uma criancga por viagem.

Nessa situacdo, o empenho dos alunos passou por trés etapas. Primeiramente os alunos
buscaram o padrdo na situacdo dada, que em Herbert e Brown (2000) consistiu na
investigacdo da quantidade de viagens necessarias para que um grupo de pessoas
atravessasse o rio. Esta € a fase de Procura do Padrdo. No caso das atividades com
PadrGes Fractais, esta fase consistiu na etapa em que 0s alunos se dedicaram a

compreensdo do padréo que faz com que o fractal repita sua estrutura inicial.

Na segunda fase de Herbert e Brown (2000), os alunos reconheceram o padrdo por meio
de diferentes representacdes matematicas que identificaram durante a compreensdo da
situacdo dada. Ja nas atividades de exploracdo de Padrbes Fractais, os alunos passaram
por essa fase ao reconhecerem o padrdo para um nivel especifico e descreverem o0s

demais niveis usando tabelas e outras formas de representacbes matematicas, como
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fracbes e poténcias. Além disso, escreveram formulas expressando um conteudo

matematico para um nivel qualquer.

Por fim, os alunos do experimento de Herbert e Brown (2000) atingiram a terceira fase,
a de Generalizacdo, quando generalizaram o padrdo e relataram isso retomando a
situacdo inicial. Nas atividades com Padrdes Fractais, essa fase foi atingida quando os
alunos conseguiram escrever para “um nivel posterior a um nivel qualquer” (nivel n+1),

uma férmula geral expressando o conteido matematico explorado naquela situagéo.
3. Padrdes Fractais construidos no GeoGebra

Para aplicacdo das atividades, foram construidos os seguintes Padrdes Fractais: Arvore
Pitagorica, Triangulo de Sierpinski, Curva de Koch, Tetra Circulo, Lunda-Design e
Hexagonal tipo Direr no software GeoGebra. Nessa sec¢do, apresentamos as construcoes
desses Padrdes Fractais e destacamos 0s processos de iteracdo que regem a feitura de

seus niveis.

Para obtencio do Padrdo Fractal Arvore Pitagorica (Figura 2), constroi-se um triangulo
retdngulo. Na sequéncia, utilizando a hipotenusa desse triangulo, é feito um quadrado
com um dos lados sendo a propria hipotenusa. O mesmo processo de construcdo de
quadrado é realizado valendo-se dos catetos. A partir do nivel 0, sobre cada um dos
quadrados construidos sobre os catetos do triangulo do nivel anterior, sdo desenhados
tridangulos retangulos com o seguinte procedimento: sobre o lado desses quadrados que
é oposto ao lado que também é cateto do triangulo do nivel anterior, construimos um
novo triangulo retangulo tendo esse lado como hipotenusa. Vale ressaltar que todos os
tridngulos sdo construidos com angulos tendo a mesma medida do tridngulo retangulo
do nivel 0. Para concluir o nivel, sobre os catetos dos novos triangulos, sdo feitos

guadrados com um dos lados sendo 0s proprios catetos.
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Figura 2: Quarto nivel do Fractal Arvore Pitagérica

¥

Neste Padrdo Fractal, o nivel inicial (nivel 0), representado pela cor azul, consiste na
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figura representativa do Teorema de Pitagoras, formada por um triangulo retangulo e os
trés quadrados desenhados sobre os lados. Assim, no nivel 1, temos mais duas figuras
que representam o Teorema de Pit&goras e, com o passar dos niveis, 0 nimero de novas

figuras que representam o Teorema de Pitagoras vai dobrando.

Um segundo Padrdo Fractal construido foi o Triangulo de Sierpinski (Figura 3). Seu
processo de iteracdo consiste em, primeiramente, construir um triangulo equilatero e
marcar 0s pontos médios de cada um dos lados do tridngulo; em seguida, 0s pontos
médios sdo unidos por trés segmentos de reta, que dividem o triangulo original em
quatro novos triangulos menores e congruentes. Deste ponto em diante, o triangulo
central é retirado e o mesmo procedimento é realizado nos tridngulos menores para

iteracdo dos niveis seguintes.

»P
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Figura 3: Quarto nivel do Fractal Triangulo de Sierpinski

O Padrdo Fractal Curva de Koch (Figura 4) também foi construido. Ele é iniciado com
um segmento de reta. Seu processo recursivo consiste em dividir este segmento em trés
partes congruentes e, em seguida, retirar o segmento central e substitui-lo por dois
outros segmentos que formariam um tridngulo equilatero com o segmento que foi
retirado. Desta maneira, obtém-se quatro segmentos congruentes. A partir dai, em cada

segmento € realizado 0 mesmo processo para obtencdo do nivel seguinte.

Figura 4: Quarto nivel do Fractal Curva de Koch
No Padrdo Fractal Tetra Circulo (Figura 5) a construcdo é iniciada com uma
circunferéncia. Nela sdo marcados quatro pontos equidistantes (de modo que estes arcos
dividam a circunferéncia em quatro arcos congruentes), 0os quais sdo centros de quatro

novas circunferéncias, cujos raios sdo iguais a metade do raio da circunferéncia anterior.
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Para a feitura dos niveis seguintes, em cada nova circunferéncia, sdo feitas mais quatro,

seguindo 0 mesmo processo.

Figura o: 1ercerro mver uo rracten Tetra Circulo
No Padrdo Fractal Lunda-design (Figura 6), inicialmente construimos oito quadrados
iguais, dispostos como no nivel 0 da Figura 6. O processo de iteracdo consiste em

reproduzir a figura inicial no interior de cada um dos quadrados do nivel anterior.

*
Wy

nivel 0 nivel 1

Figura 6: Fractal Lunda-Design (GERDES, 2010) representado em dois niveis
Na construcdo do Padrdo Fractal Hexagonal tipo Durer (Figura 7), primeiramente
constroi-se um hexagono regular (nivel 0). Em seguida, para a feitura dos proximos
niveis, inserimos em cada hexagono gerado no nivel anterior, seis hexagonos regulares
menores, com lados iguais a 1/3 do hexagono do nivel anterior, de modo que cada novo
hexagono tenha um de seus angulos coincidentes com os angulos do hexagono regular
do nivel anterior e esses hexdgonos menores tenham um vértice em comum. Além disso,
0s hexagonos do nivel anterior séo retirados e a figura de cada nivel &€ composta

somente pelos novos.

Figura 7: Quarto nivel do Fractal Hexagonal Tipo Durer
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Desde a etapa em que estavamos construindo os Padrdes Fractais no GeoGebra e que as
atividades de exploracdo destes padrdes estavam sendo planejadas, percebemos
contribuicdes deste software para a realizagdo das atividades. Todas as construcoes
realizadas foram salvas, 0 que possibilitou a posterior manipulacdo e analise dos niveis
desses padrdes por parte dos alunos. As cores das construgdes foram editadas de modo a
destacar os niveis dos PadrGes Fractais. As medidas foram realizadas com precisao,
tanto na medida dos segmentos, quanto dos angulos. Ademais, vérias figuras puderam

ser visualizadas a partir de uma construcao inicial.

4. Analise de uma atividade

Nesta secdo analisamos parte da atividade de investigacdo do Padrdo Fractal Hexagonal
tipo Direr realizada pelas alunas Mariana e Gisele®. Discutimos também, as
contribui¢bes do software GeoGebra ao desenvolvimento dessa atividade. Relatamos,
simultaneamente, os registros escritos nas folhas da atividade, os dialogos entre a dupla
e alguns momentos em que as observacdes sobre a atividade foi compartilhada com os
demais participantes da pesquisa. Estes dados foram analisados, tomando com base nas
fases da investigagdo de um padrdo, propostas por Herbert e Brown (2000). As
transcricGes apresentadas nesta secdo sao trechos da discussdo da dupla, acompanhadas
de comentarios nossos, entre parénteses, visando trazer informagcfes complementares,
necessarias ao entendimento da transcricao.

Diante do computador, com a construcdo do Padréo Fractal Hexagonal tipo Durer aberta
no GeoGebra, as alunas Mariana e Gisele iniciaram a atividade com a leitura da

primeira questdo, que afirmava que cada cor representava um nivel do Padréo Fractal.

Na segunda questéo, a dupla analisou, por meio da ferramenta protocolo de construcao,
0s niveis do Padrdo Fractal Hexagonal tipo Direr. Enquanto Mariana e Gisele o
exploravam, observaram que no nivel 0 e no nivel 1, a cada passo avancado, aparecia
um hexéagono de cada vez, mas no nivel dois, um Unico passo da construcdo fazia com
que aparecessem seis novos hexagonos dentro de cada hexagono do nivel anterior. Com
essa observacéo, as alunas questionaram por qual motivo isso acontecia. Foi explicado
qgue aqueles hexagonos foram construidos com uma ferramenta que seria vista na

questdo 5 (de construcdo do fractal). Em seguida, mais uma vez, as alunas véem cada

® Nomes Ficticios.
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passo da construcdo e conversam:

Mariana: Nivel 0 é o rosa. E em cada canto, em cada coisinha dessa aqui (referindo-se

ao vertice) é feito um novo hexagono.

Nesse momento, involuntariamente Gisele pressiona a tecla end e a construcdo vai para
0 ultimo passo, representando na tela quatro niveis do Padrdo Fractal. Gisele pede

ajuda:

Gisele: Professora! Eu descobri uma coisa.

Rejane: O qué?

Gisele: Se eu pressionar aqui (tecla end) vai direto pro final. Foi sem querer...
Rejane: E se for em home (na tecla home)?

As alunas pressionam a tecla home, a construcdo desaparece e o protocolo da

construcdo vai para o primeiro passo.
Rejane: Hum... Muito bom.

Essa parte da discussdo revela o interesse das alunas em realizar descobertas nao
somente sobre o Padrdo Fractal, mas também em caracteristicas do software. Gisele,
que durante a investigacdo pressionou a tecla end acidentalmente, percebeu que esta faz
com que a construcdo va para o Ultimo passo, e isso trouxe satisfacdo a elas. Depois
dessa etapa, todos os alunos foram questionados sobre o que eles registraram na questéo
2. As alunas Mariana e Gisele compartilharam com a turma o que haviam respondido
(Figura 8):

Gisele: E feito um hexagono, ndo é?
Rejane: E, é feito um hexagono.
Gisele: Em cada canto dele, é feito mais seis hexagonos.

Mariana: Nas extremidades, coloca mais seis. Dentro de cada hexagono, mais seis

hexagonos.

2. Clique em “Exibir”’, “Protocolo de Construcao”, e investigue
com os passos da construcéo o que acontece quando vocé varia
os niveis da figura dada. Descreva o que vocé observou.

Ao vwue P PRI 1 ™ hexaoono e @

] J

exdnemcdacteny e o n s 2o LN 6 hixanonos yvitiyvio
<V

e dinving of covolo Und S conntioen, waeus © ¢ OGNy

Figura 8: Questdo 2 realizada pela dupla
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Muitas afirmacdes poderiam ser feitas sobre o que estava acontecendo enquanto 0s
niveis do Padrdo Fractal eram variados. Além das observagGes ja registradas na questao
2 pelas alunas Mariana e Gisele, outra aluna afirmou que entre os hexagonos havia
triangulos equilateros, por isso, a dupla registrou na quarta questdo essa observacédo
(Figura 9).

4. Apb6s essa discussdo, o que vocé acrescentaria nas
consideragdes anteriores? Registre nas linhas abaixo essas

novas observagoes.

;—»t-w Qo (lm«, hexoennQs ha Uyl 'f-"wx’w-, ‘}\/‘V} <’/I«.. ety y
J 1,

& { - ) . 0 P Y "
WY ~.l“\ O t—\»f\(r') S0 k [e) L;(]\-u\ loaXk. ap oaln o0 hexoemornd -
7 =

Figura 9: Questdo 4 realizada pela dupla
Na questdo seguinte (quadro 1), foi pedido que os alunos construissem, primeiramente,

os niveis 0 e 1 do Padrao Fractal.

5. Agora vamos construir esse fractal. Para isso:

a) Abra um arquivo novo no GeoGebra.

b) Crie um Hexagono com os lados medindo 3 u.c. com a ferramenta poligono regular.

c) Faga o proximo nivel desse fractal, para isso crie um novo hexagono de lado 1 u.c., que
fique dentro do fractal e com um dos vértices coincidindo com um dos veértices do
primeiro hexagono. Em seguida, com a ferramenta poligono regular, faca um triangulo
equilatero, que tenha um dos lados coincidindo com um lado do hexagono de lado 1 u.c. e
0 outro pertencente ao lado do hexagono de lado 3 u.c. Repita 0 processo para construir
mais 5 hexagonos.

d) Esconda os tridngulos construidos, com a ferramenta exibir/esconder objeto.

e) Para facilitar a construcdo dos proximos niveis, crie uma ferramenta. Para isso V& em
ferramentas, em seguida criar uma nova ferramenta ... nessa janela coloque 0s hexagonos
de lado 1 u.c. como objetos finais e o primeiro hexagono como objeto inicial. Nomeie a
ferramenta criada de padrao durer.

f) Agora, represente mais 2 niveis desse fractal. Para isso, basta clicar na ferramenta
padrao durer e ir clicando em cada hexagono em que se deseja inserir novos hexagonos.
g) Para melhorar a visualizagdo dos niveis, represente cada nivel com uma cor diferente,
para isso, va em editar, depois em propriedades. Com a janela propriedades aberta,
selecione 0 hexagono que vocé quer colorir e em seguida clique na cor escolhida. Quando
colorir cada hex&gono, feche a janela propriedades.

h) Agora salve a construcdo. Para isso V& em arquivo, gravar como, e salve o arquivo com
0 nome de Durer + Nome dos alunos.

Quadro 1: Questao 5
Para construcdo dos proximos niveis, foi criada uma ferramenta capaz de inserir seis
hexagonos em outro hexagono, dispostos do mesmo modo que 0s que compdem o nivel
1. Além disso, era solicitado que melhorassem a visualizacéo editando as cores (item g),
e que gravassem suas construgdes no software, seguindo um roteiro. Por falta de tempo,

os alunos foram dispensados de fazer o item g. A Figura 10 mostra a construgédo
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realizada pelas alunas no GeoGebra.

Figura 10: Construcao do Padrdo Fractal Hexagonal tipo Durer realizado pela dupla no
software GeoGebra

De acordo com as fases da investigacdo de um padrédo de Herbert e Brown (2000) as
alunas, até a questdo 5, estavam empenhadas na Procura do Padrdo. Nessa fase elas
reviram, por meio do recurso protocolo de construcdo, os passos que foram dados para
construcdo do Padrdo Fractal, observaram o0 que acontecia ao passar dos niveis,
dividiram as observagGes com 0s demais colegas e escreveram as que ndo haviam

observado.

As alunas também realizaram a construcdo deste Padrdo Fractal no GeoGebra, o que
permitiu que revissem com mais detalhes, o padrdo desse fractal especifico. Essas aces
revelam o empenho em extrair informagGes do Padrdo Fractal, que permitiram

compreender a estrutura inicial que é repetida no decorrer dos niveis.

Prosseguindo com a atividade, as questdes de seis a dez conduziam a investigacdo em
torno da quantidade de hexdgonos que surgiam a cada iteracdo do Padrdo Fractal. Na
sexta questdo, a dupla registrou que o numero de hexdgonos aumentava sempre

acrescentando seis hexagonos, internamente, em cada hexagono (Figura 11).

6. O numero de hexagonos deste fractal aumenta sempre da

mesma forma? Justifique sua resposta.

Figura 11: Questdo 6 realizada pela dupla
Além disso, depois que todos responderam, o enunciado da questdo foi lido para a
turma, com o intuito de fazer com que as respostas fossem compartilhadas. Mariana

respondeu que “Sim. A cada hexagono, se acrescenta eternamente mais seis”. A palavra

12 Conferéncia Latino Americana de GeoGebra.ISSN 2237- 9657, pp.I - XV, 2012 XI



em destaque na fala de Mariana, revela sua compreensdo, ainda que informalmente, da
propriedade complexidade infinita de um Padrdo Fractal, pois esta propriedade esta

relacionada as iteracdes que podem ocorrem infinitamente na construgdo de um fractal.

Na questdo 7, foi pedido para que os alunos registrassem a quantidade de hexagonos
que compunha cada um dos quatro niveis representados. Respondendo a esta questdo

(Figura 12) a dupla manteve o seguinte dialogo:

Gisele: O nivel zero é composto... (se referindo ao item a da questéo 7)
Mariana: Zero!

Gisele: N&o, composto... por um hexagono.

Mariana: Hum... Agora que eu entendi.

Em seguida, referindo-se ao numero de hexagonos gerados nos niveis 1 e 2,

respectivamente, Mariana ditou para Gisele escrever:
Mariana: Seis. Seis vezes seis, 36.

Para achar a quantidade de hexagonos do nivel 3, Mariana calcula 36 vezes 6, em voz
alta:

Mariana: Seis vezes seis, 36. Trés vezes seis, 18, com 3, 21 (18+3=21). 216!.

7. De quantos hexagonos o nivel:

a) 0 desse fractal € composto? %r 4 hexooone

b) 1 desse fractal € composto? ‘ibr 6 by noonos

c) 2 desse fractal € composto? o 26 hexaaonos

d) 3 desse fractal € composto? e 246 ) X000

Figura 12: Questdo 7 realizada pela dupla
Na sequéncia, a dupla registrou que para saber quantos hexagonos haveria no nivel 4,

era preciso multiplicar por seis 0 nimero de hexagonos do nivel anterior (Figura 13).

8. Mesmo sem desenhar este fractal no nivel 4, qual deve ser o
raciocinio para saber quantos hexagonos haveria neste nivel?
Discuta com sua dupla e registre abaixo o que vocés pensaram.

1 DL AP ' i ‘o)
Mot 0l condo 0 ymuAd i hiveoonogs o maNA

ox _gor L. 4296 hixnoowme

Figura 13: Questéo 8 realizada pela dupla
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Em uma conversa com a turma sobre como poderia ser calculado o numero de
hex&gonos no nivel n, foi afirmado que, se os nimeros fossem colocados em poténcia
de mesma base, era possivel achar o numero de hexagonos que compde qualquer nivel.
Além disso, como todos os numeros sao multiplos de seis, € possivel coloca-los em
poténcia de base seis. Entdo, Mariana e Gisele retornaram a questdo 7 para rever a
quantidade de hexagonos que compunha cada nivel e representaram estes nimeros em

poténcia de base seis (canto esquerdo da Figura 14).

7. De quantos hexagonos o nivel:

" X0.0aNn0

° a) 0 desse fractal € composto?_“r%r

" b) 1 desse fractal € composto? or 6 by nnonos

)
0

(¢ ¢) 2 desse fractal é composto? Hr 36

—

6% d) 3 desse fractal € composto? or 246 hixnoc

Figura 14: Questdo 7 realizada pela dupla com o nimero de hexagonos que comp®e 0s niveis
do Padréo Fractal

Depois de representarem 0s nimeros em poténcias, a turma foi questionada sobre

quantos hexagonos haveria no nivel n, e as alunas responderam 6" (Figura 15).

9. Quantos hexagonos havera no nivel n?
6"

Figura 15: Questdo 9 realizada pela dupla
Das questdes seis a nove, as alunas passaram pela segunda fase de Herbert e Brown
(2000), o Reconhecimento do Padrdo na situacdo especifica da quantidade de
hexagonos que surgiram a cada iteracdo do Padrdo Fractal, pois a dupla descreveu o
padrdao por meio de diferentes representagdes matematicas, como expressdes gerais e
poténcias. Ademais, descreveram uma formula capaz de expressar a quantidade de

hexagonos que haveria em um nivel qualquer.

Na questdo seguinte, os alunos foram questionados sobre quantos hexagonos haveria no

nivel n+1, e as alunas responderam que 6™ (Figura 16).

10. E no nivel n+1?

i

Figura 16: Questao 10 realizada pela dupla
Na questdo 10, a dupla passou pela terceira fase, a de Generalizacdo, pois conseguiu
escrever uma férmula expressando a quantidade de hexagonos que haveria em um nivel

posterior ao nivel n, o nivel n+1.
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Durante a realizacdo dessa atividade, as alunas por vezes utilizaram ferramentas que
permitiram uma investigagdo dindmica e uma interagdo com 0s objetos construidos no
GeoGebra. Segundo Maltempi (2009), os SGD podem facilitar a aprendizagem e a
generalizacdo do conhecimento que esta sendo estudado, favorecendo a descoberta de
um método para reproduzir e expressar um conceito matematico. Nesse sentido, os SGD
podem ir além da comparacdo de figuras geométricas, pois permitem criar, mover,

distorcer, analisar e testar propriedades de figuras em um processo de investigacao.

Nessa secdo, relatamos um exemplo de atividade realizada de exploracdo de Padrdes
Fractais no GeoGebra e algumas contribuicfes deste software para a generalizacdo do
conhecimento matematico nesse tipo de atividade. Na secdo a seguir, finalizamos o
artigo apresentando outras consideracdes sobre a atuacdo do GeoGebra em atividades

com Padrdes Fractais.

Consideracoes finais: o papel do GeoGebra em atividades com Padrdes
Fractais

Os alunos que participaram do curso “A utilizagdo de Padrdes Fractais no processo de
generalizacdo do conhecimento matematico por meio de um software de geometria
dindmica” se dedicaram na realizacdo das atividades propostas e, ao longo dos
encontros, se mostraram interessados em ndo somente manipular e analisar os Padrdes
Fractais, mas também em aprender a construi-los no GeoGebra. Por meio da
experimentacdo, simulacOes e testes, numa acdo sobre os Padrdes Fractais e dos
processos de construcdo dos niveis destes, a generalizacdo de conteldos matematicos
como area, perimetro, progressdes geométricas e aritméticas foi explorada pelos alunos,
conduzindo-os a pensar em niveis posteriores. Deste modo, o GeoGebra atuou no
processo iterativo de constru¢do, manipulagdo e andlise de Padrdes Fractais para a
compreensdo de conteudos matematicos numa perspectiva mais geral, que buscou

alcancar o nivel n.

Mover e deslocar eixos sdo exemplos de ferramentas que permitiram que as figuras
fossem movidas a partir de pontos especificos e que os eixos fossem deslocados, em
todos os Padrdes Fractais, para que propriedades particulares fossem focadas e melhor
observadas. Outros exemplos foram as ferramentas apagar objetos, usadas para excluir
construcdes indesejadas; e as opgdes de exibir/esconder tanto 0s objetos quanto 0s

rotulos, que possibilitaram que construcdes auxiliares e 0s nomes das construcoes
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fossem mostrados ou ocultados, de modo que fossem apresentados somente o que era
necessario, dando a construcdo um aspecto visual de maior clareza. Além disso, 0s
alunos manipularam e analisaram os diversos niveis de um mesmo Padréo Fractal numa
Unica construcdo, o que seria mais trabalhoso apenas com instrumentos como régua e

€coOmpasso.

Outra caracteristica do GeoGebra que possibilitou a investigacdo foi o fato de permitir
que os procedimentos realizados durante as construcdes fossem armazenados, de modo
que todos tinham acesso aos detalhes das construcbes realizadas, por meio da

ferramenta protocolo de construcao, que permitiu rever o passo a passo das construcdes.

Consideramos que as investigagdes no GeoGebra possibilitaram a exploracdo em
diferentes niveis de um mesmo Padrdo Fractal. Desse modo, este software foi capaz de
estimular que conjecturas fossem testadas para que ideias pudessem ser comprovadas ou
refutadas. Ademais, consideramos que a investigacdo do processo de iteracdo de um
Padrdo Fractal, bem como de conteudos especificos que podem ser explorados por meio
da manipulacdo e analise desses padrfes, fazem com que as conjecturas validadas
passem a fazer mais sentido aos estudantes, aumentando assim a possibilidade de outros
conceitos matematicos serem produzidos e da generalizacdo dos conteldos matematicos

em questéo ser alcangada.
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