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Resumen

El objetivo de este articulo es ofrecer a los estudiantes una vision general
de la “Regla de la cadena” en la que se conjugan diversas facetas que
comparecen en su conceptualizacion. En una primera instancia, se intentaria
proporcionar, desde una perspectiva numérica, el significado de “la variacion de
la variacion” en una variable para, posteriormente, generalizar las ideas a
funciones vectoriales. Desde un punto de vista simbdlico y visual,
complementamos otros aspectos de tal regla para, finalmente, pasar a una
simulacién en Maple V dentro ya de una fase manipulativa.

Abstract

The objective of this article is to offer the students a general vision of the
“Chain Rule” where diverse facets that appear in its conceptualization are
conjugated. Firstly, we try to provide, from a numeric perspective, the meaning
of the “variation of the variation” in one variable, and later we generalise these
ideas to vectorial functions. From a symbolic and visual point of view, we
supplement other aspects of this Rule, and finally, into a manipulative phase, we
show its simulation in Maple V.
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Dialogo entre Cauchy y Weierstrass (Tomado de Hairer y Wanner )
P: ¢Qué es en realidad una derivada?

R: Un limite

P: ¢Qué es en realidad una integral?

R: Un limite o

P: ¢Que es en realidad una serie infinita nz—:1 % 2

R: Un limite _

P: ¢Qué es en realidad un limite?

R: Un ndmero

P: ¢ Qué es en realidad un niumero?

Y entonces Karl Weierstrass se puso a investigar la construccion de los
ndmeros reales

Sobre la regla de la cadena en una variable

Entre la amplia gama de representaciones que puede ostentar un ndmero
real destacamos que se puede interpretar como una razén de cambio o
variacion. Por ejemplo, si pensamos en la funcion lineal de R en R,
y=f(x)=2x+1, el nUmero 2 que esta multiplicando a la variable “x” representa en
una visualizacion cartesiana la variacion de la ordenada por unidad de

variacion de la abscisa (Figura 1) en todos los puntos de R.

Figura 1
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Paralelamente, el numero 2 representa la “derivada” de la funcion y=f(x)

respecto de la variable x, que simbolizamos:

f(x) - f(xp) dy
lim — =2 =V _ — -
_ =2=yKx =fkx=
X - XO X XO dX
Por otra parte, los maestros en la escuela primaria y los padres en casa
ensefian reglas técnicas para estudiar; entre ellas, las mas socorridas son las de
resumir 'y esquematizar; asi pues, los estudiantes “sintetizan” para,

posteriormente, “analizar” y “desarrollar~.

Si tuvieramos que expresar la regla de la cadena, tal como todos la
conocemos, en su mas reducida simbolizacion, la formulariamos mediante un
punto: “e”, imagen del producto. La regla de la cadena en una y varias
variables, como sabemos, es el procedimiento para obtener la derivada de la
funcion compuesta (o de una funcion de funcion) con las connotaciones
particulares que en ambos casos conlleva, y en el fondo lo que subyace es un
efecto multiplicador de una variacion (un namero) sobre otra variacion (otro
nimero), claro estd, para el caso de una variable; para analizarlo mejor,

exponemos sucintamente tres ejemplos.

Ejemplo 1

Imaginemos que disponemos de dos funciones lineales de Ren R, f(x)

y g(X), y de su composicién h(x)=(gof)(x)=g(f(x)):

f(x)=4x-1 g(x)=;+1 g(f(x)):2x+;
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Notese que, en este caso sencillo, la variacion de la funcién compuesta en
cualquier punto de R es la constante 2, que resulta del “producto” de la
variacion de g(x), 1/2, por la variacion de f(x), 4; ello puede comprobarse
visualmente en la Figura 2; al mismo tiempo, presentamos esquematicamente las

notaciones de Leibniz, Newton y Algebraica con simbolizaciones adecuadas.

-
(gofi(x)=2x+0.5 54
31 4
A fix)=dx-1
z 2 — 3
yly)Fy/2-1 37 ¥
z 2 2]
1
/ i
5 1/ R -Vz _? 23* 3 2 -'1_? Rk
| |
Figura 2
2 = 1/2 o 4
2 = Y% e 4 Regla de la Cadena en una variable

E = d_z o d_y Notacion de Leibniz
dx dy  dx
Z’x)= 2Z(y) o y(x) Notacion de Newton

Nota aclaratoria: z=z(y)= (Y2)y+1 ; y=y(X)=4x-1; z=z(X)= (*2)(4x-1)+1=2x+Y

f.R—>R g:R—>R h=gof:R—>R
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f(x)=4x-1 g(x)= (Y2)x+1 h(x)=(gof)(X)=2x+%2

h’(x)=(gof)’(x)=g’(f(x)) * £’(x) Notacion algebraica
2 = ¥ e 4

Ejemplo 2

Presentamos a continuacion un ejemplo (Figura 3) en el que f(x), g(X) y
(fog)(x) no son lineales. Obsérvese que la funcion derivada de cada una de estas
tres funciones es variable, pero su comportamiento (raz6bn o variacion
instantanea de cambio) en el punto xo=1 es el siguiente: f(1)=4, g’(1)=1/2 y
(gof)’(1)=2, lo cual queda reflejado debajo de la Figura 3; ndtese ademas que la
variacion de gof en xo=1, que es 2, es el “producto” de los nimeros 4 y 1/2, que

representan la respectivas variaciones de f(x) y g(x) en el punto xo=1.

3 2 3
2 X 2x -1
fix)=2x"-1 g(x)=?+2 h(x):( X6 ) + 2
T ST T T
Figura 3
2
df(x dg(x dh 2
) . i ) e — =220 -1)x
dx dx dx
4 . 1/2 = 2
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Esquematicamente tendriamos:

Regla de la cadena: h’(x) =(gof)’(x) = g'(f(x)) -+« f(x)

En general: 2(2x2-1)2 x = 3(2x2-1)/6 « 4x
En X,=1: 2 = 1/2 e 4
Ejemplo 3

Disponemos de un globo esférico. Su volumen, (4/3) nr3, depende del radio
r; supongamos que el radio depende del tiempo t en la siguiente forma: r(t)=3t.
Asi pues, podemos definir el volumen en funcion del tiempo como aparece méas
abajo. Representamos en la Figura 4 las graficas de r(t), v(r) y v(t), y de sus
razones de cambio: r’(t)=3, v’(r)= 4nr? y v’(t)=108nt2.
3

r(t)= 3t V(r)= 47t3r V(t)= 367 t3

o 500 y
167
147
129

v 107

4001
300
2001

:/ 100

0 IR T TE 3253 o0& 1 12 14 1B 18 2 22 0 A CAMCRIREY-sans ace
r . . .
Figura 4 t

[ O R =1
L

t

dr/dt=3 dv/dr= 4nr? dv/dt= 3+36e°nrt2

Esquemaéticamente tendriamos:
Regla de la cadena con notacion de Leibniz: dv/dt = dv/dr + dr/dt
En general: 108 nt2 = 4 (3t)> « 3
En t=1: 108x = 36m - 3
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La regla de la cadena en general nos dice que si f derivable en xg y g
derivable en f(Xxg), entonces gof es derivable en xg Yy se tiene:
(gof)’(Xo) = g’(f(X0)) * £ (Xo)
lo cual no es mas que la igualdad siguiente:
gof(x) - gof(xy) 9(f(x)) - 9(f(xg)) f(x) - f(xq)

lim —— lim lim
X —Xq X=Xo =f(x) - f(xp) f(x) —f(xq) * X% X - X

que resulta evidente si tenemos en cuenta la continuidad de fy g en xo Y f(Xo),
respectivamente.

Un ejemplo significativo de esta regla lo encontramos en la derivada de la
funcion arcsen(f(x)). Sean g(x) = arcsen(x) y f(x) una funcién genérica
derivable en un cierto dominio de R; entonces h(x)=(gof)(x)=arcsen(f(x)) y la

derivada de esta funcion compuesta sera:

(gof)’(x) =g’(f(x)) . f'(x) = (arcsin(f(x)))” =
d

%)

9 aresin(f(x)) = -2

dx J1=f(x)?

que en realidad es el “producto” de la derivada de la funcion arco seno en el

punto genérico f(x) por la derivada de la funcion f(x) respecto de Xx.

Simulacién de la Regla de la cadena en una variable
Utilizando el software Maple V, los estudiantes pueden “simular” esta
regla de la cadena, h'(x) = (gof)'(x) = g'(f(x)) - f'(x), en una variable, desde

varios puntos de vista:
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a) Simbdlicamente:

> restart:

> (g@f) (x);
9(f(x))

> Diff(%,x)=diff (%,x);

d d
5 100 = D(@)00) 100

b) Mediante ejemplos:
b.1) Si tomamos una funcién genérica f(x) y la funcidn g(x) = cos(x),
entonces (gof)(x)=cos(f(x)).
>g:=x->Ccos (x) ;
g :=cos

> (glf) (x); (00)
cos (f(x

>Diff ((g@f) (x),x)=diff ((glf) (x),x);

d : d
ay €08 (7)) = =sin(f(x)) [dx f(x)]

b.2) Si tomamos la funcion h(x)=cos(1/x?), compuesta de f(x)= 1/x? y de

g(x)=cos(x), la derivada de h(x)=(gof)(x) seria:

COs i
X2

>cos(1/(x"2));

>diff (%, x);
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Obsérvese que Maple proporciona el resultado final de la derivada de la
funcién compuesta correctamente, pero no se observa claramente que estamos
ante el producto de los dos factores g'(f(x)) y f'(x).

Comprobemos que al multiplicar g'(f(x)) por f'(X) se obtiene idéntico
resultado.

Para ello definamos funcionalmente fy g.

>fi=x->1/x"2;g:=x->Ccos (x) ;

1
fi=x—> —
X2

g :=Cos

>diff (g(x),x);
—sin(x)

> derivadadegenf (x) :=subs (x=f (x), %) ;

1
derivadadegenf(x) := —sin(xzj

>Diff(f(x),x)=diff(f(x),x);

V
o\°

>
o\°
o\°

¢) Numéricamente:
Seria conveniente que los estudiantes realizaran ejemplos numéricos

"paso a paso" para comprobar la regla. Retomando las dos funciones del
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ejemplo anterior y si consideramos el punto x, = tendra que cumplirse la

i3
5
igualdad:

(gof)'(n/2) =g'(f(n/2)) - f'(n/2)
> restart:

>fi=x->1/x"2;g:=x->cos (x) ;h:=(gQf) (x):

Al primer miembro de la igualdad que se debe verificar lo denotaremos
por M

M= (g o )'(n/2); calculémoslo:
>M[1]:=evalf (subs (x=Pi/2,diff (h,x)));

M, :=0.2034583893

Al segundo lo simbolizaremos por M, = g'(f(n/2))- f'(=/2); veamos que
coincide con My:

>M[2] :=evalf (subs (x=f (Pi/2),diff (g(x),x)) *subs (x=Pi/2,
diff(f(x),x)));
M2 :=0.2034583893

d) Extensiones.
Formalmente, la regla de la cadena para tres funciones f, g y h toma la

forma:

(hogof)'(x)= h'((gof)(x)) g'(f(x)) F(x) (1)

La funcion estudiada en los dos casos anteriores, j(x)=cos(1/x?), la
podemos considerar como composicion de las tres siguientes: f(x)=1/x, g(x)= x?
y h(x)=cos(x). Denotando por M; y por M, el primero y segundo miembro de

(1), podemos comprobar numéricamente la igualdad en el punto 7/2.

>restart:f:=x->1/x;g:=x->x"2;h:=x->cos (x);J:=(h@gQRf)
(x) 7
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1
fi=x—> —
X
g:=x—x
h := cos

. 1
j= cos(xzj

>M[1l] :=evalf (subs(x=Pi/2,diff(j,x)));

M, :=0.2034583893

>M[2] :=evalf (subs (x=(g@f) (Pi/2),diff (h(x),x)) *subs (x=f
(Pi/2),diff (g(x),x)) *subs (x=Pi/2,diff (f(x),x)));

M, :=0.2034583893

Sobre la regla de la cadena en varias variables
En este apartado, desde una perspectiva esquematica y sintética,

presentamos unas reflexiones sobre la regla de la cadena en varias variables.

Consideremos una funcién vectorial f:R3 —»R4
f=[f(x,y,2), f5(x, y, 2), fa(X, Y, ), f4(x,y,2)]
Cada una de las fj (x,y,2), i=1,2,3,4, es una funcion escalar de la forma

fi:R3 > R/fj(xy,2) €R,

ysi f:R3 >R4 es diferenciable en su dominio de definicion; para cada una

de ellas existira:

9 ¢ if-(x y, ) 2f(x z)
ox G Y 2) G Tk oz 1OV

i1=1,2,3,4, y estas derivadas parciales se pueden presentar en forma de cuadro o
matriz de nlimeros reales, que se denomina matriz Jacobiana de la funcién

vectorial y que denotaremos por Jr. Obsérvese que si todas las derivadas
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parciales se evalian en un punto (Xo,Yo,Zo) del domino de diferenciabilidad de f,

la matriz Jacobiana sera Ji(Xo,Yo,Zo).

Matriz Jacobiana

_fl(x,y,Z) _fl(X,y,Z) _fl(X,y,Z)
Ly 2) Shyz) Si,(xy.2)
2(%. Y, 2%y, 2(%. Y,
ael > o =Jr (X,Y,2)

_f3(X,y, Z) _f3(X, y,Z) _f3(X, y,Z)

_f4(X,y, Z) _f4(X, y,Z) _f4(X, y,Z)

Cuadro de nimeros o matriz de orden (4,3)

Asi pues la “derivad” de una funcion vectorial viene expresada como un

“cuadro de nimeros” reales.

Parece razonable pensar que si la regla de la cadena para funciones de una
variable es en realidad un “producto de dos niumeros”, (o de tres nameros en el
caso de la composicion de tres funciones f, g y h, etc.), la regla de la cadena para
dos funciones vectoriales pueda expresarse como el “producto de dos cuadros de
nameros” (dos matrices Jacobianas) en forma adecuada. Mas concretamente, si
disponemos de dos funciones vectoriales f y g, y de su composicién h=gof, tal

como aparecen a continuacion:

FR'SR™  gRMSRP h=gof:R"RP

la regla de la cadena, de forma anéloga a lo que ocurria en una variable, se

expresara:
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J(gof)(xp) =Jg(f(xp) *Jf(xo) (Producto de las matrices)

(p,n) (p,m) (m,n) (Ordenes correspondientes)

Ejemplo 4
Consideremos las funciones vectoriales
f:R3>R? g:R? »R?
definidas de la siguiente forma:

fi=(x,y,2) > (x2y,xyz)=(u,v)

g=(uVv)>U+v,u-v)=(st)
Supongamos que f diferenciable en (x,y,z) y que g diferenciable en

f(x,y,z) entonces la composicion (gof)(x,y, z) es igual a

h(x,y,2)= (X2y+Xyz,Xx2y—Xxyz)

es diferenciable en (x,y,z) y se tiene

Regla de la cadena:  J(g(f(x,y,z)) * Jf(x,y,z) = J(gof)(X,y,z)

Matrices: B . A = C
Ordenes: M(2,2) -« M(2,3) M(2,3)
2
2 X Z X“4+XZ X
-~ 1 1 l2xy X2 0 C::[ y+y 2+ y
1 g A= 2Xy—-YyzZ X“—=X7 -XY
Yz Xz XY
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Si elegimos el punto x,(1,1,1) de R, en el que fy g son diferenciables, se
tendré:

Jo(f(1,1,1)) - Jf(1,1,1) = J(gof)(1,1,1)
M(2,2) M(2,3) M(2,3)
B * A = Cl

11 2 1 0 _[3 2 1
B:= A= Cl_ 1 0 1
1 -1 1 1 1 -

Observese que la matriz C,, producto de B por A, se corresponde con

Sl G el G5l el5) (ool (el
)G ()G G5l RS olEe) ()]

Dado que s y t dependen de u y v, y que éstas dos variables dependen a su

vez de X,y Yz, el esquema siguiente facilita la comprension de la situacion:

(s,;H)=g(u,v) (uv)=1(x,y,z)
X Cada uno de los elementos de la matriz C;

z sera la suma de los productos:

1e2 + 101 1le1+11 10+1-1

u y
Z
t
S 102+ (-1) o1 1e14 (-1) *1 1:0+(-1) *1
Z
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Por ejemplo el elemento a;; de la matriz C; se corresponde con la suma:

dslou « dulox + aslov e ovlox
1 « 2 + 1 « 1
que constituye la suma de dos “pequetias reglas de la cadena en una variable con
notacion de Leibniz”; como la variable s depende de u y de v habra que sumar
sus aportaciones respecto de x; luego para a;; haremos lo mismo respecto de y, y
para a;3 respecto de z. Para los elementos a1, ax; Y a3 de la matriz Jacobiana
utilizaremos la variable t, actuando de igual forma que con la s; por ejemplo, el

elemento a,; se convertira en:

ot/ou « ouldz + otlov e ovloz
1 «0 + (1) « 1

4. Simulacion de la regla de la cadena en varias variables

Consideremos las funciones fy g del Ejemplo 4. Mediante Maple

comprobemos que:
Jgof (x) = Jg(f(x)) . JF (%)

>restart:with(linalg) :
>fi=(x,y,2z)->(x"2*y, x*y*z)=(u,v);
fr=(xy,2)—> (xX®y,xyz)=(u, V)

>f(1,1,1);
(1,1)=(u,v)
>F := vector( [x"2*y, x*y*z] );
F:=[x%y,xyz]

157



Representacion visual y educacional de la regla de la cadena en una y varias variables

>g:=(ulv) ->(utv,u-v)=(s,t);
g:=(u,v) > (u+v,u-v)=(st)

>g(1,1);
(2,0)=(s, 1)

>G := vector( [u+v,u-v] );
G:=[u+v,u-v]

>A:=jacobian (F, [x,vy,z]);

A::ny G 0}
yz Xz XYy

>Al:=subs (x=1,y=1,z=1,%);

2 1 0
Al =
[1 1 1}

[N

>B:=jacobian (G, [u,V]) ;

> #Noétese que B tiene todos sus elementos constantes.

>multiply (B, A);
2XYy+YZ XP+XZ XY
2Xy—-yz X2—-Xz -Xy

>multiply (B, Al);
3 2 1
Lo
Hallemos gof:R® — R? y su matriz Jacobiana, en forma genérica y

computada en el punto (1,1,1), para lo cual definamos funcionalmente f, gy

h=gof.
>fi=(x,y,2z)->(x"2*%y, x*y*z):

>g:=(x,y) > (x+ty,X-y) :
>h:=(x,y,z)->(gQf) (x,y,2);

h .= g@f
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>h(x,y,2);
XY+ XYZ, Xy —XYyz

>H:= vector ( [x"2*y+x*y*z, x"2*y-x*y*z] );
H:=[xX*y+xyz x*y-xyz]
>C:=jacobian (H, [x,y,2z]);

C s 2XY+YZ X+XzZ Xy
S l2xy-yz X*-xz Xy

>Cl:=subs (x=1,y=1,z2z=1,%);

3 2 1
Cl:=
{1 0 -1}

Observamos que la matriz del producto:

2XYy+YyzZ X+XZ Xy
2Xy—-yz X2—XZ -XYy

coincide con la matriz Jacobiana de la composicion.

Veamos finalmente, paso a paso, con uso de la simbologia introducida

por Leibniz, que el elemento a;; de la matriz C1 toma la forma:

[owe) G () 50

y que se correspondecon 1«2 + 1+1 = 3 vy asi, andlogamente, con todos los

elementos de la matriz Jacobiana, computada en (1,1,1), de la composicién gof.
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>Diff(s,u)*Diff (u,x)+Diff (s,v)*Diff (v, x)=subs (u=1,v=1,
x=1,y=1,z=1, (diff(s(u,v),u)*diff(u(x,y,z),x)+diff (s (u
y V), V) *diff(v(x,y,2),%x)));

EVCOREYICY

3

Y esto es asi ya que:

>Diff('s(u,v)"',u)=subs (u=1,v=1,diff(s(u,v),u));

0
%s(u,v)_l

>Diff ('u(x,y,z)"',x)=subs(x=1,y=1,z=1,diff(u(x,y,z),x))

0
&u(x, y,2)=2

>Diff('s(u,v)',v)=subs(u=1,v=1,diff(s(u,v),v));

0
as(u,v):l

>Diff ('v(x,y,z)"',x)=subs(x=1,y=1,z=1,diff(v(x,vy,2),x))

.
4

0
&v(x, y,z2)=1

Referencias bibliogréaficas

Afonso, R. M. ; Dorta, J. A. (2001). Representacion visual y aprendizaje en un
contexto de software educativo. La Gaceta de la Real Sociedad
Matematica Espafiola. 4, 1, 261-272. Madrid

Amillo, J.; Ballesteros, F.; Guadalupe, R; Martin, L. (1996). Conceptos,
ejercicios y sistemas de computacion matematica, Maple V. McGrawHill.
Madrid

Carrillo; LLamas (1995). Maple V. Aplicaciones matematicas para P.C. RAMA.

Delgado, M. (1998). Maple en la ensefianza secundaria. La Gaceta de la Real
Sociedad Matematica Espafiola. 1, 1, 114-120.

160



Dorta, J. A.

Dorta Diaz, J.A. (1996). Algunos topicos del Analisis Matematico y su
ensefianza con Maple V . Actas Il congreso espafiol de usarios de Maple
V. Sevilla.

Garvan, F. (2000). The Maple book. Chapman&Hall/CRC. Florida.

Hairer, E.; Wanner, G. (1996). Analysis by History. Springer Verlag. New York

161



