Lecturas Matematicas
Volumen 44 (2) (2023), paginas 71-116
ISSN 0120-1980

Mapeo de periodos para una deformacion
p-constante de una singularidad aislada de curva
plana

Period mapping for a p-constant deformation of an isolated
singularity of plane curve
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Universidad Juarez Auténoma de Tabasco, México

RESUMEN. En el presente trabajo expositivo se estudia un germen de funcién holo-
morfa casihomogéneo f : (C%,0) — (C,0) con una sigularidad aislada en 0 € C2.
Especificamente, se considera una deformacién de f, F, con base T', para la cual el
ndmero de Milnor se mantiene constante, (Fy) = u(f) paracaday € T. El objetivo
principal de este trabajo consiste en mostrar que existe un mapeo de periodos asociado
con esta familia F, el cual se construye usando la teorfa sobre la reticula de Brieskorn y
la V-filtracién. Los resultados principales se ilustraran en variados ejemplos. Un hecho
importante que atrae nuestra atencion en este trabajo, es que la construccién del mapeo
de periodos nos proporciona soluciones de la ecuacion hipergeométrica de Gauss cuando
uno se centra en el andlisis de la familia de curvas elipticas simples.

Palabras clave: Singularidad aislada de curva plana, mapeo de periodos, deformacién
u-constante, reticula de Brieskorn, ecuacion hipergeométrica de Gauss.

ABSTRACT. In this expository article a holomorphic quasihomogeneous function germ
f: (C?,0) — (C,0) with an isolated singularity at 0 € C? is studied. Concretely, a
deformation for f, F, with basis 7', is considered in such a way that the Milnor number
remains constant, that is, p(F,) = p(f) for all y € T. The main task in this work is
to show that there is a periods map associated to this family F}, which is constructed
by means of the Brieskorn lattice and the V-filtration theory. The main results will
be illustrated several examples. One important fact which captures our attention is
that the procedure of constructing the period map provides us with solutions for the
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hypergeometric Gauss equation, when one focuses in the family of simple elliptic
curves.
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1. Introduccion

La teoria de singularidades permite apreciar la interaccion de diferentes objetos y
estructuras matemadticas propios de otras dreas de las matematicas. De acuerdo con los
intereses del lector, existen muy diversos enfoques de dicha interaccién. Uno muy usual es
la aplicacién de técnicas desarrolladas en esta teoria a la teoria de sistemas dindmicos. En
este contexto, una linea de interés es la teoria de singularidades de funciones suaves, que
podemos interpretar en cierto sentido como una generalizacion del andlisis local de los
maximos y/o minimos, lo cual se aborda asumiendo una estructura de diferenciabilidad
para la funcién o familia de funciones de interés (ver [AVG1985], [AVG2012]).

En este trabajo expositivo nos enfocaremos en una interaccién especial entre las
geometrias algebraica y compleja; el dlgebra conmutativa; y la topologia algebraica. Esto
es, a lo largo de este manuscrito, estaremos trabajando con un enfoque que se centra en
aspectos algebraicos y complejo-analiticos, siendo nuestro objetivo fundamental, “analizar
el comportamiento de deformaciones de curvas algebraicas planas afines”. A continuacién,
vamos a precisar estas ideas. Bien, en la teoria de singularidades de “funciones suaves”,
un objeto matemadtico del que se puede obtener una amplia interaccion entre analisis
complejo y geometria algebraica cldsica, es el germen asociado a una funcién holomorfa

f: (C%0) = (C,0).

La reticula de Brieskorn es un “médulo” asociado a un germen de funcién analitica-
compleja f definida sobre un dominio en C? cuyos puntos criticos son aislados. Estamos
interesados en el caso de hipersuperficies de dimensién 2, lo cual simplifica la presentacién
del manuscrito.

Supongamos que f: ((CQ,O) — (C,0) es un germen que tiene un punto critico
aislado en 0 € C2. Existen variados invariantes asociados al germen f, uno es el dlgebra
de Milnor, dada por el C-espacio vectorial Ay, definido como el cociente del anillo
Ocz2 o (de gérmenes de series de Taylor convergentes alrededor del 0 € C?) por el ideal
J¢ que estd generado por las derivadas parciales de f, ver [AVG2012]. La dimensién
de Ay, como C-espacio vectorial, es llamada el “ndmero de Milnor”, 1 := p(f,0).
Otro invariante es la reticula de Brieskorn H{/ la cual es un O¢2 o-médulo de formas
diferenciales holomorfas que permite recuperar, salvo un cociente, al dlgebra de Milnor,
ver [Kul1998]. La reticula de Brieskorn permite construir un invariante discreto asociado
con £, con respecto al punto critico 0 € C?, el cual es llamado el espectro de la singularidad,
sp(f), que consiste de p ndmeros racionales (contando multiplicidades), los cuales miden
la dimensién como C-espacio vectorial de las piezas asociadas a una graduacion del dlgebra
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de Milnor usando la V -filtracién (ver [Ku1998], [AVG2012]). A través de este invariante
es posible describir el comportamiento de f dentro de una familia de hipersuperficies { F}, }
parametrizada por un espacio M de pardmetros y tales que u(F,) = u(f), es decir, el
nimero de Milnor se mantiene constante bajo deformacién. Esta familia la llamaremos
deformacion p-constante de f. En este trabajo, nos enfocaremos en el caso de curvas
planas complejas, para el andlisis del mapeo de periodos determinado por la reticula de
Brieskorn y que estéd asociado a una deformacion p-constante, para lo cual nos basaremos
principalmente en [Kul998]. El objetivo principal de este manuscrito es precisar, en el
caso de gérmenes casihomogéneos de curvas algebraicas planas complejas, una parte de
la teoria mds general que es vélida para gérmenes no necesariamente casihomogéneos. A
pesar de esta simplificacién, consideramos que nuestra exposicion, la cual recoge variados
resultados dispersos en muchos trabajos avanzados y técnicos para los no expertos en
esta drea de teoria de singularidades, proveerd al lector de una fuente de informacién
que describe parte de la literatura existente sobre la reticula de Brieskorn inmersa en
la V-filtracion y el espacio de localizacién donde se induce la conexién meromorfa de
Gauss-Manin. Finalmente, es importante mencionar que el presente articulo esta basado
en el trabajo de tesis de Maestria del primer autor [F2023].

2. Geometria algebraica compleja en superficies de Riemann

En esta seccién se dardn algunos conceptos y definiciones sobre gérmenes de funciones
holomorfas, y cohomologia en superficies de Riemann, material que se utiliza en las
secciones subsecuentes.

2.1. Gérmenes de funciones holomorfas y base monomial para el algebra de Milnor

El anillo de funciones holomorfas en una vecindad D C C"*! (series de Taylor
convergentes en D) lo denotaremos como O(D).

Definicion 2.1. Decimos que dos funciones f,g € O(D) son equivalentes, f ~ g, si
existe una vecindad V, C D (de z fijo) en la cual f y g coinciden, es decir, f|v, = g|v..

La relacién ~ definida anteriormente es una relacidon de equivalencia. A las clases
de equivalencia las llamaremos gérmenes en z. El conjunto (anillo) de gérmenes en
z € D C C"*! serd referido como Op , &~ C{zo — bo, ..., 2, — bn} = O(D).

Definicién 2.2. Diremos que una funcién h : C"+*!1 — C"*! es un biholomorfismo si
es holomorfa, biyectiva y tiene inversa también holomorfa.
Definicion 2.3. Sean f: x — f(z)y g:y — g(y) gérmenes. Se dird que f y g son
R-equivalentes, f 39 si existe un biholomorfismo germen h : C**! — C"*! para el
cual g = fohy h(xz) =y. Esto es, el diagrama

(Cn—i-l

J/ \
h
(C"+1 f_) C

€s conmutativo.
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La relacién entre gérmenes via R-equivalencia define una relacion binaria de equivalen-
cia cuyas clases las llamaremos singularidades y seran denotadas por f : (C"*1 2) —

(C, f(2)).

Definicion 2.4. Para f € Op ., definimos:

1. Elideal Jacobiano Jy = < g f -1 4=0,... ,n> , generado por las derivadas parcia-
lesde f.

Op,:
2. El dlgebra de Milnor como el anillo cociente —=-= al cual denotaremos por O -
!
3. El niimero de Milnor de f en z, denotado como . (f), es la dimensién como C-

espacio vectorial del dlgebra de Milnor.

El siguiente resultado puede ser consultado en [F2021, pags. 34-35].

Proposicion 2.5. Sean f un germen en z 'y g un germen en w. Si f ;QJ g, entonces Oy = Og.

Definicion 2.6. Un germen f tiene una singularidad aislada en z, si u,(f) < oo.
Escribiremos p = u(f) cuando f tenga singularidad aislada en 0.

Los siguientes dos resultados pueden ser consultados en [Z02006, pag. 15] y [AVG1985,
pag. 121], respectivamente.

Teorema 2.7 (Puntos criticos aislados). Un germen f tiene singularidad aislada en z = 0
siy solo si z = 0 es un punto critico aislado de la funcion f.

Teorema 2.8 (De determinacion finita). En una vecindad de un punto critico de multi-
plicidad finita, es decir, en una vecindad de una singularidad aislada de un germen f, el
germen f es R-equivalente a un germen de algiin polinomio.

Seam := (2, 21, . . . , 2, ) el ideal maximal de O(D).

Abhora bien, se puede dar una demostracién de la siguiente proposicion, la cual puede
ser consultada en [F2021, pag. 31].

Proposicion 2.9. Dado f : (C"*1,0) — (C,0) un germen de singularidad aislada de
hipersuperficie, se tiene que m*\f) Jy.

Teorema 2.10. Sea f un germen de singularidad aislada de hipersuperficie. Entonces,
existe una base monomial del dlgebra de Milnor B = {z™ + Jy : m € A}, donde
ACZE y |Al= ulf).

Demostracion. Sea f : (C"*1,0) — (C,0) un germen de singularidad aislada en 0,

entonces p(f) < co. Sea g € C{zp,...,2,}, es decit, g = > ayzl ---zir, donde I
[1]=0

denota multi-indices con |I| = ig 4+ i1 + -+ + ip.



Lecturas Matematicas, vol. 44 (2) (2023), pp. 71-116 75

Tomando la clase de g en Oy obtenemos que:

00 4 wn(f)—1 0 4
gl = Z arzy ..z + Jp = Z apz..zin 4 Z arzy ..z + Jf
|7]=0 [7]=0 [l=p(f)
n(f)-1 o0 4 4
Z alzo + 24 ar, ., + Z arzy ..z |+ Iy
= T|=(f) 41
o0
Por la proposici6én 2.9, 2w | ay,  + Y arz’...zir | € Jy. Luego,
‘ [ =p(f)+1
uH-1 4 n(f)—-1 _
Z arzy .z + Jp = Z ar (2. Z"—l—Jf)
|7]=0 |7|=0

Sea B :={z' 4+ J;: |I| =0,1,2,...,u(f) — 1}. Entonces B es un conjunto generador
de Of. Mais adn, como |B| = pu(f) y dimc Oy = p(f) < oo, entonces los elementos
de B son linealmente independientes. Ya que, si los elementos de B fueran linealmente
dependientes, como gen(B) = Oy, entonces dimc gen(B) = dime Of < p(f), lo cual
es una contradiccion. Por lo tanto, B es una base para el dlgebra de Milnor de f. O

Definicion 2.11. Una serie o polinomio f es llamado casihomogéneo de grado N y pesos
Wo, W1, - .., W, € Q,siparatoda A € C—{0} se tiene que f(A“ 20, A\¥ 21, ..., A%"z,) =
AN F(20, 215+ Zn)-

2.2. Formas diferenciales sobre superficies de Riemann
Los resultados presentados en esta seccién pueden consultarse en [Da2013].

Sea S una superficie de Riemann. Un mapeo diferenciable de la forma h : § — C
sera referido como una funcion diferenciable sobre S. El conjunto

9(S) :={h : S — C | h es una funcién diferenciable sobre S}

es una C-dlgebra. Una derivacion sobre 9(S) en un punto p € S es una transformacién
C-lineal D : 9¥(S) — C que satisface la regla de Leibniz, esto es:

D(f-g)=D(f)-g(p)+ f(p)- D(g).

El conjunto 7,,(S) := {D : 9(S) — C | D esunaderivacién} es un espacio
vectorial complejo con las operaciones suma y producto por escalar usuales y es llamado
el espacio tangente a S en p.

Sea z = z + 1y las coordenadas locales para el punto p es. Las derivadas parciales
af( )y @ o5 L (p) de la funcién f € 9(S) son derivaciones -2 5= (p Yy 2 3y (P). Definimos

%(p) =5, - gz(p) y %(p) gi(p)+ 27 ().

Ay
Siguiendo [Da2013, pag. 45] tenemos los siguientes lemas.
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Lema 2.12. Los vectores a%(p) y a% (p) (resp. % (p)y %(p)) definen una base para el
espacio tangente T),(S). Asi, dim¢ T, (S) = 2.

Sea AY(S) :={w:p+> wp: Tp(S) — C | wpes lineal Vp € S}. A1(S) es llamado
el conjunto de 1- formas diferenciales y sus elementos w € A'(S) son llamados 1-formas
diferenciales.

Dado un vector tangente a2 (p) + %(p)b (resp. a2 (p) + b%( )), definimos los

mapeos dz y dy como dx ( 5= (p )er%(p)b) = aydy( 52 (p) + ( ) ) = b (resp.
dz = dzx +idy y dz = dx — idy).

Lema 2.13. Cualquier 1-forma diferencial w sobre S puede ser escrita localmente como
wly = fdz+gdz = (f + g)dx + (f — g)idy, donde [y g son funciones complejas sobre
algiin abierto U de S'y z = x + iy sus coordenadas locales en U.

Abhora bien, una 1-forma diferencial w|y = fdz + gdz es diferenciable, si f y g son
funciones diferenciables para cualquier U. Denotemos por A! el conjunto de 1-formas
diferenciables, el cual es un espacio vectorial sobre S.

Por otro lado, sean A1 = {w € A' 1 w = fdz}y A®! = {w € A : w = fdz}.
ALy A%1 son subespacios vectoriales complejos de A! tales que A = A0 @ A%,

Andlogamente, para k > 1, se define el conjunto de k-formas diferenciales como las
secciones w: S — A¥(S), donde

k
AF(S) = {w: P wpt HTI,(S) — C | wp es multilineal Vp € S} .
=1

El producto tensorial ®@: A! x --- x A — C de 1-formas diferenciales estd dado
por @(wi, -+ ,wy) = wi(t1) - - wr(ty), donde (t1,--- ,t,) € Tp(S) x -+ x T,(5).

Tenemos que, localmente, cualquier forma diferencial w puede ser escrita como una
combinacion lineal de productos tensoriales de los elementos dz y dz.

Si wy y wy son 1-formas diferenciales, definimos el producto exterior de estas formas
como la 2-forma diferencial wy A wq := % (W1 @ wy —wa ®wy).

Nota 2.14. Sean wy, w9 1-formas diferenciales. Se tiene que:
1. w1 Awy = —wo Awy.
2. w1 Awy = 0 (en particular, dZ Adz = —dz AdzZ y dzNdz=dzNdz=0).

En nuestro caso, como una superficie de Riemann es 2-dimensional como variedad
diferenciable, se sigue que para k > 2, A¥ = 0. Ademds, por definicién A° = 9(S).
Ahora, dado que dz = dx + idy y dzZ = dx — idy, se tiene que

1
dz AN dz = (dx + idy) A (dz — idy) = 5 ((dzx 4+ idy) ® (dz — idy) — (dz — idy) ® (dx + idy))
1
= = (dedzx — idzdy + idydz + dydy — dzdz — idzdy + idydz — dydy)

1
=5 (—2idzdy + 2idydxr) = —i (dady — dydz) = —i (de @ dy — dy ® dz) = —idz A dy.



Lecturas Matematicas, vol. 44 (2) (2023), pp. 71-116 77

Entonces, cualquier 2-forma tiene una representacion en coordenadas locales dada por

w = fdz Ndz = —ifdx N dy. De esta manera, se tiene que dadas dos 1-formas, en
coordenadas locales, wy = fidz 4+ g1dZ y wa = fadz + g2dZ, su producto exterior estda
dado por

fi o

dz N dZ.
fo 92

w1 Awp = (fidz + g1dZ) A (fodz + godZ) =

2.3. Cohomologia de de Rham para una superficie de Riemann

Los resultados presentados en esta seccion se pueden consultar de manera puntual en
[Da2013] y [Mir1995].

Sea S una superficie de Riemann. Vamos a definir un mapeo C-lineal d : A' — A!*!
llamado la derivada exterior y los mapeos 0,0 : A' — A'*!. Para tal caso, primero
definimos d : A — A! como df := 0f + Of, donde Of := %dz y Of = gédi.

Los mapeos 0,9 : A' — A? estén dados por 9(fdz + gdz) := df Ndz+dgNdz =
dgNdz = %2dz Ndzy O(fdz + gdZ) == Of Adz+ g AdZ = df Ndz = 9Ldz A d-.
Asi,d: A1 — A? es tal que

d(fdz4—gdz):::8(fdz4—gd2)+—5(fdz—kgd2)::ggdz/\d2+-%£d2/\dz
_ 9 __of -_ (9% _9f
—Edz/\dz (%dZ/\dz_(az 8z)d NdZ.

Es posible definir d,d,0 : A — A'*! paral > 2, sin embargo, dado que en una
superficie de Riemann AF =0, para k > 3, estos mapeos son triviales, es decir, d, 0,0 = 0.

Observacion 2.15. Si f € 9(9), entonces se tiene lo siguiente:

1. 92 =0,yaque d(d(f)) =0 (dfdz> Ndz = ngdz/\dz =0.

2. 0% =0, yaque 9(I(f)) fa(dfd2> ANdz =2
3. 000 =—000,yaque

0dz0z 0z0dz
=— (?2][ dZANdz= -0 <8f > —3(a(1))-

8(5(]‘)):8(%&): o dz ANdz = (?Qf dz A dz

0z0dz a
4. d?> =0, yaque

d(d(f)) = d(0(f) + 0(f)) = 0(3(f) + 9(f)) + A(A(f) + O(f))
= 0*(f) +0(3(f)) +9(0(f)) + 0*(f) = 3((f)) — 0(A(f)) = 0.

Definicién 2.16. Una k-forma diferencial w € A* es llamada cerrada siempre que
d(w) = 0. Diremos que w es exacta siempre que w = d7, para alguna (k — 1)-forma
diferencial 7. El conjunto de k-formas diferenciales cerradas es denotado por Z%(S). Asf
mismo, BY(S) denota el conjunto de k-formas diferenciales exactas.
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Notemos que si w € B%(S), entonces w = dr. Asi, d(w) = d(d(7)) = d*(1) = 0.

Por lo cual, w € Z%(S). Tenemos entonces que B%(S) C Z%(S).

Definicion 2.17. El k-ésimo grupo de cohomologia de de Rham es el cociente

HY(S) = HE(S,C) :=

Los siguientes resultados pueden consultarse en [Da2013, pag. 51] y [Mir1995, pag.
6]), respectivamente.

Proposicion 2.18. Para una superficie de Riemann compacta S de género g se tiene que
dime H}(S) = 2¢.

Proposicion 2.19. Cualquier superficie de Riemann es una C°°-variedad real 2-dimensional
orientable y conexa por trayectorias. Asi, cualquier superficie de Riemann compacta es
difeomorfa a un toro con g asas, para algin entero no negativo g.

3. Reticula de Brieskorn y conexion de Gauss-Manin

En esta seccion vamos a definir la reticula de Brieskorn mediante formas diferenciales y
la llamada conexion (meromorfa) de Gauss-Manin que es una transformacién C-lineal que
cumple la regla de Leibniz. Esto permitird obtener una descomposicién por subespacios
(espacios propios de un operador relacionado con la conexién) de la localizacién de la
reticula de Brieskorn, M, y esta descomposicion permitira definir la llamada V—filtracion
en M.

3.1. Fibracion de Milnor

Para f: (C%2,0) — (C,0) un germen de singularidad aislada de curva plana en
el origen, se puede elegir un buen representante que consiste en restringir dominio y
rango, lo cual permite obtener una fibracién suave localmente trivial que, como veremos
mads adelante, serd la base para construir otros objetos que son el objetivo del presente
manuscrito.

Bien, comenzamos por elegir B, = {(20,21) € C?: |(20,21)| < e}y Ds ={t € C:
[t| < &} de tal forma que (zo, z1) = 0 es el tnico punto singular de f en By to = Oes
el dnico valor singular en Ds. Mds atn, podemos elegir 0 < § << e << 1 tales que para
todot € Df = {t € C\ {0} : |t| < 6}, las 1-variedades complejas no singulares f~!(¢)
intersecan transversalmente a la frontera S, := 0B.. Bajo estas condiciones, se tiene el
siguiente teorema donde se muestra la existencia del buen representante citado arriba, lo
cual se puede consultar en [AGLV 1998, pag. 51] y cf. [Mi1968, Wall2004].

Teorema 3.1 (De la fibracién de Milnor). La restriccion fi: f~1(D§) N Be — Dj es
una fibracion C* localmente trivial.
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Nota 3.2. Del teorema 3.1, las restricciones representan a los gérmenes,
f:(V*,0) — (D5,0)y f:(V,0) — (Ds,0),

respectivamente, donde V := (f~1(Ds)N B.), V* :=V \ {0}. Asimismo, este teorema
permite concluir que para todo ¢t € D5 existe una vecindad U de ¢ y un difeomorfismo
®:A— FxUconA=f L(U), el cual hace conmutativo el siguiente diagrama

FxU

) 2
N
U.

Ademds, como Dj es conexa, todas fibras de f; son difeomorfas entre si. Por lo cual, F' es
unica salvo difeomorfismo, la cual es llamada la fibra de Milnor.

De acuerdo con el siguiente resultado, usando [Mil968, pag. 5], se puede decir un
poco mds sobre la fibra de Milnor.

Proposicién 3.3. Sea f : (Cz, 0) — (C, 0) un germen de curva plana con singularidad
aislada en 0 cuyo representante es un polinomio no constante f. Supongamos que f1 :
BN fY(D}) — Dj es su fibracion de Milnor asociada. Entonces, las fibras V; son
del mismo tipo de homotopia que un ju( f)-bouquet de 1-esferas’.

3.2. Reticula de Brieskorn

Sea f: (C?,0) — (C,0) un germen de singularidad aislada de curva plana compleja
casihomogéneo de grado d = 1 y considérese su fibracion de Milnor dada por el teorema
3.1. Los objetos que a continuacién se describen tienen un enfoque local (a nivel de
gérmenes) que es donde se usa una parte de la informacién de la fibracién de Milnor como
buen representante del germen alrededor del punto singular aislado dado por 0 € C2.

Primeramente, la diferencial de f es df = fodzo + fi1dz1, donde fy := 57]; y f1:=

0z "
Consideremos el O¢2 ¢-mddulo de formas diferenciales holomorfas

Q?CQ,O = {a(z0,21)dzo Adz : a esuna funcién holomorfa}

y el submédulo

dzo A d 99 i _o01
z Z1: gi = ,1=0, .
go 1 0 19 Oz;

fo  fr
g

df AdOgs o = {dedg: g€ OC2,0} = {

Definicion 3.4. Definimos la reticula de Brieskorn como el Oc2 ¢-médulo cociente:

2
730 . 0220
T df A dOca g

wu(f)
1Es decir, V ~ \ Sjl., donde cada S} es un circulo.
i=1

i=
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Consideremos otro submdédulo de 2-formas diferenciales holomorfas dado por:

f1

df A QL = {df A (adzo + bdz1) : adzo + bz € Ol o} = { o IHdzo nde i oabe 0@10}‘

2
Ocz2,0 Qz2

Sedefine §: Ar =
e define ¥ 7 —>df/\Q(%:2,0

dado por ¢ ([g]) = [gdzo A dz1], el cual es un

isomorfismo. Asi,

e Oc20 __ 0% o Y NdOc2p HO o — df NQpa )
T 0 T AQL, A AQL,  HO T df A0y
df A dOca g

Ahora bien, 3{(?) tiene estructura de C{t}-médulo con el producto por elementos de
C{t} dado por:

C{t} x HO — 30
(9@), [w])  +— g(t) - [w] = [pr(g)w],

donde ¢ (g9) = g(f) = Y a; f*, es decir, evaluamos g en f = t, recordando que ¢ es una
carta coordenada en (C, 0).

De hecho, esto nos dice que basta con definir la multiplicacién por elementos de C{¢}
de tal forma que:

(t", [w]) — % [w] == [f*w], k€ Z.

Lema 3.5.
a) t-HO = 3(0),
b) t-HO es un C{t}-submédulo de H) generado por < t >={g-t: g€ C{t}}.

Teorema 3.6. Sea B := {z™ + Jy : m € A}, con |A| = pu(f) < oo, una base monomial
del dlgebra de Milnor. Entonces, {zmdz +df ANdOg29: m € A}forma una base para
HO.

Demostracion. Tenemos que: ((C{t}, <t>C= S{th) es un anillo local; 3(*) es un

C{t}-mébdulo finitamente generado ([Kul998, pdg. 30]) y % ~ Ay esun C-

espacio vectorial de dimensi6n finita p(f). Por el teorema A.l, si damos una base

{lva], - [vupl) de %, entonces {vy, ..., v,(s)} serfa base para HO),

Sea B := {z™ + J; : m € A} base del dlgebra de Milnor. Por lema 3.5 y (1), se tiene
QZ 02
3 c2,0 L 2,0
SISO if /\Q}C270. Asimismo, TAL,

que y Ay son isomorfos como C-espacios
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vectoriales, via el isomorfismo &: g(2) + Jy — g(2)dz + df A Qf. . Entonces, § lleva

Q2
la base B en una base §(B) de —— =y

T
df/\Qcc2,o

. Por lo tanto,

§(B) = {[z"dz] + df ANQg> g : m €A, |A] = u(f)}
~ {[zmdz]Jr <t>HO: meA, A= u(f)}

es una base de % Por lo tanto, se tiene que {[z™dz] : m € A, |A| = u(f) < oo}
es una base para (%), con [z™dz] = 2™dz + df A dOcz o € H. O

3.3. Conexion de Gauss-Manin

En lo subsecuente, al igual que en la seccién anterior, seguiremos considerando un
germen de singularidad aislada de curva plana f: (C2,0) — (C,0) y su fibracién de
Milnor asociada.

Definicién 3.7. La conexion de Gauss-Manin en 'H©) estd dada por el mapeo:

D= : 'HO () (2)

[df A (Adzg + Bdz)]t [d(Adzo + Bdz )],

donde d denota la derivada exterior de formas diferenciales, a saber,

B A
d(AdZo + del) = <gzo - 321> dZO N le.

Se tiene que D = J; es una transformacién C-lineal que cumple la regla de Leibniz,

d
D(gm) = d—‘jm +gD(m), Yge C{t}, ¥m e 'H®.
Esta es llamada una conexion del par ('H(®), H(9)) = (E, F). Luego, de [Ku1998, pig.
20] se tiene el siguiente resultado.

Lema 3.8. Sea D : E — F la conexion para el par de C{t}-médulos (E, F). Tenemos
que dimg £ < oc. Entonces S™'E = EQcyy C{t}[t™!] = FRc(n C{t}[t 7] = ST'F.
Mas aiin, si definimos M := S™'E = S™1F, entonces el operador D se extiende a M de
tal manera que~¥ s € EyVk € Z

1 1 k

La transformacién C-lineal D : M — M es llamada una conexién meromorfa para
el par de C{t}-médulos (E, F').
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3.4. Descripcion explicita de la Conexion de Gauss-Manin

Por el lema 3.8, dado un germen casihomogéneo de curva plana f: (C2,0) — (C,0)
con singularidad aislada en 0 € C2, el operador 9; dado por ecuacién (2) se extiende a una
conexién meromorfa definida en su localizacion H®) ®@c gy C{t}[t7!]. Esto es, se tiene
un operador

0y HO @cqyy CL{t}t ] — HO @y CLE}E],

el cual es llamado la conexion de Gauss-Manin. Esta conexion se puede determinar

explicitamente, usando la accién del operador multiplicacién por ¢, es decir, t: v — t - v

y su inverso dado por t ! : v + [ v]. En efecto, como f € Ocz,o es casihomogéneo, se

cumple la identidad de Euler, f = zqwq fo + z1w1 f1, donde wg, w; son los pesos de f,
) )

fo= % y fi= an1' Sea T = df A dOc:2 . Entonces,

f(edzoNdzy +T)=f-(cdzo Ndz1)+ - T
f(cdzo Ndz1) + T = (zowo fo + z1w1 f1)edzo Adzy + T
= (zowo foc + z1wy fre)dzg Ndzy + T

fo bil

—zZ1Wi1C ZoWoC

dZO A le + T

Esto es,
t-(edzo Ndzy +T) =df N[(—wiz1¢)dzo + (wozoc)dz1] + T € '3 (O, 3)
Por la ecuacion (3), para toda v = adzo A dz1 +df AdOcz2 g € FH(O) se tiene que

fro=df An+df NdOcz2 g € 'HO = (—wiz1a)dzo + (wozea)dz, € Q(lcz’o.
“)

Podemos entonces aplicar 9; a [df A 7] obteniendo:
9 ([df An]) = ld(n)] = [d((—w1z1a)dz + (wozoa)dz1)).
Por otra parte, 9; cumple la regla de Leibniz, y por lo tanto,
Oh(fv) =0t -v)=t v+t -0(v) =v+t-0(v),

es decir,

Ou) =3 vt Ot ) =~ vt 7 [dn)]

Entonces, la conexién (meromorfa) de Gauss-Manin 0, estd determinada por la formula:

0(0) =~ vt 5 ),

para cada v € (9, donde 7 se elige de tal forma que la ecuacién (4) es valida.
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En particular, para un basico [2"dz] = 2™dz + df N dOc= o (ver teoremas 2.10 y 3.6),
donde z™dz = 2" 2" dzg A dz1, se tiene que

! wizg 0z
S (=[2"dz2] + [d()]) = % : (—[z””dz} + KZW) dD
j=0 3

1
= % . (—[zmdz] + |:<ij(mj + 1)) zmdz:|>
t izo

— a(m) [Z’V?’Ldz]7

!

0:([zMdz]) =

~+ | =

J

donde a(m) := ( iowj(mj + 1)> -1

Entonces, se tiene el siguiente resultado (cf. [Kul998, pag. 29]):

Proposicién 3.9. Para un germen de singularidad aislada f: (C%,0) — (C,0) casiho-
mogéneo de grado 1y pesos wg, w1, el operador

t-8y : HO @y C{}E] — HO @cpy C{E}E,

tiene al conjunto B = {[z"dz| : m € A}, donde [z™dz] := 2™dz + df N dOcz o, como
base de vectores propios con valores propios asociados de acuerdo con la ecuacion:

t- 0i([z™dz]) = a(m)[z"dz],

donde la accion de t consiste en multiplicar por f los representantes y tomar su clase de
formas diferenciales en la reticula de Brieskorn.

Definicion 3.10. Denotaremos como C,,,,) al C—espacio vectorial de dimensién 1 genera-
do por [2™dz], donde [z dz] := 2"dz + df N dOcz2 o,V m € A.

Nota 3.11. Notar que en cada €, con a € {a(m) : m € A}, 00 = a(m)1 - », es decir, el
operador J; es invertible con inverso tal que en los espacios Cq(;)—1 con a(m) — 1 > —1,

O o= gyt e

3.5. Filtraciones V* y V>* en la localizacién M

Usando los espacios €.,y y €l mapeo inverso 9, ! con la propiedad dada por la nota
3.11, se puede obtener una descomposicién refinada de la localizacién de la reticula de
Brieskorn M := H(®) @c ;3 C{t}[t~"]. En efecto, tenemos que

M= B C-t"en donde e :=["dz] = z"dz+ df AdOc2 .
kEZ a(m),meA

Definimos, por lo tanto, Cy ()4 = C - t* - e,,, el cual es un C-espacio vectorial de
dimensién 1, cuyos elementos los denotaremos por S )4k -

Definicién 3.12. Dado s = 3 S,(m)+r € M, su orden es el nlimero racional q(s) :=
k,a(m)

min{a(m) + k : Sgm)+r 7 0}
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Por otra parte, se tiene una funcién de orden ord : M — Q dada por ord(s) = q(s).
Ahora bien, definimos

’VﬁM = Vﬁ = {5 eEM: q(S) > B} = @ Ca(m)+ka
B<a(m)+k,kEZ

VM= VP = {s e M:q(s) > B} = @ Ca(m)+k-
B<a(m)+k,kEZ

Tenemos entonces las siguientes filtraciones sobre M:

s Ve-filtracién: --- CVAFL C VA CVB-1 C ...
» V>*filtracién: --- C V8L C VB CV>A-1C ...,
ek

El médulo graduado asociado es Gri M := {Gr@]\/[}, donde Gr@M = ~ Cg.

4. Espectro y su invarianza bajo deformaciones ji-constantes
4.1. Espectro para un germen de curva plana

Tomando n = 1, sea A como en los teoremas 2.10 y 3.6, y la proposicién 3.9 (cf.
[F2021]). Para p = 0, 1, considérese

Ap;:{meA:n—p—1<a(m)<n—p}
={meA:—p<a(m)<1-p}
AZO Z:A()UAl.

Ahora bien, definimos 7,,, := 6t1 “Plem], para cadam € A. Por lo tanto, por definicién,
se tiene el siguiente resultado.

Lema 4.1. Si m € A, entonces 1, € Ca(m) = a}"?ea(m), con —1 < a(m) <0,
a(m) = a(m) — (1 —p).

Definicion 4.2. Definimos C:= @ C- 1y 1 1= ) P [2™dz] y FPC:= @ C-np.

meA meA>,
Los espacios FPC satisfacen Frtle C FPey por lo tanto, determinan una filtracién

sobre C = @ C - ny,:
meA

e=rFr' > F'¢o F?*¢ = {0},
la cual es llamada la “ filtracion de Hodge”.
Directamente, a partir de la definicién de la filtracién de Hodge y de (1), se puede

obtener la demostracién del siguiente resultado, la cual se puede consultar en [F2021, p4g.
93] paran > 1 (cf. [Kul998, pag. 116] para ver un resultado mas general).
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Lema 4.3. Sip =0, 1, entonces

@ Gri.Com) = @ C-[z"dz] = @ Grf}(m)+17pAf.

—1<a(m)<0 meA, —1<a(m)<0
En general, el espectro sp(f) se define con la filtracién de Hodge, ver [Kul1998, pag.
116]. La siguiente es una forma alternativa para dicha definicién, en la que se usa el lema

4.3, y consiste en basarse en el enfoque de A. N. Varchenko a través de expansiones
asintéticas de periodos de integrales (ver [AVG2012]):

Definicion 4.4. El espectro de f se define como
e Y. a(m)+1-p _
sp(f) = {a(m)—l—(l p) : Gry, Af;éO,meA]Np—O,l}.
Asimismo, la multiplicidad de cada 3 € sp(f) es la dimensién dg := dim¢ (Gr@A f) .

De la proposicién 3.9, se tiene que cada a(m) estd dado por

1
a(m) = ij(mj +1) ] -1.
j=0
Por lo tanto, explicitamente,

1
sp(f) = { (Zwi(mk,j + 1)) —1: mp = (Mk,0,Mk,1,---Mk,n) € Zi+1, k=1,.. u(f)} , (5)
i=0

donde wyp, w; son los pesos de f y los monomios 2™ + J; forman una base para Ay (ver
teorema 2.10). Ademads, se tiene la validez de la férmula de Morihiko Saito (ver [Ku1998,

pag. 121]):

Sp(f) = t(tam) 4 ... 4 galmun)) (6)
= elm)+l g palmun)+ (7
_ L g0 — ¢
donde? a(my) € sp(f), k=1,...,u(f),y sp(f) = _Hol -
]:

Una propiedad muy importante del espectro es la siguiente, para una demostracion, ver
[Ku1998, pag. 118] y [Her2002-2, pag. 172].

Proposicion 4.5. Para un germen casihomogéneo de singularidad aislada de curva
plana f: (C%,0) — (C,0), los niimeros espectrales 3 € sp(f) satisfacen las siguientes
propiedades:

i) Sidg # 0 entonces —1 < 8 < 1. Esto es, sp(f) C (—1,1).

2Usualmente se denota esta propiedad como $p(f) = sp(f) + 1.
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ii) Propiedad de simetria en las multiplicidades: d_g = dg.

iii) Paracadai=1,...,1(f): 0 = —opuy1-i.

Ejemplo 4.6. Consideremos a f(z,y) = 2° + y*. Notemos que f()\%x, )\%y) =z +
Ayt = Mf(x,y). Esto es, f es casihomogéneo de grado d = 1 con pesos wy = % y
wy = i. Veamos c6mo se calcula el sp(f), primero usando la ecuacién (5) y después con
la férmula de Morihiko Saito (6). En efecto,

» Usando la férmula (5): Como f, = 322y f, = 443, Jp = (32%,4y3) = (2%, 9°).
Asi,
Af = <1 + Jf,:E—l— Jf,y+ Jf,y2 + Jf7xy—|— Jf,xy2 + Jf>.

De donde observamos que los multiexponentes de cada bédsico son:
my = (070)5m2 = (1,0),7713 = (Oa 1)7m4 = (Oa2)7m5 = (15 1)7m6 = (172)

Por la ecuacion (5), los nimeros espectrales de f estan dados por:

Mmg::%m+1y+im+n)f1,ammy:%u+1y+i@+1ny

alms) = S0+ 1)+ (0 +1) 1, alms) = 10+ 1)+ {@+1) 1,

4 4
alms) = S+ 1)+ (0 +1) = 1, almg) = (1 +1)+ 7@+1) ~ 1

En consecuencia,

1 2 1 1 2
ti-1L 3+31-L 3+37-1

(M

sp(f) =

Wl
N9

+
)

—

wWin

+

—_ R
\

—

+
B 1 2
B 127 127 1271212712

» Usando la formula de Morihiko Saito dada en (6):

R D) ()

De donde, sp(f) = sp%(f) = ¢ + ¢ T2 4t 12 413 +¢i2 + t1z. Por tanto,

obtenemos los mismos niimeros espectrales.

1 1

1wy t3 —t) (td —t
~ tY —t ( )( ) _5 _2 _1 1 2 5
sp(f) = IIl—t"”J’ = :t(t 1 12 12 )

4.2. Deformaciones /i-constantes

Para f: (C%,0) — (C,0) un germen de funcién holomorfa con singularidad aislada
en 0 € C2, consideramos el anillo de gérmenes en 0, Oy, en la bola de Milnor suficien-
temente pequefia V' dada por la fibracién de Milnor asociada a f, ver teorema 3.1 y nota
3.2.
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Ahora bien, dos gérmenes f y g con singularidad aislada en O tienen nimeros de
Milnor p(f) y 1(g) finitos. Més adn, si ademds f y g son R-equivalentes, entonces por
la proposicién 2.5 las algebras de Milnor son isomorfas como C-espacios vectoriales:
Ay = A,. Por lo tanto, se sigue que 1(f) = u(g), es decir, bajo R-equivalencia el nimero
de Milnor es constante.

Definicion 4.7.

1. Una deformacién del germen f: (C2,0) — (C,0) con base en M C C*, es un
germen en 0 de una funcién F': (C? x C*,0) — (C,0) con la propiedad de que
F(2,0) = f(z), paracada z € C%2 con 0 € M C C*. Una deformacién de f la
denotaremos simplemente como [, variando y € M.

2. Una deformacion Fy, se dice ser p-constante siempre que p(Fy) = p(f) =: p, para
today € M c CF.

4.21. Algoritmos para la determinacion de deformaciones y-constantes

En este apartado se describirdn dos algoritmos que permiten determinar deformaciones
p-constantes. Los resultados se encuentran en un contexto mas general, pero en nuestro
caso nos restringimos a dos dimensiones, es decir, gérmenes de curvas planas.

A continuacion, siguiendo [Ku1998, pag. 148], se describe el primer algoritmo. Aqui
asumiremos que el germen de interés tiene un representante dado por un polinomio
f: €* — C casihomogéneo de tipo w = (wo, w1) € Q%, gradod = 1y pu:= p(f):

Algoritmo 4.1. p-deformacion: V. S. Kulikov

a) Sean x* =zl 2’ un monomio ym = z' + Jy su clase en dlgebra de Milnor Ay.

Consideremos grado pesado® deg,, tal que
deg,, (z') == v(z!) := wolo + wil;.

b) Calculemos una base B = {m; = m; + Jg: i = 1,...,u} para el dlgebra de
Milnor Oy.

c) Supongamos que se tienen los niimeros ordenados
v(mi) <wvimg) <--- <wv(my).

Definamos
E:=min{i:i=1,...,p : v(m;) > 1}.

Entonces, una deformacion p-constante para f estd dada por

Fi'(z) )+ ZA mj, A= g, ..., \y) € CHE, (8)

3Es decir, aquel definido de tal manera que se pueden graduar el anillo de polinomios (salvo coordenadas)
Clzo, 1] ~ ®dEQ>O Clzo, #1]q y de forma andloga el anillo de series de potencias convergentes Oc2 o ~

C{zo,z1}-



88  Flores-Vivas y Dela-Rosa. Mapeo de periodos para una deformacion pi-constante...

Para simplificar la exposicidn, en el apéndice B.1 nos limitamos a resaltar los puntos
importantes del pegado de fibraciones de Milnor y objetos asociados, en los que se soporta
la construccion del mapeo de periodos asociado la deformacién F,, dada en (8), lo cual se
desarrolla en la seccién 6.

Ahora bien, siguiendo [Her2002-1] obtenemos otro método para encontrar una defor-
macién p-constante para el caso cuando el germen f : (C2,0) — (C, 0) es casihomo-
géneo de tipo w = (wp, w1) con p = p(f), cuyos pesos son tales que 0 < w; < 1 para
cada j = 0,1, y su grado es d = 1. En efecto, primeramente se tiene que el espectro esta
determinado por la expresion formal:

M(f)tar,rl o + — two t+— w1
2 To\two —1) \twr —1)7
1=

donde los a; € Q, ¢ = 1,...,u(f) son los nimeros espectrales de f ordenados de la
siguiente manera

(&3] SO(Q S ...7§04H.
En estos términos, se tiene el siguiente algoritmo.
Algoritmo 4.2. p-deformacion: C. Hertling

al) Sean x' = zz"" un monomio y m = ' + J; su clase en dlgebra de Milnor.

Consideremos el grado pesado deg,, tal que
deg,, (z') := v(z!) := wolp + wil;.
bl) Calculemos una base B = {m; = m; + Jg: i = 1,...,u} para el dlgebra de

Milnor Oy, tales que* v(m;) = a; — o, para cadai =1, ..., .

cl) Supongamos que
v(mi) <wv(mg) <--- <wv(my,).

Para )\ = (A1, ..., Ak), definamos
v(\i)=1—v(m;)yk:=min{i: v(m;) > 1,i=1,...,u}.

Entonces, una deformacion pi-constante para f estd dada por

w
Gh(z) = f(z) + > _Nmj, A= (Mg,...,\,) € CHE 9)
j=k
Ejemplo 4.8. Para este ejemplo se utiliza el algoritmo 4.1.
Consideremos el polinomio f = x% + y” + 2% casihomogéneo de tipo w = (3, 1, 3).
Las derivadas parciales de f son f, = 322, f, = Ty®, f. = 2z. En consecuencia, el

4Es decir, cada monomio se elige con respecto a la graduacién pesada Clzo,z1] ~ ®deQ>o Clzo, z1]q4, de

tal manera que m; € Clxo,z1]q4,, cond; = v(m;) paracadai =1,...,pu.
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C

dlgebra de Milnor para fes Ay = W Por lo tanto, el nimero de Milnor es px = 12
€T 7y 7Z

y una base para Ay estd dada por B = {m; + Jy: j = 1,...,u}, con representantes

monomiales
m; € {1,z,y,zy, v, 2y*, v°, 2y’ vt 2yt 0 2y}

Los grados pesados para cada monomio estdn dados en la siguiente tabla:

2 2 3 3 7 7 5 5
m; 1z |y |zy |y Yy Y zry Y Ty Y Yy
) 1171 10 2 13 3 16 1 19 5 1
v(m;) 3 17121 7 21 7 21 7 21 7 | 1+ a7

Notemos que casi todos los monomios tienen grado pesado menor que 1, salvo zy°
que tiene grado 1 + 21—1 Asi, una p-deformacién para f = 23 4 y” + 22 estd dada por:

Fy(z,y,2) = flx,y,2) + dxy® =2 + 47 + 22 + Azy®, A eC.

Ejemplo 4.9. En este caso se usa el algoritmo 4.2. Consideremos a f = x* +1* polinomio
casihomogéneo de tipo w = (4, 1). Notemos que % = 423 y % = 4y3. Asi, Ay =
Az, y}

(%, 9%)
1,...,p} con

. Por lo tanto, 11 = 9 y una base para Ay es dada por B = {m; + Js: j =

m; € {1,z,2%,y,9%, zy, vy, 2y, 2*y*}, j=1,...,9.

En la siguiente tabla presentamos los 6rdenes pesados para cada monomio de la base A:

m; 1z |y |ay| 2?2 ]|y x| 2%y | 222
) I 71 2 2 2 3 3
v(m;) i 1 1 i 1 1 1

Los nimeros espectrales para f son:

041:—%,azzangi,a4fa5fa6f0,a7:a8f%,a9:%.
De donde podemos observar que V(mj) =a; —ay,j=1,...,9, en efecto:
v(l)=0 = —% - (—;) ap —ag,
ve)=vt) =y =1 - (-3) = oa-a,
vlon) =) = o) = 5 = =5 - (~3) = auss .
vty = et == 1= (-3) —ens-an
v(x?y?) = 1= %— <—;> =ag — oy
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Notemos que el tinico monomio que tiene grado pesado mayor igual que uno es x22. Por
lo cual, una p-deformacién para f = 2* + y* es

Gh(z,y) = f(z,y) + \e?y? = 2t + y* + A2y,
con base M = C\ {-2,2}.

El siguiente resultado se sigue de resultados mds generales de A. N. Varchenco, dados
para varias dimensiones y gérmenes no necesariamente casihomogéneos (ver [Kul1998,

pag. 132)).

Teorema 4.10. El espectro de un germen de singularidad aislada de curva plana ca-
sihomogénea f: (C2,0) — (C,0) es invariante bajo una deformacion j-constante de

f.

5. Secciones geométricas del haz vectorial cohomolégico
5.1. Residuo de Leray

Para los resultados presentados es este apartado, seguiremos [We1998] y [We2005] (cf.
[Z02006, pag. 123]). Sea W una hipersuperficie no singular en C? dada por

W = {(20,21) € C*: h(z0,21) = 0},

donde h es una funcién holomorfa y su diferencial satisface la condicién dh(z) # 0, para
todo z € W. Por otra parte, consideremos una 2-forma holomorfa con un polo simple (de
alo mas de orden 1) a lo largo de W, @ € Q?(C? \ W). Esto es, la forma diferencial que
se obtiene al multiplicar @ por h, h - @, es holomorfa en el germen (C2, 0). Entonces, se
tiene el siguiente resultado, que es una generalizacién del “lema de divisién de de Rham”
para el caso de singularidades aisladas (ver [de-Rham1954], [KSaito1976], y cf. [Ku1998,

pag. 18]).

Proposicion 5.1. Si w es cerrada, entonces existe una representacion en coordenadas
locales para w, dada por

5= dh An+0
w=—
p N
donde 'y 0 son una 1-forma y una 2-forma holomorfas en W, respectivamente. Ademds,

la clase [n) estd bien definida en H' (W, C).

Definicion 5.2. La 1-forma n dada en la proposicion 5.1 se llamard residuo de Leray de la

forma w y serd denotado por Resyy w. En notacién cldsica se denota este residuo como
w

dhlw’
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Ejemplo 5.3. Sea f: (C2,0) — (C, 0) un germen de singularidad aislada de curva plana.
Consideremos F' := f — ¢, con t € C constante. Por lo tanto, la diferencial de F' estd dada
por

dF = df = fyodxo + fz,dxy,

donde f,, = aank 0 < k < 1. Supongamos que f,, # 0. Entonces,

dz; = f L pdey - le (Faodo — fxoda:()):fim(df—fmdxo).

Consideremos la 2-forma w = %dmo A dz1. Entonces, se tiene que

w= %dﬂfo N <f1 (df — fxodxo)>

1 1 1
=% <zldf> ANdxg + —= <f:v1 fxodxo> A dxg

_de 1 d
“F U

Por lo tanto, el residuo de Leray de la 2-forma w es Res w = —fidxo. Siguiendo un
z1

procedimiento andlogo, si fz, # 0, entonces se tiene que Res w = idwl. De acuerdo
con la proposicidn 5.1, estos dos residuos determinan una tnica clase de cohomologia en
H!(W,C), que es un C-espacio vectorial de dimensién p = u(f), donde W = V;, con
Vi = {(z,y) € C*: F(z,y) =0} = {(z,y) € C?: f(z,y) =t}, para0 < |t| << 1,10
cual es factible de acuerdo con el teorema’ 3.1.

Ejemplo 5.4. En el tenor del ejemplo anterior, sea f = y?> — 23y F = f —t, con
t € C — {0} constante. Consideremos w = %da: A dy. Notemos que

df = —3x%dx + 2ydy = 0 siy solosi (z,y) = 0.

i) Siz # 0, entonces f, = —3x2 # 0. Por lo tanto, Res w = —#dy, ya que

df 1

ii) Siy # 0, entonces f, = 2y # 0. Por lo tanto, Res w = —idz.

o= e Ny = df (;y)d

De acuerdo con la proposicion 5.1, estos dos residuos determinan una tnica clase de
cohomologia en H' (W, C), que es un C-espacio vectorial de dimensién ;. = 2, donde

SEn efecto, pues este teorema se puede combinar con la proposicién 3.3 via el teorema 2.8 de determinacién
finita.
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W = Cy, con Cy := {(x,y) € C?: y?> = 2® + t} la parte afin (es decir, un toro sin un
punto, ver figura 1) de una curva eliptica® pues ¢ # 0.

o
-0
// \\
, \
, \
Ef / \\
S
U
Cy

Figura 1. C'; como la parte afin de una curva eliptica.

5.2. Haz vectorial (co)homolégico asociado a la fibracion de Milnor

Los resultados presentados en esta seccion se pueden consultar en las referencias clasi-
cas [AVG2012] y [Her2002-2] en un contexto mds general al de singularidades aisladas de
curva plana, aunque en el presente manuscrito, nos basamos principalmente en [Z02006,
pag. 140].

En efecto, consideremos f: (C2,0) — (C,0) un germen de singularidad aislada
en el origen, cuya fibraciéon de Milnor estd dada como en el teorema 3.1. Definimos las
curvas de nivel para f como V; := {(z,w) € C? : f(z,w) = t} paracadat # 0 en
un disco agujerado suficientemente pequefio que de aqui en adelante denotaremos como
A* := Ds(0) \ {0} c C\ {0}. Notamos que las hipersuperficies V, son variedades C>°
con frontera regular.

En efecto, se tiene que Fy := {(m tyiz): Flo:y:z) = 0} es una variedad proyectiva (compleja) 1-

dimensional (cf. [Varcenko1982]). Aqui Fesla homogeneizacién del polinomio F' = f — ¢ :

F — 53 TY\_N_..2_.3_.3

F(m7y)z) =z <f(272) t) zY xT z°t.

Por lo tanto, dado t # 0, consideramos el abierto Uz = {(x : y : 2) € CP? : z # 0} de CP?, tal que
EiNUz = {(z,y) € C*: F(z,y,1) = f(z,y) —t =0} = Cu.

Luego, se tiene que Cy — E; — CP2.
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Ahora bien, se tienen dos haces vectoriales holomorfos de rango p con funciones de
transicidn localmente constantes. A decir, los haces vectoriales homoldgico y cohomologi-
co’,m: H— A*ymy: H* — A*, donde

H= | |HWC) yH = |]|H(V,0C),
teA* teEA*

respectivamente, los cuales tienen como fibras a los C-espacios vectoriales dados por el
primer grupo de homologia H; = H;(V;,C),t € A* y de cohomologia Hf = H'(V;, C),
t € A*, respectivamente. Las aplicaciones 7; estdn dadas por las proyecciones candnicas.

5.3. Lema de Morse

Sea f : U — C una funcién holomorfa en una vecindad U C C2 de w..

Definicion 5.5. El punto w. es un punto critico no degenerado si 'y solo si las derivadas
parciales de f satisfacen

af(Zo7Z1)

«)=0,7=0,1
92; (wy) =0, =0

y el determinante de la matriz Hessiana evaluada en w, det (Hess f(w.)), es distinto de
cero.

El siguiente resultado se puede consultar en [Z02006, pag. 4].

Proposicion 5.6 (Lema de Morse). Si zg es un punto critico no degenerado de la funcion
f, entonces existe un cambio de coordenadas holomorfas (w1, w2) = w = ¢(z), con
@(0) = 2o, tal que f es R-eqivalente a un polinomio cuadrdtico:

F(@(w)) = f(z0) +wi +w3.

5.4. Sistema de ciclos evanescentes

Dado un germen f: (C2,0) — (C,0) con singularidad aislada en 0, podemos consi-
derar una perturbacién de Morse para f (morsificacion) f := f 4 &L, con L una transfor-
macioén lineal, cuyos puntos criticos son todos de tipo Morse, los cuales denotaremos por
21,5 Zu(y) ¥ Sus valores criticos por t1, ..., T, (s, respectivamente. A continuacion, se
eliget’ # t1,...,t,(s) y consideramos trayectorias ¢; : [0, 1] — C, tales que ¢;(0) = t;,
¢i(1)=t',coni=1,...,u(f),y ¢; no intersecta a ¢y, para i # k.

Sea B. C C? labola de Milnor como en el teorema 3.1. El siguiente resultado puede
consultarse en [Z02006, pag. 62].

Proposicion 5.7. Sean Vi := f~(t')N B,y Vi := f~1(t')NB.. Entonces, H,(Vy/,C) ~
H,(Vy,C).

7Este hecho se sigue indirectamente del teorema 3.1 y la proposicién 3.3, via el teorema de determinacién finita
2.8.



94 Flores-Vivas y Dela-Rosa. Mapeo de periodos para una deformacién p-constante...

Ahora bien, aplicando el lema de Morse para cada z;, se tiene que existen vecindades
U, de cada punto critico z; en las cuales f se escribe como:

flz,y) =t + 2% + %

Para 7 cercano a 0, definimos los ciclos A;(r) = /¢;(r) — z; ST C I~/¢(T), donde
St = {(z,y) : 22 + y?> = 1,Im = = Im y = 0}. Por la propiedad de prolongacién de
homotopfa (ver [Z02006, Lema en pg. 56]), podemos prolongar las esferas A;(r) C Vi,
sobre la trayectoria ¢;(r), de lo cual en particular se tiene un ciclo dado por A;(1) C V4,
ver [Z02006, pag. 62] y cf. [AVG2012, pag. 31].

Definicién 5.8. Las clases de homologia §; = d,, € H1(Vy, C) definidas por las esferas
A;(1) son llamadas sistema distinguido de ciclos evanescentes (ver figura 2).

Figura 2. Trayectorias ¢;.

El siguiente resultado se puede consultar en [Z02006, pag. 63].

Proposicion 5.9 (Teorema de Milnor). El sistema distinguido de ciclos evanescentes
genera una base del grupo de homologia Hy(Vy/, C) y determina una base para el grupo
de homologia H,(Vy,C).

Ahora bien, sea w € Q%z o una 2-forma holomorfa y considérese ¢ variando en
una vecindad pequefia en C \ {0} centrada en cero. Consideremos la familia de formas
w

f—t
%7

esta dado por 1; := Resy,w: = E . ver proposicion 5.1 y definicién 5.2. Denotemos
t

por [1;] la clase de cohomologia de la 1-forma residuo de Leray en H!(V;, C).

diferenciales wy := que tienen un polo simple a lo largo de V; cuyo residuo de Leray

Siguiendo [Z02006, pags. 144—147] tenemos la siguiente definicion.

Definicion 5.10.

1. La familia de clases de cohomologia [7);] definen una seccién s{w]: ¢ — [n:] del haz
de cohomologia de Milnor y es llamada seccién geométrica para w.



Lecturas Matematicas, vol. 44 (2) (2023), pp. 71-116 95

2. Las secciones geométricas s[w| inducen una funcién analitica multivaluada con
valores en ciclos evanescentes o (t) dada por:

s (sl 00) = [ e (10)

Por otra parte, se tiene que en cada sector de la forma a < arg(t) < b, el apareamiento
(periodos de integrales de “Malgrange”, cf. [Mal1974, pag. 415] ) dado por (10) tiene una
expansion asintética de la forma

(slw](),0(t)) = Y aa t°, (1)

a>—1

la cual, para cada «, determina una clase de cohomologia A% (t) en H*(V;, C). En efecto,
de la expansién (11) notamos que el mapeo

(A2(t),0) : Hi(V;,C) — C, o(t) = (A2(t),0(t)) == aa

es un funcional lineal, es decir, (A%(t), ) € Hom (H,(V;,C),C) ~ H(V,,C) que se
corresponde con una seccién del haz cohomolégico de Milnor,

AY AN — H* ) t— (AZ(1), o).
De esta manera, se tiene que la expansion (11) determina una seccién

A2 AN — H* t— (AZ(1), o).
Por lo tanto, se tiene que la seccién s[w] tiene la forma “asintdtica” explicita

slw](t) = D > AL(1). (12)

De forma general, para recuperar esta construccion, tenemos que dada una seccién A, :
A* — HY , definimos? 1a seccion elemental asociada (monovaluada)

$(Ag, ) it € Ay — t%Au(2). (13)
Entonces es asf como se consiguen “C{t}[t~!]-generadores” que expanden los ele-
mentos de la reticula de Brieskorn. En efecto, siguiendo [Her2002-2, pdg. 171] se define el

conjunto de gérmenes bajo el mapeo de tomar el germen de los residuos de Leray, los cuales
tienen una condicién de convergencia en sectores finitos de la forma a < arg(t) < b:

HY = {sw]o : [w] € KO}, (14)

Por construccién, el mapeo s[e] : [w] € H(?) s s[w]y € HY es un isomorfismo.

8Aqui H j\a denota el haz vectorial tal que parat € A*, su fibra es el espacio propio para la transformacién de
Monodromia T en definicién 5.11, Hl(Vt, C)a, con Ag = e~ 2mia
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5.5. Subespacios propios del Mapeo de Monodromia en cohomologia

Consideremos un lazo 7 : [0, 1] — A* con v(0) = v(1) = ¢ paraalgin t’ € A* fijo,
que recorre la circunferencia de radio [¢'| << 1 en sentido antihorario. Por la propiedad
cubriente de homotopia, v genera una familia de difeomorfismos I's : Viy — V()
T:[0,1]xVy — f~HA*)NBo) talque Ty = id: Vor — Vi y ['s|av,, es compatible
con la estructura de producto cartesiano, es decir, I's (', z0) = (v(s),20) € A* X V.
Asi, podemos asumir que h :=I';: Vi — Vi es la identidad en la frontera de V.

Definicién 5.11. El mapeo 7' = (h%)~' = H'(Vy,C) — H'(Vy, C) es llamado el
operador de monodromia en cohomologia de la singularidad f el cual es tnico salvo
isomorfismo.

5.51. Subespacios propios de 7"y secciones elementales

Se tiene que para cada t € A*, las fibras del haz cohomolégico son H!(V;,C) ~
CH. Por otra parte, la transformacién de monodromia 7': H*(V;,C) — H'(V;,C) es
semisimple, es decir, diagonalizable, y sus valores propios tienen la forma e =27, donde
a € sp(f), ver [Her2002-1, pag. 121]. Por otra parte, del lema 4.1 por cada bésico

Nm;> J = 1,..., u del espacio C, existe un nimero racional a(m;) € (—1,0] tal que
e~2mia(mi) = ¢=2m; para algin o; € sp(f). De esta manera se tienen y-ntimeros
racionales —1 < 1, ..., 8, < 0, los cuales generan progresiones aritméticas:

Lj:{ﬂj—‘rklk}EZ}, jzl,...,/t.

Ahora bien, dados \, = e 27 = ¢=27i8 ¢opn a,B €L = U;‘:l L;, se tiene que
H}\a = Hiﬁ y 8 — a € Z. Ademas, para cada o € L:

H'(V;,C)», = Hy_ = {Aq : A" — H*, t— (A4(1),0)}
C Hom (H,(V;,C),C) = H'(V;,C).

Es asi como llegamos a la definicién de los espacios de secciones elementales. En
efecto, sea C'* el espacio generado por las secciones s(A,, ), variando los « y las
secciones A, € Hj .

5.52. Reticula de Brieskorn via secciones geométricas

Asumimos que f es un germen de singularidad aislada casihomogénea como antes
con pesos w = (wp,w;). Sean B = {[z°] : 2f = 202", B e I}y B = {2 da] :
B € I} bases del dlgebra de Milnor y la reticula de Brienkorn, como en el teorema
3.6, respectivamente. En esta notacién, tenemos que dado [2°] € B, tenemos a(8) =
wo(Bo + 1) + wi (B + 1) — 1, ver proposicién 3.9.

El siguiente resultado permite caracterizar la reticula de Brieskorn a través de una
base de secciones elementales, 1o cual es una consecuencia del Lema de Nakayeuna9

9Resultados paralelos y més generales para gérmenes no necesariamente casihomogéneos, usando una base de
Saito-Hertling, se pueden consultar en [DR-GM2023] y cf. [DR2018].



Lecturas Matematicas, vol. 44 (2) (2023), pp. 71-116 97

(ver demostracion del teorema 3.6) y las propiedades dadas por (13) y (14). Para su
demostracion se puede consultar [Varéenko1982, pag. 495].

Lema 5.12. Sea ws := 2°dx¢ A dz1 una 2-forma monomial, con [2°] € B. Entonces,
para todo t € A* se tiene que

slwg](t) = PV AZC, (D).

Usando el lema 5.12, se sigue que si a € Lj, entonces cada C'g; se puede ver como un
subespacio de C'* tomando secciones geométricas via el mapeo inyectivo:

sj[e] : Cp, — C%, [wg,] = s[wg,].

Por lo tanto, si definimos 1, = {8;: —1 < f; <0, A\g;, = A} yCa = P Cp,,

Bj€la
entonces se tiene un isomorfismo de C-espacios vectoriales
Sq 1= @ sj[e] : Co — C%, [wg,] = slwg,]. (15)
Bi€ly
Ahora bien, se tienen C-isomorfismos (ver [Her2002-1, pag. 123])
Yo: C* — Hy , $(Aa,q) = Aq. (16)

5.53. Eleccion de una base para los espacios propios de Monodromia

Usando los isomorfismos en (15) y (16) se obtiene una base para cada espacio H/{a
cuyos elementos se eligen de acuerdo con los siguientes criterios: sea a(m) € sp(f),

a) si a(m) tiene multiplicidad d (aparece d veces), entonces existen secciones del haz
de cohomologia Ay, ..., Ay, las cuales forman parte de una base para H /{a.

b) sia(m),a(m)+1,...,a(m)+ (r — 1) € sp(f), entonces e~ 2malm)+h = X
(I =0,...,7— 1)y existen secciones del haz de cohomologia A, A5 ..., A, las
cuales forman parte de una base para H /{a(m).

Usando los incisos a) y b), se tiene un algoritmo para generar una base para /{a(m).

Nota 5.13. De los isomorfismos dados por (15), y abusando de la notacidn, se escribirda

C, en lugar de poner el espacio C'*.

El siguiente resultado, esencialmente, se puede consultar en [AVG2012, pag. 291] (ver
también [Z02006, pag. 147]).

Lema 5.14. Las clases A, (t) € H*(V;, C) definen secciones horizontales con respecto
a la conexion de Gauss-Maninn, esto es, pertenecen al kernel de 0;. Mds atin, las clases
An(t) € HY(V;, C) pertenecen a los espacios propios del operador monodromia dado
por definicion 5.11, correspondientes a los valores propios {\,, := e~ 2™},



98  Flores-Vivas y Dela-Rosa. Mapeo de periodos para una deformacién p-constante...

6. Mapeo de periodos para una deformacion y-constante

Sea f: (C%,0) — (C,0) un germen de singularidad aislada de curva plana casihomo-
géneo. Supongamos que F'(x, %) es la deformacién y-constante para f con base M C CF
dada por (8) con buen representante como en apéndice B.1.

Abhora bien, se tiene el hecho de que existe una identificacién candnica ¢, : M(y) =
M(yo), variando los puntos y € T, y asumiendo que yo es un punto “base” elegido, ver
[Kul998, pag. 152]. Asimismo, como comentamos en el apartado B.4, podemos asumir que
“los objetos Cg, V8, V>~ son canénicamente isomorfos”, lo que nos permite considerar
un espacio fijo salvo isomorfismo:

Cg :=Cs(yo), V7 :=V (yo), V"7 := V"7 (o) y M := M(yp).

Asi, sin perder generalidad, para cada y € T, consideramos la reticula de Brieskorn
inmersa en M:
Hp(y) € M(y) = 1y (M(y)) =M

asociada al germen F),. De esta manera obtenemos una familia de reticulas { Hy (y) C
M}yéTa CCFk-

Los resultados aqui presentados estdn basados en [Ku1998, pag. 153].
Lema 6.1. Se satisfacen las siguientes afirmaciones:

i) VO =V (y) C Hy(y) = Hy(yo) C V=71

ii) Si py = dimc C4, entonces

H, (/)/ (o)
V0

Hily) 1o vl

<
~—

dim(c = dim(c

>—1
Ahora bien, sea V :=

. Entonces, del lema 6.1 1) se tienen los encajamientos

Hyly) ., V>t
Vo(y) Vo

Vo

lineales (inducidos por los isomorfismos ¢): . Ademds, del lema 6.1

H//
i), si kg = %(,u — p11), salvo un isomorfismo, los cocientes de la forma \78 ((y)) permiten
Y
considerar la variedad Grassmaniana'® I’ := Grass(ky,V) de kq-subespacios de V.

En este sentido I es llamado el “espacio de periodos” para la familia de deformacién
pi-constante F,.

Definicién 6.2. El mapeo de periodos asociado con la deformacién F), de la singularidad
f es definido como

Hy'(y) _ Hi(yo)

.Y :=Ts —1II', yr— =~ .
Vo(y)  VO(yo)

10Para el desarrollo preciso de la estructura de variedades de Gassman, ver [GH1978, pag. 193].
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Es posible encontrar un espacio II C II' que también contiene estos cocientes de todas
las reticulas. Para ello, consideremos ahora a sp(f) C (—1, 1) el conjunto de ndimeros
espectrales asociado a la singularidad f. Sean

oy :=min{a: a € sp(f)}, Bo:=max{a: acsp(f)}yp:=p0 — 1 17
Se tiene el siguiente resultado que refina el contenido del lema 6.1 i).

Lema 6.3. Siy € Ty, entonces VO C V>Fo=t C HY(y) Cc Vv Cc V>~1

_ Hy(yo)
V>Bo=1(yo)

)CH’.

Por el lema anterior, si ky = dimg¢ , entonces podemos considerar la
(631

Grassmaniana I := Grass <k1, V>Bo—1

6.01. Algoritmo para determinar explicitamente el mapeo de periodos

De acuerdo con el apartado anterior, el mapeo de periodos ¢ : Ts — 1I puede ser
determinado de forma explicita!!, con el siguiente proceso:

i) Calcular sp(f) y considerar a1, By, 81 como en (17).

Ve
ii) Considerar el C-espacio vectorial V := = @ C.
VO o <ash
iii) Dado y € T, elegir 2-formas holomorfas w1 (y), w2(y), - - . , Wk, (y) y tomar sus
secciones geométricas correspondientes s[w1](y), s[w2](y), - . ., s[wk, ] (y) tales que

Hy()
T — {sfor](), sl ). sl )

[iii).1] Encontrar ecuaciones diferenciales tales que las funciones vectoriales
s[w;](y) son sus soluciones y resolviendo dichas ecuaciones, obtener las funciones
vectoriales sw;](y).

iv) Si se tienen las formas diferenciales como en el punto iii), entonces las coordenadas

Hi'(y)
’\7>51 (y)
como puntos en II, se deben expresar como funciones de y € T'5, lo cual determinara

una formula explicita para el mapeo de periodos.

de Pliiker'? asociadas a los puntos que corresponden a los espacios cociente

En el caso casihomogéneo, tenemos el siguiente resultado (cf. [Kul998, pag. 120] para
un resultado en varias variables):

E] algoritmo es mds general (ver [Ku1998, pag. 154]), sin embargo, en este manuscrito, estamos en el supuesto
de una deformacién p-constante para un germen de singularidad aislada casihomogénea de curva plana.
12Para una revisién puntual de las coordenadas de Pliiker ver por ejemplo [GH1978, pags. 209 y 354].



100 Flores-Vivas y Dela-Rosa. Mapeo de periodos para una deformacién p-constante...

Proposicion 6.4. Sea f: (C2,0) — (C,0) un germen de singularidad aislada casihomo-
géneo de tipo (wo, w). Si {[2'] = 2! +J; = 2002 +J; + 1 € A} donde |A| = pu(f), for-
man una base para el dlgebra de Milnor O, entonces {Zldzg Ndzy +df NdOgz2 g, ¢ € A}
forman una base para H{. Mds aiin, los niimeros espectrales de f estdn dados por

v([z) =) wil;+1) -1, L€ A, (18)

=0

donde v denota el orden de Newton'.

6.02. Mapeo de periodos para una familia de curvas elipticas simples

Vamos a considerar una familia de superficies o singularidades dos dimensionales
determinadas por la familia polinomial de Legendre h, (z,y, 2) = 22 —yz(y — ) (y — ax),
las cuales son conocidas como “‘singularidades de tipo E‘7 o singularidades unimodales'*
X9 = T5 44" y que tienen gran relevancia para otros aspectos de estudio en teorfa de
singularidades'>. Notemos que si consideramos x = 1, entonces recuperamos la familia
de curvas elipticas

Ea: ha(layvz) = 22 - y(y - 1)(y - a)7 aecC \ {0’ l}a

4 (@®—a+1)?
T 212
asociar con esta familia, un mapeo de periodos de acuerdo con el algoritmo anteriormente
explicado en seccion 6.01. Para poder llevar acabo esto, se hara uso de otra forma normal
para la familia f,, la cual es dada por la parte “estable” de esta familia que consiste de la
familia de curvas planas f, = yx(y — x)(y — ax).

cuyo j-invariante es j(a) = El principal objetivo de este apartado es

El siguiente resultado se puede consultar en [Kul998, pag. 160].
Lema 6.5. La familia f,(x,y) = yz(y — z)(y — ax), a € C\{0,1} es R-equivalente
a Fx(z,y) = 2* +y* + M2y, A e C\ {-2,2}, para \ = 4a — 2.

Usando el lema 6.5 tenemos que el mapeo de periodos asociado a la familia de curvas
elipticas simples f, serd, por definicién, el mapeo de periodos que se determinard enseguida
para la deformacion u( f)-constante F).

Por el ejemplo 4.9, una deformacion u( f)-constante para f = z* + y* estd dada por
Fy(z,y) = 2* +y* + APy,
También vimos que una base para el dlgebra de Milnor es

B = {1,z,y, 2y, 2%, 9%, 2y*, 2%y, 2°y°},

13Se tiene que v es una funcién orden inducida por la filtracién dada por el poliedro de Newton asociado a f,
para mayores detalles ver [F2021] y cf. [Kul1998, pdg. 120]

14Aqui usamos el teorema de clasificacién de Arnold [AVG1985, Thm 2, pag. 185], en este caso, 1% 4,4 indica
que el germen de singularidad es de superficie, es decir, de tipo parabdlico que estd determinado por una
funcién polinomial dada por f(x,y, 2) = % + y* + 22 + ax?y?, o # 4.

IS¢f. [Ku1998, pag. 159] para apreciar la relacién con resolucion de singularidades.
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la cual nos induce una base de la reticula de Brieskorn dada por:
B = {zFylde ndy - 0<k,1<2}).

Usando la ecuacion (18) los nimeros espectrales de f son:
k, 1 1 1 k, /
sp(f) = qv(z"y'dz Ndy) = Z(k‘—l—l)—&-z(l—i-l)—l s zty'de Ndy € B

E+1-2 1 1 1 111
{ 4 0k7l2} { 27 47 4707070747472}

/////

I i
gn C o C c i g
Ca - - - - L c,
Coy Cos o Cas C.
3 1 1 1 1 3
-1 1 2 ~1 0 1 2 1 1

Figura 3. Numeros espectrales de f (Diagramas de C. Hertling, cf. [Her2002-2])

Denotemos por a; = —%, g = ag = —i, ag =a5 =ag =0,y = ag = i y
g = % los ndmeros espectrales ordenados de menor a mayor. Entonces, el minimo y
maximo nimero espectral son: o 1= —% yag = % Sean BF :=a; —kyyFi=a; +k,
coni=1,---,9yk eN.

Notemos que en este caso a1 y 1 = 31 = g — 1 = —% = q; coinciden (y no hay
alguin otro nimero espectral entre ellos), es decir, &y = (31. Por lo cual,

@D Ca
V= 1% o 1% _algoc —-C
_V>ﬂ1 _V>041 — @Ca_ [0S
a1 <o
: : - Hi(A) g
De donde, dim V = dim C,, =2 = dimc m = 5dimc V = 1. Del lema 6.3

tenemos que V> C HY(A) C V. Por lo cual H{(A) = C - s[wo](\) ® V=91, con
wo = dz A dy. Entonces Grass(1,V) ~ CP!.

El mapeo de periodos para F, = 2% + y* + A\z2y2 es:
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. C\{-22 — il

R

Como el nimero espectral f% es de multiplicidad d = 1y es tal que f% +1=

sp(f) se tiene que H; = C ( Ay, As). Por lo cual,

1
5 €

C

1
2

:(3<t‘%A1@Lt_%A2@)>(A)

Sean e; :=t~2 Ay (t) y ey := t~ 2 Ay(t). Dado que s[wo](\) € C'_ 1, se tiene que
S[WO]()\) = [1(/\)61 + IQ(/\)BQ,

donde I, e I son funciones holomorfas multivaluadas sobre C \ {—2, 2}.

Por lo tanto, el mapeo de periodos estd dado por

. C\{-22} — CP!
A — (LN : (V).

Para determinar la funcién vectorial s[wp](A) debemos encontrar ecuaciones diferen-
ciales tales que swp](A) sean soluciones de estas. Para tal caso, consideremos la 2-forma

monomial w = (2%y?)" dz A dy = 2?'y*dzx A dy, donde

OF)

4 4i+2
B) -

1 . 1,..
= g%y? y V(w):Z(Ql-l-l)—&-Z(?z-l—l)—Z 7

2 iy
L =

Notar que s [(mkyl)i dx A dy} es homogénea (ver [Kul998, pag. 148]), esto es, s [w] =
s(w,v(w)) € C;_1.

=3

Por otro lado, 9; : C,, — C,_;. Entonces,

o} (s [(a:QyQ)idx/\dyDEC- 1, =C_1,

eyt 2

para todo ¢ > 0.

Las secciones geométricas s[wp](A) tienen una expansion alrededor del cero de la
forma (ver [Kul998, pag. 149]):

o]0 = 3 (=00 sl@?) o 0) 7

i>0

donde (—8;)" s[(z2y2)w](0) € C_1, paratodai > 0. Entonces, las secciones geométri-
cas s[wp) son homogéneas, esto es, s[wo](A) = s(wo, v(dz A dy)) = s(wo, —3) € C_1.
Ademads, como las formas wy = dz A dy no dependen de A, entonces se cumplen las

ecuaciones (ver [Kul998, pag. 147]):
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Ors(wo, ) = —ys {Zi‘wo} = —0;s [2°y°wo] 'y 03s(wo, ) = O7s [(2%y?) wo] .
(19)
y 0%
Recordemos que H{j () = m ver (14). Por lo cual, dfx Adg = (faz - 9y —

fay - gz)wo = 0 € H{/(X), para toda funcién holomorfa g. En particular, apliquemos
esto para las funciones ¢ = z°y y h = xy°. Veamos: F) , = 42® + 2\xy?, F\, =
4y3 + 2Xz%y, g. = 5xty, g, = x5, hy = y° y hy, = Sxy?. Por lo tanto, se tiene que
(Fxeg 9y —Fry - 9z)wo =0y (Fag-hy — Fxy-hy)wo = 0, siy solo si se cumplen
las siguientes condiciones

(ms — 5atyt — 2/\966y2) wo=0y (53343/4 + 222%y° — Jss) wp = 0.
Restando la segunda ecuacién de la primera se obtiene
(:CS + 4% — 102%y* — 222%y? (2 + y4)) wp = 0.
O bien,
[((14 + y4>2 + 2222y (2t + oyt + )\2x4y4> — Py (@t oyt - (12 + /\z)x4y4} wo=0. (20)

Ahora, usando F —\z%y? = 2t +yt y F} = (' +y*)? +2M (2t +y*)2%y? + \22ty?
2

., F .
en la ecuacién (20), obtenemos que zty*wy — ((122},)2)‘”0 — (1§i§§\2)x2y2w0) =0si

y solo si

R AR
(12-3x2) 7" (12-3)2)

zhytwy = 2y2wo méd dfy A dO. 21
Sustituyendo la ecuacién (21) en la (19), y ademas, usando los operadores restriccion
97t = §Iden C_1; 07 t = 39, en Cy; y la linealidad de los operadores 9; y s[/]

tenemos lo siguiente:
slwol(A) = —0es[z*ywo] (V)
y
03 slwo](A) = 07 slay wo] (V)
4N
(12 —3)2)
4N
(12 = 3)2)

=0?s F}slwg) — Fra®ywo| ()

(12 — 3)2)
= 07 t?s[wo](\) — 92 ts[zy*wol(N), (aqui Fy = t)
iﬁs[wd(x\) + (43&2) (= Ousla?yPan] (V)

1 1 2

4

_78[0.)0} ()\) + m@)\s[a}o] ()\)
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Por lo tanto,

— (4 — A?)03s[wo](N) + 229 s[wo] (\) + is[wo](x) =0. (22)

Recordemos que A = 4a — 2, entonces
03 =40, vy 4— X =4—(4a—2)* =4 —16a> 4 16a — 4 = —16a(a — 1).

Definiendo s{wo](A) = s[wo](4a — 2) =: u(a), la ecuacién (22) se convierte en:

a(a — 1)02u(a) + 2714(2(1 — 1)04u(a) + —u(a) = 0, 23)

ot
Por lo cual, las funciones vectoriales s[wp](A) = s[wo](4a — 2) = u(a) son soluciones
de la ecuacion diferencial dada por (23).

Observacion 6.6. La ecuacién diferencial lineal ordinaria de segundo orden

ala — 1)0%u(a) + 2%(2(1 —1)0qu(a) + 2%Ou(a) =0

es un caso particular de la ecuacion hipergeométrica de Gauss (ver [SST2000, pag. 16])
dada por
2(z—1)0%f(2) + (0 +p+ 1)z —7)0f (2) + 0p u(a) = 0.

En nuestro caso,

_ M VI 14— V9

b 32 32

1
T:?

S bien. g —14— V195 14+ /195 1
1 = = = — .
. 32 0 F 32 YT =

Conclusiones

Para un germen de singularidad aislada casihomogéneo, se demostré que existe una
base, con representantes monomiales, de Ay. Usando el lema de Nakayama, dicha base
induce una base para la reticula de Brieskorn.

Usando el hecho de que f satisface la identidad de Euler, a través de un enfoque
algebraico, se defini6 explicitamente la conexién meromorfa de Gauss-Manin 0, para el
caso de dos variables complejas, la cual nos permitié descomponer el espacio localizacién
de la reticula de Brieskorn, M = H{ ®c (s C{t}[t™1], en espacios propios Ca(m) del
operador t0;. A su vez, estos espacios permitieron definir la V*-filtracién (V- *-filtracion)
de submddulos de M. Asimismo, estos objetos se pudieron describir analiticamente, en el
lenguaje de las secciones geométricas sobre el haz cohomolégico de Milnor y el operador
monodromia asociados a la fibraciéon de Milnor del germen f. Estos mismos objetos se
tienen para una deformacién p( f)-constante del germen f.



Lecturas Matematicas, vol. 44 (2) (2023), pp. 71-116 105

Se definié también el espectro sp(f) = {1 < ag < --- < o, (f)} para el caso
casihomogéneo, el cual es un invariante discreto del germen f que ayudd, via la reticula,
para considerar los espacios V1, V=51 (con a1 y 51 como en (17)) y por ende, definir
el mapeo de periodos, ®: y — ®(y), considerando una deformacién u( f)-constante del
germen f, f,, cuyas imdgenes son elementos de una variedad Grassmaniana del cociente

Va1
V>Bi

Se dio un ejemplo de la definicién y construccién de dicho mapeo de periodos (com-
parar con el enfoque dado por la construccién de Brieskorn y Knorrer en [Br-Kn2012]
para el caso de curvas elipticas simples), para la familia de curvas elipticas simples
Fu(z,y,2) = 22 —yx(y — z)(y — az), a € C\ {0,1} usando la R-equivalencia de
la parte estable f, = yx(y — x)(y — ax) con la deformacién p-constante F(x,y) =
ot +yt + A?y?, A e C\ {-2,2} del germen f = z* + y*, donde la relacién de los
pardmetros es A = 4a — 2. Concluimos que el mapeo de periodos es analitico multivaluado,
lo cual nos dice que bajo una deformacién u( f)-constante del germen f los objetos inva-
riantes asociados (y por tanto, a la familia de curvas elipticas simples) varian de manera
analitica. Mds atin, el proceso de construccién del mapeo de periodos dado en el apartado
6.01 permite obtener soluciones de un caso particular de la ecuacién hipergeométrica de
Gauss'® cuando uno se centra en el anlisis de la familia de curvas elipticas simples.
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A. Lema de Nakayama

El siguiente resultado de dlgebra conmutativa se puede consultar en [M2006, pag. 8].

Teorema A.1 (Lema de Nakayama). Sean (A, m,K = A/m) un anillo local y M un
A-mdédulo finitamente generado. Sea M = % Supongamos que M es un K-espacio
vectorial de dimension finita n = dimg M. Entonces,

a) Si{v1,...,0,} C M es una K-base para M, donde v; = v; + mM, j =1,...,n,
entonces el conjunto {v1,...,v,} es una base minimal de M.

b) Reciprocamente: cada base minimal de M es obtenida de esta manera, y por lo tanto,
tiene n elementos.

16Esta ecuaci6n tiene una gran importancia por su aparicién y utilidad en varias 4reas de las matemdticas,
tales como geometria algebraica, teorfa de nimeros, combinatoria y fisica matemadtica, ademds que cualquier
ecuacion con tres puntos singulares regulares puede escribirse como una ecuacién hipergeométrica, ver
[SST2000, pag. 16].
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c) Si{ui,...,up}ty{v1,...,vn} son ambas bases minimales de M, yv; =" bi juj
con b; ; € A, entonces det(b; ;) es una unidad en A de tal manera que la matriz
(b; ;) de n x n es invertible.

B. Pegado de objetos asociados a una deformacion ;-constante
Los resultados que se presentan en este apartado se pueden consultar en [Kul1998].

Recordemos que para un germen de singularidad aislada casihomogéneo de curva
plana f: (C%,0) — (C, 0) se tienen los siguientes objetos:

» La reticula de Brieskorn H{) .

= El espacio de localizaciéon M := HY] ®p C{t}[t™].
» La conexion de Gauss-Manin 0;.

» El operador multiplicacién por .

= Las filtraciones V* y V>°.

= El haz cohomolégico H* = | | H'(V;,C).
teA

= Los espacios propios de la transformacién de monodromia que son isomorfos al
espacio de secciones elementales: H/{a ~ C,.

Asimismo, se tienen objetos asociados para las singularidades Fy,y € M de la
deformacién p-constante F'(z,y) de f: M(y), V*(y), V=*(y). H(y), H*(y), Hy ().
Cu(y), HY (y), etc. Una tarea que nos interesa es “pegar” dichos objetos para formar
familias unificadas.

B.1. Pegado de fibraciones de Milnor

Un primer paso que es la base de los “pegados subsecuentes” y que a continuacién
se muestra, es cOmo conseguir un buen representante de la deformacién de F(x,y) y
relacionarlo con la fibracién de Milnor.

Sea f : (C2,0) — (C,0) un germen de singularidad aislada en 0. De acuerdo con
(8), consideremos la deformacién F), de f parametrizada por M C C*.

Ahora bien, sea F : (C%2x CF,0) — (C,0),t = F(z,y) = Fy(z),y = (Y1, -, U)
una deformacién y( f)-constante para la singularidad f : (C?,0) — (C, 0) con espacio

base M C CF suave. Tenemos por lo tanto una familia k-paramétrica de gérmenes de
singularidad aislada de funciones holomorfas dadas por:

Fy: (Cx{y},0) — (C,0)
(z,y) — Fy(z),
con nimero de Milnor p(F,) = p(f):= p para toda y en una vecindad de 0, T C M,
donde F'(x,0) = Fy(x) = f(z) (esto es, f estd inmersa en la familia {F), },cr).
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Abhora bien, (0, y) es una singularidad aislada para F,. Por lo tanto, por el teorema 3.1,
paracaday € T C M, existen ¢(y),n(y) > 0, los cuales se eligen por separado, tales que
el germen de singularidad aislada F, tiene una fibracién de Milnor

Fy = Fylxq : X({y) — D;(y),

con bola de Milnor X (y).

Sin perder generalidad, se elige el mismo disco agujereado D := A* independiente-
mente de y € T.

Una tarea fundamental es pegar las variedades X (y), (y en general, los espacios H(y),
etc.) para formar una fibracion (o bien haces vectoriales) uniforme sobre D* x T C C x Ck.
Veamos lo que enmarca el pegado de fibraciones de Milnor.

Bien, considérese la fibracién de Milnor de cada germen F), mediante la eleccion de
71 := n(y) (por lo anterior, que sea el mismo, es decir, independiente de y) y € := €(y)(el
cual depende de y) suficientemente pequefios. En estos términos, preservamos la siguiente
notacion:

By ={z€C: |z| <e(y)}, Dy ={t €C: |t| <m, t £0}, Ts = {y € C*: |y| < 6}

A continuacion, se precisa en qué sentido pegaremos las fibraciones de Milnor de cada
F,, salvo homotopia (o bien desde un enfoque cohomoldgico, si se consideran los espacios
H(y)). Para comenzar, se tienen las siguientes observaciones:

a) Las fibras de F), se denotan por X, (y) := {z : F,,(x) = t}. Se elige ¢ > 0 tal que,
para todo ¢’ € (0, ¢), la frontera OB,/ interseca transversalmente a la hipersuperficie
Xo(y) y 0 es el dnico punto singular de f(z) en B .

b) Seeligenn > 0y d > 0 tales que:

1. Para cualquier 3y € D;s la funcién F,; no tiene puntos criticos en B, distintos
del 0, lo cual es posible debido a que F, es un germen de singularidad aislada
de curva plana.

2. Paracadayy € Dsyt € D:‘], la esfera S, interseca trasversalmente a la
hipersuperficie X;(yo), es decir, para cualquier punto = € S, N F, !(t) los
vectores tangentes de S, y Fy_o1 (t) en x generan a C? (ver figura 4).

Aqui 0 < € << 1no depende de y, i.e, Sc M F, ' (t) para todo yo € Ts y para

todot € D;;.
3. Definimos y = F~! (D; X T(;) N (B x Ts). Tenemos que

B. x Ts = |_| B. x {y}.
yeTs
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ct

D; x {u)

0 BRI
a) Pegado de bolas de Milnor. b) Pegado de fibras no singulares y singulares.

ALANL

Figura 5. Pegado de fibraciones de Milnor.

4. Para el mapeo holomorfo
F:X—>D;><T5 24)
tenemos una fibacion C'°° localmente trivial sobre D;yo x T's
F’:X*—>D;‘7><T5.
Por lo tanto, tenemos la familia de fibraciones

Eyx(y) — Dy, <y}, (25)
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Finalmente, para construir la fibracién de Milnor X (y) — D} del germen de
singularidad aislada f, : (C? x {y}) — (C,0), por el teorema de la fibracién de
Milnor, tomamos 0 < 0(y) << €(y) << 1y consideramos la restriccién de F":

i P (Dy % () 0 (Be) % {9}) Nx(y) — Dy, < {y} — Dy
Asi, recuperamos un buen representante para cada germen de singularidad aislada

Fy: (C*x{y}) — (C,0).y € Ts.

Para cada (t,y) € D; x T; definimos
Xi(y) = £, (1), xaly) = F(t,).

Lo anterior se puede resumir en el siguiente resultado (cf. [Lo1984]).

Proposicion B.1. Existe un buen representante

F: x — DxT
(z,y) — (Fy(z),y)

de la deformacion para la hipersuperficie (f~1(0),0), donde
D={teC:t|<n}, T={yeC":|y <d},

x = {(z,y) € C’xY: lz| <€, |Fy(z)| <6},

conn,d, € > 0 suficientemente pequeiios.

El siguiente resultado se puede consultar en [Kul998, pag. 141].

Teorema B.2. Se tienen encajes de fibras X:(y) — x+(y) que son equivalencias homo-
topicas. En particular, se tiene que los grupos de homologia y cohomologia de las fibras

X:(y) y x¢(y) son isomorfos.

Observacion B.3. La proposicion B.1 permite “pegar” las fibraciones de Milnor de cada
germen de singularidad aislada dado por los mapeos holomorfos £, ya que del teorema
B.2 se sigue que desde un punto de vista tanto homotdpico, y por ende, (co)homoldgico,
se puede considerar a F', dado en la ecuacion (24), como una familia de fibraciones de
Milnor {X (y) — D, } (variando holomérficamente) de las singularidades aisladas F,.

B.2. Pegado de fibraciones cohomlégicas

Usando la fibracién C* localmente trivial F} : x* — D;y x T construida en la
seccion anterior, podemos definir una fibracion cohomoldgica sobre D;;y x Ts. En efecto,

s= || H'Ou).O).

(t,y)ED* xXTs

Ny
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donde x;(y) = F~1(t,y) es la fibra del mapeo F, de acuerdo con el diagrama:
xt(y) ————x(v)

|r

D;(y) x{y}

|

C *
{t} Dn(y)'

Por el teorema B.2, como las fibras X;(y) y x+(y) son homot6pico equivalentes, se
sigue que

H' (x(y),C) = H' (X4(y), C)

VyeTsyVte Dy Luego, Hp: «(yy = H(y).

Aqui, H(y) = U  H™(X:(y),C) es la fibracion cohomoldgica para la singularidad

teDn(u)

F,

Y-

Andlogamente se construye el fibrado vectorial holomorfo en homologia

H, = |_| Hl(Xt<y)7(C)7

(t.y)eDy xTs

tal que 3, [y, ~ 3 ().

De lo anterior, por la observacién B.3 tenemos el “pegado” de los haces vectoriales en
(co)homologia de Milnor asociados con cada germen F,.

B.3. Pegado de conexiones de Gauss-Manin y secciones elementales

Un hecho importante para lo que sigue, es la nocién de la conexiéon meromorfa de
Gauss-Manin para la familia dada por la deformacion p-constante de f y su relacion de
“pegado” con las conexiones, por separado, de Gauss Manin para cada uno de los gérmenes
F,. Para no extender la exposicion, nos limitamos a describir el punto central de partida.
En efecto, los espacios de secciones asociadas a los fibrados vectoriales H 'y H(y), y € M,
son isomorfos:

[(Dy x Ts,H) — T(D;, ,H(y)),
donde el isomorfismo se obtiene por extension de las secciones. Asimismo, el fibrado

vectorial H es el kernel de una conexion, la conexién meromorfa de Gauss-Manin asociada
a F1, la cual denotamos por V. Entonces, se tienen varias direcciones para tomar la
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derivada covariante, una direccién dada por la carta holomorfa en el disco D;, C Cy u-
direcciones con respecto a las coordenadas homolorfas en T's, y se satisfacen las siguientes
propiedades:

(t0 = B1d)*s(A, B) =0, 0;s(4,8) =0,

donde 0; ::V% y 0; ::Vai,j:1,...,,u.Aqul’losmapeos
£ vj

(t,y) € Dy x Ts = s(A, B)(t,y) = t"A(t,y),

son secciones monovaluadas de J (lo cual se obtiene de forma andloga a como se detalld
en el caso para un Unico germen, ver apartado 5.52) que se corresponden con las secciones
planas (t,y) — A(t,y) € H* (x:(y),C). De hecho, 3 es un nimero racional tal que
Mg = e~ 2™ es un valor propio de la trasformacién de monodromia cohomoldgica
asociada a Fy, y por ende, A(t,y) es un vector propio en H' (x;(y), (C))\B . Cada Ag
determina una secuencia aritmética de forma andloga a como se hizo en el apartado 5.51.

B.4. Pegado de secciones geométricas

Para simplificar la exposicién, en este apartado abordaremos las propiedades nece-
sarias para describir como varian las secciones geométricas cuyos gérmenes forman las
reticulas de Brieskorn para las singularidades F,(z), con respecto al pardmetro y € C*.
Comenzamos por describir las secciones geométricas del fibrado vectorial J{ para una
2-forma holomorfa de la forma

w = g(l‘,y)diﬂo A d.’L’l, T = ($07x1)7

donde g(z,y) es una funcién holomorfa. Por lo tanto, si y € T, entonces tomando
residuos de Leray con respecto al germen que determina Fj : x* — D;;y x T's, se tiene
que wy := w|y(y) define una seccion del fibrado vectorial 7¥ : H(y) — Dy ) x {y} —
D En efecto, dado y € T tenemos las clases de cohomolgia

()"
t € D slw,|(t) == [d‘”@(t)} = [Resm) (F;"_t)] € H'(x:(y),C).  (26)

Variamos y € T para obtener una secciéon holomorfa del fibrado vectorial I :

(tvy) € D; x Ts S[W](t,y) = l:

w

| Jerumo. e
Y xe(y)

De este modo obtenemos el “pegado” de secciones geométricas asociadas a las singu-

laridades F,.

Notar la diferencia entre las secciones individuales sw,](t) y la seccién de pegado
s[w](t, y). De manera precisa, en este manuscrito solo estaremos interesados en las pro-
piedades de diferenciabilidad de la seccion s(w,] € H{/(y) C V> ~!(y), con respecto al
pardmetro y € T's, con expansion asintética en secciones elementales, ver (12) y (14):

slwy] = > s5(y). (28)

B>—1
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donde s%(y) € Cg(y). Ademds, se tienen secciones de haces vectoriales Cz — T'5 con
fibras Cg(y). Las propiedades de interés sobre diferenciacién de las secciones (y sus
componentes dadas por secciones elementales) dadas por (28), son tratadas de manera
concreta en la aplicacion para el caso de un parametro, ver el apartado 6. La justificacién
técnica de éstas propiedades, se basa en un hecho importante, que por falta de espacio
en este manuscrito y del cual haremos uso exhaustivo: “los objetos Cg, V#, V>~1 son
canonicamente isomorfos” (cf. [Her2002-1]).

C. Superficies de Riemann

Los resultados dados en esta seccidn son basados en [Da2013] y [Mir1995].
Definicion C.1. Sea M un espacio topoldgico.

1. Sean U y V subconjuntos abiertos de M y de C", respectivamente. Una carta
compleja sobre M (o simplemente una carta) es un homeomorfismo ¢ : U — V.

2. Un atlas de M es una coleccién de cartas A := {¢: U, — V,, CC™ | Ya € I},
I C N, con la propiedad M = U,

Dado ¢ : U — V una carta compleja sobre un espacio topolégico M, a cual-
quier punto p € U le corresponde una tnica n-ada de ndmeros complejos ¢(p) =
(z1(p), -+ y 20 (D). A (21(p), - -+ , 2n(p)) se le llama coordenadas complejas sobre U.

Definicién C.2. Dos cartas ¢, : Uy, — Vo, ¢ : Ug — V3 se dirdn analiticas
compatibles si el mapeo ¢, o (bgl 1 03(Ua NUB) — ¢o(Uy N Ug) es holomorfo (ver
Figura 6).

Figura 6. Cartas compatibles.

Definicién C.3. Sea M un espacio topoldgico.

1. Decimos que un atlas A de M es analitico si sus cartas son analiticas compatibles
por pares.



Lecturas Matematicas, vol. 44 (2) (2023), pp. 71-116 113

2. Un espacio topoldgico Hausdorff M, equipado con un atlas analitico A, es llamado
una variedad compleja.

Definicion C.4. Dos atlas analiticos A y B son compatibles, si cualquier carta de A es
analitica compatible con cualquier carta de B.

Se tiene la siguiente equivalencia a la definicién anterior:

Proposicion C.5. (ver [Da2013] pdg. 17) Sean A y B atlas analiticos. Entonces, Ay B
son compatibles < A U B es un atlas analitico.

La unién de todas las cartas analiticas compatibles sobre M es un atlas maximal, este
es llamado una estructura analiticas compleja sobre M.

Llamaremos dimension de una carta ¢ : U, — V,, C C™ al nimero n,,. Para una
variedad compleja conexa M la dimension de las cartas de su atlas es la misma para todas.
Asf, para una variedad compleja conexa M, la dimension de una de sus cartas (cualquiera)
es llamada la dimension de M.

Definicion C.6. Una superficie de Riemann es una variedad analitica compleja conexa M
de dimensién 1.

C.1. Superficies de Riemann Hiperelipticas

Antes de dar la construcién de una superficie de Riemann para una funcién algebraica,
definiremos el pegado de superficies de Riemann. Para esto, nos basaremos en [Mir1995,
pag. 60].

Sean X y Y dos espacios topoldgicos. Supongamos que existe un homeomorfismo ¢ :
U— V,donde U C X yV C Y son abiertos. Tomemos Z = {{x}, {y}, {u,¢(u)} :
re€X—-U, yeY -V, ueU}ydefinamos el mapeo 7 : X UY — Z dado por:

{z} si ze X-U
m(z) =4 {z} si zeY -V
{z,0(2)} si zeU.

Definicion C.7. Z con la topologia cociente es llamado el pegado de X con Y alo largo
de U y V via ¢, el cual denotamos como Z = X LY /4.

Ejemplo C.8. Tomemos X =Y = C,U =V = C - {0} y ¢(z) = 1. El pegado
Z =CuC/¢es Z = {{0},{0},{z, 1}}. Para hacerlo ms explicito, hagamos U =
Uy UUy U SY, donde U es el exterior de S' y Uy es el interior de S* (sin el origen).
Andlogamente, hacemos V = V; U V5 U S1, con V; el interior de S' (sin el origen) y V5
el exterior de S'. Asi, a través de ¢ estamos identificando: U; con Vi, U, con Vs y S 1
consigo mismo. Por tltimo, pegamos los ceros de cada copia de C para obtener, Z, la
esfera de Riemann (ver figura 7).
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d) ‘ C) .
Figura 7. Esfera de Riemann por pegado.

Proposicion C.9. Sean X y Y superficies de Riemann. Supongamos que existe un iso-

morfismo ¢ : U — V, conU C X,V C Y abiertos no vacios. Entonces, existe una

estructura compleja sobre el pegado Z = X Y /¢ tal que las inclusiones naturales de

X yY en Z son holomorfas. En particular, si Z es Hausdorff, Z es una superficie de
Riemann.

Consideremos h(x) un polinomio con raices distintas y de grado 2g + e + 1, e = 0, 1.
Tomemos la curva plana afin X definida por la ecuacién y?> = h(z) y consideremos
U:={(z,y) € X : x # 0} subconjunto abierto de X.

Ahora, consideramos el polinomio homogeneizado de h dado por k(z) = 22972 ().
Dado que h tiene raices distintas, & también tiene raices distintas. Tomemos la curva plana
afin Y definida por la ecuacién w? = k(z) y consideremosa V := {(z,w) € Y : z # 0}
subconjunto abierto de Y.

Definamos el isomorfismo ¢ : U — V dado por ¢(z,y) = (%, 5T )-

Lema C.10. Considerando X, Y y ¢ dado como en el pdrrafo anterior. El pegado
7Z = X UY/¢ es una superficie de Riemann compacta de género g.

Definicion C.11. Una superficie de Riemann compacta construida por una ecuacién de la
forma y? = h(x), donde h es un polinomio con raices distintas, es llamada una superficie
de Riemann hipereliptica.
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