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Resumen: Para vincular la aritmética con el pensar practico y tedrico del alge-
bra, esta investigacion exploratoria enmarcada en la Teoria Modos de Pensa-
miento realizo un estudio de caso, con el objetivo de caracterizar modos de
pensar el conjunto Z, y sus interacciones en docentes chilenos de primaria.
Para ello, se analizaron las respuestas que dieron 30 docentes en servicio a
un cuestionario en linea, con base en un modelo cognitivo propuesto que
define los modos de pensar el conjunto Z, con sus articuladores. Los resultados
muestran que estos docentes, en general, adhieren al modelo cognitivo y
evidencian mas articulacion entre los modos sintético-geométrico y analiti-
co-aritmético que entre los modos analitico-aritmetico y analitico-estructural,
lo que muestra un pensamiento tedérico menos privilegiado. En conclusion, el
algebra de docentes de primaria puede activarse concibiendo al conjunto Z,
como un fragmento matematico que posee 4 elementos construidos. Cada uno
es considerado un conjunto distinto de nimeros congruentes modulo 4 que
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particionan el conjunto Z, haciendo que el concepto clase de equivalencia tri-
bute a la construccion cognitiva del conjunto Z, como grafo ciclico de orden 4.

Palabras claves: Teoria Modos de Pensamiento, Modelo Cognitivo del conjun-
to Z,, Fragmento matemadtico, Docentes de primaria, Aritmética modular.

Abstract: To link arithmetic with the practical and theoretical thinking of algebra,
this exploratory research framed in the Modes of Thinking Theory conducted a
case study to characterize modes of thinking about the set Z, and its interactions
in Chilean primary school teachers. For this purpose, the answers given by 30
in-service teachers to an online questionnaire were analyzed, based on a
proposed cognitive model that defines the modes of thinking about the set Z,
with its articulators. The results show that these teachers, generally adhere to
the cognitive model and evidence more articulation between synthetic-geometric
and analytic-arithmetic modes than between analytic-arithmetic and analytic-
structural modes, which shows less privileged theoretical thinking. In conclusion,
the algebra of primary teachers can be activated by conceiving the set Z, as a
mathematical fragment with 4 elements constructed. Each one is considered a
distinct set of congruent numbers modulo 4 that partition the set Z, making
the concept of equivalence class contribute to the cognitive construction of the
set Z, as a cyclic graph of order 4.

Keywords: Modes of Thinking Theory, Cognitive Model of the set Z,, Mathematical
fragment, Primary teachers, Modular arithmetic.

1. INTRODUCCION

El pensamiento algebraico ha cobrado importancia en los curriculos educativos,
sobre todo, desde los inicios de la escolaridad obligatoria. En Chile, particular-
mente, el dlgebra ha sido considerada como un eje tematico que comienza en
el grado 1 de primaria desde la reforma curricular del ano 2012, estableciéndose
que ninas y ninos puedan explicar y describir relaciones entre ndmeros, formas,
objetos y conceptos a través del analisis de patrones que ‘facilita el desarrollo
de un pensamiento matematico mas abstracto en los niveles superiores, como
es el pensamiento algebraico” (Ministerio de Educacion de Chile, 2012, p. 219).
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Este tipo de pensamiento se concibe como una combinacién entre (i) operar con
incognitas; (i) pensar en términos de variables y sus relaciones; (iii) reconocer una
estructura algebraica. Asi, los sujetos que activan su pensar algebraico evidencian
alguna manifestacion referida a una combinacion entre (i), (i) y/o (iii), indepen-
diente si usan alguna notacion algebraica usual (Carraher y Schliemann, 2014).

El 4lgebra temprana remite a un programa especifico de investigacion y
provee de enfoques sobre la ensenanza para el algebra escolar. Por ende, es
considerada para la formacion docente con el fin de permitir el fomento y desa-
rrollo del pensamiento algebraico desde los primeros anos escolares. Ademas,
contempla la aritmética elemental como un cimiento en el que se encuentran
ideas y principios que son nociones y representaciones propias del algebra. Ello
requiere ser comprendido profundamente por docentes de manera avanzada
para dar acceso inicial a sus estudiantes al algebra. De hecho, son insuficientes
los estudios que permiten cimentar las bases para el dlgebra abstracta en la for-
macion docente, a través de nociones elementales provenientes de la aritmética.

Es relevante hacer notar que el pensamiento algebraico ha sido definido de
manera amplia, especialmente:

El pensamiento algebraico en los primeros grados implica el desarrollo de formas
de pensar dentro de actividades para las que la letra simbolica podria usarse como
una herramienta, o alternativamente dentro de actividades que podrian realizarse
sin usar la letra simbdlica en absoluto, por ejemplo, analizar relaciones entre canti-
dades, notar la estructura, estudiar el cambio, generalizar, resolver problemas, mode-
lar, justificar, probar y predecir. (Kieran, 2004, p. 149)

Vidal-Szabo y Nunez-Fernandez (2021) indican que, para el aprendizaje del
algebra a una temprana edad, su ensenanza contemple tareas que incluyan
patrones cualitativos y cuantitativos, en tanto, permiten descubrir o inventar
formas de representar la realidad, mediante relaciones entre cantidades vy el
reconocimiento de estructuras en fenémenos modelables con algebra. Entonces,
es entendible que exista una vision funcional bastante extendida en la ense-
fianza de las expresiones matematicas (Kieran et al, 2016). Es asi como:

El enfoque funcional para el surgimiento del pensamiento algebraico.. sugiere un
estudio del algebra que se centra en el desarrollo de experiencias con funciones y
familias de funciones a través de encuentros con situaciones del mundo real, cuyas
relaciones cuantitativas pueden ser descritas por estos modelos. (Heid, 1996, p. 239)
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Tal como reportan Chrysostomou y Christou (2019), existe evidencia respecto de
la generalizacion sobre una clase o distintas clases de nimeros que nifas y
ninos son capaces de alcanzar. Por ejemplo, un ndmero impar mds otro ndme-
ro impar da como resultado un ntamero par, y desde un conocimiento mas
avanzado puede interpretarse como el conjunto Z, =: {0, 1}, tal que la clase
de equivalencia 0 representa a cada nimero entero que al dividirse en 2 poseen
resto 0 (nUmeros pares) y, analogamente bajo la misma accion, la clase de
equivalencia 1 representa a los que poseen resto 1 (ntimeros impares). En otras
palabras, la concepcion de nimero puede ampliarse y vincularse a la nocion de
clase de equivalencia al particionar Z en n-ésimas clases.

El dlgebra temprana es un marco referencial, en el que esta investigacion se
circunscribe, en virtud del conjunto Z, y la formacion docente de primaria refe-
rida al pensamiento algebraico. En la seccion siguiente, se presenta la base
matematica sobre la cual se sustentan los modos de pensar el conjunto Z, y
sus articuladores como herramienta matematica que permite el pasaje entre los
modos de pensar dicho conjunto.

1.1 LA DIVISION EN Z

En los sistemas numeéricos, las operaciones elementales son parte de las activi-
dades que habitualmente comienzan en los primeros anos de ensenanza. kn
particular, la operacién division, a diferencia de las otras operaciones, posee 4
componentes numericos: dividendo, divisor, cociente y resto.

La division puede ser presentada como la multiplicacion del dividendo y el
reciproco (inverso multiplicativo) del divisor, seguin Isoda y Olfos (2021). Por lo
que dividir py g (nimeros enteros positivos) con resto 0, se transforma en la
busqueda de uno de los factores de la multiplicacion, entendiendo asi la division
COmO una operacion inversa a la multiplicacion que usualmente es conocida
como division exacta. Sobre su ensefianza, Ivars y Fernandez (2016) afirman
que, si las personas conocen el algoritmo de la division, entonces tienden a
usarlo por sobre otras estrategias de resolucion, o que puede aumentar la apa-
ricion de errores o dificultades.

En el sistema numérico Z, el concepto resto forma parte del proceso algo-
ritmico de la divisién entre dos niimeros enteros dividendo y divisor (no-nulo),
cuyo valor puede variar desde 0 hasta el antecesor del valor absoluto del divisor,
interpretandose de forma numeérica, usualmente. Entonces, a pesar de que el
resto puede tomar otros valores enteros positivos, hay insuficientes experiencias
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en formacion docente que permiten ampliar el significado del resto a otras si-
tuaciones de ensenanza para primaria, lo cual denota que es posible avanzar a
significados mas abstractos para profundizar en la comprension de estrategias
que movilizan docentes en servicio, al resolver problemas que involucran al
resto desde un pensar practico y tedrico, vinculado a conocimientos algebraicos.
En consecuencia, el proposito de esta investigacion es caracterizar modos de
pensar el conjunto Z, y sus interacciones en docentes chilenos de primaria
en servicio.

1.2 REVISION MATEMATICA RELACIONADA CON EL CONJUNTO Z,

Hasta el siglo XVIII, la nocién de numero, cardinal u ordinal, solo tenia sentido
para conjuntos finitos. Mas adelante, cobré sentido la introduccién moderna de
una escala de numeros infinitos. Los conjuntos de infinitos elementos son utiles
para comprender los sistemas numéricos, por ejemplo, el sistema numérico Z
con operaciones binarias definidas en este.

Respecto a la operacion division, Lay-Yong (1966) hace un estudio compara-
do entre los métodos de resolucion de una division entre dos nimeros naturales,
compara el método de galera, usado desde el siglo XV en Europa, el método
hindd y el método chino que datan entre el siglo Vy Ill a. e. ¢ Todos estos mé-
todos explicitan la identificacion de un resto en la division, aunque fue recién
desde la segunda mitad del siglo XVIII que se comenzaron a publicar trabajos
que estudiaban propiedades numéricas y algebraicas del concepto resto.

Uno de los primeros antecedentes formales de la Aritmética Modular fue el
trabajo compilatorio y original de Gauss en el ano 1801 en su obra Disquisitio-
nes Arithmeticae. Struik (1948/1980) declara que esta obra la fechan como un
hito del comienzo de la teoria moderna de nimeros, la cual aborda la teoria de
las congruencias. La notacion de Gauss para el modulo es a = b mod n y tiene
dos significados: (i) @ y b se encuentran en la misma clase de congruencia
modulo n, si ambos dejan el mismo resto al ser divididos por n, o bien, (i) (a — b)
es multiplo de n. Hay que indicar que el significado (i) es el que domina en esta
investigacion, en virtud de los resultados obtenidos.

Esta investigacion considera la relacion de congruencia modulo 4 de la
siguiente forma: V (a,b) € Z* a = b mod 4. Como propiedad, el conjunto
cociente que genera dicha relacion es: Z/ = (mod 4) =: {a/ a € Z}, tal que
a={x€Z/x=amod 4}, lo que define cuatro clases de equivalencia, esto
es, el conjunto Z,, a saber:
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X€EZ/x=0mod4}={x€L/x=4k keZ}={.,—8,-4,0,4,8, ..}

X€EZ/x=1mod4}={x€Z/x=4k+1,keZ}={.,-7,-3,1,5,9,..}
{x€Z/x=2mod4}={x€Z/x=4k+2,kel}={.,—6,-2,2,6,10,..}
{x€Z/x=3mod4}={x€Z/x=4k+3,keZ}={.,—5-1,3,7,11, ..}

1{
{

Wl R o]
I

Notar que el representante de la clase de equivalencia puede estar dado por
cualguier numero que pertenezca a la misma relacion de congruencia modulo 4.
Por otra parte, la figura 1 define la operacion + en el conjunto Z, por medio de
la tabla de Cayley:

+|0]1|2]3

(=]
(=]
=
o8]
(93]

Figura 1. Tabla de Cayley para sumar en Z,.

Se destaca que 1 es generador del conjunto Z, porque si se suma sucesivamen-
te el 1 consigo mismo, se obtienen todos los elementos del conjunto Z,. Al
generalizar, el elemento generador a al sumarse consigo mismo origina el
conjunto (a, 2a, 3a, 4a, 5a,..), tal que sus elementos son 2a = a +q;
3a=a+ a+ a;y asi sucesivamente, como muestra la figura 2.
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Figura 2. llustracion del ciclo de los numeros congruentes modulo 4 y generadores de Z,.
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De la figura 2, notar que no todos los valores de a permiten obtener todos
los elementos del conjunto Z,. Especialmente, si a = 1, o bien, a = 3, entonces
se obtiene todo el conjunto Z,. También, las columnas, 5a, 6a, 7a y 8a vuelven
a repetir las primeras cuatro columnas, formando un ciclo, el cual puede visua-
lizarse por medio de un grafo que inicia desde un nodo ennegrecido que repre-
senta al 0y, bajo una cierta orientacion, se contintia pasando por cada nodo
adyacente al anterior (ver figura 3).

Figura 3. Grafo que representa un ciclo de orden 4.

Lo presentado se sustenta en la matematica y permite caracterizar tres modos
de pensar el conjunto Z,, esto es, un grafo ciclico de orden 4, subconjuntos de
Z derivados de la division por 4 y, dada la propiedad Z/= (mod 4), las 4 clases
de equivalencia. Estos aspectos matematicos se exponen para explicitar modos de
pensar el conjunto Z, lo que también permite vislumbrar articuladores que
facilitan la interaccion entre los modos de pensar dicho conjunto.

2. MARCO CONCEPTUAL

A continuacion, se describe la definicion de fragmento matematico, en el con-
texto de la Teoria Modos de Pensamiento, ademds con sus fundamentos para
sustentar un modelo cognitivo que promueve comprender profundamente el
conjunto Z, y asi contrastarlo con los resultados del instrumento aplicado en
linea a docentes de primaria en servicio.

2.1 DEFINICION DE FRAGMENTO MATEMATICO

Hay un principio que se ha puesto en practica para llegar a la teorizacion en
matematicas, esto es:
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La existencia de analogias entre los rasgos principales de diversas teorias implica
la existencia de una teoria mas general, de la cual esas teorias particulares no son
sino ramales y que las unifica en lo que concierne a esos rasgos principales. (Fréchet
(1955/1988, pp. 67-68)

Por ejemplo, en el calculo vectorial se manifiesta, porque surge después de
haberse desarrollado independientemente las teorias de las fuerzas, las veloci-
dades de rotacion, los torbellinos, entre otros fenémenos fisicos. A saber:

.. Clertas relaciones fisicas de naturalezas diferentes para cada tipo de vectores lle-
vaban a considerar como equivalentes dos sistemas de vectores de la misma natu-
raleza, cuyas representaciones geomeétricas tenian entre si relaciones geométricas
determinadas.

En otros términos, equivalencias fisicas diferentes se traducen en una misma equi-
valencia geométrica.

Estudiar por consiguiente los vectores y la equivalencia geométrica de los sistemas
de vectores, es constituir una teoria comun a las magnitudes fisicas vectoriales de
naturalezas diversas. (Fréchet, 1955/1988, p. 68)

De este modo, un fragmento matemdtico (en adelante, fm) se concibe como una
entidad invariante operativa o logico-discursiva de una multiplicidad coherente
de representaciones semioticas en registros distintos y reconocidas por la comu-
nidad cientifica en el constructo matematico que le objetiviza. La naturaleza
sistémica del fm puede desprenderse de Fréchet (1955/1988) que aborda la
generalizacion como un proceso de practica matematica:

.. Todas las veces que el conjunto de propiedades de una entidad matematica, que
son utilizadas para la demostracion de una proposicion concerniente a esa entidad,
no caracteriza a la propia entidad, entonces la proposicion puede ser extendida a
una entidad mas general. (p. 69)

Por su parte, el Algebra Abstracta es una rama de la matematica que, via defi-
niciones y teoremas, estudia distintas estructuras algebraicas. Weisstein (2002)
le define como la parte del algebra que trata de temas como la légica y sus
fundamentos, el conteo, la teoria elemental de nimeros, la teorfa informal de
conjuntos, el algebra lineal y la teoria de operadores lineales.
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Para efectos de esta investigacion, el conjunto Z, es un fm relacionado con
el Algebra Abstracta, pues se focaliza en distintas interpretaciones, mediante los
modos de pensar este fm en un nivel matematico elemental, los cuales se des-
criben en adelante.

2.2 M0oDOS DE PENSAMIENTO TEORICO Y PRACTICO DEL FRAGMENTO MATEMATICO

La Teoria Modos de Pensamiento, en adelante TMP, ha sido desarrollada por
mas de dos décadas (Bonilla y Parraguez, 2013; Bonilla et al, 2019; Campos y
Parraguez, 2019; Sierspinska, 2000; Parraguez, 2012, 2018; Randolph y Parraguez,
2019), y se ha constituido como una teoria con enfoque cognitivo en la Didac-
tica de la Matematica que consiste en caracterizar modos de pensar algun fm,
permitiendo estudiar fenomenos didacticos relacionados con su comprension,
via la interaccién que hace cognitivamente un sujeto entre los modos de pensar
dicho fm. Lo anterior, desde la practica investigativa, se puede evidenciar median-
te la interpretacion de argumentos que producen sujetos en la resolucion de
problemas matematicos adecuados.

En la TMP, para alcanzar una comprension sistémica de un fm, es primordial
la articulacion entre sus modos de pensar, en tanto, interactian mediante arti-
culadores que son herramientas matematicas que permiten dicha interaccion.
De lo contrario, si no se considera dicha interaccion, entonces se podria dar una
comprension sesgada del fm, generando un posible obstaculo didactico, tal como
lo reporto Sierpinska (2000) para el Algebra Lineal y el conflicto entre su pensar
teorico y practico.

En la TMP se identifica el modo Sintético-Geométrico (SG) con el pensar
practico y los modos Analitico-Aritmético (AA) y Analitico-Estructural (AE) con el
pensar teorico. Actualmente, se ha utilizado la TMP para interpretar la compren-
sién de algunos Sistemas Numéricos. Panoramicamente, Parraguez et al. (2020)
reportan una indagacion en los sistemas numéricos Z, Q y C desde los modos
de pensamiento, cuyos resultados muestran que estudiantes y docentes de
matematica, en formacion, privilegian el modo AA en el abordaje de las activi-
dades presentadas, siendo que estaban intencionadas para provocar el transito
entre sus modos de pensar. Otro estudio reportd sobre como estudiantes de
educacion escolar y universitaria interpretan €y cémo es posible alcanzar su
comprension profunda, evidenciando ciertos articuladores que permiten el pasa-
je entre los modos de pensar € (Randolph y Parraguez, 2019).
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Los modos de pensar un fm desarrollados y adheridos a los que definio
Sierpinska (2000), se describen como:

— Modo SG del fm se presenta mediante una representacion que evoca lo
primero que se viene a la mente a través de una figura, un conjunto de
puntos u otro similar de manera sintética geométrica.

— Modo AA del fm se muestra a través de relaciones numeéricas o simbolicas
u otras similares de manera analitica aritmética.

— Modo AE del fm se evidencia mediante axiomas, propiedades o teoremas
de los objetos matematicos que se le caracterizan como invariantes, mas
alla de la forma (prescindiendo de lo practico) de manera analitica estructural.

Con base en la matematica, dichos modos y sus articuladores constituyen un
Modelo Cognitivo del fm que da cuenta de la comprension profunda en ense-
nantes y/o aprendices, en tanto, estos sujetos proporcionan evidencias de las
interacciones en el modelo, conciliando lo practico con lo teérico propios del fm
(Parraguez et al, 2021).

2.3 MODELO COGNITIVO PROPUESTO PARA COMPRENDER PROFUNDAMENTE EL

CONJUNTO Z,

El modelo cognitivo para pensar el conjunto Z, por medio de sus modos SG,
AA'y AE, y sus articuladores se muestra a continuacion en las Tablas 1y 2,
respectivamente.

Tabla 1. Modos de pensar el conjunto Z,.

Modos de pensar

SG

AA

AE

|dea matematica

Grafo ciclico de
orden 4

4 subconjuntos de Z, cuya union
disjunta es Z, dada la division por

4y los restos generados

4 clases de equivalencia, dada
la propiedad Z/= (mod 4)

Representacion

A={.,—8,-4,0,4,8,..}
B={.—7,-3,1,5,9,.}
€={.,—6-2,2610,.1}
D={.,—5-1,3,711.}
enqueZ=AUBUCUD

CND=9

B
conANBNCN

{x€Z/x=0mod 4}
{xE€Z/x=1mod 4}
{x€Z/x=2mod4}
{x€Z/x=3mod4}
tal que Z,= {0, 1,2, 3]

0
1
2
3=
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Tabla 2. Articuladores hipotéticos entre los modos de pensar el conjunto Z,.

Transitos Articuladores Descripcion

SG & AA Correspondencia  Para cada nodo del grafo ciclico de orden 4, le corresponde un Unico
biunivoca subconjunto de Z, estoes, Z=AUBUCUD

con AN BN CN D =@, biunivocamente.
AA & AE Relacion de Al dividir un numero entero (dividendo) por el divisor fijo 4, se generan
congruencia cuatro restos (0, 1, 2'y 3) que representan a los dividendos congruentes

modulo 4 maédulo 4 como clases de equivalencia.

SG « AE Correspondencia  Para cada nodo del grafo ciclico de orden 4, le corresponde una unica
biunivoca clase de equivalencia con base en Z/= (mod 4), biunivocamente.

Con base en la propiedad Z/= (mod 4) se particiona Z y se generan 4
subconjuntos disjuntos, cuyos representantes son numeros distintos que no se
interpretan como cantidades sino como clases de equivalencia.

Abordar el conjunto Z, desde sus modos SG, AA 'y AE pone de relieve un
pensamiento sistémico que permite evidenciar su comprension profunda. Una de
las caracteristicas de este tipo de pensamiento es el establecimiento e interaccion
de diferentes maneras de visualizary entender un fm, involucrando vinculos entre
estas interacciones dentro de un sistema, los que estan conectados a otros fm. Por
ejemplo, grupo ciclico, grupo cociente, aritmetica modular, clases de equivalen-
cia, division euclidiana, entre otros, estan vinculados sistémicamente al conjunto
Z,en el contexto del algebra abstracta. Por tanto, la comprension profunda del
conjunto Z, se produce por la interaccion de los modos de pensar SG, AA y AE,
con lo cual el pasaje de un modo de pensar a otro, a través de articuladores, se
torna fundamental para esta investigacion. A su vez, es requerido explicitar qué
herramientas matematicas son dichos articuladores.

Esta investigacion busca caracterizar modos de pensar el conjunto Z, y sus
interacciones en docentes de primaria en servicio. Para ello, en el marco de la
TMP, la pregunta de investigacion es iqué articuladores propician la compren-
sion profunda del conjunto Z,? A partir de los resultados obtenidos, producto del
analisis de los datos cualitativos recolectados, la determinacion de articuladores
permite validar, refinar o refutar el modelo cognitivo propuesto (ver tablas 1y 2).
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3. METODOLOGIA

Esta investigacion exploratoria es cualitativa y se enmarca en un estudio de caso
instrumental, ya que el caso se escoge para caracterizar modos de pensar el
conjunto Z,y sus interacciones en docentes de primaria en servicio, lo que
permite conseguir un entendimiento mas profundo del fenéomeno didactico en
cuestion, pues se centra en lo especifico y no en lo general. En otras palabras,
es un estudio de lo singular, lo particular y lo exclusivo referido a un caso sobre
un sistema integrado (Stake, 1998).

En este tipo de investigaciones se permite profundizar en temas poco explo-
rados para alcanzar una indagacion mas detallada. Segiin Merriam (1988), los
estudios de caso son descriptivos e interpretativos y, se apoyan en el razona-
miento heuristico durante el tratamiento de diferentes fuentes de datos por
parte del equipo investigador. Dentro de sus virtudes, un estudio de caso tiene
el potencial de implicar a sus participantes en el proceso, reconociendo la nece-
sidad de una construccién conjunta de la realidad percibida, via relaciones e
interpretaciones que se crean, lo cual ademas otorga oportunidades para que
los investigadores afiancen una autorreflexion para comprender el caso (Simons,
2011). En la presente investigacion se valora las perspectivas de los docentes
como participantes, en cuanto al entendimiento que evidencian frente a una
realidad que se supone subjetiva y que se reactiva con un problema matema-
tico visto con anterioridad adaptado a un cuestionario en linea.

3.1 EL CASO: PARTICIPANTES Y CONTEXTO

Participaron de esta investigacion 30 docentes de primaria en servicio, solo 13
poseen alguna especialidad en matematica y para identificarlos se les rotuld
desde P01 a P30, bajo consentimiento informado que garantiza anonimato y
circulacion reservada de los resultados del cuestionario aplicado en linea. Dichos
docentes han sido parte de un programa chileno de desarrollo profesional lla-
mado Sumo Primero en Terreno (SPT, versién ano 2019-2021) que abarco 200
escuelas con altos desafios educativos.

En el cuestionario en linea, opcionalmente, los docentes podian subir archi-
vos de sus resoluciones a Google Forms. Entre los participantes que subieron
sus producciones, existe un desempeno que se denomino emblematico (docen-
te P13) porque en sus respuestas escritas fotografiadas se vislumbra la cohe-
rencia con el modelo cognitivo propuesto para pensar el conjunto Z,.
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3.2 INSTRUMENTO DE RECOGIDA DE DATOS

En el programa SPT, dos investigadores del equipo disenaron e implementaron
un taller gue puso en juego un problema matematico, que resolvieron los docen-
tes para dotar al concepto resto de un significado. Este problema se convirtié en
un pilotaje masivo y en una fuente de inspiracion para el disefo del instrumen-
to que se describe en la figura 4.

EL JUEGO DE LAS ESTACIONES DE COLORES

Consiste en predecir el color de la estacion donde se encuentra -

Pablo al realizar saltos de una estacion a otra, comenzando ﬂ
siempre en la estacion roja (ver Figura A). " :
|- Predice la estacion donde estd Pablo a los: v

a) 16 saltos (ftem A): b) 34 saltos (ftem B); ¢) 373 saltos (ftem C)

Figura A. El juego de las estaciones
Il- En qué estacion cae finalmente Pablo a los 4n + 2 saltos, de colores
siendon=1{0,1,2,3,4,5,.} ? (item D)

Para cada caso, explica cémo lo pensaste.

lll- Partiendo siempre desde la estacion roja, dCémo expresaria los saltos de Pablo, si cada vez que juega
cae finalmente en la estacion azul? (ltem E)

Figura 4. Problema matematico denominado El Juego de las Estaciones de Colores.

Este problema se adapto para ser implementado en items del A al E, mediante
un cuestionario en linea soportado en Google Forms, el cual contemplo cinco
secciones: (1) descripcién del proposito del cuestionario y consentimiento infor-
mado; (2) perfil de los participantes; (3) ftems A By C; (4) ftems Dy E y (5)
seccion final para reflexionar sobre lo realizado y contacto. Opcionalmente los
participantes podian subir un archivo de su resolucion por escrito (en formato
doc, pdf, jpg o ppt) en la seccién (3) y (4).

3.3 CATEGORIAS DE ANALISIS Y DESCRIPTORES

La tabla 3 presentan categorias de analisis que son los transitos producidos
entre un modo y otro de pensar el conjunto Z, mediante articuladores definidos
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(ver tabla 2). Asi, es posible levantar evidencias para validar, refinar o refutar el
modelo cognitivo propuesto para pensar el conjunto 7Z,.

Tabla 3. Descriptores de transitos generados por articuladores hipotéticos entre modos de
pensar el conjunto Z,4, segun ftems.

Transitos Articulador hipotético Descriptor ftem
SG - AA Conteo 1 a 1, haciendo Cuenta uno por uno las estaciones de colores, A
corresponder el ndmero de saltos  ciclicamente, hasta llegar al salto 16, el cual
con las estaciones de colores.  hace corresponder a la estacion roja.
SG = AA El nimero de saltos que es Para cada multiplo de 4, le corresponde tni- A
multiplo de 4 es asociado a la  camente la estacion roja.
estacion roja.
SG = AA Agrupa de 4 en 4y cuentalo  Agrupa de a 4, y relaciona lo restante a una B
restante. Unica estacion de color. En este caso, 8 grupos
de 4 saltos y 2 saltos mas, lo cual asocia a la
estacion verde.
AA — AE Algoritmo de la division. Realiza la division entre 373 (dividendo dado) C
y 4 (divisor fijo), cuyo resto es 1y lo relaciona
con la estacion amarilla.
AA & AE Nocién de funcion. Identifica como {4n + 1} a todos los saltos que  C
se relacionan a la clase de equivalencia T (esta-
cion amarilla), expresando 373 =4 x 83 + 1.
SG & AE Nocién de funcién. Reconoce que el numero de saltos {4n +2} D
se relacionan a la estacion verde, dando valo-
res para la variable n y generalizando hacia
la clase de equivalencia 2, ya que son nime-
ros congruentes modulo 4.
SG & AA Nocion de funcion. Reconoce que la estacion azul estd asociado  E

al numero de saltos {4n + 3} o {4n — 1},
pues son numeros congruentes modulo 4.

Nota. La notacion ‘p—q" da cuenta de un transito unidireccional desde “p" hacia “q". Mientras que

U

el uso de ‘pe>q’ da cuenta de una bidireccion, tanto de “p" hacia “q" como viceversa, siendo p y q

distintos modos de pensar el conjunto Z,.
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3.4 PROCEDIMIENTO DE ANALISIS Y VALIDACION

Con base en la tabla 3, se distribuyé el trabajo de analisis, dos investigadores
analizaron las respuestas a los items A, B'y C; y otros dos analizaron las res-
puestas a los items D y E. Luego, se examinaron los analisis de forma conjunta
y se concordaron diferencias.

El método de validacion de datos, fue mediante el andlisis conjunto de las
interpretaciones a través de la TMP de los investigadores en dos equipos, lo cual
fue util para la valoracién de aspectos cualitativos. Dicha técnica fue adecuada
metodologicamente porque permitié una validez de contenido, mediante juicio
experto (Escobar-Pérez, 2008).

4. ANALISIS Y RESULTADOS

Del analisis de los datos desde el item A al C se destaca que, a medida que
aumenta el numero de saltos, la dificultad aumenta porque disminuyeron las
respuestas correctas. Ilgualmente, en las respuestas a los items D y E se da cuenta
de un nivel de dificultad progresivo, en tanto, una respuesta correcta debia otorgar
una interpretacion simbdlica a los 4n + 2 saltos, dado n = {0, 1, 2, 3, 4, 5,...}
(item D) y expresar simbolicamente los saltos, si cada vez que se juega resulta
que cae en la estacion azul, partiendo siempre desde la estacion roja (item E). En
sintesis, la figura 5 muestra la distribucion de respuestas correctas, segun item.

Proporcién de respuestas correctas, segln item del cuestionario

0% 10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80% 90% 100%

Figura 5. Grafico de la distribucion de respuestas correctas por item.
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4.1 ANALISIS DE LAS RESPUESTAS A LOS iTEMS A, BY C

El ftem A tuvo un bajo porcentaje de error, solo 3 docentes erraron de 30. En este
ftem se privilegia los argumentos de contar 1 a 1 por estacion de color y obtener
que: al salto 16, Pablo cae en la estacién roja (11 docentes, 37% de los participan-
tes). Mientras que la sequnda mayoria se centra en una estrategia multiplicativa,
pues identifican que: a los 16 saltos, agrupando de 4 en 4, corresponde a la
estacion roja de donde se partié (9 docentes, 30% de los participantes).

Algunos argumentos evidencian un transito entre el modo de pensar SG al
AA en el item A. Por ejemplo:

P24: Conteé de 1 en 1 hasta llegar a 16. Luego identifiqué que el rojo son todos los multiplos
de 4, por lo tanto, al salto 16 caerfa en el rojo.

P16: Hice hasta el salto 4 que es cuando vuelve a la roja. Entonces me di cuenta de que cada
4 vuelve a la roja por lo que en el nimero 16 y cualquier multiplo de 4 cae en la roja.

El argumento de P24 distingue que el contar 1 a 1 va por estacion dando cuen-
ta de un modo SG, el cual extiende al modo AA, identificando que el numero de
saltos que son multiplos de 4 volveran a la estacion roja. Mientras que P16
privilegia el modo AA, en tanto cambia el modo SG al AA porque al salto 4
identifica que cada 4 se vuelve a la estacion roja, manifestando un razonamien-
to numérico mas afianzado que P24.

Por su parte, P13 evidencia un modo de pensar AA, estrictamente, ya
que evita contar estacion por estacion como se muestra a continuacion:

P13: La ronda, al tener 4 estaciones, puedo calcular el color a los 16 saltos de manera men-
tal al amplificar por cuatro. De esta manera me evito de contar univocamente.

En el item B se duplico el porcentaje de error en relacion con el item A, al responder
incorrectamente 6 docentes de 30. Asimismo, deja de estar privilegiado el conteo 1
a 1, ya que el numero de saltos es mayor que el ftem A (de 16 a 34 saltos), lo cual
pudo producir que predominaran estrategias multiplicativas (17 docentes, 56% de
los participantes). Hay argumentos en el item B que se aproximan a la estacién por
defecto, esto es, buscar un multiplo de 4 menory cercano a 34 para después sumar
los saltos que faltan y asi relacionarlos con la estacion correspondiente. Por ejemplo,
P15 privilegia el modo AA, aunque no abandona el pensar practico:
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P15: 32 es multiplo de 4, por lo tanto, cae en la roja.. saltamos dos veces para llegar al salto
34..cae en el verde.

Otros participantes, en cambio, entablan una relacion aproximandose también
por defecto, pero considerando los multiplos de 16, por ejemplo:

P27: El doble de 16 son 32 mas 2.
P21: Dupliqué la cantidad de la pregunta anterior y me movi las dos restantes.

Hay un argumento correcto que se aproxima a la estacion por exceso, esto es,
buscar un multiplo de 4 mayor y cercano a 34, para luego restar los saltos que
sobran y relacionarlos con la estacion respectiva. Por ejemplo, PO7 privilegia el
modo AA en tanto expresa en su argumento numeérico la siguiente operacion
combinada: “4 x 9 - 2",

Existe otro argumento que se acerca al modo AE desde el modo AA, al con-
siderarse la secuencia 4, § .., 32 (primeros multiplos de 4, o bien, nimeros que
al dividir por 4 da resto 0) asociados a la estacion roja y, desde ahi, llega al salto
34 sumando 2 para llegar a la estacion verde, segun explica P13 a continuacion:

P13: De igual manera fui amplificando por 4, hasta acercarme al resultado. Me posicioné en
el rojo a los 4; 8; 12; 16; 20; 24; 28; 32 y nada mas salté los 2 espacios que faltaban para
completar los 34.

El item C tuvo un porcentaje de error mayor que en el item B, no acertando
correctamente 10 docentes de 30. Persiste la estrategia de aproximarse, a través
de los multiplos de 4 por defecto, lo cual da cuenta de un modo AA de pensar
el problema que no excluye del todo al modo , por los indicios en el registro

verbal que se dan con las expresiones: “un salto’, “avanzando’, “amarillo’, entre
otros, propios del contexto del juego. Por ejemplo:

P24: Consideré que estaria en el color rojo en el salto 372 (93 x 4) y méas 1 salto quedaria en
el color amarillo.

P28: Busqué el multiplo de 4 y agregué 1.
P13: Amplificando el 4 hasta aproximarse al 372; avanzando 1 espacio quedando en el
amarillo. También se puede hacer por medio de la division.
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Otros argumentos, como respuestas al item C, ocupan el resto 1 de la division
entre el numero de saltos 373 y el numero fijo de estaciones 4, relaciondndolo
a que cae en la estacion amarilla (10 de 30 participantes). Esto evidencia privi-
legiadamente el modo AA, pues cada resto se relaciona con un unico color de
estacion (idea emergente de clase de equivalencia, bajo el modo AE), estando

nou

el modo SG presente mediante términos como “un salto mas’, “de la roja pasamos

nou

a la amarilla”, “el resto lo movi’, entre otras expresiones. Por ejemplo:

P15: 373:4=93.. 93x4=372 cae en la roja.. el resto es 1, por lo tanto, debemos hacer un salto
mas para llegar al 373..de la roja pasamos a la amarilla.

P21: Realicé una division utilizando como divisor las 4 estaciones y solo el resto 1o movi.

P11: Dividi 373 en 4, me sobra 1.

A partir de estos resultados, es posible reconocer un razonamiento figurativo con
iteracion al desplegar el modo SG mediante el uso de términos como saltos,
avanzar, estaciones, ronda, entre otros; haciendo de la estrategia de conteo 1 a
1 una correspondencia biunivoca entre un unico color de estacion con los
numeros de saltos respectivos.

Ademas, la idea de iteracion se vincula, en la mayoria de los casos, a un
razonamiento numérico que es ciclico, en el sentido que se toma en cuenta una
aproximacion por defecto, esto es, 4k + p con k entero positivo y p varia discre-
tamente de 0 a 3, en que p = 0 corresponde a la estacion roja, p =1 a la
amarilla, p = 2 a la verde y p = 3 a la azul. O bien, una aproximacion por
exceso, esto es, 4k — q con k entero positivo y g varia discretamente de 0 a 3,
en que q = 0 corresponde a la estacion roja, g =1 a la azul, g = 2 a la verde
y q = 3 a la amarilla. Tanto 4k + p como 4k — q son articuladores que van
desde el modo SG al modo AA, y viceversa.

Igualmente, hay casos que dan uso del concepto resto al dividir la cantidad
de saltos con la cantidad fija de 4 estaciones, lo cual hace que cada resto varie
discretamente de 0 a 3y se relacione con un Unico color de estacion. Lo anterior,
evidencia los modos SG, AA y, en parte, que emerja el modo de pensar AE del
conjunto Z,.

4.2 ANALISIS DE LAS RESPUESTAS A LOS iTEMS D Y E

Esta seccion precisa de una coordinacion implicita, pues ambos items D y E
pretenden que los docentes etiqueten cada estacion en términos n-ésimos. Sin
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embargo, el alcance de logro en ambos items es desigual como se aprecia en
la figura 5, siendo el item E el mas exigente.

Las respuestas al item D alcanzaron un bajo porcentaje de error (5 partici-
pantes de 29 que respondieron, dado que P24 no responde). De ello, los docen-
tes P04, P08 y P12 respondieron que la estacién en que cae Pablo después de
4n + 2 saltos es la estacion azul, P09 dice que cae en la estacion amarilla,
mientras que P21 y P29 en la estacion roja. Esto se puede interpretar, en el
sentido de la TMP, que los docentes no han desarrollado la articulacion entre
los modos de pensar el conjunto Z,, via el concepto funcion.

Entre los argumentos correctos mas recurrentes dados por los docentes al
ftem D, se encuentra PO1 que proporciona el siguiente argumento:

PO1: Porque cualquier multiplo de 4 dejara a Pablo en el casillero rojo entonces mas 2 lo
lleva siempre al casillero verde, es una constante.

El argumento de PO1 muestra una generalizacién porque dice “.. cualquier
multiplo de 4..”, al hacer de los multiplos de 4 un punto fijo para moverse a otras
estaciones. Esto evidencia que articula los modos SG con AE, mediante la corres-
pondencia entre cada estacion de acuerdo con una Unica clase de equivalencia
(elemento del conjunto Z,).

Por su parte, menos de la mitad de las respuestas al item E fueron correctas.
Su resolucion requeria construir un elemento del conjunto Z, por medio de una
particion, asociada a un solo color de estacion. Entre los argumentos que mos-
traron los docentes para indicar una expresion simbdlica que representa los
juegos de Pablo que caen en la estacion azul partiendo de |a roja, se pueden
clasificar en dos tipos de argumentos, a saber:

Argumento tipo 1. Hay 9 docentes que expresan la situacion del item E con
la expresion 4n + 3. Ello evidencia que hacen corresponder la estacion azul
(modo SG), con su representacion generalizada, correspondiente a la expresion
4n + 3, siendo el resto igual a 3 y convirtiéndose en un elemento del conjunto
Z, (modo AE). Entre los argumentos que han empleado los docentes para su
accionar simbdlico, se encuentra el argumento de P02, a continuacion:

P02: Seria (4n+3) porque independiente de las vueltas completas que dé, siempre debe
darle (3 en el resto) para que quede en el circulo azul, porque debe dar 3 saltos mas a
partir del circulo rojo.
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Notar que P02 da cuenta que 4n es un invariante en tanto enuncia que “..
independiente de las vueltas completas que dé..”, haciendo de la estacion roja
un punto fijo para contar los saltos restantes luego de las vueltas completas,
senalando que “.. debe dar 3 saltos mas a partir del circulo rojo".

Argumento tipo 2. Hay 5 docentes que expresan la situacion del item E con la
expresion 4n — 1. Andlogo al argumento tipo 1, esto evidencia que hacen correspon-
der la estacion azul (modo SG), con su representacion generalizada correspondiente
4n — 1, tal que se busca un multiplo de 4 por exceso para luego restar 1 salto y
obtener asi que dicho numero generalizado de saltos corresponde a una clase de
equivalencia como elemento del conjunto Z, (modo AE). Por ejemplo:

P27. Cae en la casilla anterior a la que partio.
P21: 4xn-1siendon=10,1,23 4, .}

Notar que P27 da cuenta de la accién de saltar en la orientacion contraria al
indicado en el problema (ver figura 4), ya que retrocede un salto desde la esta-
Cion roja de partida.

En consecuencia, el argumento tipo 1 permite entablar una relacion en-
tre cada elemento del conjunto Z,con un Unico resto, mientras que el argu-
mento tipo 2 fija la expresion 4n — 1 como una funcion, cuyo dominio es el
conjunto N,

4.3 DESEMPENO EMBLEMATICO DE P13

A continuacion, la figura 6 presenta un diagrama que muestra los argumentos
escritos de P13 interpretados desde el modelo cognitivo propuesto.
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Resolucién Resolucion Resolucion
alositemsA By C al item D al item E
3% (4n+2) (4n+3)
%E (41+2):6 (40+43):3
* (h2+2)-10 (41+3)- 1
hi (43+2)* 14y (a-2+3)- 11

' (4u+2)= 13 (4-3+3): 15
3;8;5;21;/;3,3;51 3;%;11,15;13;23,21; 31,35

Aurticulacién
2 AA-AE
6
Articulacion Aurticulacién
SG-AA SG-AA-AE

Figura 6. Interpretacion de las respuestas de P13 de acuerdo con el modelo cognitivo propuesto.

El docente P13 brinda una articulacién completa entre los tres modos de pensar
el conjunto Z, en el sentido que su produccion muestra que para los items
A By C existe un articulador entre los modos SG y AA, pues a cada color de
estacion le hace corresponder una Unica secuencia de saltos, biunivocamen-
te. Asimismo, en la resolucion a los items D y E, P13 evalta las funciones
4n + 2 y 4n + 3, respectivamente, las que cumplen con el rol de articulador
entre los modos AA 'y AE. De hecho, para el item D argumenta que: Al desarrollar
la expresion reemplazando los valores de ‘n’: determiné cual era el salto que
Pablo se encontraba. Notar que consideré como preimagen los valores 1, 2, 3y
4; mientras que en el item E considero los valores de preimagen 0, 1, 2y 3. De lo
anterior, se concluye que en el item E, P13 da uso del 0: “(4 x n + 3) saltos, donde
n=1{0:1; 2: 3: 4; 5; .J’, pero cabe destacar que es dificil interpretar el salto niimero
0 producto del trilema compuesto por la cantidad (0 saltos), la posicién (salto 0)
y el elemento del dominio o del codominio de cierta funcién f -esto es, 0 como
preimagen de f, o bien, 0 como imagen de f, respectivamente.

Desde la perspectiva funcional, la consideracion del 0 serd relevante en el
dominio de cierta funcion f, dependiendo de la expresion algebraica para su
imagen. En otras palabras, si el dominio parte de 0 (conjunto No) como preima-
gen tiene sentido la expresion 4n + 3 para sus imagenes en el item E, pero si
el dominio parte con el valor de preimagen 1 (conjunto N) debe ser
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considerada la expresion 4n — 1 para sus imagenes, y asi obtener el elemento
3 del conjunto Z, ya que los conjuntos de dichas imagenes en ambos casos
son numeros congruentes a 3 modulo 4, siendo una misma particion de Z. Lo
anterior, hace que cobre relevancia el modo AE del conjunto Z,, prescindiendo
de la forma al centrarse en la clase de equivalencia que genera dicha particion
en Z como una estructura mas integral y sistémica.

5. DISCUSION, CONCLUSIONES Y PROYECCIONES

El propdsito de esta investigacion fue caracterizar modos de pensar el conjunto
Z, y sus interacciones en docentes chilenos de primaria en servicio. Segun el
analisis y los resultados se evidencio que los modos de pensar el conjunto Z,
pueden ser caracterizados como un camino ciclico de orden 4 con una orienta-
cién determinada en el avance (pensamiento practico) y como ndmeros con-
gruentes modulo 4, inclusive, por la propiedad Z/ = (mod 4) como una
tetraparticion del conjunto Z (pensamiento teorico).

Con el fin de que el pensar practico y tedrico robustezcan la comprension pro-
funda del conjunto Z, es necesario caracterizar los articuladores entre los modos
SG, AA'y AE del conjunto Z,. Es asi como la tabla 3, a la luz de los resultados,
confirma que la propuesta de articuladores hipotéticos es plausible y viable. Otros
estudios en esta linea podrian seguir refinando el modelo cognitivo propuesto,
por ejemplo, de acuerdo con los sujetos resolutores del problema de la figura 4
dirigido a escolares, profesores en formacion, incluso, al formador de profesores.

Las actividades tradicionales que se asocian al desarrollo temprano del
pensamiento algebraico son el analizar relaciones entre cantidades, captar algu-
na estructura, estudiar el cambio, generalizar resolviendo problemas, modelando,
justificando, probando y prediciendo (Kieran, 2004). Estas acciones se condicen
a las sugeridas por Vidal-Szabd y Nunez-Fernandez (2021) y coinciden con las
realizadas por los docentes que participaron de esta investigacion, en virtud del
cuestionario en linea aplicado. Asimismo, tomando en cuenta a Carrahery
Schliemann (2014), fue posible interpretar que el pensar algebraico de los docen-
tes involucra una combinacion entre operar con incognitas y en términos de
variables y sus relaciones, como también reconocer cierta estructura algebraica
implicita, independiente de la usual notacién algebraica.

Por su parte, se corrobora lo reportado por Ivars y Fernandez (2016), pues
algunos docentes por privilegiar el algoritmo de la division, sobre otras
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estrategias mas adecuadas, favorecieron la aparicion de errores. Ademas, de
acuerdo con Chrysostomou y Christou (2019), esta investigacion da cuenta que
es posible extender el tratamiento que se da al conjunto Z, en estudiantes al
conjunto Z, en docentes de primaria en servicio, y no solo desde una proximidad
numeérica, sino también desde una proximidad figural y estructural, generando
una comprension algebraica mas profunda.

Se concluye que los docentes participantes, en general, adhieren al modelo
cognitivo definido y evidencian mas articulacion entre los modos SG-AA que entre
los modos AA-AE, lo que puede estar indicando un pensamiento teérico menos
privilegiado. Ademas, el algebra de los docentes de primaria en servicio puede
activarse concibiendo al conjunto Z, como un fm que posee 4 elementos que
corresponden a numeros distintos y congruentes modulo 4 que particionan Z en
un pensar teérico, haciendo que la concepcioén de numero se modifique por la
relacion con el concepto clase de equivalencia que tributa a la construccion del
conjunto Z, como grafo ciclico de orden 4.

La idea del 0, o bien, analogamente la idea del 1, ambos como primer ele-
mento a tomar en cuenta durante el proceso de abstraccion del modo SG hacia
el modo AA y/o AE ha resultado una limitacién de la investigacion en relacion
con el contexto del problema matematico, pues su fenomenologia restringe el
numero de saltos en tanto comienza de 1 en vez de 0, pues el salto nulo (0
saltos como cantidad) no tiene significado en dicho contexto, pues serfa un salto
que no se hace; a menos que se signifique el salto 0 de forma ordinal. A pesar
de ello, excepcionalmente, P13 pudo dar uso al nimero 0 como primer elemen-
to cuando resuelve el item E, a diferencia de como resolvio item D, lo cual da
indicios de una progresion en su comprension profunda referida al conjunto Z,.

Otra limitacion es la orientacion en el sentido antihorario de los saltos que
se realizan en el juego de las estaciones de colores, pues restringe pensar en
los numeros enteros negativos, para lo cual puede ampliarse a una orientacion
en el sentido horario para dar significado a la negatividad de los numeros ente-
ros. Sin embargo, hubo docentes que generalizaron los saltos con la expresion
4n — 1 en el item E (argumento tipo 2), la cual relacionan a la estacion azul y
que significaban para n = 0 el salto (—1) como uno en sentido horario desde
la estacion roja, esto es, retroceden un salto desde la estacion roja. Ello puede
transformarse en una oportunidad de aprendizaje para entender los elementos
inversos del conjunto Z, dotado de la operacion adicion.

Dentro de las implicancias de la investigacion, y al considerar los paises
cuyos curriculos tienen en cuenta el temprano desarrollo del pensamiento
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algebraico a nivel escolar, es pertinente y necesario que sus formaciones docen-
tes promuevan el desarrollo de habilidades para tratar el algebra como una
aritmética generalizada. De esta forma, tanto estudiantes de pedagogia como
docentes en servicio, pueden tener mayores oportunidades para ofrecer disefios
de situaciones de aprendizaje que propicien el transito de la aritmética al alge-
bra en la escuela, tal como lo sugieren los Estandares de la Profesion Docente
para las carreras de Pedagogia en Educacion General Basica en Chile (Ministe-
rio de Educacion de Chile, 2022).

Esta investigacion puede proyectarse en dos perspectivas. Una que desarro-
lle la linea que permita explorar otros problemas en contextos cotidianos como,
por ejemplo, dias de la semana (Z,), meses del afo (Z,,), inclusive, extender el
problema matematico de la figura 4 a k estaciones de colores para abordar Z,
con k=25,6,7,..,n Y otra perspectiva que permita progresar en la idea de
conjunto Z, hacia la idea de grupo (%Z,, +) como estructura algebraica, o bien,
avanzar en la comprension profunda del conjunto generalizado Z,, en contextos
matematicos para discernir procesos deductivos de pensamiento que pueden
emerger en una secuencia de ensefianza para complementar la formacion de
docentes que ensenan o ensenaran algebra a escolares.
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