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Resumen

En este articulo se hace una revision de la literatura en resolucion de
problemas, que pone de manifiesto las dificultades que existen en este tema
en la actualidad y cémo éstas no estan plenamente caracterizadas.
Se aportan también datos sobre la tendencia a fomentar el estudio de las
Matematicas basado en el desarrollo del pensamiento operacional, y se
analizan los resultados de alumnos de la Facultad de Educacion de la
Universidad de La Laguna, resolviendo problemas que implican procesos de
generalizacion y modelizacion.

Estos resultados cuestionan si el énfasis que la ensefianza de las
Matematicas pone en el pensamiento operacional, puede estar creando
dificultades al alumno en la resolucion de problemas de Matematicas.

Abstract

This work consists of a review on the problem solving literature which
reveals the difficulties currently existing in this subject, and how such
literature is not still completely characterized.

Evidences on the tendency in encouraging the study of mathematics
based on an operational thinking are addressed. In addition, the results of
several problem solving activities entailing generalization and modelling
processes, and performed by the students of the Faculty of Education of the
University of La Laguna, are carefully analysed.

The results question whether the emphasis put by the teaching of
mathematics in the operational thinking could create difficulties to the
students when solving this kind of problems.
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Introduccion

Presentamos en este trabajo algunas consecuencias que se derivan de
dar preponderancia al desarrollo del conocimiento operacional frente a otros
conocimientos en la resolucién de problemas de Matematicas.

La revision de la literatura en resolucion de problemas a partir de Polya
(1957), que nos aporta aspectos de la cognicién y de la heuristica, de
Schoenfeld (1985, 1987, 1992) que incluye ademas en sus estudios aspectos
relacionados con la metacognicion y las creencias, y las revisiones mas
recientes (Lesh y Zawojewski, 2007; ZDM, 2007), nos llevan a la conclusion
de que hay dificultades en la resolucion de problemas que no estan
plenamente caracterizadas.

Ello ha motivado este estudio, en el que revisamos, de una parte, el
papel que juega el énfasis que, en todos los niveles, se le concede al
conocimiento operacional en la ensefianza de las Matematicas y, de otra, la
influencia que éste puede estar teniendo, fundamentalmente, en la resolucion
de problemas, que necesita de estrategias, relacionadas méas con un
pensamiento estructural e incluso con un pensamiento procesual, que con un
pensamiento operacional.

Este estudio se estructura en cuatro partes: revision de investigaciones
en resolucidn de problemas, caracteristicas del conocimiento matematico en
alumnos del Titulo de Maestro de Educacion Primaria, Maestros de
Educacion Primaria en formacién resolviendo problemas y consideraciones

finales.

Revision de investigaciones en resolucion de problemas

Tomamos en consideracion para desarrollar este apartado,
especialmente el trabajo de de Lesh y Zawojewski (2007) y los articulos de la
revista ZDM, 5y 6 (2007).
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Lesh y Zawojewski analizan como la investigacién en resolucion de
problemas tiene un momento muy importante entre 1980 y 1990, pero en la
siguiente década la atencidn se desvia hacia otros campos y se hacen menos
trabajos en este topico, siendo los trabajos de Polya el punto de partida de

muchos estudios sobre resolucion de problemas.

Las primeras ideas

Las situamos inicialmente en Polya (1957), para el que ensefiar no es
una ciencia, sino que es un arte. El fin de la ensefianza es ensefiar a los
jovenes a PENSAR. Ensefiar a pensar significa no sélo proporcionar
informacién, sino desarrollar la habilidad de los estudiantes para usarla: como
saber, actitudes Utiles, habitos mentales deseables. Este pensamiento puede
ser identificado como resolucion de problemas, y esta relacionado no sélo con
axiomas, teoremas..., sino con procesos de generalizacién, argumentos
inductivos, reconocimiento de conceptos matematicos...

Destaca en sus trabajos los principios de ensefianza y aprendizaje,
basados en el aprendizaje activo y en la motivacion, cuyas fases consecutivas
son exploracion, formalizacion y asimilacion, y la necesidad del conocimiento
didactico para ensefiar a aprender, que se sustenta en el conocimiento de la
materia y en el conocimiento de métodos y estudio del curriculo.

También fue de gran relevancia la publicacion “An agenda for action”
del NCTM (1980), que hizo hincapié en que se considerase la resolucion de

problemas como el eje central de la ensefianza de las Matematicas.

Las primeras investigaciones en resolucion de problemas
Goldin y McClintock (1979) realizaron diversos estudios para analizar las
dificultades de los problemas vy las clasificaron en funcién de las siguientes

variables: variables del contenido y contexto, variables de la estructura,
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variables sintacticas y variables de la conducta heuristica.

Krutetskii (1976) trabajo, entre otros aspectos, en la busqueda de una
caracterizacion de buenos y malos resolutores de problemas. Encontro que los
buenos resolutores saben mas, y lo que saben, lo conocen de forma diferente,
su conocimiento estd bien conectado y compuesto de buenos esquemas;
ademas, tienden a centrar su atencidén sobre aspectos estructurales de los
problemas, mientras que los resolutores malos se apoyan en hechos
superficiales.

Schoenfeld, en 1992, comprueba cdmo no es totalmente exitoso ensefiar
estrategias generales y habla de estrategias especificas, metacognitivas y de la
importancia de mejorar las creencias. Se pensaba que con la ensefianza de
heuristicos y estrategias adecuadas bastaba para conseguir que los alumnos
resolvieran los problemas con éxito, y los diversos estudios han mostrado que
no es cierto.

Lester, en la revision que realiza en 1994, al cuestionarse acerca de la
disminucion de investigaciones relacionadas con la resolucion de problemas,
pone de manifiesto que en lo fundamental nada ha cambiado con respecto a
los afios anteriores y se pregunta si esto esté relacionado con la falta de una
base teodrica. Otras preguntas que plantea son qué relaciones y conexiones
existen entre el desarrollo de la comprension de los contenidos matematicos y
el desarrollo de las habilidades en la resolucion de problemas.

Efectivamente si comparamos las revisiones hechas por Lester (1980),
Lester (1994) y Lester y Kehle (2003), las cuestiones principales siguen sin
cambiar y se sigue apuntando como dificultad la falta de una base tedrica.

En relacién con la segunda pregunta de Lester, Lesh y Zawojewski
(2007) piensan que la educacion se mueve como un péndulo y que ahora se ha
movido hacia el desarrollo de habilidades bésicas. Se observa que la

Educacion Matematica en USA tiene un caracter ciclico con periodos de diez
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afios, que va cambiando de habilidades bésicas a resolucion de problemas.

La pregunta que nos hacemos ahora es si se esta produciendo un nuevo
cambio del péndulo. Hay datos, como por ejemplo, que los paises asiaticos
valoran mucho el pensamiento critico, la tecnologia y la resolucién de
problemas, que indicaria que, de nuevo, vamos a girar hacia la resolucion de
problemas, vy, en este sentido el NCTM (2000), apuesta porque todos los
estudiantes tengan acceso a una educacion que enfatice la creatividad, la
innovacion y la resolucion de problemas.

En English (2002), encontramos que el énfasis se pone en analizar
como las Matematicas se usan en otras ciencias: ingenierias, medicina,
economia..., y que no coincide con la forma en que éstas se ensefian en la
escuela. Estas diferencias incluyen conocimientos y habilidades necesarias
para crear y modificar modelos matematicos y conocimientos que integran
pensamientos de una variedad de areas.

Lester y Kehle (2003), plantean como esta aumentando la investigacion
en cognicién situada, comunidades de practica y fluidez representacional y
parece haber un acuerdo general que estas nuevas perspectivas son necesarias
para la resolucion de problemas y su papel en las Matematicas escolares.

Lesh y Zawojeski (2007), consideran que la resolucion de problemas es
fundamental para desarrollar una comprension de cualquier concepto o
proceso matematico dado.

Desde estas perspectivas surgen diferentes preguntas que debieran
orientar el trabajo en Educacion Matematica ¢Qué nuevas perspectivas y
direcciones debemos considerar? ;Qué aproximaciones o perspectivas deben
ser rechazadas? ¢(Qué hemos aprendido y qué debemos aprender para que la
proxima generacion de iniciativas tenga el éxito que no han tenido las
pasadas? ...

Una muestra sobre la disminucion o no de la investigacion en
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resolucién de problemas podrian ser las publicaciones de articulos sobre este
tema en revistas. Por ejemplo, el nimero de articulos publicados en las
in  Mathematics Education (JRME) vy

Educational Studies in Mathematics (ESM) en los ultimos afios ha sido:

revistas Journal for Research

1980 1990 2000-03
JRME 31 22 4
ESM 51 52 11
Tabla 1

Lineas actuales de investigacion en la ensefianza-aprendizaje de las

Matematicas

Actualmente, la investigacion se ha dirigido hacia otras areas relevantes
que pueden ser de utilidad para futuras direcciones de la investigacion en
resolucién de problemas de Matematicas, tales como la cognicion situada, las
comunidades de practica y la fluidez representacional.

Cognicion situada

Se refiere al aprendizaje y resolucion de problemas en contextos y
ocupan un amplio rango de estudios que van desde los que se centran en
tareas cotidianas hasta llegar a trabajos que usan Matematicas de alto nivel.

En cada contexto, como por ejemplo ventas en la calle, ventas en los
grandes almacenes y otros, surgen diferentes tipos de pensamiento
matematico que emergen en respuesta a estos problemas. La investigacion de
la cognicion situada muestra que pocas personas que estan resolviendo
problemas en sus contextos, son habiles para desarrollar conceptos
matematicos y herramientas conceptuales para dichas situaciones. Estas
personas a menudo no reconocen cdmo las Matematicas que estan usando,

creando o adaptando estan relacionadas con las aprendidas en las escuelas.
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Los estudios relacionados con la cognicion situada han mostrado
distinciones entre las necesidades en el mundo real y la naturaleza de las
Matematicas ensefiadas en la escuela, ademas de generar preguntas sobre el
papel de la transferencia del conocimiento a nuevas situaciones.

El marco teorico para las secuencias del desarrollo del modelo esta
disefiado a partir de la teoria de multiples entornos para desarrollar conceptos
matematicos de Dienes (1971), y la nocion de Vygostsky (2001) de la zona de
desarrollo proximo ha sido usada para desarrollar las bases de las teorias
modernas de aprendizaje basadas en perspectivas sociales. El papel de un
experto, por ejemplo el profesor, ha cambiado en la investigacion a partir de
estas perspectivas sociales.

Comunidades de practica

Esta nocion enfatiza que el conocimiento es socialmente situado,
debido a las crecientes expectativas en trabajos de alto nivel, en los que los
equipos de especialistas necesitan trabajar juntos en la busqueda de soluciones
dptimas a problemas complejos. El desarrollo de estas teorias del aprendizaje
utiliza aspectos sociales para explicar cdmo ocurre el aprendizaje. Pone de
manifiesto la importancia que tiene el aprendizaje entre iguales (pares) bajo la
guia del profesor y se centra en resolucion de problemas y aprendizaje en
titulaciones tales como economia o ingenierias.

Fluidez en el uso de las representaciones

Las representaciones y las herramientas para producirlas estan entre los
artefactos mas importantes que proyectan y se encuentran en el mundo. El
interés de los investigadores estd creciendo, ya que se estan introduciendo
nuevas formas de representacion por el incremento del uso de ordenadores y
de aspectos relativos a computacion, conceptualizacion y comunicacion.
Emergen lineas prometedoras de investigacion que estudian el desarrollo de la

habilidad representacional dentro del contexto de una sesion de resolucion de

153



El pensamiento operacional en la resolucién de problemas de Matematicas

problemas.

diSessa y Sherin (2000) han presentado una descripcion util de la
competencia meta-representacional como La capacidad que los estudiantes
tienen para construir, criticar y refinar formas representacionales externas.

Ademas de estas areas de trabajo en Educacion Matematica en la que la
investigacion en la resolucion de problemas puede desarrollarse, aparece
también la perspectiva del uso de modelos y del proceso de modelizacién que
pone el énfasis en situaciones en las que se espera que el resolutor cree, refine
0 adapte interpretaciones matematicas o formas de pensamiento vy
procedimientos. Los estudiantes aprenden Matematicas a traves de la
resolucion de problemas, y, pueden aprender a resolver problemas a través de
producir Matematicas (por ejemplo modelos matematicos).

Se describe esta perspectiva como el trabajo con resolutores que
adaptan y crean Matematicas para usarlas en entornos cotidianos y en trabajos
que requieran un uso riguroso de las Matematicas, es decir, en entornos dentro
y fuera de la escuela matematicamente ricos.

Se observa que el aprendizaje de las Matematicas y de la resolucién de
problemas estan integrados y ampliamente basados en la actividad de
modelizacion.

Esta revision concluye en que las investigaciones acerca de la
resolucion de problemas, a pesar de todos los esfuerzos realizados, no han
aportado datos significativos de mejoras por parte de los alumnos, y que sigue
habiendo muchas preguntas aun sin respuesta.

De todo ello, se puede conjeturar que
o Laresolucién de problemas es mas compleja de lo que se pensaba.

o El desarrollo de los conceptos y de las habilidades de resolucion de
problemas son fuertemente interdependientes, se construyen mejor en

ambientes sociales y que lo que las teorias tradicionales habian supuesto.
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o El desarrollo de los conceptos y de las habilidades en resolucion de
problemas no se produce en ausencia del desarrollo de creencias,

emociones, predisposiciones, valores y otros componentes.

Caracteristicas del conocimiento matematico en alumnos del Titulo de
Maestro de Educacion Primaria

En el trabajo de Socas, Hernandez, Palarea y Afonso (2008), se estudia
la influencia del conocimiento operacional en el aprendizaje de las
Matematicas y el desarrollo de las competencias matematicas.

Se trata de un estudio, con alumnado de la Facultad de Educaciéon de la
Universidad de La Laguna, que analiza como el conocimiento operacional
subyace, mayoritariamente, en la resolucion de las actividades matematicas
propuestas, muchas veces, sin éxito.

Estos resultados sugieren que el énfasis que la ensefianza de las
Matematicas pone en el conocimiento operacional, puede estar creando
dificultades y obstaculos al alumno en la aplicacion, por ejemplo, de
heuristicos y estrategias en la resolucion de situaciones problematicas, que
estan mas asociadas a un pensamiento estructural e incluso procesual, y que
crea dificultades en la consecucién de las competencias matematicas.

El estudio anterior describe dos comportamientos de los de 139
alumnos que participaron en la experiencia; el primero es mayoritario y
responde al alumno identificado como 22EF, el segundo, minoritario,
corresponde a la alumna identificada como 20EF.

El alumno 22EF, aborda y resuelve las diferentes actividades aplicando
sus conocimientos operacionales, y eéstos influyen en como aborda las
cuestiones planteadas; asi, interpreta las expresiones numéricas o algebraicas
en sentido semantico y necesita en todo momento buscar valores numéricos

con los que realizar operaciones que le lleve a dar resultados concretos en las
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diversas situaciones problematicas planteadas.

La alumna 20EF aborda y resuelve las diferentes actividades utilizando
argumentos estructurales basados en conceptos y propiedades y, sélo en dos
apartados de los veinte planteados, tiene la necesidad de realizar operaciones
para asegurar su veracidad. El comportamiento de esta alumna en las
diferentes actividades pone de manifiesto una mayor presencia de un
conocimiento estructural que combina en muchas situaciones con su
conocimiento operacional, aunque éste a veces le conduzca a soluciones
inadecuadas.

En resumen, encontramos que la mayoria de los alumnos, al abordar las
actividades matematicas propuestas, mantienen la atencién en las igualdades
semanticas y, en consecuencia, en la realizacion de las operaciones que se
manifiestan en las expresiones, haciendo caso omiso de las propiedades
relativas a aquéllas o de las estructuras de los numeros implicados. Todo lo
anterior pone de manifiesto que este conocimiento operacional tiene un
campo limitado de actuacion en actividades matematicas que impliquen
estructuras y procesos.

Las diferentes capacidades que caracterizan la competencia
matematica: pensar y razonar, argumentar y justificar, comunicar, modelizar,
plantear y resolver problemas, representar, utilizar el lenguaje simbolico,
formal y técnico y las operaciones, y emplear soportes y herramientas
tecnoldgicas, sefialan que dificilmente se puede conseguir que un alumno sea
competente en Matematicas, apoyandose solamente en el conocimiento
operacional, puesto que la competencia matematica supone tener la capacidad
de movilizar diferentes recursos matematicos para comprender y resolver
tareas matematicas en la que esta movilizacion implica tanto el dominio de los

recursos matematicos como la de su adecuada gestion.
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Maestros de Educacion Primaria en formacion resolviendo problemas

Este trabajo se ha planteado en la linea de seguir realizando
indagaciones sobre la resolucion de problemas; en él observamos a maestros
de Educacion Primaria en formacion mientras resuelven problemas que
implican procesos de generalizacion y modelizacion.

Nos planteamos las siguientes preguntas:

¢Qué tipo de conocimientos utilizan los alumnos, cuando se
enfrentan a la identificacion y resolucion de problemas en los que
intervienen procesos de sustitucion formal, generalizacion o
modelizacion?

¢Qué relaciones podemos establecer entre las formas de
conocimiento de los alumnos y la competencia matematica: plantear y
resolver problemas?

Los estudios realizados con anterioridad sobre dificultades, obstaculos
y errores de los alumnos de Educacién Secundaria y de los Titulos de
Maestro, nos han llevado a formular la siguiente conjetura que va a dirigir el
trabajo: “el énfasis que se ha dado al conocimiento operacional en la
ensefianza- aprendizaje de las Matematicas puede originar en el alumno
dificultades y obstaculos en el desarrollo de la identificacion y resolucion de
problemas de Matematicas que impliquen procesos de sustitucion formal,
generalizacion y modelizacion”.

El estudio se ha realizado desde la perspectiva del Enfoque Ldgico
Semidtico (ELOS) (Socas, 2001, 2007), tomando en consideracion el Modelo
de Competencia Formal (MCF) que, como muestran Socas y otros (2008), es
atil para realizar estudios sobre los tipos de conocimientos que los alumnos
utilizan para responder o desarrollar una actividad matematica que implique
no sélo operaciones, sino también estructuras y procesos.

a) Poblacion
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La poblacion para este estudio esta compuesta por 139 alumnos de los
Titulos de Maestro de las especialidades de 1° de Educacion Fisica (EF), 2° de
Educacion Musical (EM), 1° de Lengua Extranjera (LE) y de 2° de Educacion

Primaria (EP), de la Facultad de Educacion de la Universidad de La Laguna.

Educacion Fisica | Educacion Musical | Lengua Extranjera | Educacion Primaria | Total

47 23 33 36 139
Tabla 2

b) Instrumentos de medida

Para la recogida de datos se disefid inicialmente un cuestionario con
cinco preguntas, que hemos tomado de otros estudios anteriores (Socas y
otros, 1989; Palarea, 1999; Ruano, 2003), por ello no hemos considerado aqui
la necesidad de validarlo.

La primera pregunta consta de diez sentencias en las que se pide a los
alumnos que decidan sobre su veracidad, argumentando su respuesta. La
segunda consta también de diez items formulados mediante sentencias
incompletas, en las que falta el segundo miembro de la igualdad, y se pide a
los alumnos que realicen determinados calculos para obtenerlo. Las preguntas
tercera, cuarta y quinta estan redactadas en formato problema vy, en ellas, los
alumnos deben utilizar los procesos de sustitucion formal, generalizacion y
modelizacion. En concreto, en la tercera pregunta los alumnos deben
desarrollar un proceso de generalizacion a partir de una tabla de doble entrada
en la que aparecen datos y resultados, y han de averiguar la operacion u
operaciones necesarias y expresarlas. En la cuarta, se analizan las capacidades
de los alumnos para elaborar un modelo y usarlo, a partir de los precios de
algunos articulos de un supermercado y de los gastos que se ocasionan con
diferentes compras. La quinta pregunta se refiere a un proceso de

generalizacion cercano relacionado con los numeros cuadrados.
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En este informe de investigacion se presenta el andlisis de las tres
ultimas preguntas del cuestionario.

La tercera pregunta, como hemos dicho, se formula como un problema
en el que se muestra una tabla de doble entrada en la que aparecen datos y
resultados, y los alumnos han de seleccionar las operaciones necesarias para
obtenerlos.

I1l. La siguiente tabla se ha construido combinando los numeros

mediante operaciones béasicas. Determina la combinacion de operaciones

utilizada.
1 2 3 4
1 3 5 7 9
2 5 8 11 14
3 7 | 11 15 19
4 9 | 14 19 24

El objetivo de esta pregunta es estudiar las capacidades de los alumnos
cuando se enfrentan a un proceso de generalizacion, en el que se da, de forma
explicita, una descripcion organizada de un comportamiento regular en el que
la regla no viene dada. Nos planteamos analizar las competencias generales de
todo proceso: reconocerlo, formularlo y manipularlo, que explicitamos en
cuatro momentos diferentes:

e El reconocimiento o la percepcion del proceso, a partir de la situacién
problematica que hemos formulado numéricamente.

e El uso de representaciones o registros, ya que en este caso les hemos
facilitado la tabla ya construida.

e El reconocimiento de la regla mediante la formulacion de una expresion
numeérica o algebraica.

e La verificacion de la formula con ejemplos.

En la cuarta pregunta, formulada también en formato problema, se dan

datos sobre precios de algunos articulos de un supermercado y se les pregunta
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acerca del coste de una determinada compra.

IV. En el supermercado un kilo de peras cuesta 1.25 euros, un kilo de
platanos 0.6 euros, el kilo de ciruelas 3.25 euros, el kilo de naranjas 1.1
euros y cada kiwi cuesta 0.a euros. La familia de Ana tiene los siguientes
gastos en fruta: Compra a la semana 2 kilos de peras, p kilos de platanos, 3
kilos mas de ciruelas que de platanos y 6 kiwis.

IV.1 ¢Podrias decir cuanto gasta la familia de Ana en fruta, en una
semana?

IV.2 ¢Podrias decir cuanto gasta la familia de Ana en fruta al mes,
suponiendo que todas las semanas consume la misma cantidad de fruta y que
un mes tiene 4 semanas?

IV.3 Si el precio por kiwi es de 0.2 euros y compra en una semana 1
kilo de platanos, ¢podrias decir cuanto gasta la familia de Ana en fruta, en
una semana?

En esta pregunta se pretende detectar si los alumnos son capaces de
encontrar un modelo y usarlo; para ello, volvemos a considerar las tres
competencias generales, que en este caso se concretan en:

e Laexplicitacion y reconocimiento de la regla.
e La formulacién y la resolucion en términos de la regla.
e Lavalidacion de la reglay su interpretacion.

En este caso se parte de una descripcién, no organizada, de un
comportamiento regular en el que la regla no esta explicitada. Los alumnos
deben utilizar conversiones en dos contextos simultaneos: dinero y frutas,
aplicando la relacion precio total = precio unidad x nimero de unidades; se
utilizan letras en ambos contextos y se da un dato no necesario para el modelo
solicitado el precio de las naranjas.

Consideraremos correcto el apartado I1V.1 si encuentran el modelo

pedido y el apartado 1V.2 siempre que los alumnos multipliquen por 4 el
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modelo obtenido en el apartado anterior, sea ése correcto o no. En el apartado
V.3 pretendemos que el alumno valide el modelo obtenido en IV.1 e
interprete el resultado. Lo consideraremos correcto cuando el resultado sea
17,3 euros y también cuando aplique correctamente su modelo, aunque éste
no sea valido, siempre que no dé respuestas absurdas del tipo de 50 céntimos
de euros, pues indicaria que no sabe interpretar el resultado, ya que el gasto en
frutas en una semana no puede ser inferior al coste de 1 kilo de peras.

La quinta pregunta, también en formato problema, se refiere a los
numeros cuadrados y se les pide calcular otros numeros cuadrados mas o
menos cercanos a los que se facilitan.

V. Los nimeros 1, 4, 9, 16,... reciben el nombre de numeros cuadrados,
ya que pueden ser dispuestos en forma de cuadrados. Se pueden descomponer
comosigue: 1=1;4=1+3;9=1+3+5;16=1+3+5+7

Al
] 1 11
1 4 9 16

V.1. Calcula el numero cuadrado siguiente al 16.

V.2. Calcula el niUmero cuadrado que ocupa la posicion 6.

V.3. Calcula el nUmero cuadrado que ocupa la posicion 20.

En este caso se propone la identificacion y resolucion de un problema
de generalizacidn cercana, en el que se da, de forma explicita, una descripcion
organizada de un comportamiento regular, mediante el uso de dos sistemas de
representacion, en los que la regla no viene dada. Pretendemos analizar la
capacidad de generalizacidn de los alumnos y sus tendencias a apoyarse en la
representacion geométrica 0 numeérica para obtener el patrén.

En la sucesion de nameros cuadrados, presentados en dos registros
(grafico y numérico), los alumnos deben darse cuenta del modo de obtencion
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de éstos para poder calcular el nimero cuadrado siguiente y averiguar los
numeros cuadrados que ocupan las posiciones 6 y 20, respectivamente.
c) Aplicacion de la prueba

La prueba se realizd en el segundo cuatrimestre del curso 2006-07,
durante dos horas; los alumnos de las especialidades de EF y de LE, antes de
haber desarrollado el tema de Numeros del Programa de la asignatura de
Matematicas, y los alumnos de 2° Curso de EP y de EM, que ya habian
cursado la asignatura, aunque muchos aun no la habian aprobado. Se les
permitié usar la calculadora, pero en el caso de usarla, debian explicitarlo,
pero no se ha hecho ningun estudio a este respecto.

Como hemos sefialado las preguntas Ill, IV y V son problemas que
involucran procesos, en particular los procesos de sustitucién formal,
generalizacion y modelizacion. Explicamos a continuacion los resultados y
los comportamientos observados en la resolucién de dichos problemas.

d) Analisisy discusion de los datos

Hemos encontrado, en general, que muchos alumnos no abordan estos
problemas en el cuestionario y los dejan en blanco, y los que los resuelven no
aportan por escrito los argumentos que estan utilizando. Los resultados aqui
comentados se refieren a los alumnos que los identifican como un problema
que quieren resolver y lo intentan.

Pregunta |11

En este problema que involucra el proceso de generalizacion,
queriamos observar cdémo interpretan los cuatro momentos de la
generalizacion.

En primer lugar, el reconocimiento de la situacion problematica, en este
caso, numeérica y a partir de una tabla dada.

Encontramos que el 82% de los alumnos llegan a determinar un patron

particular por filas o columnas, que podemos identificar como los
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comportamientos mas frecuentes de la siguiente forma: patrones numéricos y
patrones algebraicos

A) Patrones numericos

1)  Enlos que interviene una sola operacion

- Aquellos que plantean un patron por filas (o por columnas), y lo
expresan con numeros: 3+2 =5+ 2 =7 +2..., 0 con explicaciones verbales:

“tanto en las filas como en las columnas se van colocando los nimeros
de uno en uno, de dos en dos, de tres en tres, de cuatro en cuatro y de cinco
en cinco”

“nimeros de la 12 columna vy fila se le suma 2, de la 22 columna y fila
se lesuma 3, ...”

- Tambien se usan patrones multiplicativos como: 1.1 =1+ 2 =3,

2)  En los que intervienen dos operaciones, para tratar de justificar
cdmo se van rellenando las casillas a partir de los dos nimeros dados, por
ejemplo: 5=2°+10el 7=3%+1.

B) Patrones algebraicos

- En los que se utilizan una o dos variables, pero sin explicar
claramente a lo que se refiere cada una y sin comprobar su veracidad, como,
porejemplo: x+1+y 0 y=2x+1.

- En los que se explica la regla general obtenida, como, por ejemplo:
X+ (X+X-Yy).

Entendemos que los alumnos perciben este proceso, y la mayoria
intenta buscar una expresion, pero ninguno llega a encontrar el patron general.
Un alumno obtuvo la expresidon x + (x + X - y), pero, al tratar de verificarla
con ejemplos, se encontré con que algunos resultados no se podian obtener a
partir de ella, por lo que llego a la conclusion de que “no vale en todos los
casos™.

Los resultados de esta pregunta ponen de manifiesto que los procesos,
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tanto de sustitucién formal como de generalizacién, no son alcanzados.
Algunos no consiguen cambiar de registro 0 no encuentran la regla, pero si
patrones operatorios NUMEricos.

Es posible que los alumnos no se hayan habituado a realizar este tipo de
actividades en la Educacién Obligatoria y, quiza por ello, no llegaron a

entender que debian encontrar una expresion general.

Pregunta IV

Apartado 1

Al analizar el contexto de este problema, encontramos que el 14%
identifican correctamente el problema, y efectdan la traduccion del lenguaje
habitual al lenguaje algebraico; el 19% lo deja en blanco, mientras el 67% lo
identifica, y comete errores relacionados con dificultades linguisticas (por
ejemplo, obviar el “mas que”), operacionales, mal uso del signo igual, etc.

Algunos de los errores mas frecuentes fueron:

- Asignar a las ciruelas expresiones como las que siguen: 3p-3.25; 3 +
(p-0.6);9.75+0.6p;3p; (3+p)-0.6;3-06p;3;3p+p;3.25-3x; (0.6 p +
3)-3.25;3-3.25

- Asignar a los kiwis: 6 kiwis=3.a; 6-0a=6a; 0.a-6=0.643;
6-0.a=3.6

- Asignar la misma letra, a distintas variables.

Los alumnos no expresaron verbalmente ningun tipo de justificacion de
los resultados.

Solo un 5% plantea el modelo correctamente, por tanto, utilizan una
estructura para definirlo. Un 20% plante6 un modelo erréneo, ya que
identificaron mal los datos del enunciado, en particular los relacionados con
las ciruelas y los kiwis, otros estudiantes, aplicaron mal la propiedad

distributiva, o sumaron términos no semejantes.
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Un 33% elabora un modelo, pero inmediatamente buscan valores
numeéricos con los que dar una respuesta numérica a la pregunta, bien
asignando valores concretos a p y a a, o creando falsas ecuaciones para
obtener dichos valores. Otros alumnos manifiestan no poder hacerlo ya que no
poseen datos suficientes.

Apartado 2

Los alumnos que plantean bien el modelo responden correctamente este
apartado.

Un 33% identifica bien el problema, entienden que deben multiplicar
por 4 el resultado del apartado a, aunque éste sea incorrecto. EI 53% dejan
este apartado en blanco.

Otras respuestas:

- Multiplican por 28 (dias de 4 semanas) el valor del modelo.

- Aplican mal la propiedad distributiva al multiplicar por 4.

- Hacen célculos con valores aproximados del modelo.

Apartado 3

Los resultados de este apartado pueden estar influenciados por una
mala comprension del enunciado, al no identificar que los datos que aparecen

estan relacionados con los del apartado a.

Los resultados fueron:

o] Solo un 19% lo hace correctamente, valor muy bajo, pero se
observa que muchos alumnos que no supieron resolver el apartado 1, no
intentaron resolver este.

o] Algunos alumnos (3%) calculan como gasto de fruta el
equivalente a 1 kiwi y 1 kilo de platanos o (14%) calculan el gasto de 6 kiwis
y 1 kilo de platanos. El 44% no responde.

o] Otras respuestas:

- No sustituyen el valor de p.
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- Afirman que les faltan datos, porque no relacionan este apartado con
el enunciado del problema.

- Sustituyen en el modelo erroneo.

- Cometen errores de célculo.

Como conclusién, observamos que los alumnos tienen muchas
dificultades para reconocer y formular el modelo, s6lo un 5%, incluso una vez
explicitado, afirman que no pueden responder ya que “no tienen datos
suficientes”.

En resumen, observamos que el error mas repetido es la necesidad de
particularizacion. Ruano y otros (2008), identifican que la necesidad de
particularizar tiene su origen en una combinacion entre la ausencia de sentido
y el obstaculo asociado al conocimiento numérico. Como hemos indicado,
hay alumnos que reconocen el modelo y como no encuentran significado al
uso de las letras, necesitan retroceder a lo numérico para poder resolver el
problema.

Otro error frecuente es el cambio de registro incorrecto. La mayoria ha
tenido dificultades al intentar expresar la relacion entre los kilos de ciruelas y
su precio. Hemos sefialado la cantidad de respuestas distintas que dan, tales
como 3p-3.25; 3 + (p:0.6); 9.75 + 0.6 p; 3p; (3 + p) - 0.6; 3- 0.6 p; 3; 3p+p;
3.25 - 3x; (0.6 p + 3) - 3.25; 3- 3.25; siendo la marcada en negrilla una de las
maés frecuentes. Este tipo de errores suele tener su origen en una ausencia de
sentido, debida a las caracteristicas propias del lenguaje algebraico (Ruano,
2003).

En general, muchos de los resultados que hemos encontrado en este
estudio son analogos a los encontrados por Ruano (2003) con alumnos de 4°
de ESO y 1° de Bachillerato.

Pregunta V
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Esta actividad la resuelven bien, mayoritariamente, sobre todo el primer
apartado. De forma indistinta se apoyan en el dibujo o en los célculos

aritméticos, y en éstos, tanto a través de la suma como de la multiplicacion.

Bien Mal No la hacen
5.1 90% 4% 6%
5.2 68% 11% 21%
5.3 55% 13% 32%
Tabla 3

Apartado 1

Las respuestas las podemos englobar en tres grupos: los que lo
resuelven utilizando solo el registro grafico, los que solo utilizan el numérico
y los que usan ambos.

Responden sélo con el registro grafico correctamente un 17%, algunos
colocan debajo del dibujo el nimero 25 o escriben 5= 25.

El 32% resuelve este apartado utilizando exclusivamente el registro
numeérico. Existen tres comportamientos:

1) Los que escriben 25=1+3+5+7+9(17%)05°=1+3+5+7 +
9 (2%).

2) Los que solo escriben 25 (9%) 0 25 =5 x 5 (2%).

3) Un 2% escribe incorrectamente 36 =1+3+5+ 7+ 9 + 11.

Un 43% utilizan ambos registros para resolver el problema (solo un 2%
de forma incorrecta).

Los comportamientos de estos alumnos los podemos clasificar de la
siguiente forma:

1) Hacen el dibujo y escriben 1 + 3+ 5+ 7 + 9 = 25 (28%), y algunos
afiaden 5% = 25 (4%).

2) Hacen el dibujo y lo justificancon25=4+5+7+9016+9=25

3) Hacen el dibujo y utilizan un patron numérico multiplicativo 5 x 5 =
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=25.

4) Hacen el dibujo correctamente, pero lo justifican con un patrén
numérico incorrecto 25=1+3+5+ 7 + 4.

Apartado 2

Los comportamientos que hemos observado son similares a los de la
situacion anterior, aunque en este apartado aumentan los errores.

Los alumnos responden correctamente, solo con el registro grafico, un
13%, y de igual forma, algunos colocan debajo del dibujo el nimero 36 o
escriben 6= 36.

El 40% resuelve este apartado utilizando exclusivamente el registro
numérico (6% de manera incorrecta). Se repiten comportamientos analogos:

1) El més frecuente es escribir 1 + 3 +5+7 + 9 + 11= 36 (21%)

2) Los que s6lo escriben 36 (6%) 6 36 = 6 x 6 (6%) 6 36 = 6 (2%)

3) Un 6% escribe incorrectamente 6 =1+ 3 + 2

En este apartado es menor el niamero de alumnos que utilizan ambos
sistemas de representacion para resolverlo (21%). En este caso los
comportamientos son:

1) Hacen el dibujo y escriben 1 + 3 +5+ 7 + 9 + 11 = 36 (15%), y
algunos afiaden 6 x 6 = 36 (4%).

2) Consideran que el nimero cuadrado que ocupa la posicion 6 es el 49,
y lo justifican con el patron geomeétrico y con el numérico

49=1+3+5+7+9+11+13.

Apartado 3

Finalmente, en este apartado aparecen resultados diferentes respecto a
los anteriores. Por una parte encontramos que un 32% de los alumnos lo dejan
en blanco, que s6lo un 2% utiliza ambos sistemas de representacion de forma
correcta para justificar que el 400 es el nimero cuadrado que ocupa la

posicion 20, y que un 9% lo responde haciendo solamente el dibujo.
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En este apartado, como era de suponer, dada la cantidad de puntos que
se requerian dibujar si querian utilizar el sistema de representacion
geométrico, el 57% de los alumnos recurre a buscar el niumero cuadrado
mediante un patron numérico, y se repiten los mismos comportamientos, lo
que indica que el proceso de generalizacion se esta generando.

Estos comportamientos se distribuyen en tres grupos: dos que originan
respuestas correctas y el tercero, incorrectas:

1) Siguen un patron aditivo: 1 + 3 +5+ 7 + 9 +...+ 39 = 400 (21% de
forma correcta), y un 2% comete errores de calculo (como 1 + 3 +...+ 39 =
=390).

2) Un patron multiplicativo, expresado en forma de producto 20 x 20 =
400, o de potencia 20° = 400, o escriben simplemente 400 (28%).

3) Consideran que para obtener el numero cuadrado que ocupa la
posicion 20 hay que buscar una expresion que sume 20, como 1+3+5+7+4
=20 6 1+2+3+4+5+8 =20 (4%).

Terminamos este analisis mostrando muy brevemente el resultado
global de los dos alumnos seleccionados, identificados como 22EF y 20EF.

El alumno 22EF, ante el problema Ill, identifica la situacion
problematica, plantea un posible patron numérico que se verifica para los
términos de la tabla presentada, pero no es capaz de encontrar una expresion
general.

En la pregunta 1V, identifica el problema, anota algunos datos vy, a
continuacion, manifiesta que no se puede resolver porque le faltan datos.

Al abordar el apartado 2, utiliza los calculos correctos que realiza
previamente en el apartado 3, posteriormente hace una multiplicacion
(correcta) con el objetivo de ofrecer un resultado numérico.

El apartado 3 lo identifica y hace los calculos correctamente, pero sin

relacionarlo con el apartado 1, es decir, tiene la necesidad de utilizar datos
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numeéricos para resolver esta situacion.

En el problema V, apartado 1, sigue el patron geométrico presentado y
lo hace correctamente, cuando se trata de buscar el siguiente término. El
apartado 2 lo hace de forma incorrecta. Parece no haber entendido qué
significa la posicion 6 y se limita a dibujar 6 puntos en un rectangulo. Aplica
el mismo proceso en el apartado 3 para la posicion 20. Esto nos sugiere que
no ha entendido la estructura de los niUmeros cuadrados y su representacion
gréfica, y se limita a elaborar un patrén grafico particular que responda a las

cantidades 6 ¢ 20, respectivamente.

Calcula el niimero cuadrado siguiente al 16.

tii“'IY ]
:L &;__. &

Calcula el ntimero cuadrado gque ocupa la posicion 6.
{ !
&
Py

Calcula el niimero cuadrado que ocupa la posicién 20.

El comportamiento de este alumno en las diferentes actividades parece
estar fuertemente dominado por su sentido operacional y esto pudiera estar
influyendo en como aborda los problemas; en todo momento necesita buscar
valores numericos con los que realizar operaciones que permitan dar
resultados concretos en las diversas situaciones problematicas.

La alumna 20EF, en el problema 111, reconoce la obtencion de cada uno
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de los numeros de la tabla, esto es, su patrén de confeccion, pero no es capaz
de encontrar una expresion que la generalice.

En el apartado 1 de la pregunta IV expresa correctamente el modelo de
forma algebraica, pero escribe, a continuaciéon que le faltan datos. De nuevo
en el apartado 2 escribe faltan datos. El proceso del apartado 3 lo realiza bien,
aungue comete errores de célculo.

El primer apartado del problema V lo resuelve bien siguiendo el patron
geometrico y tambien expone un patron numerico correcto. En los siguientes
apartados (2 y 3) utiliza exclusivamente el patron numérico de manera
correcta.

Se trata de una alumna que muestra un cierto equilibrio entre el
conocimiento operacional y estructural, y que utiliza éste en las distintas
situaciones, aunque no consigue resolver con éxito la totalidad de los procesos

que se le plantean en los problemas.

Consideraciones finales

Como ya se ha dicho, muchos alumnos no abordan estos problemas en
el cuestionario y los dejan en blanco y, de los que los resuelven, muchos no
aportan por escrito los diferentes argumentos que estan utilizando. Por tanto,
los resultados analizados no se refieren a la totalidad de esta pequefia muestra,
sino al reducido grupo de alumnos que los identifican como un problema que
quieren resolver y lo intentan. Hemos de indicar que el trabajo ha continuado
en cursos sucesivos con alumnos de la especialidad de Educacion Primaria, vy,
con otros instrumentos de recogida de informacion como el informe y las
entrevistas, ademas del cuestionario, cuyo analisis estamos realizando y que
esperamos nos de mas informacion sobre sus dificultades.

Estos primeros resultados muestran como los alumnos que utilizan, casi

de forma exclusiva, el pensamiento operacional para responder a los procesos

171



El pensamiento operacional en la resolucién de problemas de Matematicas

indicados, tienen muchas dificultades para resolverlos cuando éstos requieren
identificar estructuras o procesos. Esto es, los alumnos al abordar estas
actividades que implican la identificacion de estructuras y procesos, ademas
de las operaciones, centran su atencién en la realizacion de las operaciones, y
dejan en segundo plano las propiedades relativas a éstas o a las estructuras de
los numeros implicados, y tienen muchas dificultades para trascender del
ambito numeérico o para generalizar en él.

Estos estudiantes parecen no tener, en ninguno de los procesos, una
estrategia clara de como abordar la actividad, salvo el efectuar las operaciones

indicadas o supuestas.
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