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Resumen

En este articulo se presenta el analisis de la resolucion de una tarea
dentro de un marco de formacion de profesores de Matematicas para la
Educacion Secundaria. La investigacion se desarroll6 en aula con
estudiantes de la Facultad de Matematicas a los que se les propuso la
resolucion de tres tareas haciendo uso de lapiz y papel y, posteriormente,
con el software de Geometria Dinamica Geogebra. El objetivo final es el
de configurar un marco de referencia que permita a los estudiantes
apropiarse de la citada herramienta como un instrumento que enriquezca la
actividad matematica realizada durante el proceso de resolucion de
problemas de Matematicas.

Abstract

This article analyses the resolution of a task within a framework of
teacher training for Secondary Education. The research was conducted in
the classroom with students from the Faculty of Mathematics who were
proposed the resolution of three tasks using pencil and paper and the
Dynamic Geometry Software known as Geogebra. The ultimate goal is to
set up a methodological framework that allows students to appropriate the
tool as an instrument to enrich the mathematical activity in the process of
solving mathematics problems.
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Introduccion

Desde hace varios afios, en la Facultad de Matematicas, se imparten
dos cursos de Didactica de las Matematicas; en uno de ellos se realiza un
taller de formacion con un software de Dindmica (en los ultimos afios el
denominado Geogebra). En términos de la aproximacion instrumental
propuesta por (Rabardel, 1995; Trouche 2005), podemos afirmar que el
trabajo que se propone en el taller es, eminentemente, de
instrumentalizacion. El objetivo es que los participantes resuelvan tareas
matematicas haciendo uso de Software de Geometria Dinamica (SGD), lo
que les permitird dominar los aspectos técnicos de dicho software. La
experiencia desarrollada durante todos estos afios y la escasa presencia de
la tecnologia en las aulas de Secundaria nos ha hecho replantearnos la
validez de la metodologia de ensefianza seguida, y preguntarnos: ¢por que
esos estudiantes para profesores que, supuestamente, manejan el software
con destreza, cuando llegan a serlo, no usan estas herramientas
tecnologicas con sus alumnos en sus aulas? ¢Por qué, si en las propuestas
curriculares se recomienda explicitamente el uso de la tecnologia, los
profesores no elaboran y trabajan actividades haciendo uso de ella?
Creemos que para encontrar respuestas a estos interrogantes hay que
profundizar e investigar en la manera en que los futuros profesores realizan
su trabajo de formacion haciendo uso de las diferentes herramientas
digitales.

El proceso de ensefianza seguido durante este periodo de la
formacion de los futuros profesores de Matematicas ha estado guiado por la
idea de que el dominio de la técnica del software era suficiente para llegar a

ser profesores de Matematicas competentes, no solo tecnoldégicamente
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competentes. La realidad es que los profesores noveles son incapaces de
emplear las tecnologias digitales con sus alumnos y la formacién recibida
no les ha permitido descubrir el potencial de los SGD como recurso Util
para la ensefianza de las Matematicas en la Educacién Secundaria
Obligatoria y en el Bachillerato. Creemos que un aspecto fundamental que
debe tenerse en cuenta en la formacion de profesores es la metodologia
para desarrollar su propio aprendizaje en el manejo de las herramientas
tecnologicas, asi como el tipo de tareas matematicas susceptibles de ser
usadas como instrumentos de la formacion de los futuros profesores, que
ayuden a descubrir el potencial de la tecnologia en el aprendizaje de las
Matematicas. Hemos comprobado que el aprendizaje instrumentalizado y
técnico no es suficiente para apropiarse de la herramienta, mas alla de su
utilizacion para ilustrar conceptos. Diversas investigaciones (Camacho y
Santos-Trigo, 2006; Santos-Trigo, Camacho-Machin y Moreno-Moreno,
2013 y Santos-Trigo, Camacho-Machin y Olvera-Martinez., 2014)
corroboran la necesidad de proporcionar a los estudiantes, durante su
formacion como profesores, oportunidades de utilizacion del software
dindmico para construir, relacionar, conjeturar, justificar propiedades
matematicas, etc.; en definitiva, para enriquecer la actividad matematica
que surge de forma natural en situaciones de resolucién de problemas.

El trabajo que proponemos aqui es parte de un proyecto de
investigacion méas ambicioso: “La Resolucion de Problemas y la
Tecnologia en la formaciéon y desarrollo profesional del profesor de

Matematicas" !

, con el que tratamos de caracterizar los tipos de
conocimientos que necesitan los futuros profesores de Matematicas de

Educacion Secundaria, para ser capaces de desarrollar actividades de

! Proyecto con referencia EDU2011-29328 del Plan Nacional 1+D+i del Ministerio de Educacién y
competitividad
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resolucion de problemas en el aula, haciendo uso de herramientas
computacionales, asi como avanzar en la elaboracion de un marco de
referencia que pueda ser utilizado por los futuros profesores de
Matemaéticas de Secundaria que les ayude a estructurar y organizar la
ensefianza de los contenidos matematicos basandose en el uso de
herramientas tecnoldgicas, en ambientes de Resolucion de Problemas
(Moreno, Camacho y Azcarate, 2012). Nos encontramos actualmente en la
fase de disefio, experimentacion y evaluacion de tareas que respondan a
una metodologia que permita configurar un marco metodoldgico basado en
la resolucidn de problemas y para el que el empleo de la tecnologia resulte
relevante.
Por tanto, los objetivos especificos de esta investigacion son:

e Determinar y describir, si es el caso, de qué manera los SGD
enriguecen la actividad matematica que emerge durante el proceso
de resolucion de problemas.

e Elaborar un protocolo que guie la resolucion de las tareas y que
favorezca la apropiacion de los SGD como recurso en la ensefianza

de las Matematicas.

Marco Conceptual

El conocimiento matematico de los profesores de Secundaria
desempefia un papel importante en la ensefianza de la disciplina; sin
embargo, resulta necesario investigar los efectos de ese dominio del
conocimiento de los profesores en los escenarios de ensefianza y
aprendizaje. Este dominio del conocimiento matematico no es suficiente
para promover una comprension conceptual en sus futuros alumnos de
Secundaria a partir de su préactica de ensefianza. Habitualmente se utiliza el
término conocimiento matematico para la ensefianza (MKT) para referirse
a lo que los profesores deben conocer en términos de contenidos,

84



Camacho, M.; Afonso, M. C.; Moreno, M.

representaciones, formas de pensar, actuar y utilizar para que sus
estudiantes desarrollen un conocimiento matematico solido y profundo.
Esta idea avalada por diferentes investigaciones (Ball, Thames y Phelps,
2008; Davis y Simmt, 2006) sugiere algunas preguntas de investigacion
pertinentes sobre la relacion entre el conocimiento matematico de los
profesores y la calidad de la ensefianza:

¢COmMo se expresa ese conocimiento en la practica de la ensefianza?
Por ejemplo, ¢los profesores con mas dominio del conocimiento
matematico ofrecen diferentes formas y estrategias de ensefianza y enfocan
su atencion hacia la construccion de significados y conexiones de
conceptos de sus estudiantes? ¢Solamente muestran menos errores
matematicos que sus colegas con menos dominio de la disciplina o tema en
estudio? ¢Qué es lo que distingue a un profesor con un sélido conocimiento
matematico para la ensefianza en sus préacticas en el aula? ¢(Cémo la
deficiencia de conocimiento matematico para la ensefianza restringe el
desarrollo de las actividades en el aula?, entre otras. Para Conner, Wilson y
Kim (2011), la competencia matematica para la ensefianza de los
profesores de Secundaria se estructura en torno a tres dimensiones o
categorias que no son independientes, sino que son componentes
interrelacionadas que caracterizan el conocimiento matemético de los
profesores para la ensefianza:

- Habilidad matematica (aspectos de conocimientos y habilidades
matematicas).

- Actividad matematica (Procesos para hacer Matematicas).

- Trabajo matematico de la ensefianza. (Habilidades que faciliten a
los profesores la integracion de sus conocimientos y los procesos para
aumentar la comprension de sus alumnos).

Cada una de estas componentes contiene categorias y subcategorias

que enfatizan diferentes aspectos de la competencia matematica para la
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ensefianza. En el trabajo que hemos realizado con estudiantes de
Matematicas nos centramos en la componente de la actividad matematica,
por lo que analizaremos aspectos relacionados con: la estructura de los
sistemas matematicos, el uso del simbolismo, la argumentacion, el
razonamiento matematico, la justificacién, prueba, conjetura, la
generalizacidn, las restricciones, el uso de los sistemas de representacion, el
uso de la definicion, etc.

Otro hecho cada vez mas importante para los profesores es la
necesidad de incorporar en sus escenarios de ensefianza y aprendizaje de
las Matematicas el uso sistematico de varias herramientas tecnoldgicas para
ayudar a los alumnos de Secundaria a desarrollar una comprension de las
Matematicas basada en su competencia para resolver problemas. El
curriculo de Bachillerato en el REAL DECRETO 1467/2007 hace explicito

este hecho:

[...] Las herramientas tecnol6gicas, en particular el uso de calculadoras y
aplicaciones informéaticas como sistemas de algebra computacional o de
geometria dindmica, pueden servir de ayuda tanto para la mejor comprension de
conceptos y la resolucion de problemas complejos como para el procesamiento
de célculos pesados, sin dejar de trabajar la fluidez y la precision en el calculo
manual simple.

[...]La resolucion de problemas tiene caracter transversal y sera objeto de estudio
relacionado e integrado en el resto de los contenidos. Las estrategias que se
desarrollan constituyen una parte esencial de la educacion matematica y activan
las competencias necesarias para aplicar los conocimientos y habilidades
adquiridas en contextos reales.

Esta necesidad de incorporar la tecnologia para el aprendizaje de las
Matematicas estd generando cuestiones sobre las propias creencias del
profesor, el conocimiento de la herramienta, el conocimiento del profesor
para apropiarse de la tecnologia, en general, y de los SGD, en particular,
para la ensefianza de las Matematicas. De esta forma, ha surgido el
constructo tedrico “Technological Pedagogical Content Knowledge”-
TPCK (Koehler y Mishra, 2009) que integra el conocimiento sobre la

tecnologia con la idea inicial del conocimiento didactico del contenido de
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Shulman para caracterizar la interaccion entre el conocimiento del
contenido, la cuestiones propias de la ensefianza y la tecnologia. Como
investigadores nos interesa reconocer los desafios a los que deben
enfrentarse los futuros profesores de Matematicas al incorporar los recursos
tecnoldgicos en su ensefianza, y una manera eficiente de cdémo los
estudiantes para profesores aprenden a usar los SGD para potenciar la
actividad matematica en los alumnos de Secundaria (Wilson, Lee y
Hollebrands, 2011; Tondeur, et al., 2012).

En nuestra investigacion se realiza un trabajo de colaboracion entre
varios investigadores de distintos centros en los que se forman profesores
de Educacion Secundaria, con el objetivo de desarrollar y evaluar el disefio
de un conjunto de problemas o tareas en los términos que hemos sefialado
en el apartado anterior. Nos fijamos en la actividad matematica que
exhiben los estudiantes para profesores al resolver un problema de
optimizacién con lapiz y papel, y lo comparamos con la actividad
matematica que surge cuando se incorpora el SGD para su resolucion y se
les plantean tres preguntas para guiar la reflexion sobre la tarea.
Metodologia

La investigacion se desarrolla con 10 estudiantes de la asignatura
optativa Didéactica de las Matematicas Il de tercer curso de la Licenciatura
de Matematicas. El equipo investigador seleccion0 varias tareas extraidas
de libros de texto de Bachillerato o similares y, posteriormente, se
analizaron las potencialidades de dichas tareas a partir de su resolucion,
discusion y analisis de diferentes maneras de resolucion.

El trabajo experimental se dividio en tres fases. En una primera fase
se presentaron a los estudiantes tres de las tareas para que las resolvieran
individualmente haciendo uso exclusivo de lapiz y papel. La segunda fase,
consistio en desarrollar un taller de formacion con el SGD, que consto6 de 8

sesiones de una hora, con la finalidad de que los estudiantes adquiriesen un

87



Hacia la elaboracion de un marco metodoldgico para la formacién de profesores de
Secundaria haciendo uso de Software de Geometria Dinamica

dominio de técnicas de instrumentalizacion para su uso. Finalmente, en la
tercera fase, los estudiantes resolvieron por parejas las tres mismas tareas
haciendo uso del software Geogebra. Para ayudarles a reflexionar sobre la
actividad matematica y el uso del SGD se les plantearon tres preguntas:
1. ;Qué otras formas de resolucion de cada una de las tareas te sugiere
Geogebra?
2. (Puedes plantear una actividad que permita extender la situacion
inicial propuesta?’
3. ¢Cuales son los nuevos conocimientos matematicos que intervienen
en la resolucion que no se han tenido en cuenta en la solucion hecha

con lapiz y papel?

Para el analisis de la actividad matemaética de los estudiantes se
utilizaron las respuestas suministradas en la Fase 1 (lapiz y papel) y las
correspondientes soluciones que fueron realizadas por las cinco parejas de
estudiantes haciendo uso de Geogebra (Fase 3). En este trabajo,
presentamos exclusivamente el analisis de las diferentes soluciones

desarrolladas por los estudiantes para la Tarea 1 :

TAREA 1. En un libro de texto se encuentra el siguiente problema: “Sea
ABCD un rectangulo. El segmento AB tiene una longitud de 6,5 cm, y el
BC tiene una longitud de 4 cm. Sea M un punto sobre el segmento AB, N
un punto sobre BC, P sobre CD y Q es un punto sobre el segmento DA.
Se cumple ademés que AM=BN=CP= DQ. ¢Donde deberia estar
localizado el punto M para que el cuadrildtero MNPQ tenga area
minima? ¢Podrias buscar diferentes formas de resolver la tarea que te
ayudaran a presentar a tus futuros alumnos de Secundaria

? Se entiende por “extender la situacion inicial”, a la accién de modificar los datos del problema con la
intencién de encontrar resultados similares a los de la tarea, o bien nuevas propiedades o relaciones
(Santos-Trigo, Camacho-Machin, 2009)

3El analisis detallado de la tarea puede verse en (Santos-Trigo, Camacho-Machin, y Olevera- Martinez,
2014)

88



Camacho, M.; Afonso, M. C.; Moreno, M.

A continuacion se presentan y discuten las soluciones anteriormente
indicadas:

Fase 1 (Lapiz y papel). Las estrategias utilizadas para resolver la
tarea son:

- Sustractivas: minimizar el area del cuadrilatero obtenido como
diferencia del areca del rectangulo inicial menos la de los triangulos
interiores, de tres formas, a saber: los estudiantes:

o Calculan el area de los cuatro tridngulos (Figura 1a).

o Componen los tridngulos interiores y forman dos rectangulos y
calculan sus areas.

o Calculan el area de los dos tridngulos diferentes y asumen la

igualdad de los demas, bien por paralelismo, bien visualmente.
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Figura 1a. Resolucion de la Tarea 1 de Marco

- Aditivas: maximizar el area de los tridngulos interiores, como

vemos en la resoluciéon de Elia (Fig. 1b).
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Figura 1b. Resolucion de la Tarea 1 de Elia.

- Elia afiade como otro método de solucion, distancias y razones
trigonométricas para calcular la funcion area del cuadrilatero interior y
calcular la derivada, si bien ésta resulta ser demasiado compleja lo que la
hace desistir.

- Oliver utiliza el sistema cartesiano para definir los vértices del
rectangulo y justifica que el cuadrilatero inscrito es un paralelogramo
considerando sus lados como vectores que verifican la condiciéon de
paralelismo; posteriormente, calcula el area de los triangulos y la maximiza.
Afade como otra posibilidad el hecho de calcular el area del paralelogramo,
pero indica que ‘“seria mas complicado al no ser un rectangulo; ademas, la
posicion en la que se encuentra la figura MNPQ, complicaria mucho los

calculos” (Fig. 2a y b).
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Fig. 2a. Comentario de Oliver Figura 2b (continuacion)

Para la obtencion del area minima, los estudiantes:
- Hallan la derivada primera y la igualan a cero, si bien hay ausencia
de comprobacion y justificacion de por qué el valor obtenido corresponde a
un minimo.
- Calculan la derivada primera y la derivada segunda, aunque no se
explicita la condicién suficiente de optimizacion.
- Reconocen que la funcidon para minimizar es una parabola y obtienen

el minimo en “x=-b/2a” (vértice de la parabola).

En general, se observa falta de rigor en las soluciones presentadas;
tampoco utilizan una notacion algebraica adecuada, a pesar de que el
calculo algebraico es el que mayoritariamente emplean casi todos los
estudiantes en la resolucion de la tarea. Asimismo, destacamos la ausencia
de demostraciones o justificaciones adecuadas, que serian esperables dado
el nivel académico en el que se encuentran los estudiantes (3.° de la
Licenciatura en Matematicas). Las pocas justificaciones son visuales y da
la impresion de que consideran que no se necesita otro tipo de

argumentacion mas rigurosa y formal.
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Pasamos a continuacion a analizar el trabajo de los estudiantes
realizado con el SGD. En primer lugar, se analizan las aportaciones (si
existen) a la solucion dada en la Fase 1, y su respuesta a la primera
pregunta: ;Qué otras formas de resolucion para cada una de las tareas te
sugiere Geogebra? Posteriormente se analizan las extensiones y una
reflexion sobre los conocimientos matematicos que aporta el empleo de la
tecnologia. La Fase 2, tal como se indico, fue un taller de formacién y no
requiere de analisis.

Fase 3 (Geogebra-Por parejas): la practica totalidad de las parejas
“copian” la resolucion desarrollada individualmente en la Fase 1, si bien
aprovechan las potencialidades que les ofrece el software para incorporar
los dibujos que se interpretan del enunciado y conseguir con ello que se
obtengan unas imdgenes mas precisas. Se observan evidencias de que
existen ciertas diferencias en la forma en la que cada pareja utiliza el
software y, por lo tanto, en el papel que éste desempefia. A continuacidén
mostramos algunas resoluciones interesantes.

- Para la pareja de Alicia-Josefina, la primera parte de la resolucion
es una copia exacta del procedimiento realizado por Alicia en la resoluciéon
de “lapiz y papel” (Fase 1). En el documento que presentan, reproducen
tres imagenes con distintas posiciones para el punto M y sefalan cudl es la

solucion a partir de una prueba empirica (Fig. 3a y 3b).
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* Problema hecho a mano:

6°5cm
M
A _ B
Q T N 4cm
D p c
A (rectangulo) = b*a = 6°5*4 = 26 cm

Como se cumple que AMQ = PNC y BNM = PQD hacemos lo siguiente:

N Al d-nts = duor = (comobay Diguales) =2 du ' Ty

e

7 2 2

) Afp)=h-¥

Vv

Altg)=(6'3-x)% =65x-x = como hay 2 iguales)
1 2

=IgSx-x :\ Aftg)=65x-1

?
Vamos a calcular el drea del rombo:
A(MNPQ) =26 (4x-x"+ 655 -x) =26+ 5~ 2'5x = 2" - 10"5x + 26
T 4 105=0 T2 &x=105 T x=105=265

4

A (MNPQ) = 24(2°625)" - 10°S (2'625)+ 26=12"219 (4zea minima)
Veamos a que distancia tiene que esta M para que el drea sea minima:

M=6"5-x=6'5-2625=3875.

Figura 3a

o ;Qué otras formas de resolucion de esta tarea te sugiere Geogebra?

Utilizando el Geogebra, seguimos los siguientes pases para resolver este
ejercicio:

1°. Dibujamos un rectingulo ABCD con las longitudes que se indican,
6.5cm y 4dcm.

2°. Anadimos el punto M y con ayuda del compds, los puntos N, Py Q de
modo que al mover el punto M, éstos ultimos también se desplacen.

3° Una vez construido esto, movemos el punte M sobre AB y encontramos
la distancia a la que debe estar el punto M para que el cuadrilatero
MNPQ tenga area minima.

‘Veamos a continuacion tres imagenes del Geogebra.

Por Gltimo
Estaeslai

En esta primera, observamos que si situamos el punto M a una distancia de 1,24 cm de
A, se obtiene un 4rea de 16,03 cm .

En esta segunda imagen, hemos alejado el punto M de A y vemos que el drea cambia a
14,62 cm .

Figura 3b

- La pareja Adela-Paloma hace una descripcion literal del

procedimiento de construccion, basado en el empleo casi exclusivo de la

linea de edicién de Geogebra y obtiene empiricamente, como la pareja

anterior, el valor minimo del drea (12’22 unidades cuadradas).

- En la pareja Edna-Marco, cobra fuerza la resolucion que Marco

proponia en la Fase 1 y opta por obtener el vértice de la pardbola. Sus

miembros son capaces de conectar tres modos de representacion:

geométrico, numérico y el grafico, y comprueban la igual de la solucion

obtenida en cada uno de los sistemas de representacion (Fig. 4).
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Fig. 4. Resolucion de Edna y Marco

- La pareja Noelia-Elia conecta unicamente el modo de
representacion geométrico y el analitico, y su resolucién es, como en el
caso de Alicia-Josefina, copia de la realizada individualmente en la Fase 1 .
Se sirven de la herramienta que tiene Geogebra denominada “Estudio de
funcion™ para dar la informacion necesaria, una vez definida la funcidén

como area. No usan el modo de representacion numérico (Fig. 5).
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Figura 5. Pareja Noelia y Elia

- Oliver y Yoel entienden que Geogebra les aporta la posibilidad de
representar graficamente la funcidn area del paralelogramo lo que les ayuda
a comprobar visualmente el resultado obtenido en la Fase 1. Consideran
que el software citado ayuda a la demostracion grafica de un tipo amplio de
problemas cuando, una vez obtenida la funcidon que se desea optimizar, ésta

se representa graficamente.

Respecto a las extensiones del problema, desde nuestro punto de
vista, la mayoria no realiza aportaciones relevantes. A continuacion se
analizan las mas destacadas:

- Alicia y Josefina proponen el estudio de un caso particular para
cuando se inscribe un rombo en un rectangulo y el calculo de la longitud de

los lados para que el 4rea del rombo sea maxima (en ningiin momento se
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tiene en cuenta la definicion de rombo que supone su caracter de
equilatero). No resuelven el problema, por lo que tampoco explicitan las
aportaciones de esta extension a la posible actividad matematica que se

debe llevar a cabo.

o ;Puedes plantear una actividad que permita extender la situacion inicial
propuesta?

La figura siguiente muestra un rombo inscrito dentro de un rectangulo, de
forma que los vértices del rombo se sitllan en los puntos medios de los lados del
rectangulo. El perimetro del rectangulo es de 100 metros. Calcular las longitudes
de sus lados para que el area del rombo inscrito sea maxima.

Figura 6. Pareja Alicia-Josefina

- Para Edna y Marco, la extension consiste en plantear el mismo
problema, pero con la condicion de que, ahora, el area del cuadrilatero
Inscrito sea maxima.

- Noelia y Elia extienden el problema al estudio del caso con un
pentagono regular y un rombo, en los que se inscriben, respectivamente, un
pentagono y un cuadriladtero. Utilizan Geogebra para hacer las
construcciones, visualizar el problema, y obtener el resultado. Para el caso
del rombo, conjeturan que la figura de area minima es un rectdngulo,

aunque no aportan la demostracion.
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Podriamos plantear el mismo problema, pero aplicado a otra figura inicial,
es decir, en vez de considerar un rectdngulo, podemos considerar un

pentadgono 0 un rombo.

"
| =244

Area di JUKL = 22.36

Area di STUV = 11.3 "

- Figura 7. Noelia-Elia

- La pareja Oliver-Yoel es la inica que presenta dos variaciones del
problema algo mas interesantes. Por una parte, plantea la extension en
términos de cambiar el rectangulo por poligonos regulares; para éstos el
area minima del poligono inscrito se obtiene cuando el vértice estd en el
punto medio de uno de los lados. Por otro lado, proponen minimizar el

perimetro de la figura inscrita como actividad de extension y anticipan una

posible solucion (Fig. 8).

Otra actividad que podemos hacer serfa la misma pero en vez de pedir
minimizar el drea, pedir minimizar el perfmetro. Ya vimos que cada lado del
rectdngulo M N PQ es la hipotenusa de un tridngulo recténgulo, luego pode-
mos calcular dichas distancias por separado (de hecho solo hace falta calcular
dos distancias, pues hemos dicho que son iguales dos a dos) y sumarlas y lue-
g0 minimizar esta funcién. Esta cuestién es interesante por el hecho de que
aqui, el maximizar el complementario no nos va a llevar a buen puerto ya que
el perimetro del paralelogramoM N PQ no esté contenido en el perfmetro del
rectdngulo ABCD.

Figura 8. Oliver y Yoel
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Después de este analisis detallado de los datos, pasamos a considerar
la idoneidad de las preguntas utilizadas en la Fase 3, que se plantearon con
la intencion de favorecer la reflexion de los estudiantes sobre el uso del
SGD, y movilizar aspectos de la actividad matematica que no hubieran

surgido en la resolucion de la tarea con el uso exclusivo de “lapiz y papel”.

En relacion con la pregunta 1, en la que se pedia que presentaran
otras formas de resolver la tarea 1, pero ahora con el uso de Geogebra, se
observd que la mayoria de los estudiantes, copiaban lo que hicieron en la
resolucion con lapiz y papel (Fase 1). El SGD se limit6 a usarse como una
herramienta de dibujo y los estudiantes no fueron capaces de ampliar sus
razonamientos para aportar nuevos elementos sugeridos por el dinamismo
de la construccion. La generalidad de la pregunta ha producido este tipo de
respuestas y una resolucion con ciertas indicaciones favoreceria la

interaccion de los estudiantes con el software.

En la pregunta dos, los estudiantes tenian que proponer una
extension de la situacidn inicial; la reflexion que surge es respecto al
significado que tiene para ellos el término “extension”. Asi, por ejemplo,
para la pareja Alicia-Josefina, la extension se convierte en estudiar un caso
particular. Para Edna-Marco, la extension consiste en plantear el mismo
problema, pero en lugar de minimizar el area del cuadrilatero, maximizarla.
Tanto la pareja Noelia-Elia como la formada por Oliver y Yoel, se
aproximaron mejor a la idea de extension. La primera propuso modificar el
rectangulo y considerar un romboide, o también, en lugar del rectangulo de
partida, tomar un pentagono. Oliver y Yoel presentaron dos extensiones:
una para poligonos regulares y la otra para minimizar el perimetro del
cuadrilatero inscrito. Ante estas evidencias, parece necesario aclarar el
significado que para nosotros tiene extender el problema o situacion, se

deberian  proporcionar algunas indicaciones que dirijan  estas
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modificaciones que se piden.

Finalmente, sobre los conocimientos matematicos que intervienen en
la resolucion con Geogebra, los estudiantes no son conscientes de los
nuevos conocimientos matematicos que surgen de un enfoque dindmico
para la tarea. Por ejemplo, la pareja Edna-Marco no identifica como
conocimientos nuevos el uso de los tres sistemas de representacion
facilitado por Geogebra. Oliver y Yoel, tampoco consideran como
conocimiento nuevo la importancia del dominio de existencia de la
funcion, que aparece implicito en la decision tomada de mover el punto
sobre el lado mas corto del rectangulo para no perder el paralelogramo con
los efectos del “arrastre”. Esta ausencia de reflexiones sobre el
conocimiento matematico, que surgen en la resolucion de las tareas,

requiere plantear preguntas que les ayuden a explicitar tales conocimientos.

Algunas reflexiones finales

A lo largo de este articulo se ha descrito la actividad matematica de
un grupo de estudiantes tratando de determinar y describir las aportaciones
del SGD Geogebra a su formacion en un contexto de resolucion de
problemas. Asimismo, hemos discutido la idoneidad de las preguntas que
se les proponian para la resolucion de la tarea con Geogebra, preparadas
con la intencién de complementar y ampliar el conocimiento matematico
que aparece en una resolucion en el ambiente habitual de “lapiz y papel”.

Los resultados obtenidos no han respondido a nuestras expectativas
dado que, en lineas generales, los estudiantes no fueron capaces de
aprovechar la potencialidad del dinamismo que proporciona Geogebra.
Como formadores de profesores, creemos que es importante suministrar a
nuestros estudiantes indicaciones mas concretas que faciliten la apropiacion
de la herramienta como instrumento para desarrollar conocimientos

matematicos y de resolucion de problemas. Hemos constatado que el hecho
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de manejar habilmente la herramienta no basta para sacarle todo el partido
como generador de conocimientos de modo que pueda ser incorporada de
manera sistemadtica/natural a las aulas de Educaciéon Secundaria.

Se ha podido comprobar como los estudiantes tienen dificultades
para explicitar la actividad matemadtica (definir, justificar, argumentar,
probar, generalizar, etc.) realizada durante el proceso de resolucién del
problema tanto con sélo “lapiz y papel” como con el SGD. Creemos que la
dificultad radica en que no se les proporcionan oportunidades para ello.

Nuestros estudiantes deben saber que, cuando se trata de ensefar
Matematicas a futuros alumnos de Secundaria, es necesario analizar
detalladamente las tareas que se propondrdn en las aulas dado que,
mediante su resolucidon, el profesor identifica dificultades de la tarea,
determina los objetivos de aprendizaje, anticipa posibles respuestas de los
alumnos, etc. Esta competencia debe ensefiarse durante su formacién como
profesor.

Asimismo, parece imprescindible ensefiar a los estudiantes a
distinguir entre lo que supone resolver un problema con el rigor adecuado,
y el hecho de reflexionar sobre la ensefianza a futuros alumnos de
Secundaria, momento en el cual tiene sentido discutir sobre la pertinencia o
no del formalismo matematico que se debe exigir al elaborar pruebas o
demostraciones y al estudiar casos particulares, entre otros. Todos estos
hechos forman parte de la formacion especifica que debe adquirir un futuro
profesor de Matematicas, por lo que se debe reflexionar sobre la necesidad
de explicitar exactamente los objetivos del aprendizaje de los futuros
profesores, clarificar qué herramientas didacticas y como deben usarse para
lograr una ensenanza de las Matematicas utilizando la tecnologia como
recurso didactico.

Atendiendo a todas las consideraciones anteriores, a modo de guia,

hemos elaborado un protocolo para la resolucion de tareas utilizando el

100



Camacho, M.; Afonso, M. C.; Moreno, M.

software dindmico como herramienta de aprendizaje para facilitar a los
estudiantes para profesores diferentes aproximaciones que enriquezcan la

resolucion.

GUIA DE IMPLEMENTACION

Una aproximacion dinamica utilizando Geogebra

1. ;Cuales son los elementos fundamentales que dan sentido al
problema?

2. Utiliza un software dinamico (Geogebra) para analizar el problema
desde una perspectiva geométrica. Comenta el proceso.

3. Para construir el modelo dindmico de la situacion planteada, ten en
cuenta que hay ciertos elementos que, al moverse, generan una
familia de dibujos que propicia al enfoque general del problema.

4. (Qué propiedades cumple esa familia que se genera con el
movimiento? ;Se mantienen las caracteristicas basicas que dan lugar
al modelo geométrico construido? Encuentra el dominio de
variacion del modelo dinamico.

5. Obtén una representacion cartesiana que relacione lo que se desea
optimizar (variable dependiente) con algin valor que pueda
considerarse como variable independiente y halla el lugar
geométrico que se obtiene. ;Podrias utilizar mas de una variable
independiente?

6. ¢Existe algun patron asociado a las variables elegidas? Identifica
visualmente en qué punto la grafica obtenida alcanza el valor
maximo/minimo. Construye (con Excel) una tabla que muestre

algunos valores de las variables que modelizan el problema.
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Aproximacion algebraica

1. Después de las observaciones obtenidas a partir de la aproximacién
dinédmica, elige una notacion apropiada y encuentra una expresion
algebraica para la funcion que se desea optimizar.

2. Obtén la dependencia de las variables y las relaciones que permitan
convertir la expresion en una funcion real de una variable real.

3. Halla una expresion algebraica para la funcion que se desea
optimizar. Representa graficamente la funcion obtenida y discute las
propiedades que la caracterizan.

4. ;Queé relacion existe entre la funcion obtenida y el modelo funcional
obtenido en la aproximacion dindmica?

5. Aplica la condicion suficiente de obtencidon de puntos Optimos para
hallar el valor(es) que optimice(n) la funcién obtenida. Compara ese
valor con el obtenido previamente haciendo uso del software.

6. (Se podria encontrar un caso mas general?

7. Discute cudles son las caracteristicas del razonamiento matematico
que aparecen en ambas aproximaciones dindmica y algebraica que
han dado lugar a la resolucion de la tarea
Algunas extensiones

1. Modifica algunas de las condiciones iniciales y trata de extender el

problema de partida.
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