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Resumen: Esta investigacion tiene por objetivo proponer una guia que integre
las situaciones-problemas relativas a la comprensién de variable aleatoria y
sus aplicaciones en distribuciones de probabilidad promovidos por el curriculo
escolar chileno, fundamentada en las ideas de Transposicion Didactica y objetos
matematicos primarios del EOS (Enfoque Ontosemidtico del Conocimiento y la
Instruccion Matematicos). Primero, por medio del analisis de contenido a linea-
mientos curriculares chilenos e internacionales, fue creada la Guia de Situa-
ciones-Problemas sobre Variable Aleatoria y sus Aplicaciones en Distribuciones
de Probabilidad seguin el Curriculo Escolar Chileno (GSP-VADP). Posteriormente,
a partir de la literatura ha sido seleccionado un conjunto inicial de items re-
presentantes de las situaciones-problemas que componen la guifa, y luego a
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través de un juicio de expertos fue identificado el conjunto final. Los resultados
muestran que la GSP-VADP esta constituida por 34 situaciones-problemas, de
aquellas emergen los restantes objetos matematicos primarios. Esta herramienta
es viable utilizarla para identificar items representantes de sus situaciones-pro-
blemas por medio de juicio de expertos, debido a que el conjunto final de items
obtuvo un coeficiente de validez y concordancia bueno (0,86).

Palabras clave: Variable Aleatoria. Distribuciones de Probabilidad. Situacio-
nes-Problemas. Transposicion Diddctica. Curriculo Escolar.

Abstract: This research has the aim of proposing a guide that integrate the
problems-situations regarding the understanding of random variable and their
applications in probability distributions promoted by the Chilean School
Curriculum, based on the ideas of Didactic Transposition and OSA’s primary
mathematical objects (Ontosemiotic Approach to Mathematical Cognition and
Instruction). First, through the content analysis to Chilean and international
curricular documents, the Guide of Problems-Situations about Random Variable
and their Applications in Probability Distributions according to the School
Chilean Curriculum (GPS-RVPD) was created. Subsequently, from the literature
has been selected an initial item group that is a representation of the problems-
situations that compose the guide, and then through an expert judgment the
final group was identified. The results show that the GPS-RVPD is constituted
by 34 problems-situations, from which emerge the rest primary mathematical
objects. This tool is feasible to use for identifying items representing their
problems-situations, through expert judgment, this is because the final item
group obtained a good validity and concordance coefficient (0,86).

Keywords: Random Variable. Probability Distribution. Problems-Situations. Di-
dactic Transposition. School Curriculum.
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1. INTRODUCCION

La variable aleatoria y las distribuciones de probabilidad son tépicos esenciales
en la educacion estocastica dada su importancia en la teoria de la probabilidad
y en la practica estadistica (Heitele, 1975; Batanero, 2004). Por esta razon se les
da un lugar importante a estos temas en el curriculo de Chile (Ministerio de
Educacion de Chile [MINEDUC], 2015; MINEDUC, 2019a) y en el curriculo de la
mayoria de paises, por ejemplo, el de Estados Unidos (National Council of Tea-
chers of Mathematics [NCTM], 2000; National Governors Association Center for
Best Practices INGACBP] y Council of Chief State School Officers [CCSSO], 2010).

En las investigaciones que tienen como objeto de estudio los libros de texto
de probabilidad y estadistica, se ha constatado la escasez de situaciones-pro-
blemas sobre el tema de variable aleatoria y distribuciones (Ortiz, 2002, Valverde,
2017). Por otro lado, a pesar de que la variable aleatoria es inseparable de su
distribuciéon de probabilidad (Ruiz, 2013), hemos notado que la literatura previa
ha sido persistente en reportar deficiencias en los conocimientos utilizados en
el proceso de ensenanza-aprendizaje de la distribucion binomial a nivel escolar
(Sanchez y Landin, 2014), la variable aleatoria (Ruiz, 2006) o la distribucién
normal en el ambito universitario (Tauber, 2001).

Por ello, identificamos una problematica vigente en torno a la carencia de herra-
mientas que permitan valorar de manera articulada y simultanea la comprension
de la variable aleatoria y sus aplicaciones en las distribuciones de probabilidad
binomial y normal. Lo anterior se agudiza frente al inminente tratamiento de este
contenido durante la transicién de egreso de la educacion escolar e inicio de la
educacion superior, que se espera sea coherente con los lineamientos curriculares
actuales. Por tanto, en este trabajo nos proponemos abordar la problematica descrita
previamente, para lo cual se establece el objetivo de proponer una guia que integre
las situaciones-problemas relativas a la comprension de variable aleatoria y sus
aplicaciones en distribuciones de probabilidad, promovidas por el curriculo escolar
chileno, donde las situaciones-problemas hacen referencia a tareas, actividades o
ejercicios que originan la actividad matematica (Godino, 2002).

2. MARCO CONCEPTUAL

La investigacion se fundamenta en la nocion de tansposicion didactica, entendida
como el cambio realizado al conocimiento cientifico (saber sabio) para poder
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ser ensenalado (Chevallard, 1980). Dentro de esta se distinguen dos tipos (Che-
vallard, 1991): la transposicion didactica externa, que corresponde a la transfor-
macion realizada del conocimiento cientifico (saber sabio) al contenido expuesto
en el curriculo escolar (saber a ensefar); transposicion interna, que hace refe-
rencia al cambio del contenido presente en los lineamientos curriculares (saber
a ensenar) en una forma de conocimiento que sea accesible a los estudiantes
(saber ensenado).

Ademas, en la transposicion didactica intervienen agentes, tales como (Che-
valard, 1991): (i) expertos, vigilan en el proceso de transformacion que el saber
ensenado no sea una distorcion del saber sabio; (i) documentos curriculares, los
cuales exponen los contenidos de referencia sobre los que debe actuar el profe-
sor; (iii) profesor, quien es uno de los responsables del proceso de transposicién
didactica y; (iv) estudiantes, quienes son los receptores de aquel producto.

También este estudio se sustenta en elementos del Enfoque Ontosemidtico
del Conocimiento y la Instruccién Matematicos (EOS) (Godino et al, 2007), teoria
que propone que el origen de la actividad matematica son las situaciones-pro-
blemas, es decir, tareas, actividades o ejercicios (Godino, 2002), y para su reso-
lucion se realizan determinadas practicas matematicas. Aquellas practicas son
especificas actuaciones y expresiones verbales o graficas que pueden ser com-
partidas en una institucion (llamado significado institucional) o realizadas por
una persona (denominado significado personal) para resolver una tarea o comu-
nicar su solucién (Godino, 1994).

En el EQOS los objetos corresponden a todo aquello a lo que se hace referencia
en la practica matematica, por lo que segun la funcién que cumplan es posible
clasificarlos en la siguiente tipologia de objetos matematicos primarios (Godino,
2002): a) situaciones-problemas (S-P), tareas, actividades o ejercicios que promueven
la actividad matematica; b) lenguaje (L), términos matematicos en sus diversos
registros de representacion (verbal, simbolico, tabulary grafico) utilizados para enun-
ciar o resolver tareas; c) conceptos (C), descripciones o definiciones relacionadas a
un objeto matematico, aplicadas en la resolucién de actividades; d) proposiciones
(PP), caracteristicas o propiedades de conceptos, usadas en solucionar tareas; e)
procedimientos (P), algoritmos, técnicas de calculos u operaciones desarrollados
para responder actividades; y f) argumentos (A), enunciados empleados para
aprobar o justificar proposiciones y procedimientos, o la respuesta a tareas. Asi,
un conjunto de situaciones-problemas vinculadas reciprocamente, que comparten
sus representaciones, procesos o soluciones similares constituyen un campo de
problema (C-P) (Godino, 1999).
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De esta manera, el EQS se ha utilizado en la determinacion de los campos
de problema que estructuran la guia disefada, a partir de la indagacién de
investigaciones previas en torno a la epistemologia y significado institucional
de los temas en cuestion. La nocion de transposicion didactica interna fue
empleada en el analisis de documentos curriculares tanto chilenos como inter-
nacionales y proceso de identificacion, clasificacién y reduccion de unidades de
analisis. También el Enfoque Ontosemidtico se ha usado en el proceso de infe-
rencia de situaciones-problemas a partir de las unidades de analisis, ademas en
la seleccion desde la literatura de tareas, actividades o ejercicios que representan
aquellas situaciones-problemas que componen la guia.

3. METODOLOGIA

El presente trabajo es una investigacion documental, la cual tiene como propo-
sito comprender la realidad social y producir conocimiento mediante el analisis
de diversos documentos (Hoyos, 2010). También, este trabajo posee datos empi-
ricos obtenidos de las opiniones de expertos iberoamericanos que validaron la
guia disenada.

3.1 CONTEXTO Y MATERIALES DE LA INVESTIGACION

El contexto de esta investigacion ha sido la educacion escolar chilena, por con-
siguiente, en primer lugar, se indago el principal documento curricular del pais
propuesto por el Ministerio de Educacién, denominado Bases Curriculares (MI-
NEDUC, 2015; MINEDUC, 2019a) tnicamente las destinadas a la educacion
secundaria (grado 9 hasta 12). Ademas, se incluyé el analisis a los Programas
de estudio de Matematica (MINEDUC, 2016; MINEDUC, 2019b; MINEDUC 2019¢),
pues es un instrumento que hace posible la ejecucion de las Bases Curriculares.
En estos documentos fueron estudiados los Objetivos de Aprendizaje (O.A) e
Indicadores de Evaluacién (I. Ev.) sobre topicos estocasticos.

La elaboracion de las Bases Curriculares, se sustentan en diversas fuentes,
una de ellas es la revision de lineamientos curriculares internacionales princi-
palmente de paises pertenecientes a la Organizacién para la Cooperacion y el
Desarrollo Economico (MINEDUC, 2009). En consecuencia, en un segundo
momento se analizaron los siguientes documentos:
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* | os estandares americanos como los Principios y Estandares para la Edu-
cacion Matematica (NCTM, 2000) y los Estandares Estatales Basico Comu-
nes para las Matematicas (NGACBP y CCSSO, 2010), dirigidos a la
educacion preescolary escolar (grados K al 12). En el primero de ellos se
han estudiado las Expectativas de Aprendizaje (EA) del estandar de Ana-
lisis de Datos y Probabilidad, mientras que en el sequndo los Dominios (D)
y Estandares (E) pertenecientes a la categoria conceptual de Estadistica y
Probabilidad.

* |Los Lineamientos para la Evaluacion y Ensenanza en Educacion Estadis-
tica, conocido como proyecto GAISE (Franklin et al, 2005) que abarca
desde la educacion preescolar a grado 12, pues es un documento de
referencia internacional para afrontar los desafios de la educacion esta-
distica a nivel escolar. En él fue estudiado el apartado sobre el rol de la
probabilidad en estadistica.

La investigacion se realizo bajo un enfoque mixto (Hernandez et al, 2014) y su
desarrollo se organizo en tres fases, cada una es detalla a continuacion.

3.2 FASE 1: CONSTRUCCION DE GUIA DE SITUACIONES-PROBLEMAS

En la primera fase de la investigacion, se empleo la técnica de analisis de con-
tenido (Krippendorff, 1990). Esta es una técnica para analizar de forma sistema-
tica documentos, con el propdsito de realizar inferencia reproducible e identificar
en sus fragmentos la presencia o ausencia de alguna caracteristica del tema.
Por ello se ha utilizado en la identificacion y clasificacion de normativas vigen-
tes en torno a la ensenanza-aprendizaje de la variable aleatoria y sus aplicacio-
nes en algunas distribuciones de probabilidad, organizadas en categorias, segun
los ocho campos de problema abajo definidos.

Aquellos campos de problema fueron establecidos en un proceso ciclico e
inductivo por medio del analisis a la epistemologia de la variable aleatoria
(Amrani y Zaki, 2015; Dinges, 2005; Ruiz, 2013). También este aspecto ha sido
indagado en la distribucion binomial (Garcia-Garcia et al, 2022; Vilca, 2015) y
distribucion normal (Stahl 2006; Tauber, 2001). Asi se obtuvieron los siguientes:
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1. Identificar la variable aleatoria como una funcion presente en el contexto
probabilistico.

2. Reconocer la distribucion de probabilidad de una variable aleatoria discreta
(funcién de cuantia) como una herramienta que permite ver la variacion
aleatoria.

3. Reconocer la distribucion de probabilidad de una variable aleatoria continua
(funcién de densidad) como una herramienta que permite ver la variacion
aleatoria.

4. Establecer la funcion de distribucion de una variable aleatoria discreta.

5. Utilizar parametros vinculados a la variable aleatoria para resumir la distri-
bucion de sus probabilidades.

6. La distribucion binomial como un modelo probabilistico que describe un feno-
meno de la vida real.

7. La distribucion normal como un modelo probabilistico que describe un
fenomeno de la vida real.

8. Aproximar distribuciones de variables aleatorias discretas con un numero
grande de valores.

Las Unidades de Analisis (UA) fueron definidas a partir de la revision de los
documentos curriculares senalados y clasificadas en los campos de problema
anteriores, para ello se emplearon letras minusculas del alfabeto latino (a, b, ¢,
.. Z). Luego por medio del método de Rivas (2014), las UA. han sido comparadas
y reducidas utilizado el comentario “‘contenida en’, debido a que algunas uni-
dades estaban contenidas en otra o no entregaban nueva informacion, todo ello
con el proposito de lograr representar su informacion en una UA. final. Un
ejemplo de este procedimiento se expone en la tabla 1.
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Tabla 1. Ejemplo del proceso de identificacion, clasificacion y reduccion de las Unidades
de Analisis

Campo de problema Unidades de Analisis

2. Reconocer la distribucion de  MINEDUC (2015, p. 124): OA 10 Mostrar que comprenden las
probabilidad de una variable variables aleatorias finitas

aleatoria discreta (o funcién de a. Calculando su probabilidad. UA. a contenida en h
cuantia) como una herra- b. Graficando sus distribuciones. UA. b contenida en d

g‘sgfoﬂuae]ezetg”gge ver la MINEDUC (2016, p. 154) I Ev.
¢. Determinan las probabilidades de una variable aleatoria
aplicando la terminologia P(X = xi). UA. ¢ contenida en h
d. Elaboran tablas y graficos para representar la distribucion de
una variable aleatoria finita. UA. d

NCTM (2000, p. 324). E. A.
e. Comprender los conceptos de espacio muestral y distribucion
de probabilidad y construir espacios muestrales y distribucio-
nes en casos simples. UA. e contenida en h
f. Usar simulaciones para construir distribuciones de probabili-
dad empiricas. UA. f contenida en i

NGACBP y CCSSO (2010, p.82-83): D. Usar la probabilidad
para tomar decisiones
g. E1: Graficar la distribucion de probabilidad correspondiente
utilizando el mismo grafico como para distribuciones de
datos. UA. g contenida en d
h. E.3: Desarrollar una distribucion de probabilidad para una
variable aleatoria definida en un espacio muestral en el que
se puede calcular las probabilidades teoricas. UA. h
. E4: Desarrollar una distribucion de probabilidad para una
variable aleatoria definida en un espacio muestral en el que
las probabilidades se asignan empiricamente. UA. i

Franklin et al (2005): El rol de la probabilidad en estadistica
j. Se requiere la comprension de conceptos probabilisticos, como
las distribuciones de probabilidad. UA. j contenida en h
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Posteriormente, a partir de las Unidades de Analisis final se procedi¢ a infe-
rir situaciones-problemas (S-P) alusivas a la comprension de la variable aleato-
ria y distribuciones de probabilidad, donde se presentaron los siguientes casos:
(i) una UA final origin6 una unica situacion-problema; (i) una U.A final origind
dos o tres situaciones-problemas, ejemplo de ello se muestra en la tabla 2.

Tabla 2. Ejemplo del proceso de inferencia de situaciones-problemas

Unidades de Analisis final

Situaciones-Problemas

UA. final i. Desarrollar una distribucion de
probabilidad para una variable aleatoria defi-
nida en un espacio muestral en el que las
probabilidades se asignan empiricamente
(NGACBP; CCSSO, 2010, p. 82-83)

UA. final h. Desarrollar una distribucion de
probabilidad para una variable aleatoria defi-
nida en un espacio muestral en el que se
puede calcular las probabilidades tedricas
(NGACBP: CCSSO, 2010, p. 82-83)

UA. final d. Elaboran tablas y graficos para
representar la distribucion de una variable
aleatoria finita (MINEDUC, 2016, p. 154

E 2.1 Determinar las probabilidades asociada
a los valores de una variable aleatoria discreta
desde un enfoque frecuencial

E 2.2 Determinar las probabilidades asociada
a los valores de una variable aleatoria discreta
desde un enfoque clasico

E 2.3 Definir la funcion de probabilidad de
una variable aleatoria utilizando la terminolo-
gla P (X = x,).

E 24 Construir una tabla para representar la
funcién de probabilidad de una variable alea-
toria discreta

E 25 Construir un grafico de barras para
representar la funcion de probabilidad de una
variable aleatoria discreta

Finalmente, como resultado de esta fase se obtuvo un conjunto de 34 situa-
ciones-problemas, que sintetizaron los objetivos de aprendizaje e indicadores
de evaluacion en torno a la comprension de variable aleatoria y sus aplica-
ciones en el modelo binomial y normal, presentes en documentos curriculares
escolares. En su conjunto conformaron la Guia de Situaciones-Problemas so-
bre Variable Aleatoria y sus Aplicaciones en Distribuciones de Probabilidad
segun el Curriculo Escolar Chileno (GSP-VADP).
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3.3 FASE 2: SELECCION DE UN CONJUNTO INICIAL DE iTEMS A PARTIR DE LA
LITERATURA

En esta fase se seleccion6 de la literatura actividades, tareas o ejercicios concre-
tos, representantes de las situaciones-problemas que componen la guia sobre
variable aleatoria y sus aplicaciones en distribuciones de probabilidad. La bus-
queda se realiz6 en estudios, tanto donde se hayan utilizado cuestionarios para
evaluar la comprension de la variable aleatoria y/o distribucion binomial o
normal, como en aquellos que se presentan propuestas de ensefnanza en torno
a los conceptos en cuestion. En el caso que, en las indagaciones no se encon-
trara una pregunta pertinente para valorar una situacion-problema, se procedio
inicialmente a buscar una interrogante en libros de textos escolares de mate-
matica (chilenos) y en ultima instancia esta fue creada segun el contexto de
algun enunciado propuesto para evaluar otra situacién-problema.

Para cada situacién-problema que integra la guia, fue preparado un trio de
ftems diferentes, aunque en algunos casos un item valoré mas de una situa-
cion-problema. De esta manera se obtuvo un primer conjunto constituido por
91 items, la mayor parte fueron preguntas de tipo abierta, debido a que entregan
informacion mas detallada (Hernandez et al, 2014).

3.4 FASE 3: SELECCION DE UN CONJUNTO FINAL DE {TEM A PARTIR DE LA VALIDEZ
DE CONTENIDO POR JUICIO DE EXPERTOS

En este momento se procedi6 a la validez de contenido de los items por medio de
la valoracion por juicio de experto, su evaluacion permitio seleccionar de cada trio
propuesto al ftem mejor calificado para el conjunto final. Participaron seis expertos
de diferentes nacionalidades (Argentina, Chile, Espana, México y Portugal), dado que
se recomienda considerar entre cinco a diez (Barraza, 2007), todos ellos doctores
en educacion matematica o psicologia con una reconocida experiencia en investi-
gacion en el area de didactica de la estadistica. A cada uno de los expertos se les
envio, por medio de correo electrénico, una invitacién en la cual se especifico el
contexto de la investigacion y objetivo del instrumento y se solicitd su colaboracion
para valorar: el grado en que cada item es adecuado para evaluar la situacion-pro-
blema donde fue clasificado; elegir aquel ftem que considera que evaltia de mejor
manera la situacion-problema, entre los tres que se proponen por cada una. Para
ello fue propuesta una escala Likert, de 1 (nada relevante) a 5 (muy relevante),
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sumado a un apartado de sugerencias donde pudieran recomendar mejoras en la
redaccion de los items.

Posteriormente se realizo un andlisis descriptivo de los resultados por medio
de indicadores estadisticos sobre el centro (media: X y mediana: M,) y la disper-
sion (desviacion tipica) de las valoraciones de los expertos. Asi de los tres items
propuesto para cada situacion-problema, ha sido seleccionado aquel con media
mas alta. Para los casos donde existieron dos items con igual media, fue elegido
aquel que tiene una mediana con mayor valor, mientras que, si hubo dos items
con igual media y mediana, fue seleccionado el con menor desviacion tipica.

Finalmente, para analizar el grado en que cada item seleccionado se ajusté a
una situacion-problema, los resultados también fueron examinados a través del
Coeficiente de Validez de Contenido (CVC) de Hernandez-Nieto (2002) que per-
mite valorar el grado de acuerdo de los expertos respecto a cada uno de los
diferentes items y al instrumento en general. Para interpretar el CVC de un item se
tuvo en cuenta la siguiente escala: (i) ftem inaceptable (CVC < 0,60); item deficien-
te (0,60 < CVC < 0,70); (iii) item adecuado (0,70 < CVC < 0,80); (iv) item bueno
(0,80 < CVC < 0,90); (v) item excelente (0,90 < CV(C). De esta manera se conside-
raron aceptables los ftems con un coeficiente de validez y concordancia mayor
que 0,70.

4. RESULTADOS
4.1 GUIA DE SITUACIONES-PROBLEMAS

La tabla 3 presenta la Guia de Situaciones-Problemas sobre Variable Aleatoria
y sus Aplicaciones en Distribuciones de Probabilidad segun el Curriculo Escolar
Chileno (GSP-VADP). Como se puede apreciar el primer campo de problema,
constituido por cuatro situaciones-problemas, aborda el reconocimiento de la
variable aleatoria ligada a un fenémeno aleatorio, dado que es el primer paso
para estudiar distribuciones de probabilidad. El segundo y tercer campo de
problema, compuesto por cinco vy tres situaciones-problemas respectivamente,
tiene relacion con el establecimiento de la funcion de probabilidad: en una
primera instancia para la variable aleatoria de tipo discreta que permite deter-
minar la probabilidad que esta tome valores aislados; en un sequndo momento
para la variable aleatoria de tipo continua que, hace posible calcular la proba-
bilidad que esta tome un valor en un subconjunto de ndmeros reales. El cuarto
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campo de problema integrado por tres situaciones-problemas, hace referencia
a estudiar la funcién de distribucion de una variable aleatoria discreta, dado que
son topicos inseparables y esta funcion permite representar la situaciéon aleato-
ria en que ambas estan involucradas. El quinto campo de problema, conformado
por seis situaciones-problemas, aborda un aspecto fundamental de la variable
aleatoria como son sus parametros, que estan mayormente relacionados a su
funcién de probabilidad.

El sexto y séptimo campo de problema, constituidos por cinco y seis situa-
ciones-problemas respectivamente, trabajan la aplicacion de la variable aleato-
ria en los modelos de probabilidad, para las de tipo discreta (modelo binomial)
y continuas (modelo normal) correspondientemente. El octavo y Ultimo campo
de problema, constituido por dos situaciones-problemas, esta relacionado a la
aproximacion de la distribucion binomial por la normal.

Por tanto, partir de las 34 situaciones-problemas identificadas emergen los
restantes tipos de objetos matematicos (lenguaje, conceptos, proposiciones, pro-
cedimientos y argumentos), y que en su conjunto reflejan el significado institu-
cional de la variable aleatoria y sus aplicaciones en distribuciones de
probabilidad en el contexto escolar chileno.

Tabla 3. GSP-VADP

Campos de problema Situaciones-Problemas

1. Identificar la variable aleato- 1.1 Diferenciar entre variables deterministas y variables aleatorias
ria como una funcién presente 1.2 Definir variables aleatorias finitas en experimentos aleatorios
en el contexto probabilistico 1.3 Identificar dominio de una variable aleatoria finita

1.4 Identificar recorrido o valores de una variable aleatoria finita

2. Reconocer la distribucién de 2.1 Determinar las probabilidades asociadas a los valores de una
probabilidad de una variable  variable aleatoria discreta desde un enfoque frecuencial
aleatoria discreta (o funcién 2.2 Determinar las probabilidades asociadas a los valores de una
de cuantia) como una herra-  variable aleatoria discreta desde un enfoque clésico
mienta que permite ver la 2.3 Definir la funcion de probabilidad de una variable aleatoria
variacion aleatoria utilizando la terminologia P (X = x)
2.4 Construir una tabla para representar la funcién de probabili-
dad de una variable aleatoria discreta
2.5 Construir un grafico de barras para representar la funcién de
probabilidad de una variable aleatoria discreta
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3. Reconocer la distribucion de 3.1 Construir grafico de la funciéon de probabilidad de una varia-
probabilidad de una variable  ble aleatoria continua

aleatoria continua (o funcion 3.2 Calcular algunas probabilidades asociadas a la variable alea-
de densidad) como una herra- toria continua

mienta que permite ver la 3.3 Determinar si la funcion dada es una funcion de probabilidad
variacion aleatoria de una variable aleatoria continua

4. Establecer la funcion de 4.1 Determinar la probabilidad acumulada hasta algunos valores
distribucion de una variable de la variable aleatoria discreta

aleatoria discreta 4.2 Definir la funcion de distribucién (o funcién de probabilidad

acumulada) de una variable aleatoria discreta

4.3 Construir un grafico para representar la funcion de distribu-
cion (o funcion de probabilidad acumulada) de una variable alea-
toria discreta

5. Utilizar parametros vincula- 5.1 Calcular la media o valor esperado de una variable aleatoria
dos a la variable aleatoria discreta
para resumir la distribucion de 5.2 Interpretar la media o valor esperado de una variable aleatoria
sus probabilidades discreta
5.3 Calcular la varianza de una variable aleatoria discreta
54 Calcular la desviacion estandar de una variable aleatoria discreta
5.5 Interpretar la desviacion estandar de una variable aleatoria
discreta
5.6 Identificar la media y desviaciéon estandar de una variable
aleatoria continua

6. La distribucion binomial 6.1 Identificar situaciones que pueden modelizarse a través de la
como un modelo probabilistico distribucién binomial
que describe un fenémeno de 6.2 Determinar los parametros asociados a la distribucién bino-
la vida real mial como n (numero de ensayos), p (probabilidad de éxito) y g
(probabilidad de fracaso)
6.3 Calcular la media y/o desviacion estandar de la distribucion
binomial
6.4 Calcular probabilidades aplicando la funcion de probabilidad
o funcion de distribucion de la distribucion binomial
6.5 Calcular probabilidades asociadas a una distribucion bino-
mial empleando una herramienta tecnologica
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7. La distribucion normal como 7.1 Identificar situaciones que pueden modelizarse a través de la
un modelo probabilistico que  distribucién normal
describe un fenémeno de la 7.2 Calcular la probabilidad en una distribucion normal a través
vida real de la propiedad +3c
7.3 Calcular la probabilidad en una distribuciéon normal em-
pleando la tipificacion
74 Describir la tendencia de los datos representados graficamente
empleando la aproximacion de la binomial por la normal
75 Evaluar la veracidad de afirmaciones utilizando el concepto
de distribucién normal
7.6 Calcular probabilidades asociadas a una distribucion normal
empleando una herramienta tecnoldgica

8. Aproximar distribuciones de 8.1 Calcular los parametros asociados a la distribucion normal
variables aleatorias discretas ~ como (media) y (desviacion estandar)

con un numero grande de 8.2 Calcular probabilidades en el contexto de aproximacion de la
valores distribucion binomial a la normal

A continuacion, se muestra la seleccion de cada item representante de una si-
tuacion-problema a través de la valoracion por juicio de expertos. Es importante
mencionar que, en las fases de seleccion de iftems a partir de la literatura y
eleccion segun juicio de expertos, se han excluido dos situaciones-problemas
(6.5y 7.6), debido a que se proyecta que el conjunto final de items sea aplicado
a estudiantes individualmente y en forma presencial o en linea. Ademas, en las
fases sefalas se incluyeron items para valorar dos situaciones-problemas (6.1 y
7.1) fundamentadas en la alfabetizacion estadistica en términos de Gal (2002),
con el proposito de aportar con informacion sélida y empirica a la investigacion
de esta drea.

4.2 ANALISIS DESCRIPTIVO DE LA VALIDEZ DE CONTENIDO POR JUICIO DE EXPERTOS

A los seis expertos participantes se les presentd un documento donde la primera
seccion contenia tres items para cada una de las 32 situaciones-problemas previa-
mente identificadas. Su valoracién hizo posible seleccionar de cada trio de items
propuesto, aquel que fue mas relevante para ellos (item sombreado), a través del
mayor valor medio dado a cada uno. Por ejemplo, para la situacién-problema 1.1
fueron propuestos los items 1, 2A'y 3.1, por lo que ha sido seleccionado el item 1,
cuya media es de 4,33 puntos. La tabla 4, muestra los siguientes casos presenta-
dos en la eleccion de items que componen la version definitiva de esta seccion:
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i. En tres situaciones-problemas (1.4, 6.2 y 7.4), un par de items fueron
evaluados con la misma puntuacion media, seleccionandose aquel con
mayor mediana. En concreto, para la situacién problema 1.4, los items 1
y 3.2C, poseen igual media (4 puntos), entonces fue seleccionado el item
3.2C, cuya mediana es 4,5 puntos.

ii. En dos situaciones-problemas (5.2 y 7.1), un par de items han sido valo-
rados con igual media y mediana, entonces fue elegido el que presenta
menor desviacion tipica. En particular, para la situacién-problema 5.2, los
items 14.1A y 15C tienen misma media (4 puntos) y mediana (4 puntos),
asi fue elegido el item 15C cuya desviacion tipica es 0 punto.

iii. En la situacion-problema 4.2, los items 8A y 9A fueron calificados con
igual media (4,683 puntos), mediana (4,7 puntos) y desviacién tipica (0,37
puntos). Por tanto, ha sido escogido el item 8A, ya que posee igual con-
texto que los items seleccionados para la situacion-problema 4.1y 4.3.
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Tabla 4. Seleccién de items y resumen estadistico de puntuaciones de expertos a los items

Situacion- ftem X M, Desv. Situacion- ftem X M.  Desv.
Problema tip. Problema tip.
1.1 1 433 5 121 52 131B 38 44 147
2A 383 4 117 14.1A 4 4 089
31 233 2 151 15C 4 4 0
1.2 1 433 45 082 53 13.2A 4 4 089
2C 383 4 117 14.2A 367 4 1,03
328 4 45 155 15B 45 45 0,55
13 1 317 3 117 54 132A 4 4 089
2B 417 45 098 14.2A 433 45 082
32AyC 4 4 11 158 417 4 0,75
14 1 4 4 089 55 132B 383 4 117
2B 367 35 121 14.2B 367 35 121
32C 4 45 127 15.C 4 4 11
21 42 3 25 167 56 16 267 3 151
51A 383 4 117 17 333 4 151
6.2 367 4 1,03 18 2 1 155
22 41A 38 39 117 6.1 19.1 383 4 133
51B 3 3 11 20 417 4 0,75
61A 4 4 11 21 383 4 117
23 41B 3 3 089 6.2 19.1 35 35 1,05
52 383 45 147 20ABCyD 417 45 098
61B 417 4 0,75 21Ay B 417 4 0,75
24 41B 333 35 121 6.3 192Ay B 417 45 117
51B 417 4 0,75 20Ey F 45 5 0,84
61B 383 4 098 21CyD 46 48 049
25 41C 417 45 098 6.4 19.1 417 45 117
51C 417 45 098 20B 433 45 082
6.1C 433 45 082 21B 45 45 055
31 10A 383 4 098 71 22A 417 45 117
11A 35 35 138 231 417 45 098
121 B 333 35 163 24 3 35 127
32 10Cy D 367 4 052 72 22By C 4 45 127
11B 383 4 098 232 3 3 11
122y 123 367 4 137 24 35 35 1,38
33 10B 4 4 063 73 25 417 4 0,75
11B 417 4 0,75 26 433 45 082
121 A 4 4 11 27 4 4 11
41 7A 367 45 1,75 74 28 283 25 147
8A 4 4 089 29 45 5 084
9C 383 4 117 30 45 45 0,55

184 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 35, NUM. 1, ABRIL DE 2023



Elaboracién de una Guia de Situaciones-Problemas sobre Variable Aleatoria y sus Aplicaciones..

4.2 7B 4 4 089 75 31 317 35 098
8A 4683 47 0,37 32 383 4 0,75

9A 4,683 47 0,37 33 317 3 0,75

43 7B 383 4 117 81 34A 383 4 0,75
8B 45 45 0,55 35A 4 4 0,63

9B 433 45 0,82 36 367 35 0,82

51 131B 433 45 082 82 34B 417 4 0,75
141AyB 417 4 0,75 35B 4 4 0,89

15A 367 4 103 36 383 35 098

Como resultado se puede apreciar que de los 32 ftems elegidos para la version
final de esta seccion del documento: veinte de ellos fueron muy relevantes para
los expertos, dado que cada uno fue calificado en promedio con mas de 4 pun-
tos; siete han sido relevantes pues, cada uno fue evaluado en promedio con 4
puntos; cinco fueron medianamente relevantes ya que, cada uno ha sido valo-
rado en promedio con mas de 3 puntos, pero menos que 4.

Ademas, segun se expone en la tabla 4 los expertos han valorado positiva-
mente las situaciones-problemas que componen cada campo de problema. Una
evidencia de ello es que, en cada uno de los 32 items escogidos para la version
final de la primera seccién del documento, su evaluacién obtuvo una mediana
igual o mayor a 4 puntos. Concretamente: en cuatro de estos items la mediana
de sus puntuaciones es mayor a 4,5 puntos, es decir, la mitad de los expertos
valoraron cada interrogante con 5 puntos a diferencia de los demas evaluadores
que les asignaron 5 o menos puntuacion; en 13 de ellos, las puntuaciones
evidenciaron una mediana de 4,5 puntos, lo cual significa que tres jueces eva-
luaron a cada ftem con 5 puntos y los tres participantes restantes lo han hecho
con 5 o menor valor; en 15 de esos, la mediana de sus puntuaciones es 4, es
decir, tres de los jueces valoraron a estos items con 4 0 5 puntos y la otra mitad
de los participantes les han asignado un valor igual o menor a 4.

Por tanto, para los expertos participantes, cada item seleccionado es repre-
sentativo de la situacion-problema en la cual han sido propuesto, ademas de
ser relevante y coherente para evaluar la situacion-problema consultada. Tam-
bién estos items representan las tareas, ejercicios y actividades que promueve
el curriculo escolar chileno para valorar la comprension de la variable aleatoria
y distribuciones binomial y normal.

Respecto a la sequnda seccion del documento presentado a los expertos,
donde se abordan situaciones-problemas acerca de distribuciones de probabi-
lidad fundamentadas en la alfabetizacion estadistica, la tabla 5 contiene los
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resultados sobre su valoracion. En ella ha sido posible observar que se presento
el caso que una de las situaciones-problemas (6.1) obtuvo dos items calificados
con igual media, mediana y desviacion tipica. Por tanto, ha sido escogido aquel,
en que el estudiante debe poner en juego habilidades como evaluar e interpre-
tar la informacion estadistica presente en su enunciado, mas que realizar pro-
cedimientos (algoritmos, operaciones, etcétera).

Tabla 5. Seleccién de items sobre alfabetizacion estadistica y resumen estadistico
de puntuaciones de expertos

Situacion-Problema ftem X M, Desv. tip.
6.1 Identificar situaciones que pueden mo- 37 45 5 084
delizarse a través de la distribucion binomial 38 4 4 11
39 45 5 0,84
7.1 ldentificar situaciones que pueden mo- 40 47 5 052
delizarse a través de la distribucién normal 1 4 4 11
42 4 4 11

También la tabla 5 muestra que los dos items que fueron seleccionados para la
version definitiva de esta seccion han sido evaluados por los participantes como
muy relevantes, pues cada uno fue calificado en promedio con mas de 4 puntos.
Aun mas, en aquellos items la mediana de sus puntuaciones es 5, lo cual sig-
nifica que tres de los expertos asignaron a cada uno la maxima valoracién (5)
a diferencia de los otros tres que los calificaron con 5 0 menos puntos.

De esta manera se obtuvo un conjunto final de 34 items que representan
concretamente gran parte de las situaciones-problemas de la GSP-VADP, 32 de
estos integran la primera seccion de un documento, mientras que los restantes
dos la segunda. En su resolucién se manifiestan conceptos, lenguaje, procedi-
mientos, propiedades y argumentos, que en conjunto caracterizan el significado
institucional de la variable aleatoria y sus aplicaciones en las distribuciones de
probabilidad a nivel escolar. La tabla 6 presenta informacion relativa a las fuen-
tes bibliograficas de los 34 ftems, organizada segun la situacion-problema que
valora cada uno.
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Tabla 6. Fuentes bibliograficas del conjunto final de ftems

Situacion- ftem v Fuente Situacion- ftem y Fuente
Problema Problema
11 1.1 Ferndndez et al (2013) 52 5.2¢ Elaboracion propia
12 1.1 Fernéndez et al. (2013) 53 5.2b Osorio et al. (2019)
13 1.2 Flores et al. (2014) 54 5.2a Elaboracion propia
14 1.3 Adaptacion de Flores et al. 55 5.2¢ Elaboracién propia
(2014) y Salazar (2014)
21 2.1a Flores et al. (2014) 5.6 10.a Elaboracion propia y posee informacion de
Ramirez (2018)
22 2.2a Salazar (2014) 6.1 6 Alvarado y Retamal (2014)

9. Elaboracion propia y posee informacion de
Colomé (2015) *Alfabetizacion estadistica

23 2.2b Salazar (2014) 6.2 6 Alvarado y Retamal (2014) y adaptacion de
Sanchez y Carrasco (2018)

24 2.1b Flores et al. (2014) 6.3 6.e y 6.f Elaboracion propia

25 2.2¢ Elaboracién propia 6.4 6.3, 6.b, 6.cy 6.d Alvarado y Retamal (2014) y
adaptacién de Sanchez y Carrasco (2018)

31 3.1 Muhoz et al (2013) 71 7.1 Morales et al. (2008a)

10.b Elaboracién propia y posee informacion de
Ramirez (2018) *Alfabetizacion estadistica

32 3.2b Munoz et al. (2013) 72 7.2 Tauber (2001)

33 32a Adaptacion de Munoz et al (2013) 73 7.3 Gonzalez y Ojeda (2017)

41 4.a Elaboracion propia 74 7.4 Adaptacion de MINEDUC (2019¢)

42 4.a Elaboracion propia 75 7.5a Tauber (2001) y 7.5b Morales et al. (2008b)
43 4.b Chacon et al. (2018) 8.1 8.1 Norambuena et al. (2019)

51 5.1 Guerrero et al. (2016) 82 8.2 Alvarado y Batanero (2007)

En la tabla 7 es expuesto un ejemplo de items seleccionados para el conjun-
to final, los cuales representan las situaciones-problemas correspondientes al
campo de problema dos. En este caso, es posible apreciar los elementos que
consideraron significativos los expertos para elegir las situaciones-problemas
relativas a la distribucion de probabilidades de una variable aleatoria discreta.
Respecto a la situacion-problema 2.1 los expertos seleccionaron el item 2.1A. Por
tanto, se puede reconocer que consideraron relevante el proponer una situacion
real y cercana a estudiantes, la cual admite una estrategia de resolucion por
tanteo, donde para entender y dar respuesta a la tarea planteada se pueden
llevar a cabo en repetidas ocasiones el experimento aleatorio involucrado.
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Tabla 7. Ejemplo de items seleccionados para su conjunto final

Campo de problema 2: Reconocer a la distribucion de
probabilidad de una variable aleatoria discreta (o funcién de
cuantia) como una herramienta que permite ver la variacion

aleatoria

Situacion-Problema

2.1 (Flores, Garcia y Sanchez, 2014) Llamaremos lanzamiento
a la accién de lanzar tres monedas al aire al mismo tiempo (de
preferencia de la misma denominacion). Ahora imaginate que
se realizan 1000 lanzamientos y en cada uno de ellos se ob-
serva la variable “‘nimero de caras que ocurren”.

A) En la siguiente tabla anota en la fila de arriba, los posibles
valores de la variable y en la fila de abajo, el numero de veces
(o frecuencia) que crees que ocurra cada valor:

Caras Total

Frecuencia

B) Anota la probabilidad que asignas a la ocurrencia de cada
valor de la variable:

Caras 0 1 2 3
Probabilidad

Total

2.1 Determinar las probabilidades
asociada a los valores de una varia-
ble aleatoria discreta desde un enfo-
que frecuencial (apartado A).

2.4 Construir una tabla para repre-
sentar la funcion de probabilidad de
una variable aleatoria discreta
(apartado B).

2.2 (Salazar, 2014) En un programa de television los concursantes
hacen girar una flecha en una ruleta como en la figura y cada vez
que la flecha se detiene en la zona de color rojo, se gana un
premio y el concurso se trata de hacer girar la flecha 3 veces. En
base a esta situacion responde las siguientes preguntas:

4

A) éCudl es la probabilidad de que un participante gane dos
premios? Y {Cudl es la probabilidad de que un concursante no
gane ningun premio?

B) Escribe en la tabla siguiente la funcion de probabilidad de
la variable aleatoria que relaciona el espacio muestral con el
numero de premios que gana un concursante:

X 0 1 2 3
fix)

Q) En un gréfico represente la funcion de probabilidad anterior.

2.2 Determinar las probabilidades
asociada a los valores de una varia-
ble aleatoria discreta desde un enfo-
que clasico (apartado A).

2.3 Definir la funcién de probabili-
dad de una variable aleatoria, utili-
zando la terminologia P (X = xi).
(apartado B).

25 Construir un grafico de barra
para representar la funcion de pro-
babilidad de una variable aleatoria
discreta (apartado C).

188

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 35, NUM. 1, ABRIL DE 2023



Elaboracién de una Guia de Situaciones-Problemas sobre Variable Aleatoria y sus Aplicaciones..

Para representar la situacién-problema 2.2 los expertos eligieron el item 2.2A.
En él no es inmediata la obtencion de las probabilidades solicitadas, sino que
es necesario razonar e interpretar el enunciado (no ganar ningtin premio quie-
re decir ganar cero premios). También permite aplicar diferentes elementos aso-
ciado al topico de probabilidad como la interseccion de sucesos aleatorios
independientes o el diagrama de arbol, entre otros.

Sobre la situacion-problema 2.3, los participantes escogieron para caracterizarla
el ftem 2.2B, donde se propone un tipo de lenguaje especifico para representar
la funcion de probabilidad (lenguaje tabular). Por lo general dicho lenguaje de
representacion es mas cercano a estudiantes que el simbdlico, ademas se facilita
la respuesta dado que se entrega el dominio de la funcién requerida.

En relacién con la situacién-problema 2.4, los expertos prefirieron el item 2.1B.
Esto se debid a que su enunciado proporciona facilidades, tanto en entregar una
tabla donde se espera que sea representada la funcion de probabilidad, como en
proveer completada la fila superior de esta tabla, correspondiente a los elementos
del dominio de dicha funcion. Alin mas, la tabla contiene una columna que hace
referencia al total de las probabilidades, la cual sirve para corroborar si la funcion
identificada, cumple con una de las condiciones para ser de probabilidad (suma
de sus probabilidades igual a uno). De esta manera los aspectos mencionados
favorecen a comprender lo solicitado y responder manera correcta.

Finalmente, los expertos, para representar la situacién-problema 2.5, optaron
por el item 2.2C. Esto se debe a su vinculacién con el contexto de item 2.2B
(situacion-problema 2.3), el cual proporciona todos los elementos del dominio
de la funcion de probabilidad, pero haciendo referencia explicita a los valores
de X (variable aleatoria discreta). Esta informacion sin duda favorece a la reso-
lucién de la situacion-problema 2.5, especificamente ayuda a asociar el eje
horizontal del grafico con el dominio de dicha funcién (valores de la variable
aleatoria) y su eje vertical con el recorrido (probabilidades).

4.3 ESTIMACION DE LA VALIDEZ DE CONTENIDO POR JUICIO DE
EXPERTOS

A cada uno de los 34 items seleccionados a través de juicio de expertos, se le
calculo el CVC de Hernandez-Nieto (2002) y los resultados del procedimiento se
exponen en la tabla 8. Asi es posible afirmar que los ftems elegidos pueden ser
conservados debido a que cada uno posee un coeficiente superior a 0,70, es de-
cir, valora adecuadamente la situacion-problema respectiva. También el conjunto
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final de items obtuvo en promedio un CVCigual a 0,8, este valor indica que aque-
llos items evaltian idoneamente la comprension de variable aleatoria y sus apli-
caciones en las distribuciones de probabilidad binomial y normal en el contexto
escolar chileno. En consecuencia, se puede sugerir la utilizacion de la GSP-VADP
como un instrumento de evaluacion en una investigacion en educacion o para
estimar el avance en la comprension de los estudiantes en los temas senalados.

Tabla 8. Valor de CVC de cada item que integra la version final de la GVC-VADP

Situacion- ftem aYe Situacion- ftem aYe
Problema Problema

1.1 1 087 54 14.2A 087
1.2 1 0,87 55 15C 08
13 2B 083 56 17 067
14 32C 08 6.1 20 083
21 51A 077 6.2 20AB,CyD 083
22 6.1A 08 6.3 21Cy D 092
23 6.1B 083 6.4 21B 09
24 51B 083 71 231 083
25 6.1C 087 7.2 22By C 08
31 10A 0,77 73 26 087
32 11B 0,77 74 29 09
33 11B 083 75 32 0,77
41 8A 08 8.1 35A 08
42 8A 094 8.2 34B 083
43 8B 09

51 131B 087 6.1 37 09
5.2 15C 08 7.1 40 093
53 15B 09 Media 0,86
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5. CONCLUSIONES

La presente investigacion permitié crear una guia integrada por diversas tareas,
actividades o ejercicios para comprender la variable aleatoria y distribuciones
de probabilidad binomial y normal, segun el curriculo escolar chileno, denomi-
nada GSP-VADP. Los resultados de este estudio muestran que la guia esta
constituida por 34 situaciones-problemas sobre dichos temas, identificadas a
partir de un analisis riguroso a documentos curriculares vigente, principalmente
de Chile (MINEDUC, 2015; MINEDUC, 2016; MINEDUC, 2019a; MINEDUC, 2019b;
MINEDUC, 2019¢), ademas de Estados Unidos (NGACBP y CCSSO, 2010; Franklin
et al, 2005; NCTM, 2000). También esta herramienta presenta importantes avan-
ces en toro a la ensenanza de los topicos probabilisticos senalados:

* Amplia la diversidad de situaciones-problemas sobre variable aleatoria
identificadas por Ortiz (2002), siendo estas representativas de la educacion
escolar actual.

* Propone situaciones-problemas en torno a la distribucion binomial, funda-
mentales para la educacién escolar e inicio de la universitaria, que no han
sido explicitadas como tal objeto matematico en estudios previos.

* Amplia las diferentes situaciones-problemas relativas a la distribucion nor-
mal reconocidas por Valverde (2017), coherentes con la educacion proba-
bilistica fomentada documentos curriculares vigentes.

Por tanto, la Guia de Situaciones-Problemas sobre Variable Aleatoria y sus Apli-
caciones en Distribuciones de Probabilidad seguin el Curriculo Escolar, posee
informacion valiosa que puede servir a los profesores de matematica que ejercen
su labor en las escuelas, para orientar su trabajo y disefnar propuestas de ense-
nanzas en torno a los temas en cuestion.

Por otra parte, los resultados del presente estudio indican que es viable uti-
lizar la GSPVADP para identificar items que representen las situaciones-proble-
mas que la constituyen, por medio de expertos. Debido a que el conjunto final
de ftems que ha sido seleccionados por los seis participantes obtuvo en prome-
dio que es bueno, con un coeficiente de validez y concordancia superior a 0,8.
También este conjunto de items complementa las actividades o tareas propues-
tas para la ensenanza a nivel escolar de la variable aleatoria (Bizet y Ramos,
2022; Doukhan y Gueudet, 2019), distribucion binomial (Alvarado y Retamal,
2014) y distribucién normal (Salinas et al, 2018), ya que de manera articulada
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integra situaciones-problemas sobre variable aleatoria y su aplicacion en distri-
buciones de probabilidad.

Finalmente, esta investigacion se proyecta en llevar a cabo un analisis a
priori de las situaciones-problemas que componen el conjunto final de items.
De esta manera, establecer de forma explicita el lenguaje, conceptos, propieda-
des, procedimientos y argumentos puestos en juego en su resolucion, los cuales
caracterizan el significado institucional de la variable aleatoria y aplicaciones
en distribuciones de probabilidad. Posteriormente, se espera aplicar aquellos
items a estudiantes que cursan Ultimo grado de educacién escolar (17 a 19
anos) o comienzan su formacion universitaria, con el proposito de centrarse en
identificar el significado personal de los tdpicos en cuestion.
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