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The influence of the schematic characteristics of the students’
drawings on mathematization for solving geometry problems
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Resumen: Un numero significativo de estudios ha encontrado que el uso de
las representaciones graficas tiene el potencial de contribuir al éxito en la
resolucion de problemas de matematicas. Sin embargo, los resultados de las
investigaciones también apuntan a que el uso efectivo de estas representacio-
nes depende de ciertas condiciones especificas. A partir de ello, se establece
como un campo de oportunidad para la investigacion el conocer mas sobre
estas condiciones particulares. El objetivo de esta investigacion fue analizar la
influencia que tienen las caracteristicas de las representaciones graficas pro-
ducidas por los estudiantes en su desempeno al resolver problemas de mode-
lizacion matematica. Para llevar a cabo la indagacion se analizaron los dibujos
realizados por 63 estudiantes de primero de secundaria de una escuela en
México al resolver problemas geomeétricos de modelizacion. En el estudio se
aplicaron un conjunto de herramientas de andlisis dirigidas a la clasificacion
de las representaciones graficas y su implicacion en las estrategias y procesos de
solucion. Los resultados mostraron evidencia de una relacion relevante entre
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las caracteristicas de los dibujos de los estudiantes y la planeacion y ejecucion
de métodos para la solucion del problema.

Palabras clave: Educaciéon matemdtica, representaciones, geometria, problemas
verbales, modelizacion matemdtica

Abstract: A significant number of studies have found that the use of graphical
representations can contribute to success in solving math problems. However,
research results also suggest that the effective use of these representations
depends on certain specific conditions. From this, it is established as a field of
opportunity for research to learn more about these particular conditions. This
research’s objective was to analyze the influence that the characteristics of the
students’ graphic representations have on their performance when solving
mathematical modelling problems. To carry out the investigation, we analyzed
the drawings made by 63 seventh grade students from a school in Mexico
when solving geometric modelling problems. In the study, we applied a set of
analysis tools to classify graphic representations and their involvement in
solution strategies and processes. The results showed evidence of a relevant
relationship between the characteristics of the students’ drawings and the
planning and execution of solving methods.

Keywords: Mathematics Education, representations, geometry, word problems,
mathematical modeling

INTRODUCCION

Resolver problemas de matematicas es un proceso de etapas (Polya, 1965)
donde comprender el problema y establecer un plan de accion son elementos
clave para el éxito. La comprension del problema se refleja en la construccion
de un modelo mental sobre la situacion (comprender lo que el enunciado del
problema describe) paso que es fundamental para los procesos posteriores de
solucion (Leiss et al, 2010). Este modelo mental sobre la situacion facilita la
transicion hacia la matematizacion, donde se llevarad a cabo la traduccion de
esta realidad en términos matematicos.
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Ahora bien, cabe resaltar que la matematizacion y los procesos asociados re-
quieren de un conjunto de competencias especificas por parte de los estudiantes
para completarse de manera efectiva. Entre estas competencias especificas para
resolver problemas verbales con éxito a través de este proceso de comprension se
encuentran las relacionadas con la representacion. Las competencias de represen-
tacion se manifiestan en la capacidad de construirlas con ciertas caracteristicas que
las hacen efectivas (Rellensmann et al, 2016) asi como transitar entre diferentes
clases o registros (Duval, 2006) considerando las condiciones del problema.

La capacidad que el estudiante tenga de construir modelos adecuados y de
expresarlos a través de sus respectivas representaciones tendra una influencia
importante en su proceso de matematizacion. Entre las diferentes formas que
tiene el estudiante de representar graficamente se encuentran los dibujos (a
diferencia de otro tipo de representaciones como simbolos, letras y numerales).
Los dibujos, como representaciones graficas realizadas por el estudiante, pueden
ser de gran ayuda para comprender y resolver problemas verbales de matema-
ticas. Sin embargo, los estudiantes deben poseer un conjunto de conocimientos
especificos para sacar el maximo provecho del uso de los dibujos como una
herramienta de apoyo en la resolucion de problemas (Schnotz, 2002).

A pesar de que los dibujos tienen el potencial de ser Utiles para los procesos
de solucion de problemas verbales de matematicas, un gran numero de estu-
diantes tiene dificultades para hacer un uso eficaz de estos en el contexto de la
resolucién de problemas matematicos, principalmente debido a la falta de cono-
cimientos especificos (Schnotz, 2002). De igual forma, la costumbre de trabajar
con modelos de naturaleza mecanicista (Dewolf et al, 2014) y el peso del con-
trato didactico en la solucién de problemas de matematicas (Brousseau, 1988;
D'Amore, 2011) que se enfoca en la capacidad de resolver operaciones, dificulta
el uso practico de las representaciones graficas.

Por lo anterior, se presenta como relevante desarrollar estrategias de proce-
samiento de informacién derivadas de la integracion de textos e imagenes. Este
desarrollo debe producirse sistematicamente en la educacion matematica, ya
que a veces, los estudiantes carecen de las estrategias pertinentes para la inte-
gracion de la informacion textual y grafica (Hochpochler et al, 2013).
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ANTECEDENTES TEORICOS

De acuerdo con Borromeo Ferri (2015) la modelizacion matematica es un pro-
ceso por el cual se conecta el mundo real y las matematicas en ambas direc-
ciones: consiste en traducir la realidad en términos matematicos y finalmente
llevar los resultados de regreso a la realidad para darles sentido. El proceso de
modelizacion es una actividad cognitivamente demandante ya que involucra un
conjunto amplio de competencias (Niss y Hojgaard, 2011). Al llevar a cabo esta
tarea los estudiantes ponen en juego conocimientos, tanto sobre el mundo real
como sobre las matematicas (Blum, 2014), y requieren habilidades como com-
prension lectora y representacion efectiva.

Segun Leiss et al. (2010) el ciclo de modelizacion matematica, desde el punto
de vista cognitivo, tiene siete transiciones: (1) comprension de la tarea, (2) sim-
plificacion y estructuracion, (3) matematizacion, (4) trabajo matematico, (5) inter-
pretacion, (6) validacion y (7) presentacion. En este modelo del ciclo de
modelizacion matematica, el puente que conecta el dominio real con el mate-
matico es la transicion llamada matematizacion, que se produce entre lo que se
ha llamado el modelo real y el modelo matematico.

El modelo real es el resultado de un proceso de simplificacion y estructura-
cion, que incluye la aplicacion de supuestos y la seleccion de datos relevantes
(Borromeo Ferri, 2006). Por lo tanto, esta transicion es un momento crucial en la
resolucién de problemas matematicos. Si los estudiantes no cruzan este puente
correctamente, tendran problemas para poder hacer matematicas de manera
efectiva. Es por la relevancia de este momento en la secuencia del proceso de
modelizacion, que resulta util estudiar los procesos, elementos y condiciones
que operan en este cambio de fase y que permiten construir un modelo mate-
matico solido a partir de la elaboracion del modelo real (Galbraith y Stillman,
2006; Juarez et al, 2014; Maal3, 2006).

Como observa Borromeo Ferri (2006) la transicion de la matematizacion y
Sus procesos previos requieren un dominio minimo de conocimientos extrama-
tematicos (CEM), es decir, aquellos conocimientos que van mas alla de las
matematicas, pero que resultan necesarios para construir un modelo real y por
lo tanto matematico del problema.

Este requisito implica que los CEM vy sus respectivos productos sean esen-
ciales para la construccion del modelo matematico. Dependiendo de la tarea,
algunos CEM seran mas utiles o necesarios que otros. Por ejemplo, en problemas
donde se pide encontrar el drea de figuras geomeétricas, parece haber beneficios
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importantes en la aplicacién de representaciones graficas (dibujos), particular-
mente cuando estas permiten observar claramente la informacion que es mate-
maticamente relevante para hallar la solucion.

En el contexto de la resolucion de problemas verbales, el realizar dibujos
puede ejercer una funcion mediadora que permite a los estudiantes “observar’
objetos matematicos que de otro modo permanecen ocultos (Arcavi, 2003). Esta
capacidad de observar en el contexto de los problemas de matematicas permite
comprender mejor la situacion y la tarea, asi como identificar los objetos y con-
ceptos matematicos implicados.

La construccion de dibujos que resulten efectivos en el contexto de la reso-
lucion de problemas de matematicas implica poner en juego un conjunto de
conocimientos y herramientas cognitivas especificas (Schnotz, 2014). La aplica-
cion efectiva de representaciones graficas generadas por estudiantes para la
resolucion de un problema complejo requiere cumplir con ciertas condiciones
minimas de relacion con el mundo, con la situacion y con las matematicas; en
términos especificos, un dibujo sera efectivo para hacer matematicas en tanto
corresponda con el enunciado del problema, represente de manera adecuada
la estructura matematica de los objetos y sus relaciones y, cuente con un grado
de abstraccion minimo para visualizar Unicamente informacion que es matema-
ticamente relevante (Ott, 2016).

El uso de representaciones graficas para la resolucion de problemas mate-
maticos no siempre se relaciona con un mejor desempeno. Como se muestra
en los estudios, es importante considerar el tipo de problemay el tipo de repre-
sentaciones que se utilizan (Hegarty y Kozhevnikov, 1999; Ott, 2017; Rellens-
mann et al, 2016). En este sentido, las representaciones diagramaticas han
demostrado ser mas utiles ya que presentan selectivamente informacion que es
relevante para resolver problemas y omiten detalles que no contribuyen a la
matematizacion (Hegarty y Kozhevnikov, 1999). Las representaciones diagrama-
ticas permiten al estudiante identificar mas facilmente la informacion que es
relevante y como usarla; es decir, tienen una contribucién mas directa en la
comprension y resolucion del problema.

Con el apoyo de representaciones diagramaticas graficas, el estudiante debe-
ria ser capaz de avanzar hacia una interpretacion mas profunda y precisa del
problema. En el caso especifico de la geometria, este ejercicio debe llevar a los
estudiantes desde la identificacion de objetos solo por su forma, (Nivel 1 de van
Hiele), hasta el reconocimiento de sus propiedades (Clements y Battista, 1992).
Es decir, en la tarea de resolver problemas el uso de representaciones graficas
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adecuadas permitiria establecer una relacion con los procesos de matematiza-
cion y no Unicamente con los de identificacion.

METODO
Pregunta principal

La pregunta principal de este estudio fue: éComo influyen las caracteristicas de
los dibujos que producen los estudiantes en los procesos de matematizacion
cuando resuelven problemas geométricos de modelizacion? Para responder se
realizé un estudio cualitativo analizando los dibujos realizados por estudiantes
al resolver un problema de area y su desempeno en el proceso de modelizacion
matematica mediante la aplicacién de una hoja de trabajo.

PARTICIPANTES

Fueron 63 estudiantes de primero de secundaria (70 grado) de una escuela
privada en México en el ultimo mes del ano escolar. Los sujetos tenian cierta
experiencia con el uso de dibujos ya que, al resolver problemas matematicos, los
maestros suelen recomendar que hagan un dibujo para comprender la situacion
del problema. Del mismo modo, la escuela utiliza un modelo para la ensenanza
que establece que los pasos para resolver un problema son: (1) obtener los datos
de un texto y resolver, (2) utilizar un diagrama o un dibujo para resolver un pro-
blema graficamente y (3) obtener los datos del dibujo para resolver un problema.
Los estudiantes conocen la formula del area de un circulo y han trabajado pro-
blemas en este tema, tanto en la clase como en los examenes.

MATERIAL

La hoja de trabajo

Con el fin de disefar un instrumento que fuera adecuado y util para la investi-
gacion, se revisaron previamente los materiales de clase con los que han traba-
jado los participantes. En el analisis se tomaron en cuenta los conceptos que

manejan los estudiantes, el tipo de problemas que resuelven en clase y la
demanda cognitiva con la que estan habituados a trabajar.
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Para la recoleccion de los datos, se diseno y aplico a los participantes una
hoja de trabajo con un problema de area. La hoja contenia el enunciado del
problema, un espacio para anotaciones y dibujos, y otro espacio para las ope-
raciones y la solucion. Las instrucciones escritas indicaban tres cosas: (1) leer el
problema cuidadosamente, (2) resaltar la respuesta correcta y (3) escribir la
validacion de su respuesta.

El problema aplicado en la investigacion es una version adaptada del enun-
ciado “el chivo atado” (Boaler, 2016). Este problema fue seleccionado a partir de
sus caracteristicas, ya que su resolucion requiere que el estudiante ponga a
trabajar su razonamiento y aplique estrategias.

El planteamiento del problema no presenta la figura geométrica de manera
explicita, sino que esta resulta de la interaccion entre los elementos enlistados
en el enunciado. En estos casos, el estudiante debe completar la estructura de
la situacion haciendo uso de una combinacion de conocimientos matematicos
y extramatematicos. Con conocimientos extramatematicos nos referimos a aque-
llos que van mas alla de la disciplina matematica, por ejemplo, el saber de qué
forma se mueve un animal cuando estd atado a un punto fijo. Este tipo de
problemas resultan particularmente Utiles para observar el uso estratégico que
los estudiantes hacen de las representaciones graficas.

A partir de este proceso de recoleccion de datos se obtuvieron las represen-
taciones graficas de la situacion (dibujos y sus etiquetas), el modelo matematico
construido, las operaciones realizadas y la redaccion de validacion de respuesta.

El problema

El enunciado del problema incluido en la hoja de trabajo es el siguiente:
Un borrego esta atado a la esquina de un granero cuadrado de 4 x 4 metros. (Cudl
es el drea maxima que el borrego puede pastar si la cuerda tiene una longitud de 3

metros? Nota: el borrego Unicamente puede moverse fuera del granero y no sobre él.

Para la respuesta se utilizé un formato de opcion multiple. La hoja de trabajo
presentaba cuatro opciones de respuesta: una correcta y tres distractores.
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Procedimiento

La escuela cuenta con tres grupos de tercero de secundaria (72 grado). La hoja
de trabajo se aplicd sin un proceso de intervencion previo a 63 estudiantes en
tres sesiones (una por cada grupo). Los estudiantes tuvieron un total de 28
minutos para completar la resolucion del problema.

Estrategia de andlisis

Para observar evidencias de la relacion entre las caracteristicas de los dibujos y
el desempeno en modelizacion matematica se utilizaron un conjunto de herra-
mientas de andlisis, prestando especial atencion a los procesos de representa-
cion y matematizacion.

En el proceso de andlisis de los datos, se delimitaron cinco componentes
para la revision de las respuestas en las hojas de trabajo: (1) respuesta elegida,
(2) validacién por escrito, (3) uso explicito de la formula, (4) operaciones realiza-
das, (5) dibujos y sus caracteristicas. Posteriormente, se aplicaron las herramien-
tas de analisis para el proceso de categorizacion.

Categorias de andlisis

Para este estudio, se definieron cuatro categorias de analisis agrupadas en
dos dimensiones. Las dos grandes dimensiones son las caracteristicas de los
dibujos y la modelizacién matematica. La dimension de las caracteristicas de
los dibujos se centro en describir las caracteristicas de los dibujos y sus rela-
ciones a través de tres categorias: la estructura matematica, la corresponden-
cia informacional y el grado de abstraccién. Con la dimension de modelizacion
matematica se buscd evaluar el desempeno de los estudiantes en este proceso
a través de la categoria correspondiente. Es importante mencionar que después
del analisis individual por categoria se llevé a cabo un analisis cruzado para
observar las relaciones entre las categorias. En la tabla 1 se presenta la orga-
nizacion de las dimensiones de andlisis, sus respectivas categorias, indicado-
res e instrumentos.
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Tabla 1. Categorias de analisis (Ott, 2017; Rellensmann, 2016)

Dimension Categoria Indicador Instrumento / item
Caracteristicas de  Estructura Clasificacion de los dibujos con  Hoja de trabajo /
los dibujos matematica respecto a sus caracteristicas @ seccion de dibujos
partir de los niveles jerarquicos
de Ott (2017)
Correspondencia  Nivel de relacion entre los Hoja de trabajo /
informacional dibujos y la informacion del seccion de dibujos

enunciado verbal del problema
en cuanto a valores, unidades y
operaciones.

Grado de Nivel de abstraccién de a) los Hoja de trabajo /
abstraccion objetos representados y b) las seccion de dibujos
relaciones representadas
Modelizacién Desempenio en la  Nivel de desempefio en Hoja de trabajo /
matematica modelizacion modelizacion matematica seccion de
matematica considerando la construccion operaciones

correcta del modelo matematico
y la respuesta correcta a partir
de la herramienta de
Rellensmann (2016)

Herramientas de andlisis

Los dibujos generados por los estudiantes se procesaron aplicando las herra-
mientas de analisis propuestas por Ott (2017) y Rellensmann et al. (2016). La
propuesta de clasificacion de representaciones graficas de Ott (2017) se com-
pone de tres categorias de analisis: la estructura matematica, la correspondencia
informacional y el grado de abstraccion.

Las herramientas de clasificacion de Ott (2017) se centran en las caracte-
risticas de los dibujos de los objetos y la relacién que guardan con la estruc-
tura matematica y la informacion del problema. La clasificacion de la estructura
matematica se propone a través de una revision de seis niveles jerarquicos
que se determinan de acuerdo con las caracteristicas de los dibujos: cuando no
se trata de una representacion grafica se clasifica como (1) no grafico (figura 2),
cuando el dibujo no guarda relacion con el texto del enunciado del problema
verbal se clasifica como (2) fuera del texto (por ejemplo, que el dibujo incluyera
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un automovil cuando el problema trata de un borrego); cuando tiene relacion
con el enunciado del problema, pero no incluye los elementos estructuralmente
relevantes para la resolucion del problema se clasifica como (3) ilustrativo
(figura 3), cuando incluye objetos estructuralmente relevantes, pero no sus rela-
ciones, se clasifica como (4) orientado a objetos (figura 4); si incluye los objetos
estructuralmente relevantes y sus relaciones se trata de un dibujo diagramatico,
que a su vez se clasifica considerando la inclusion explicita de informacion sobre
estas relaciones en forma de indicaciones o texto, si no las incluye es clasificado
como (5) implicitamente diagramatico (figura 5), y si las incluye se trata de un
dibujo (6) explicitamente diagramatico.

¢Hay elementos graficos
en la representacion?

No Si

¢Hay una relacion con respecto

No grafico al contenido del texto del problema?
No Si
- Dibujo
; Aparecen objetos
12
FEREE B estructuralmente relevantes?
No Si
¢ En el acomodo se identifican
llustrativo las relaciones entre los objetos
estructuralmente relevantes?
No Si
¢Se enfatizan las reaciones
Orientado a objetos de manera explicita?
No Si
Diagramatico implicito Diagramatico explicito

Figura 1. Clasificacion de las representaciones de acuerdo con la estructura matematica
(Ott, 2017).

68 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 35, NUM. 1, ABRIL DE 2023



La influencia de las caracteristicas diagramaticas de los dibujos de los estudiantes ..

3118 LURIUG UETE Nl IGIYY UE D IHELTUDE

Nota: el borrego Jnlmmeile pu‘ede mcversg:.ﬁ..re{i de]'gn:?oy no sobre él. _Q!i
el de gt 11 4 fo g
} 21.2 n: = ’ ‘| '&
By 2.3 ms 43114g =56 T

Dy opeidones

LA LT

Figura 2. Ejemplo de trabajo de participante clasificado como no grafico. Se puede notar
que la estudiante Unicamente realizd operaciones y no aparece ningun dibujo en el area
de trabajo.

Figura 3. Ejemplo de dibujo clasificado como ilustrativo. El tinico que realizé la partici-
pante en el area de trabajo, solo dibuja objetos que no son matematicamente relevantes.
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Figura 4. Ejemplo de dibujo clasificado como orientado a objetos ya que solo aparecen los
objetos estructuralmente relevantes del problema por separado, sin sus relaciones.

menog:la parte de
[ adentiQ

Figura 5. Ejemplo de dibujo diagramatico implicito. En él aparecen representados clara-
mente los objetos estructuralmente relevantes y sus relaciones.

Para el analisis de la correspondencia informacional, es decir, qué tanto corres-
ponden los dibujos con la informacién que se presenta en el enunciado verbal
del problema, se revisaron tres variables: correspondencia del valor, correspon-
dencia de las unidades de medida y correspondencia de las operaciones. La
correspondencia de valor se refiere a que las cantidades del problema corres-
ponden a las que se representan en el dibujo. La correspondencia de las uni-
dades de medida esta relacionada con que se utilicen en los dibujos las
unidades correspondientes, por ejemplo: metros cuadrados. Esto es, que, si el
enunciado dice que una cuerda mide tres metros, en el dibujo se senale el objeto
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que representa a la cuerda con una etiqueta que diga “3 metros” o0 3 m.” La
correspondencia de operaciones quiere decir que el estudiante plantea las ope-
raciones correspondientes a lo que se describe en el enunciado. Por ejemplo,
cuando un problema verbal dice en su redaccion “gasta’, el estudiante lo plan-
tee en su area de trabajo como una resta. Para la valoracion de esta categoria
se utilizan cuatro posibles opciones. Tres de estas opciones corresponden al nivel
de correspondencia entre el dibujo y el texto con el enunciado del problema.
Estas tres opciones son: “completa” (si corresponde totalmente con el enunciado),
‘parcial” (si corresponde Unicamente parcialmente), e “inexistente” (si es que no
hay correspondencia con la informacién del enunciado). La cuarta opcién, ‘no se
cumple’, se utiliza en caso de que no haya un dibujo con el cual realizar esta
valoracion de correspondencia.

El grado de abstraccion se determina a partir de dos indicadores: el foco en
los objetos que son estructuralmente relevantes en el dibujo, es decir, dibujos
de objetos que aportan informacion matematicamente relevante para la resolu-
cion del problema, y el foco en las cualidades matematicamente relevantes de
estos objetos. Ambos indicadores del grado de abstraccion se valoran con un
nivel de bajo o alto. Un ejemplo de grado de abstraccion bajo se aprecia en la
figura 3, donde se dibujaron objetos concretos con su apariencia real como el
borrego y el pasto. A diferencia de esto, un ejemplo de nivel de abstraccién alto
se puede apreciar en la figura 5, donde aparecen objetos matematicos abstrac-
tos como cuadrado, circulo, radio, en lugar del borrego y el pasto.

Para evaluar el desempeno en modelizacion se utilizo 1a escala propuesta
por Rellensmann et al, (2016). Esta herramienta analitica estima la precision de
las soluciones de los participantes en una escala de tres puntos. La codificacion
del desempeno de evaluacion de los autores considera la correccion de la res-
puesta y las causas de las que derivan respuestas incorrectas. La puntuacion se
establece de la siguiente manera: dos (2) puntos para una solucion correcta del
problema, un (1) punto para soluciones incorrectas derivadas Unicamente de
errores de computo y cero (0) puntos para soluciones incorrectas que resultaron
de una matematizacion incorrecta.

RESULTADOS

A partir de la aplicacion de la herramienta de andlisis para evaluar el desempeno
en modelizacion matematica propuesto por Rellensmann et al. (2016), 18 de los
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63 estudiantes obtuvieron una puntuacion maxima de dos (implicando una
modelizacion y respuesta correctas), 23 obtuvieron una puntuacion de unoy 22
obtuvieron la puntuacién minima de cero. Aunque mas de 18 estudiantes selec-
cionaron la respuesta correcta, solo se consideraron para la puntuacion maxima
aquellas que incluyeron un modelo matematico u operaciones que la validaran.
No se consideraron como desempeno alto en modelizacion los casos que obtu-
vieron una respuesta correcta pero que (1) no realizaron un modelo correcto, (2)
llevaron a cabo estrategias alternativas que no implicaban la construccion de
un modelo matematico (como la estrategia de conteo que se menciona en la
seccion de discusion), (3) ni los casos en los que no se incluyeron modelos ni
operaciones (tabla 2).

Aunque se pidio a todos los estudiantes que argumentaran la respuesta, solo
un porcentaje menor presentd una validacion explicita de su estrategia de solucion.
Entre los 18 estudiantes que respondieron correctamente hubo quienes utiliza-
ron diferentes estrategias en las operaciones. Una vez que aplicaron la formula
tomaron distintos caminos para obtener las tres cuartas partes del area total del
circulo. Algunos dividieron y restaron, mientras que otros dividieron y multiplicaron.
Todos estos casos se consideraron en la clasificacion de respuesta correcta.

Tabla 2. Desempeno en modelizacion

Respuesta Total
Correcta (2 puntos) 18
Incorrecta (errores en la construccion del modelo o en las 22

operaciones (1 punto)

Incorrecta (0 puntos) 23

La mayoria de las representaciones muestran caracteristicas diagramaticas y
aportan, al menos de manera parcial, informacién que es matematicamente
relevante (12 orientadas a objetos y 46 diagramaticas). En los tipos de dibujo
fuera de texto y no grdfico se presentd un caso en cada unay la categoria de
dibujo explicitamente diagramadtico quedd vacia con cero incidencias (tabla 3).
De acuerdo con Ott (2017), el diagrama explicito debe incluir informacion clara
sobre las relaciones entre los objetos estructuralmente relevantes. Aunque los
estudiantes trabajen eficazmente, suelen omitir la escritura con la explicacion
de la relacion entre los objetos. En el caso de los participantes del estudio,

72 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 35, NUM. 1, ABRIL DE 2023



La influencia de las caracteristicas diagramaticas de los dibujos de los estudiantes ..

aquellos que la comprendieron y la aplicaron, no la registraron en la hoja de
trabajo.

Tabla 3. Clasificacion a partir del andlisis de la estructura matematica

Estructura matematica Total
No grafico 1
Fuera de texto 0
llustrativo 4
Orientado a objetos 12
Implicitamente diagramatico 46
Explicitamente diagramatico 0

En cuanto a la correspondencia informacional, se destaca que el resultado de
la medicion es, en su mayoria, una correspondencia completa en términos de
valores y unidades, sin embargo, Unicamente parcial en términos de la aparien-
cia de las operaciones asociadas con el dibujo (tabla 4). Esto es, los dibujos que
construyeron los estudiantes se relacionaron con el enunciado del problema,
pero no con las operaciones. Es importante recordar que estas categorias de
analisis se aplican a los dibujos. En la tabla 4, la correspondencia con respecto
a las operaciones no se refiere a que estas se hayan realizado correctamente,
sino a qué tanto corresponden con lo que se construye en el dibujo. Algunos
estudiantes no construyen una relacién de representacion entre el dibujo y las
operaciones, sin embargo, realizan una modelizacién adecuada y resuelven
correctamente las operaciones.

Tabla 4. Correspondencia informacional

Correspondencia Correspondencia No existente  No se cumple

completa parcial
Valor 21 14 27 1
Unidad medida 21 9 32 1
Operaciones 7 3 52 1
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Sobre el grado de abstraccién, un niimero considerable de los dibujos (36)
fue evaluado con un alto puntaje. De los dibujos identificados con bajo nivel de
abstraccion, la mayoria se encontraban combinados con representaciones de
nivel alto. Es decir, se encontraron muy pocas representaciones graficas que
fueran totalmente de bajo nivel de abstraccion (tabla 5). El nivel bajo-bajo se
puede observar en la figura 3, donde no se dibujan los objetos estructuralmente
relevantes ni sus relaciones. El nivel bajo-alto se ejemplifica en la figura 4, donde
aparecen en el dibujo objetos que no son estructuralmente relevantes (en este
caso el borrego), pero también las cualidades estructuralmente relevantes. El
nivel alto-bajo se puede observar en la figura 6, donde aparecen solo los obje-
tos estructuralmente relevantes, sin embargo, sus cualidades se encuentran
‘decoradas” con detalles ilustrativos. En el nivel alto-alto, se encuentra el dibujo
de la figura 5, donde Unicamente aparecen en el dibujo los objetos estructural-
mente relevantes y sus cualidades.
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Figura 6. Ejemplo de dibujo con un nivel de abstraccion alto-bajo. A pesar de que apare-
cen los objetos estructuralmente relevantes el énfasis esta en la decoracién de las relacio-
nes en lugar de sus cualidades matematicamente relevantes.

El producto de uno de los participantes no se evalu6 en cuanto a su grado de
abstraccion ya que se clasifico previamente como no grafico.
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Tabla 5. Grado de abstracciéon

Grado de abstraccion Casos
Objetos-Relaciones

Alto - Alto 36
Alto - Bajo 15
Bajo - Alto 6
Bajo - Bajo 5
No aplica (No gréafico) 1

En la mayoria de los casos se aprecié una relacion entre la informacion que
provee el texto y lo que se representa en el dibujo. Al final, se presentd un
numero significativo de dibujos con caracteristicas diagramaticas, sin embargo,
solo algunos de ellos contenian informacion matematicamente relevante y mos-
traron tener impacto en el proceso de modelacion matematica. Los dibujos
diagramaticos y las notas sobre las hojas de trabajo muestran que, a partir de
este tipo de representacion grafica, los estudiantes fueron capaces de identificar
la figura, tomar decisiones y seleccionar la férmula necesaria.

Clasificacion de los dibujos por sus caracteristicas

La figura 5 es un ejemplo de dibujo diagramatico implicito, ya que contiene
elementos estructuralmente relevantes (se identifica la figura circular y su radio),
y se puede apreciar la relacion entre estos objetos a partir del acomodo en el
area de trabajo. En este caso, se observa claramente en el dibujo la division de
la figura en cuartos, aspecto que es clave para establecer el modelo matematico
y llegar a la respuesta correcta.

En la figura 7 se presenta también un dibujo diagramatico implicito (pues-
aparecen los objetos estructuralmente relevantes y sus relaciones) con nivel de
abstraccion alto, sin embargo, no aparece ninguna etiqueta y la correspondencia
informacional es parcial. En este caso no se construyd un modelo matematico
a partir de férmulas y operaciones, sino que el participante resolvié el problema
aplicando una estrategia de conteo de cuadrados. Lo anterior dio como resultado
que su desempeno en modelizacion se evaluara como cero (0), ya que, aunque es
una estrategia que se podria considerar valida para la solucion del problema, no
incluye el proceso de construccion de un modelo matematico. Como este caso, se
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presentaron varios que mostraron que, aun cuando el dibujo tenga caracteristicas
diagramaticas, la falta de correspondencia informacional y la carencia de cono-
cimientos especificos para lograr la matematizacién a partir del dibujo impiden
que se lleve a cabo una modelizacion matematica adecuada.

e

LAY

Figura 7. Dibujo que presenta la evidencia de la estrategia de conteo de cuadrados. Se
pueden apreciar claramente los puntos marcados sobre el sector circular

Es importante destacar que el hecho de que los dibujos se clasifiquen como
diagramaticos no significa que la informacion que representan es correcta o
guarde relacion con el texto del enunciado del problema. De acuerdo con la cla-
sificaciéon de Ott (2017), un dibujo se considera diagramatico si contiene objetos
que son matematicamente relevantes y sus relaciones, pero no lo condiciona a
su correccion o relacion con el texto del problema ya que eso se evalta con las
herramientas de grado de abstraccion y correspondencia informacional. Algunos
casos de dibujo se clasificaron como diagramatico implicito pues corresponden
con la representacion de objetos con sus respectivas relaciones, sin embargo, su
dibujo es incorrecto, ya sea porque no corresponde completamente con el texto
(correspondencia informacional parcial) o por errores con respecto a la figura
y sus caracteristicas (esto se aprecia en la figura 8 en la que a pesar de tener
caracteristicas de diagrama representa una figura cuadrada en lugar de circular).
Ambos casos derivaron en una calificacion de desempeno en modelizacion de
cero (0), porque presentaron dificultades para construir un modelo matematico
adecuado y no llegaron a la respuesta correcta.
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Figura 8. Ejemplo de error en la identificacion de la figura que describe el movimiento
del animal. En este caso se identifica una figura cuadrada en lugar de circular.

Relacién entre la clasificacién de las representaciones y el desempeno

Con respecto del desempeno de modelizacion, todos los participantes que cons-
truyeron un modelo adecuado y llegaron a la respuesta correcta realizaron un
dibujo clasificado como diagramatico con una correspondencia informacional
completa. Es decir, no todos los estudiantes que realizaron un dibujo diagrama-
tico lograron un buen desempeno en la resolucion del problema, sino solo
aquellos que ademas de esto cumplian con la correspondencia informacional
o0 congruencia del dibujo con respecto del planteamiento del problema. En todos
los casos de éxito en modelizacion matematica se present6 en el dibujo una
correspondencia completa con el texto del problema y un manejo correcto de
los objetos, sus dimensiones y proporciones (tabla 6). Se interpreta que, la con-
dicion para que el dibujo contribuyera al éxito en la tarea de matematizar es la
realizacion de un dibujo diagramatico, con un grado de abstraccién alto y una
correspondencia informacional al menos parcial.
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Tabla 6. Relacion entre caracteristicas del dibujo — desempeno en modelizacion

Desemperio en Clasificacion del dibujo Correspondencia Cantidad de

modelizacion informacional del dibujo participantes
0 No gréfico N/A 1
0 llustrativo Parcial 2
0 Orientado a objetos Parcial 7
0 Diagramatico implicito Parcial 13
1 llustrativo Parcial 2
1 Orientado a objetos Completa 5
1 Diagramatico implicito Completa 15
2 Diagramatico implicito Parcial 8
2 Diagramatico implicito Completa 10

Precision del trazo y herramientas de dibujo

Es importante aclarar que la precision del trazo del dibujo no entra dentro de
las categorias de analisis de este trabajo de investigacion, sin embargo, surgio
como un aspecto emergente que fue llamativo durante el proceso. En el caso
del nivel de precision del trazo del dibujo, no se relaciona con las categorias de
analisis, ya que no hay una herramienta aplicada que la considere. Mas bien,
se refiere a una caracteristica de los dibujos. La cuadricula y el uso del compas
contribuyeron a la precision del trazo del dibujo en términos de su formay
dimensiones. En algunos casos, la precision del trazo del dibujo derivada del
uso del compas y la cuadricula ayudo a los estudiantes a identificar el objeto
matematico y sus caracteristicas. Sin embargo, algunos estudiantes demostraron
ser capaces de llevar a cabo un proceso de matematizacion adecuado sin nece-
sidad de una precision alta en el trazo (figura 5). Aunque el uso de representa-
ciones graficas con caracteristicas diagramaticas y la correspondencia
informacional mostraron una relacién con un mejor desempeno en modeliza-
cion, la precision del trazo no parece desempenar un papel tan importante. Esto
es, siempre y cuando el dibujo presente de manera correcta y coherente a los
objetos relevantes y sus relaciones.
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Recordar la formula

En cuanto a la resolucion del problema, se observaron dos categorias entre los
estudiantes: aquellos que recordaban la férmula para el area del circulo y aque-
llos que no.

Algunos de los estudiantes lograron matematizar de manera exitosa gracias
a que el dibujo les permitio identificar la figura y recordaban la férmula de drea
de figura circular. Sin embargo, no todos los que recordaban la férmula pudieron
realizar una matematizacion adecuada. Se dio el caso de estudiantes que aun
cuando recordaban la formula del area del circulo no respondieron correcta-
mente, pues no identificaron que se trataba de un sector circular y lo conside-
raron como un circulo completo. En estos casos los estudiantes aplicaron la
formula e hicieron la multiplicacion correcta, pero no llevaron a cabo las opera-
ciones correspondientes para obtener el drea del sector circular (3/4 del circulo).

Muchos de los estudiantes tuvieron problemas para dar el paso a la mate-
matizacion ya que no recordaron la férmula para obtener el area de un circulo
(mr2). En esta situacion, se presentaron tres casos:

Primer caso: aquellos estudiantes que abandonaron el ejercicio hasta el
dibujo. Estos solo llegaron al dibujo y desde alli, al no encontrar un vinculo con
la matematizacion, renunciaron a la resolucion del problema. De ellos, algunos
no dieron respuesta y otros seleccionaron una respuesta de manera aleatoria.

Segundo caso: aquellos que configuraron y resolvieron operaciones sin una
conexion logica con el dibujo, haciendo diferentes combinaciones de operacio-
nes basicas (especialmente multiplicacién y division) con las cantidades dadas
en el problema. Segun los datos obtenidos, los estudiantes tendieron a relacionar
los calculos de area con la multiplicacion. Es posible que esto se deba a que la
mayoria de las formulas de area incluyen esta operacion.

Tercer caso: aquellos que eligieron utilizar un metodo alternativo para de-
terminar el area; gracias a la presencia de la cuadricula en la hoja de trabajo,
los estudiantes fueron capaces de aplicar la estrategia alternativa de contar los
cuadrados dentro del sector circulary a partir de eso, hacer una estimacion, como
se aprecia en la figura 7.
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Caracteristicas de los dibujos

Contrario a lo que se esperaba, hubo pocos casos de estudiantes que se quedaron
estancados en la fase del dibujo ilustrativo sin avanzar a uno diagramatico o a
la propuesta de un modelo matematico. La mayoria fueron directamente de la
lectura a un dibujo con caracteristicas diagramaticas. Solo un par de casos que
utilizaron dibujos ilustrativos se quedaron atascados en esa fase del proceso y
no pudieron resolver el problema con éxito. En los otros casos, los estudiantes
complementaron los dibujos ilustrativos con dibujos diagramaticos y lograron la
solucién correcta o al menos acercarse a ella.

A manera de sumario, entre los estudiantes que utilizaron representaciones
graficas, se observo una relacion significativa entre las caracteristicas de los di-
bujos y su desempeno en modelizacion matematica. La combinacion de dibujos
diagramaticos con alto grado de abstraccion y con completa correspondencia
informacional resulté en un mejor desempeno de modelizacion. Cabe resaltar
que no resultan igualmente efectivos si solo cuentan con una de estas tres
caracteristicas. Los dibujos diagramaticos contienen informacion que es mate-
maticamente relevante, por lo que ayudaron a los estudiantes a identificar al
objeto matematico, sus respectivas caracteristicas y propiedades, y por lo tanto
a dar el paso hacia los procedimientos matematicos, es decir en la transicion
de la matematizacion (figura 9). En este sentido el dibujo con caracteristicas
diagramaticas que corresponde con la informacion que se presenta en el enun-
ciado del problema parece hacer la funcion de un puente mas efectivo hacia la
matematizacion.
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Figura 9. Ejemplo de dibujo diagramatico implicito con modelo matematico correcto.
Se aprecia la relacion entre el dibujo, el modelo y la validacion de la respuesta.

DISCUSION

A partir de los hallazgos de este estudio se refuerza la idea de que las represen-
taciones con caracteristicas diagramaticas (al contrario de las ilustrativas) contri-
buyen a un mejor desempeno en la resolucién de problemas matematicos que
implican razonamiento (Hegarty y Kozhevnikov, 1999; Rellensmann et al, 2016).
En el proceso de construir un modelo matematico, la transicién hacia la matema-
tica, es decir la matematizacion implica el procesamiento de informacién. Es por
ello, por lo que parece que las representaciones graficas que incluyen informacion
que es matematicamente relevante son particularmente Utiles para este proposito.

Por los resultados en la relacion entre la clasificacion del dibujo realizado
por el participante y el desempeno en modelizacion se puede inferir que la
realizacion del dibujo diagramatico (con alto grado de abstraccion vy
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correspondencia informacional completa) es un requisito, mas no una garantia
de éxito para el subproceso de matematizacion. Conforme se alejan los estudian-
tes de la realizacion de dibujos con caracteristicas diagramaticas, la probabilidad
de tener éxito en el proceso de modelizacion disminuye considerablemente,
como lo evidencian los resultados concentrados en la tabla 6.

En cuanto a las herramientas de analisis, a diferencia de las clasificaciones
dicotémicas, la herramienta analitica de representaciones graficas de Ott (2017)
funciona como un predictor mas preciso, ya que no solo considera las caracte-
risticas diagramaticas o ilustrativas (dependiendo del grado de abstraccion), sino
también otros factores involucrados en el éxito del proceso de modelizacion
matematica en problemas matematicos, como lo son: la relacion con el texto, la
presencia de elementos estructuralmente relevantes, la correspondencia infor-
macional con el texto del problema, y la relacion visible de los elementos entre
si a partir de su acomodo.

Sobre las principales dificultades y barreras que presentaron los estudiantes para
resolver el problema exitosamente se dieron diferentes casos. Algunas dificultades
tuvieron que ver con la falta de modelos o representaciones adecuados, otras con
la falta de conocimientos matematicos, como la formula de area, y algunas mas
con la ausencia de una relacion correcta del movimiento del animal. Sobre este
ultimo punto, a pesar de no ser claro, esta situacion de relacién incorrecta sobre
el movimiento del animal llama la atencion y podria deberse a limitaciones del
conocimiento matematico o del mundo real. Ya sea por un modelo equivocado
que establece una relacion fija entre el concepto de areay las figuras exclusiva-
mente cuadradas o por la ausencia de conocimiento real sobre el comportamiento
del movimiento que describe un animal cuando esta atado. Un ejemplo de tal
comportamiento se puede apreciar en la figura 8.

El formato de opcion multiple para la respuesta parecio influir en los proce-
sos de los estudiantes, especialmente en la verificacion de la respuesta. Los
estudiantes aceptaron o descartaron las posibilidades de respuesta obtenidas a
partir de la comparacion con las cuatro opciones. Algunos de ellos incluso lo
expresaron por escrito, como lo mencioné un participante: “Conté las casillas 'y
obtuve 22, asi que elegi la que se acerco mas’. La aplicacion de entrevistas
podria ayudar a hacer interpretaciones mas profundas sobre la influencia del
formato de opcion multiple en los problemas verbales de area.

Dado el potencial mediador de las representaciones graficas, es importante
analizar como el proceso de dominio del uso de dibujos puede llevar a los
estudiantes hacia la formalizacién donde sean capaces de marcar la diferencia
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entre el dibujo y la figura representada (Duval, 2006), entre las caracteristicas
del trazo y la propiedades del objeto matematico. De manera que el uso abs-
tracto del dibujo no solo estd dado porque contiene caracteristicas de diagrama,
sino porque puede ser utilizado como un medio de relacién de propiedades
geomeétricas con posibles estrategias aplicables a su solucion.

CONCLUSIONES

La aportacion de este estudio consiste en recabar mas informacion sobre la
influencia de las caracteristicas y uso de las representaciones graficas en el
desempeno de modelizacion matematica. De manera especifica, en esta inves-
tigacion se busco abordar los resultados del andlisis del uso de representaciones
graficas con tipos de problemas y contextos culturales diferentes. Otra aportacion
del estudio esta dada por la revision de algunos aspectos implicados en el uso
efectivo de las representaciones graficas que no han sido abordados en otras
indagaciones, como el uso de estrategias alternativas de solucién a partir del
ejercicio del dibujo y las condiciones de su construccion.

Algunos autores sostienen que el uso de representaciones graficas tienen el
potencial de impedir que los estudiantes obedezcan ciegamente el contrato
didactico (Deliyianni et al, 2009). Sin embargo, las investigaciones también apun-
tan a que la utilidad de las representaciones en la resolucion de problemas
matematicos depende de sus caracteristicas y de como se utilicen. Como se
observd en el estudio de Dewolf et al. (2014) la inclusion de representaciones
en el enunciado del problema no impidio que los estudiantes hicieran a un lado
el sentido comun vy, por lo tanto, dieran respuestas poco realistas. A partir de
esto, se puede concluir que el simple hecho de incluir representaciones graficas
no elimina la carga del contrato didactico que propicia una tendencia a la sim-
ple mecanizacion. Hay mas trabajo de investigacion por hacer para determinar
si el uso de las representaciones graficas incide de manera positiva en la solu-
cion exitosa de problemas de modelizacion.

Esto podria estar relacionado con que un gran numero de estudiantes no
conciben la resolucion de los problemas como una oportunidad para pensar, sino
como un proceso mecanizado de operar las cantidades que presentan los enun-
ciados del problema. El uso estratégico del dibujo tiende a surgir cuando hay una
necesidad de comprender la situacion para construir un modelo matematico. La
concepcién de la resolucion de problemas como un proceso mecanizado reduce la
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definicion de dibujo como una herramienta util para hacer matematicas, mientras
que asociar la resolucion de problemas con el proceso de exploracion la fomenta.

En el contexto de la resolucion de problemas geomeétricos de modelizacion,
la accion de dibujar se puede dar en dos posibles escenarios. Por un lado estan
los dibujos que hacen los estudiantes cuando el texto del problema lo solicita y
los dibujos que los estudiantes deciden hacer por iniciativa propia a partir de las
caracteristicas del problema, es decir los dibujos espontaneos (Cuoco y Curcio,
2001; Kamii et al, 2001). El escenario de los dibujos espontdneos implica que
los estudiantes consideran que las representaciones graficas forman parte del
repertorio de estrategias de las que cuentan para la resolucion de problemas
matematicos; por lo tanto, es posible definir su uso como deliberado y estratégico
(Rellensmann et al, 2019).

Futuras investigaciones podrian profundizar en el conocimiento que los estudian-
tes ponen en juego cuando se enfrentan a problemas matematicos. Del mismo modo,
se necesita mas investigacion sobre el papel que desempena el dibujo como centro
de actividad e informacion en las estrategias de resolucién de problemas. Algunas
preguntas clave que quedan abiertas son: ¢Cudl es el propdsito de los dibujos que
hacen los estudiantes ante un problema de modelizacion matematica? iqué funcion
dan los estudiantes a los dibujos? y éde qué dependen estas decisiones?

Los hallazgos de esta investigacion muestran que los estudiantes reconocen
la utilidad de los dibujos como una herramienta para entender la situacion del
problema, identificar los objetos matematicos en cuestion y proponer el modelo
matematico para su solucion. Sin embargo, la falta de habilidades especificas en
la representacion y de conocimientos matematicos impide que algunos de ellos
aprovechen al maximo la actividad de dibujo. La informacién que se acumula
sobre el tema parece apuntar a que una formacion mas solida en el uso efectivo
de representaciones graficas en el contexto matematico, llevaria a los estudian-
tes a obtener mejores resultados en la comprension y resolucion de problemas
geometricos de modelizacion.
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