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Resumen: El estudio de las representaciones externas en Algebra Temprana
suele enfocarse en el uso de simbolos y notaciones formales. Por tanto, se sabe
poco del papel que otras representaciones externas pueden jugar en el desa-
rrollo del pensamiento algebraico. Este articulo analiza representaciones como
dibujos, esquemas, o simbolos idiosincraticos, producidos espontaneamente
por estudiantes de tercero de primaria (n=27) durante un programa de algebra
temprana con componentes de aritmética generalizada y pensamiento funcio-
nal. El programa fue evaluado con un disefio pre test-post test Hubo aumen-
tos significativos en el rendimiento de los estudiantes en problemas de
aritmética generalizada y pensamiento funcional. La sofisticacion de las repre-
sentaciones producidas por estudiantes aumento en los problemas funcionales,
pero no en los problemas de aritmética generalizada. Se encontré6 que la
produccion de representaciones mas sofisticadas se asocié con mejores ren-
dimientos en problemas funcionales, pero no en problemas de aritmética

Fecha de recepcion: 1 de octubre de 2020. Fecha de aceptacion: 5 de julio de 2022.

! Universidad Nacional Autonoma de México, medrano.unam@gmail.com, orcid.org.0000-0003-0529-9972.

2 Departamento de Matematica Educativa, CINVESTAV, ulises.xolocotzin@cinvestav.mx, orcid.org.0000-
0002-9896-2093.

3 Universidad Nacional Autonoma de México, rosadelcarmenf@yahoo.com, orcid.org.0000-0002-1443-4892.

10 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 34, NUM. 3, DICIEMBRE DE 2022



Un analisis de la produccion de representaciones al solucionar problemas de algebra temprana..

generalizada. Se discute como la produccion de representaciones externas
puede apoyar la adquisicion de ideas algebraicas y se concluye delineando
algunas implicaciones tedricas y practicas del estudio.

Palabras clave: produccion de representaciones, andlisis de representaciones,
dlgebra temprana, cognicion matemdtica, solucion de problemas.

Abstract: The study of external representations in early algebra usually focuses
on formal symbolic aspects. Therefore, little is known about the role those
other representations might play in the development of algebraic thinking. This
article analyses representations like drawings, schemes, and idiosyncratic sym-
bols spontaneously produced by third-grade elementary students (n=27) during
an early algebra program with generalized arithmetic and functional thinking
components. The program was evaluated through a pre-test, posttest design.
There was a significant increase in the students’ generalized arithmetic and
functional thinking performance. The sophistication of the representations pro-
duced by the students increased for the functional problems but not for the
generalized arithmetic problems. During the program, the levels of representa-
tions remained stable. It was found that the production of more sophisticated
representations was associated with a better performance in functional problems
but not on generalized arithmetic problems. The notion of how the production
of external representations can support the acquisition of algebraic ideas is
discussed. Conclusions are drawn by highlighting some theoretical and prac-
tical implications of the study.

Keywords: Representation production, Representation analysis, early algebra,
mathematical cognition, problem solving

1. INTRODUCCION

Las investigaciones en Algebra Temprana han demostrado que los estudiantes
de primaria pueden empezar a pensar algebraicamente siempre y cuando ten-
gan un apoyo instruccional adecuado a sus conocimientos (Cai y Knuth, 2011;
Carraher et al, 2006; Kieran et al, 2016; Schliemann et al, 1998, 2011). Algunas,
enfatizan en brindar al estudiante esquemas preestablecidos que les sirvan
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como herramienta de analisis del problema (Fuchs et al, 2004, 2010; Xin, 2008).
Otras, en el analisis de los razonamientos y elementos formales en las produc-
ciones de los estudiantes (Carraher et al, 2006; Schliemann et al, 1998; 2011).
Plantear para la escuela primaria que el aprendizaje de ideas algebraicas en el
contexto de la solucion de problemas sea el hilo rector del aprendizaje de la
matematica no solo es viable, sino deseable, se favorece que el estudiante
desarrolle formas de pensamiento y conocimientos mas precisos y profundos
sobre conceptos y simbolos matematicos que le evitan conflictos en |a transicién
de la aritmética al algebra en la escuela secundaria. Kaput (2008) propone tres
dominios algebraicos para el desarrollo del pensamiento algebraico: a) mode-
lamiento; b) aritmética generalizada, y c) pensamiento funcional. Especificamen-
te, en este trabajo nos referiremos a los dos ultimos dominios. Posteriormente,
Blanton et al (2015) detallan los conocimientos en estos dominios y les deno-
minan ideas algebraicas.

En el dominio aritmética generalizada, la instruccion se enfoca en que los
estudiantes de primaria conciban desde una perspectiva algebraica ideas que
han aprendido desde una perspectiva aritmética, como son: la igualdad (Kieran,
1981; 1992; Molina, 2009) las propiedades de las operaciones basicas (Fujii y
Stephens, 2001; Molina, 2011; Molina y Castro, 2021) o la traduccién de pro-
blemas contextualizados a una expresién o notacion matematica (Fuchs et al,
2010; Xin, 2008). En el dominio pensamiento funcional, la instruccion enfatiza la
idea de funcion como referente para aprender a identificar y expresar patrones
de generalizacion y comprender los conceptos de variable y variacion (Carraher
et al, 2006; Blanton et al, 2015; Brizuela et al, 2015a). En ambos dominios, la en-
sefanza se basa en la solucion de problemas que enfrentan los personajes de
una narracion (word-problems, en inglés) o bien en problemas solo numéricos.

Las investigaciones y propuestas educativas que se adhieren a la propuesta
de algebra temprana han considerado como evidencia de aprendizaje, principal-
mente, la forma como los estudiantes comprenden y razonan los problemas con
base en representaciones (i.e, tablas, esquemas, ecuaciones) disenadas ex pro-
feso por el investigador (Blanton, 2005; Fuchs et al, 2010; Xin, 2008). Si bien esta
evidencia ha sido critica para comprender el desarrollo del pensamiento alge-
braico, ha quedado de lado el analisis de las representaciones idiosincraticas de
los estudiantes. En el presente trabajo se propone ensenar al estudiante a pro-
ducir sus propias representaciones como base para solucionar los problemas, a
la par que dialoga y razona con companeros y maestro. Igualmente, se retoman
las diferentes representaciones producidas como fuente de andlisis, porque se
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asume que la actividad de representar es crucial para la comprension de ideas
algebraicas y, reflejan los conocimientos y aprendizajes de los estudiantes.

2. LA PRODUCCION DE REPRESENTACIONES EXTERNAS DURANTE EL
PROCESO DE APRENDIZAIE

Para acotar nuestro objeto de estudio, primero distinguiremos entre representa-
cién externa y proceso de representacion, este ultimo es inherente a las formas de
pensamiento y conocimiento del estudiante. De acuerdo con Vergnaud y Récopé
(2000), mediante el proceso de representacion el estudiante simula y anticipa la
realidad para organizary dirigir su actividad. Asi mismo, organiza a la par que produce
la accion y la actividad. Es en el proceso de representacion en el que los conceptos
y principios matematicos son reconocidos, las interpretaciones se realizan, las ac-
ciones son generadas y las predicciones hechas. En el proceso de representacion
de un problema el estudiante pone en juego sus conocimientos matematicos
para comprender los rasgos relevantes de un problema y las relaciones que
estan comprendidas en él, asi interpreta qué es lo que el problema plantea, y al
solucionarlo aplica conocimientos ya existentes o construidos en la solucion y da
un significado a los signos y simbolos y operaciones.

La representacion externa que el estudiante produce al solucionar un pro-
blema es parte de este proceso de representacion. Siguiendo a Piaget (1969), la
reflexion sobre un problema no resulta del problema mismo, sino de las acciones
que se tienen sobre este. Una de estas acciones es la representacion externa, el
estudiante le otorga un significado funcional, puesto que es un medio para
manipular las relaciones del problemay llegar a una solucion. Al producir una
representacion externa, el estudiante emplea signos y simbolos matematicos
convencionales, simbolizaciones iconicas, elementos diagramaticos o dibujos,
que sirven para simular el problema desde sus ideas y perspectiva que puede
ser 0 no correcta.

Dado su caracter grafico y la posibilidad del estudiante de explicar su signi-
ficado, las representaciones externas en matematicas son un medio para com-
prender elementos del proceso de representacion del estudiante, es decir, a qué
conocimientos asocia el problema, qué conflictos enfrenta, cémo los resuelve,
que significado da a simbolos y operaciones matematicas o qué relaciones
identifica (Flores Macias, 2003). Diferentes autores han planteado argumentos
que resaltan el valor de la representacion en la ensefanza: Kosslyn et al. (1977)
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probaron que las representaciones externas muestran parte de como un estu-
diante representa internamente la informacion que recibe; Karmiloff-Smith (1990)
encontré que las representaciones externas reflejan procesos de cambio con-
ceptual durante la construccién de conocimientos nuevos; Cox y Brna (1994)
muestran que aunque las representaciones externas no son un modelo exacto
del problema, ayudan a los estudiantes a realizar inferencias correctas. Blanton
y Kaput (2011) encuentran que cuando los estudiantes producen dibujos, tablas,
o diagramas (por ejemplo, decidir cuantas columnas y renglones debe tener una
tabla o como dibujar las relaciones que presenta) aprenden a interactuar con
aspectos especificos de un problema. En suma, la investigaciéon muestra que el
estudiante en el proceso de produccion e interaccion con sus representaciones
externas (sean estas idiosincraticas o formales), pone en juego conceptos y
operaciones matematicas que considera pertinentes para analizar las relaciones
implicadas en el problema, encontrar una solucion y desarrollar su conocimiento.
Por esta razon es importante incorporarlas a la ensenanza.

Especificamente, algunos estudios demuestran la importancia de ensenar
algebra temprana, alentando la produccién de representaciones externas como
una herramienta para comprender los problemas y manipular las relaciones que
expresan. En general, en estos estudios la ensenanza se dirige a grupos de
alumnos de primaria; se basan en la presentacion de una situacion problema-
tica (narrativa o numeérica) que primero se analiza para identificar su significado
y posteriormente se debate su solucion; se ensena el empleo de representaciones
como tablas, graficas, ecuaciones, etc. para facilitar la comprension y se promueve
que los estudiantes las produzcan para transitar a la comprension de ideas
algebraicas con la mediacion del profesor o del investigador. La ensefanza se
realiza en varias sesiones distribuidas semanalmente.

Carraher et al (2006) ensenaron el concepto de funcion y nimero negativo
en contextos aritmeticos, encontraron que los estudiantes usan letras que guar-
dan una relacion con el concepto que se trabaja, asi como dibujos. Brizuela y
Earnest (2008) promovieron que los estudiantes comprendieran la idea de fun-
cion a través de la produccion de representaciones que escalaban en comple-
jidad, primero dibujo de las relaciones del problema, luego tablas y finalmente
graficos. Schliemann et al (2011) analizaron la comprensién que logran los
estudiantes de las relaciones de equivalencia con cantidades determinadas e
indeterminadas, plantean una situacion problematica que implica transforma-
ciones sucesivas que se relejan en sus representaciones, algunos estudiantes
llegan a manejar los problemas con cantidades indeterminadas. Merino et al.
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(2013) evaluaron las ideas de patron y generalizacion (dominio del pensamien-
to funcional), encontraron que los estudiantes principalmente recurrian a repre-
sentaciones verbales, especialmente cuando lo que se preguntaba era mas
complejo, pero aquellos que empleaban preferentemente las pictoricas tenian
mas aciertos que fallos. Brizuela et al. (2015a) y Brizuela et al. (2015b) analizan
el transito entre la concepcion de la literal como incognita a la concepcion como
variable en problemas con cantidades variables y covariacion, el estudio se
realizd con un grupo de estudiantes, en un caso particular encontraron que la
estudiante transitaba de emplear letras cuyo valor asocié a la posicion alfabéti-
ca a su empleo como literales con un valor matematico. Finalmente, Martinez y
Brizuela (2006) analizaron la utilidad del uso de tablas para establecer relacio-
nes funcionales, para establecer vinculos en su conocimiento, llegando, incluso
a inventar sus propios simbolos.

Los estudios anteriores, muestran que las representaciones externas tienen
un papel central en el proceso de comprension de las ideas algebraicas pues
son una herramienta que guia la comprensiéon cada vez mas compleja de los
problemas hasta llegar a una representacion algebraica; igualmente, en su
analisis muestran evidencia de como los estudiantes razonan y lo que han
aprendido. Sin embargo, estos estudios no han hecho un analisis de las dife-
rencias individuales en las formas de representacion y si estas varian en com-
plejidad y forma de empleo. Tampoco, cdémo estas estan relacionadas con el
desempeno en la solucion de problemas. Ni han analizado el papel de las
representaciones externas en mas de un dominio. De forma que queda por
conocer como diferentes estudiantes representan ideas algebraicas en diferentes
dominios y si hay un vinculo entre las representaciones externas para diferentes
dominios algebraicos.

Con base en los antecedentes citados, proponemos analizar el papel que
tienen las representaciones producidas por los estudiantes (dibujos, marcas,
diagramas, operaciones, etc) en el aprendizaje de ideas algebraicas durante una
situacion instruccional que integra los dominios algebraicos de aritmética gene-
ralizada y pensamiento funcional (Kaput, 2008).

Consideramos que el estudio de las representaciones externas de un grupo
completo de estudiantes puede aportar informacion sobre las diferencias en la
comprension de ideas algebraicas, asi como para disenar propuestas instruccio-
nales para alumnos cuyas experiencias de aprendizaje han sido exclusivamen-
te con la aritmética, situacion comuin en las escuelas mexicanas.
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3. OBJETIVO Y PREGUNTAS DE INVESTIGACION

El objetivo del estudio es analizar los efectos de un programa para promover el
pensamiento algebraico en estudiantes de primaria, basado en la produccion de
representaciones externas que a su vez son evidencia del aprendizaje de ideas
algebraicas en los dominios de aritmética generalizada y pensamiento funcional.
En ese sentido, el estudio se dirigi¢ a responder las siguientes preguntas de inves-
tigacion: dcuales son los efectos de un programa de promocion del pensamiento
algebraico sobre el desempeno de en la solucion problemas de algebra tempra-
na?, y {cuales son los efectos de un programa de promocion del pensamiento
algebraico sobre la produccion de representaciones externas valoradas a partir
de las ideas algebraicas representadas?

4. METODO
4.1 PARTICIPANTES

El muestreo fue por conveniencia. Participé un grupo de tercer grado de prima-
ria del ciclo escolar 2018-2019, integrado por 18 nifas y 9 nifos con una edad
promedio de 8.5 anos. El grupo no contaba con instruccion previa en algebra o
algebra temprana. Pertenecia a una escuela publica, ubicada en una zona
urbana de nivel socioeconomico medio bajo del Estado de México.

Las autoridades de la escuela decidieron el grupo participante, previo cono-
cimiento del protocolo de estudio. Tanto los padres de familia como los estu-
diantes dieron su consentimiento informado para participar.

Se aseguro la confidencialidad de los participantes procesando la informa-
cion de forma andénima.

4.2 DISENO DEL ESTUDIO

Para evaluar el impacto del PPPA, el estudio considerd un diseno cuasi experi-
mental intra sujetos con tres momentos: pretest — intervencion — post test
(Clark-Carter, 2002). La variable independiente fue la participacion en el PPPA,
y las dos variables dependientes fueron el desempeno algebraico y el nivel
representacional. A continuacion, se describen.
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4.3 PROGRAMA INTEGRAL DE PROMOCION DEL PENSAMIENTO ALGEBRAICO (PPPA)

El PPPA integra problemas de dos dominios del algebra temprana: aritmética
generalizada y pensamiento funcional. El objetivo es promover el pensamiento
algebraico en estudiantes de tercer grado de primaria, considera una secuencia
de tareas que lleva a la solucion de diez problemas, cinco de cada dominio.
Estos problemas se presentan en dos cuadernillos de trabajo que el estudiante
resuelve en clase (Medrano, 2022).

Los problemas que conforman el PPPA fueron seleccionados de la literatura
del algebra temprana porque su efectividad ya habia sido reportada en investi-
gaciones previas y, sirven para que los estudiantes desarrollen ideas y conceptos
que son clave para pensar algebraicamente. La tabla 1 enlista las ideas alge-
braicas que se abordan en cada problema del PPPA y las publicaciones de
donde fueron retomados. Los problemas de aritmética generalizada incluyen:
igualdad como equivalencia, desigualdad, incognita y literales con cantidades
determinadas e indeterminada. Los problemas de pensamiento funcional inclu-
yen: variable, variacion, covariacion, correspondencia y generalizacién con can-
tidades determinadas e indeterminadas.

Los problemas de aritmética generalizada y pensamiento funcional pueden
llegar a abordar las mismas ideas (ver tabla 1), pero lo hacen desde perspectivas
complementarias (por ejemplo, la idea de incognita difiere en su significado depen-
diendo del problema, puede ser una cantidad determinada o una indeterminada).
Al'igual que en las investigaciones de donde retomamos los problemas del PPPA,
la estrategia instruccional se baso en la produccion y analisis de las representa-
ciones externas por parte de los estudiantes. La secuencia inicio en el dominio de
aritmética generalizada seguido por el dominio de pensamiento funcional.

La ensenanza se basé en el principio de Piaget (1969) de que la reflexion
sobre un problema es el resultado de las acciones que se tienen sobre este y
en las ideas de Vygotsky (1980) sobre la importancia de que los estudiantes
utilicen diferentes herramientas (simbolos y lenguaje) al aprender.
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Durante la ensefanza, la docente (primer autor y lider del proyecto) utilizd
el cuestionamiento como forma de andamiaje para que los estudiantes reflexio-
naran sobre su entendimiento del problema, y proporcion6 apoyos graduados
para el andlisis y reflexion sobre las ideas y habilidades matematicas. Las pre-
guntas se centraron en las representaciones externas, los estudiantes explicaron
el significado de los elementos que las conformaban, las diferencias y genera-
lidades entre las diferentes representaciones a un mismo problema, y como
fueron usadas para solucionar las tareas planteadas de cada problema.

En clase, el andlisis de cada problema comenzo pidiendo a alguno de los es-
tudiantes que lo leyera en voz alta. Posteriormente, se preqguntaba al grupo sobre
la informacion que presenta el problema, sus elementos y el tipo de relacion que
se establece entre ellos. Por ejemplo, iqué dice el problema? ide qué habla? ide
quién habla el problema?, équé nos pide que hagamos?, {qué nos esta pregun-
tando? Los estudiantes eran invitados a responder cada una de las preguntas que
se hacfan. Ya que identificaban la informacién relevante del problema, lo resolvian
de forma individual en su cuadernillo. Las hojas de trabajo tenian las siguientes
instrucciones al inicio de cada problema: “Resuelve los siguientes ejercicios. Realiza
los dibujos, anotaciones y operaciones que necesites”.

Una vez que los estudiantes solucionaban individualmente los problemas,
algunos compartian al grupo tanto sus representaciones como su proceso de
solucién. Después de poner en el pintarron diferentes representaciones del mis-
mo problema, la docente dirigia una actividad grupal para identificar los ele-
mentos que componian cada una de las representaciones, asi como las
relaciones entre estos elementos. Para ello, primero se pedia que cada estudian-
te explicara su representacion al grupo y después, la docente cuestionaba al
grupo sobre las representaciones, por ejemplo, éen qué se parecen los trabajos
de sus companeros?, éen qué son diferentes? Para una descripcion mas deta-
llada, ver Medrano (2022).

4.4 MEDICIONES DE LA VARIABLE DEPENDIENTE

4.4.1 Desempeno algebraico

Definimos la variable desempeno algebraico como la capacidad de responder
correctamente a los problemas disenados para promover las mismas ideas alge-

braicas que el PPPA pretende promover, como son: el significado del signo de
igualdad, 1a nociéon de equivalencia, incégnita y variable, y el uso de literales.
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Para medir el desempeno algebraico se disend un instrumento llamado
‘Evaluacion de Habilidades Algebraicas” (EHA). La tabla 2 muestra los diez pro-
blemas del EHA, asi como sus respectivas ideas algebraicas, estos problemas
coinciden en las ideas algebraicas trabajadas durante el PPPA y su contenido
algebraico. Ocho problemas fueron retomados de la literatura de algebra tem-
prana (problemas 1, 2, 3, 6, 7, 8, 9 y 10); un problema se retomo de la literatura
en ensenanza del dlgebra (problema 4); y uno se elabor6 ad-hoc para incluir
un problema de composicién y descomposicion de un conjunto ya que forma
parte del curriculum mexicano de primaria (problema 5). Los estudiantes res-
pondieron la EHA en el momento pre y en el momento post de la investigacion.
La suma de problemas resueltos correctamente en cada dominio se emple6 para
los analisis estadisticos.

4.4.2 Nivel representacional

Esta medida evaluo las representaciones externas elaboradas por los estudiantes
ante cada problema presentado en los dos momentos del estudio (pre y post) y
en el PPPA. El analisis de las representaciones externas se centro en el uso de las
cinco ideas algebraicas de interés, a saber: igualdad, variable, literales, reversibi-
lidad de la expresién matematica e identificacion de las relaciones matematicas.

Para determinar el nivel representacional, primero identificamos diferencias
cualitativas en las representaciones externas que los estudiantes produjeron
para cada problema considerando las cinco ideas algebraicas de interés. Poste-
riormente, identificamos regularidades y diferencias en un nivel intra - individual
como inter - individual. La codificacion resulté en un esquema de cuatro cate-
gorias ordinales: “No respuesta’, “Explica la relacion con operacion’, “Explica la
relacion sin operacion’, e “Introduce literal’, con un indice de confiabilidad de
o =.76. Las cuatro categorias de analisis abarcan toda la gama de representa-
ciones externas que elaboraron los estudiantes en el pre test, PPPA y post test
Las categorias se diferencian entre si en funcion del uso y representacion de las
cinco ideas algebraicas de interés y proveen un referente para analizar la evo-
lucion y transito entre dichas ideas algebraicas al resolver problemas de dlgebra
temprana. En las lineas que siguen se describen.

No respuesta (0): El estudiante indica que el problema no se puede realizar,
que no sabe qué hacer, o no responde. No logra identificar las relaciones expre-
sadas en el problema. No es posible acceder al significado y empleo que el
estudiante da al signo de igualdad o al de las literales. Consideramos que a
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partir de este tipo de respuesta se puede inferir que los ninos enfrentan una
carencia o limitacién de conocimientos que les impide comprender las relaciones
implicadas en los problemas, hecho que les imposibilita actuar sobre el problema.

Explica la relacion con operacion aritmética (1): La representacion externa del
estudiante enfatiza la operatividad de las relaciones implicadas en el problema
mediante el uso de una operacion aritmetica. El signo de igualdad se usa en
relacion con las operaciones matematicas y las cantidades determinadas, lo que
consideramos como un indicador de que el estudiante lo comprende como un
operador. No hay evidencia de que entienda la bidireccionalidad de las expresiones
matematicas de este tipo. Los estudiantes emplean dibujos que representan las
cantidades enunciadas en el problema o el niimero mismo. En el caso del dibujo,
este puede ser la base del razonamiento que el estudiante usa para explicar las
relaciones implicadas en el problema y obtener un resultado numérico, o tam-
bién para identificar una operacion aritmética determinada, como, por ejemplo,
los signos de + o —. Los estudiantes que elaboran este tipo de representaciones
solo usan cantidades determinadas. Cuando el problema no presenta este tipo
de cantidades, los estudiantes transforman las relaciones implicadas, aunque
difieran del problema, es decir, la operacion que realizan puede corresponder a
una interpretacion correcta o incorrecta de las relaciones implicadas. Las literales
no estan presentes en esta categoria.

Explica la relacién sin operacion (2): La representacion externa muestra la
comprension y manejo de las relaciones implicadas en el problema con base
en su andlisis neto. El signo de igualdad se usa como una relacion de equiva-
lencia y es evidente el empleo de cantidades determinadas e indeterminadas.
Es decir, el signo de igualdad es el elemento matematico que permite que el
estudiante establezca una equidad entre ambos miembros de la expresion mate-
matica, asimismo, este uso permite concebir la bidireccionalidad de la expresion.
En estas representaciones los estudiantes emplean dibujos para representar los
objetos o situaciones de las que se hablan en el problema sin necesariamente
hacer evidente las relaciones enunciadas en él. A partir de los dibujos explican
sus razonamientos para solucionar el problema, llegando a establecer relacio-
nes aritméticas sin emplear los algoritmos. Los estudiantes operan con canti-
dades indeterminadas aludiendo que los objetos referidos en el problema
pueden tener cualquier valor siempre y cuando se respete la relacion expresada.
Aungue no usan literales para sefnalar una incognita o variable dentro de sus
representaciones externas, los razonamientos alrededor de ellas evidencian un
acercamiento a dichos conceptos.
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Introduce literal (3): La representacion externa incorpora literales; el signo de
igualdad es usado como una relacién de equivalencia entre ambos miembros
de la ecuacion, la bidireccionalidad de las expresiones matematicas es aceptada,
pero, ademas, se emplean literales para explicar las relaciones implicadas en el
problema y estas pueden aludir tanto a una incégnita como a una variable. En
este tipo de representaciones los estudiantes emplean bosquejos para represen-
tar los objetos o situaciones de las que se hablan en el problema, incorporando
letras; este hecho hace evidentes las relaciones y, en cierta forma, es un acerca-
miento a la esquematizacion de una ecuacion formal. En esta categoria se
trabaja tanto con cantidades determinadas como indeterminadas.

La figura 1 muestra un ejemplo de cada una de las categorias. Las repre-
sentaciones externas que se ejemplifican fueron realizadas por diferentes estu-
diantes para las primeras tareas del problema 6 de la EHA que dice:

Raul y Andrés estaban recogiendo conchitas de mar. Raul puso las conchitas que
encontré en una caja grande. Andrés encontré el mismo numero de conchitas que
Raul, pero, las guardo equitativamente en dos cajas pequenas. Realiza un dibujo o
escribe la cantidad de conchitas de mar que tiene cada nino y explicala.

Por la tarde volvieron a la playa y Raul volvié a encontrar la misma cantidad de
conchitas de mar que Andrés. En esta ocasion, cada nifo puso sus conchitas dentro
de una bolsa. Realiza un dibujo o escribe la cantidad de conchitas de mar que
tiene cada nino.

Al dia siguiente contaron sus conchitas, pero no pudieron encontrar las bolsas.
¢Piensas que Raul tiene el mismo ndmero de conchitas de mar que Andrés o pien-
sas que uno de ellos tiene mas conchitas?” Explica tu respuesta.
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4.4.2.1 Puntajes ponderados del nivel representacional

Para hacer el analisis cuantitativo, asignamos puntajes de 0,1, 2,y 3 a las categorias
“No respuesta’, “Explica la relacién con operacion’, “Explica la relacién sin operacion’,
e ‘Introduce literal”. En la figura 1 se observa que el puntaje incrementa conforme
la representacion externa se acerca a una expresion simbolica, la cual, ademas de
incorporar literales, denota nociones de equivalencia, variable y reversibilidad.

Para los analisis estadisticos, se emplearon los puntajes ponderados de cada
uno de los participantes. Para la ponderacion se calcul6 el porcentaje de repre-
sentaciones clasificadas en cada categoria ordinal. Cada porcentaje se multipli-
o por el valor asignado a cada categorfa (0, 1, 2 o 3). Después, se sumaron los
productos obtenidos y se dividieron entre 300, que era el maximo posible que
un estudiante podia obtener si producia Unicamente representaciones en la
categoria mas alta “Introduce literales".

El siguiente ejemplo ilustra la ponderacion. En los 5 problemas de aritmética
generalizada, un estudiante produjo cuatro representaciones categorizadas como
“Explica la relacién sin operaciéon” (80%) y una representacion categorizada como
‘Introduce literal” (20%). Para calcular el puntaje ponderado de la categoria “Ex-
plica la relacion sin operacion’, multiplicamos 80 por 2, que es el puntaje que
corresponde a la categoria “Explica la relacion sin operacion’, y 20 por 3, que es
el puntaje que corresponde a la categoria “Introduce literal’. Se suman los dos
productos obtenidos y se divide entre 300 (160 + 60 = 220 entre 300), lo que da
el puntaje ponderado de 0.73 para dicho estudiante.

Una de las ventajas de los puntajes ponderados sobre los puntajes crudos
es que son mas sensibles a la variabilidad y frecuencia de las categorias de
analisis. Esta sensibilidad permite una medicion mas precisa de las diferencias
individuales entre participantes.

4.5 PROCEDIMIENTO

4.5.1 Momento pretest

En la primera sesion de trabajo, la investigadora lider aplic6 de manera grupal
la evaluacion de habilidades algebraicas (EHA). Los estudiantes tuvieron una
hora para responderla. Las respuestas y representaciones de los estudiantes

conformaron los datos del momento pretest de las variables desempeno alge-
braico y nivel representacional.
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4.5.2 Intervencién con el PPPA

La intervencion con el PPPA se realizd durante el sequndo semestre del ciclo
escolar y duro diecisiete sesiones que se llevaron a cabo los lunes, miércoles y
viernes de cada semana. La docente trabajo cada uno de los diez problemas
que conformaron el PPPA en un promedio de dos sesiones, de sesenta minutos
cada unay dirigi¢ las sesiones con dindamicas grupales y trabajo individual. Las
representaciones generadas por los estudiantes conformaron los datos para el
analisis de cambio en el nivel representacional durante el PPPA.

4.5.3 Momento post test

Al dia siguiente de haber concluido el PPPA, la investigadora lider aplicé por
segunda ocasion la EHA a todo el grupo. Al igual que en el momento pre, dio
a los estudiantes una hora para responderla. Las respuestas y representaciones
generadas por los estudiantes conformaron los datos del momento post de las
variables desempeno algebraico y nivel representacional.

5. RESULTADOS

De manera general se observd que en los tres momentos del estudio los estu-
diantes produjeron diferentes tipos de representaciones externas, las cuales
denotan diferencias en el desarrollo de su aprendizaje. En la figura 2 se mues-
tra la distribucién de las cuatro categorias de analisis, en los momentos pre,
PPPA 'y post en los dos dominios algebraicos aritmética generalizada y pensa-
miento funcional. Se aprecia el predominio de la categoria “no respuesta” en el
momento pre para ambos dominios. Durante el PPPA aparece la categoria “intro-
duce literales” y disminuye la categoria “‘no respuesta” y se nota que la frecuen-
cia de ocurrencia de las categorias varia en funciéon del dominio algebraico.
Finalmente, en el momento post, se advierte una variabilidad en todas las cate-
gorias de analisis de las representaciones externas, resaltando que la categoria
‘explica la relacion con operacion” tiene una mayor frecuencia en el dominio
aritmética generalizada, mientras que la categoria “introduce literales” tiene una
mayor frecuencia en el dominio pensamiento funcional.
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5.1 ANALISIS PRE-POST DEL DESEMPENO ALGEBRAICO

PF (n=135) | |

Post

AG (n=135) | |

e | | e |

AG (n=189) | |

PPPA

PF (n=135) | | I
AG (n=135) | .

0 25 50 75 1
Porcentaje de producciones por categoria

Pre

{=J

0

ONo Respuesta B Explica la relacién con operacion ®m Explica la relacién sin operacién
m [ntroduce literal ODatos faltantes

Figura 2. Porcentaje de las cuatro categorias de analisis del nivel representacional. El por-
centaje se presenta en funcion del momento (pretest, PPPA y post test) y del dominio
aritmeética generalizada (AG) y pensamiento funcional (PF).

Para los analisis estadisticos usamos el software JASP (JASP team, 2020). Prime-
ro, presentamos los resultados de desempeno algebraico y después, los resulta-
dos de nivel representacional.

Para el analisis estadistico de desempeno algebraico se usé la suma de pro-
blemas resueltos correctamente en cada dominio, independientemente del nivel
representacional. Analizamos la diferencia pre-post de la variable desempeno
algebraico con un modelo de andlisis de varianza de medidas repetidas (ANOVA
por sus siglas en inglés). Estos modelos sirven para evaluar el efecto de uno o mas
factores en disefios que, como el de este estudio, son intra-sujetos, lo que quiere
decir que las variables se miden en los mismos sujetos en diferentes momentos
(Clark-Carter, 2002). Utilizamos un analisis de varianza para medidas repetidas
con un diseno 2 x 2, incluyendo los factores intra-sujetos momento (pretest/post
test) y dominio (aritmética generalizada/pensamiento funcional).
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El efecto principal del factor dominio indicd que los estudiantes obtuvieron
un mejor desempeno en los problemas de aritmética generalizada que en los
problemas de pensamiento funcional [F (1, 26) =86.667,p <.001,1n% =.30].
También encontramos efectos principales del factor momento [F (1,26) = 58.602,
p <.001, n2 = .18], indicando que los estudiantes reportaron puntajes mas
altos de rendimiento en el momento post que en el momento pre. No encontra-
mos efectos de la interaccion momento x dominio [F (1, 26) = 1.81, ns], lo que
indica que los puntajes de aritmética generalizada y pensamiento funcional se
comportaron de maneras similares en el momento pre y en el momento post.
Estos resultados se ilustran en la figura 3.

4 Dominio
o AG
2 ® PF
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Figura 3. Desempeno algebraico en los dominios aritmética generalizada (AG)
y pensamiento funcional (PF), en los momentos pretest y post test

5.2 ANALISIS PRE-POST DEL NIVEL REPRESENTACIONAL

Para el andlisis pre-post de la variable nivel representacional usamos un anali-
sis de varianza de medidas repetidas con diseno 2 x 2, incluyendo los factores
intra-sujetos momento (pre/post) y dominio (aritmética generalizada/pensamien-
to funcional) y los puntajes ponderados de nivel representacional como variable
dependiente. Encontramos efectos principales del factor momento [F (1, 26)
= 60.025, p <.001, n2 = .28] y del factor dominio [F (1, 26) = 5.521,p <
.05, n2 =.02]. A pesar de ser significativos, estos efectos no son directamente
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interpretables ya que estuvieron moderados por la interaccion significativa
momento x dominio [F (1, 26) = 19.799, p <.001,n2 =.09].

Para examinar correctamente las interacciones en un modelo de andlisis de
varianza, se utilizan analisis post-hoc. Este procedimiento determina un criterio
de significancia mas exigente que el convencional p < .05 para reducir la pro-
babilidad de encontrar falsos positivos cuando se hacen muchos tests al mismo
tiempo. En nuestro caso, hicimos los analisis post-hoc con correcciones Bonfe-
rroni para evaluar los efectos de los niveles del factor momento dentro de cada
nivel del factor dominio. No hubo cambios del pre al post en el dominio aritme-
tica generalizada (t = 2.30, ns), mientras que en el dominio pensamiento
funcional; el desemperio en el post fue mas alto que en el pre (t = 8.62, Pyons
<.001) Estos resultados se ilustran en la figura 4.
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Figura 4. Nivel representacional en los dominios aritmética generalizada (AG) y pensa-
miento funcional (PF), en los momentos pre y post.

5.3 CAMBIOS EN EL NIVEL REPRESENTACIONAL DURANTE EL PPPA

Para observar los cambios en el nivel representacional a lo largo del PPPA,
hicimos un analisis de varianza de medidas repetidas. En el modelo de ana-
lisis incluimos el nimero de sesién como Unico factor intra-sujetos (16 sesio-
nes) y los puntajes crudos de nivel representacional como variable
dependiente. Encontramos efectos significativos del factor sesion [F (15, 315)
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= 5.888, p <.001, n2 =.219], lo que nos indico la presencia de cambios
significativos en el nivel representacional de los estudiantes de una sesion a
otra. Sin embargo, el analisis de varianza, por si solo, no puede indicar espe-
cificamente en cuales sesiones se dieron estos cambios. Para esto, hicimos
120 comparaciones entre pares de sesiones, usando correcciones Bonferroni.
Con estas correcciones, los cambios en nivel representacional de una sesion
a otra tuvieron que ser muy grandes para ser significativos.

La figura 5 muestra la trayectoria del nivel representacional a lo largo de
las sesiones del PPPA. El tnico incremento significativo entre sesiones conse-
cutivas se observo entre la sesion 2y la sesion 3, [M g, = 1.227, p <.001],
indicando que los estudiantes pasaron del nivel 0 “no respuesta” al nivel 1
‘explica la relacion sin operacion”. En promedio, a lo largo de las sesiones, los
estudiantes se mantuvieron entre el nivel 1 “explica la relacién con operacion”
y el nivel 2 “Explica la relacién sin operacion”. En algunas sesiones hay niveles
representacionales que tienden a ser mas bajos que en las otras sesiones, por
ejemplo, en las sesiones 6, 11, 14 y 15.

Introduce literal 3

Explica la relacién 2
sin operacion
Explica la relacion 1 *
con operacién
0

No respuesta

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
Sesion

Aritmética generalizada Pensamiento funcional

Figura 5. Media del nivel representacional a lo largo de las sesiones del Programa de
Promocion del Pensamiento Algebraico (PPPA). Las barras indican el error estandar.

Nota: La sesion 7 fue omitida porque 8/27 estudiantes no asistieron.
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5.4 CORRELACIONES ENTRE DESEMPANO ALGEBRAICO Y NIVEL REPRESENTACIONAL

Para analizar la relacion entre la produccion de representaciones y el desempeno
algebraico, hicimos una serie de andlisis de correlacion de Pearson entre el
desempeno algebraico en el momento posty el nivel representacional alcanza-
do durante el PPPA. Excluimos el nivel representacional del momento pre porque,
a diferencia de los puntajes de los momentos PPPA y post, no son atribuibles a
los efectos del estudio. Para evaluar la magnitud de los coeficientes de correla-
cién obtenidos, usamos los criterios empiricos de Gignac y Szoradai (2016), que
consideran coeficientes r =.10, r = .30 y r = .50 como pequenos, medianos
y grandes respectivamente.

En cuanto a la variable desempeno algebraico; la correlacion entre el des-
empeno algebraico post en aritmética generalizada y el desempeno algebraico
post en pensamiento funcional fue grande (r =.517, p <.001). Esto indica
que los estudiantes que pudieron resolver problemas de aritmética generalizada
también resolvieron problemas de pensamiento funcional. Los resultados fueron
distintos en cuanto al nivel representacional. El nivel representacional en arit-
mética generalizada no correlaciond con el nivel representacional en pensa-
miento funcional (r =.31, ns). Esto indica, por ejemplo, que un estudiante que
produjo representaciones sofisticadas al resolver problemas de pensamiento
funcional, incluyendo literales, no necesariamente produjo representaciones del
mismo nivel al resolver problemas de aritmética generalizada.

La relacion entre nivel representacional y desempeno algebraico fue dis-
tinta para cada dominio. El nivel representacional en aritmética generalizada
no correlaciono con el desempeno en el mismo dominio aritmética generali-
zada (r = —.11, ns), pero si tuvo una correlacion pequena con el desempe-
no en el otro dominio, pensamiento funcional (r =.275, p <.001). Por otro
lado, el nivel representacional en pensamiento funcional correlaciond media-
namente tanto con el desempeno en el mismo dominio pensamiento funcional
(r =.497, p <.001) como en el desempeno en el otro dominio aritmética
generalizada (r =.414, p < .001). Este patron de correlaciones sugiere que
la habilidad para producir representaciones externas de ideas algebraicas se
asocia con otras habilidades que sirven para resolver problemas en el dominio
de pensamiento funcional, pero no en el dominio de aritmética generalizada.
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6. DISCUSION

Investigamos los efectos de un programa integral de promocion del pensamien-
to algebraico temprano sobre el aprendizaje de ideas algebraicas especificas de
los dominios de aritmética generalizada y pensamiento funcional tomado como
referente las representaciones externas producidas por los estudiantes. Ubicamos
la contribucion de nuestro estudio principalmente en tres aspectos: efectos de
la propuesta psicoeducativa del PPPA; el analisis categorico para evaluar el
desarrollo de las representaciones externas; la integracion sistematica de los
dominios aritmética generalizada y pensamiento funcional en el PPPA.

6.1 EFecTtos DEL PPPA

En los apartados que siguen discutimos los resultados en funcién de nuestras
preguntas de investigacion.

6.1.1 Efectos en el desempenio algebraico

El modelo ANOVA confirma que el uso de problemas contextualizados
(word-problems) es una estrategia instruccional efectiva para introducir ideas
algebraicas de los dominios aritmética generalizada y pensamiento funcional.
Los estudiantes desarrollan habilidades como, por ejemplo, el calculo, el mane-
jo de diferentes representaciones simbdlicas (palabras, los dibujos y los niime-
ros), y la identificacion efectiva de relaciones entre cantidades determinadas e
indeterminadas. Ademas, la efectividad de los problemas que seleccionamos
para el PPPA dependio directamente de desarrollar la instruccion poniendo al
centro el proceso de andamiaje mediante el cuestionamiento y la discusién
grupal de las representaciones externas producidas por los estudiantes,

El modelo ANOVA también indicd que los estudiantes obtuvieron mejores
resultados de desempeno en aritmética generalizada que en pensamiento fun-
cional. Nuestra interpretacion es que los estudiantes transfirieron sus conoci-
mientos aritmeéticos previos al dominio aritmética generalizada con lo que
lograron un mejor desempeno. Consideramos que esto se debe a que algunas
de las estrategias que los estudiantes aprenden en sus clases regulares de
aritmética les fueron utiles para trabajar con problemas con incdgnitas en un
elemento de la ecuacion, p. ej, [3 +[_] = 12] o para solucionar problemas que
implican una combinacion como el problema 2 del PPPA: “Pablo tiene cierta
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cantidad de chocolates de cereza y 18 chocolates de almendra. Juntos son 34
chocolates, {cuantos chocolates son de cereza?. Sin embargo, hay que hacer
notar que no implican necesariamente la comprension de las relaciones de
reversibilidad y equivalencia por ello uno de los planteamientos instruccionales
del PPPA es proporcionar andamios que permitan a los estudiantes comprender
la relacion entre sus estrategias aritméticas y las ideas algebraicas.

De esta manera, la discusion y reflexion sobre su representacion externa de
los estudiantes los lleva del pensamiento aritmético a una zona de desarrollo
proximo al pensamiento algebraico (Vygotsky, 1980). En esta zona pueden cons-
truir ideas como la reversibilidad entre operaciones y el signo de igualdad como
equivalencia para resolver problemas como el problema 2 del PPPA. Por ejemplo,
invirtiendo la estructura de problema transformando la relacion de adicion del
problema [_]+ 18 = 34], a una substracciéon [34 =8 = ] para encontrar el valor
faltante. Que el estudiante reconozca la relacion entre su estrategia y las ideas
algebraicas de reversibilidad y equivalencia es importante para dar un sentido
algebraico a lo que hace.

Finalmente, nuestra interpretacion de la correlacion positiva fuerte entre los
desempenos de los dominios aritmética generalizada y pensamiento funcional,
sugiere que la experiencia en el dominio aritmético generalizada proporciona
un andamio para transitar al dominio del pensamiento funcional. Siguiendo el
ejemplo previo, aquellos estudiantes que construyeron la idea de reversibilidad
entre las operaciones al resolver problemas como el problema 2 del PPPA,
pudieron haber aplicado esa misma idea al trabajar con las primeras partes del
problema 1 del dominio pensamiento funcional del PPPA: “éCuantos ojos hay
en dos perros, en cinco perros y en diez perros?.

6.1.2 Efectos en el nivel representacional

Los resultados son coincidentes con las ideas de autores como Karmiloff-Smith
(1990), Flores Macias (2003) y Martinez y Brizuela (2006), quienes explican que
la produccion de representaciones externas juega un rol funcional para la com-
prension de ideas en el aprendizaje matematico pues incide sobre el proceso
de representacion interno.

El analisis de los cambios en el nivel representacional a lo largo del PPPA
indico progresos rapidos y estables. Los estudiantes solo necesitaron tres sesio-
nes para pasar de una habilidad casi nula para producir representaciones exter-
nas de problemas algebraicos, evidenciada en la alta frecuencia de la categoria
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‘no respuesta’, a un desempeno en las categorias 1 “explica la relacién con una
operacion aritmética” y 2 “explica la relacion sin operacion”. No obstante algunas
oscilaciones, los estudiantes tienden a mostrar un desempeno estable en el nivel
representacional alcanzado. Esto puede ser un indicador de que el estudiante
identifica coincidencias en las ideas implicadas en la solucién de problemas 'y
establece generalizaciones entre ellos. Enseguida explicamos algunas implica-
ciones de este desarrollo.

El modelo ANOVA en el nivel representacional revel6 efectos diferenciados
por dominio, ya que hubo efectos positivos en pensamiento funcional, pero no
en aritmética generalizada. Nuestra interpretacion de este resultado se basa en
los efectos del PPPA sobre el desempeno de los estudiantes, especificamente en el
patron de correlaciones entre el desempeno y el nivel representacional; al parecer,
si no existen referentes aritméticos que interfieran, la creacion de representaciones
externas se facilita y, aunque en principio sean muy rudimentarias en el proceso
de interaccion con los problemas se vuelven mas complejas (Blanton et al, 2015).

En la seccion anterior propusimos que el desempeno en aritmética genera-
lizada fue mejor que en pensamiento funcional porque los problemas de arit-
mética generalizada estaban mas cerca de los conocimientos previos de los
estudiantes. A esta premisa agregamos el hecho de que, las caracteristicas de
ciertos problemas del dominio aritmética generalizada inducen la produccion
de representaciones externas menos sofisticadas, por ejemplo, aquellas que
involucran una operacion aritmética, ya sea por la presencia de cantidades
determinadas o por las mismas relaciones implicadas. Consideramos que, por
estas razones los problemas de aritmética generalizada no impulsan de mane-
ra general la produccién de representaciones sofisticadas, por ejemplo, aquellas
que involucran literales. En cambio, podemos decir que los problemas de pen-
samiento funcional, por las relaciones que presentan, indujeron procesos pro-
fundos de cambio conceptual pues no se contaba con referentes aritméticos
para resolverlos. Por tanto, los estudiantes necesitaron producir representaciones
externas mas sofisticadas para resolverlos (Pittalis et al, 2020).

Nuestra interpretacion de que el nivel representacional de los estudiantes
haya influido en la capacidad de resolver problemas de aritmética generalizada,
pero no en la capacidad de resolver problemas de pensamiento funcional es
consistente con el patron de correlaciones entre desempeno y nivel representa-
cional. EI desempeno en aritmética generalizada no correlacion6 ni con el nivel
representacional del mismo dominio ni con el nivel representacional de pensa-
miento funcional. Es decir, el desempeno en aritmética generalizada fue
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independiente del nivel representacional de los estudiantes. En cambio, el des-
empeno en pensamiento funcional correlacioné fuertemente tanto con el nivel
representacional del mismo dominio, como con el nivel representacional de
aritmética generalizada.

6.1.3 Sobre las diferencias en la produccién de representaciones

No todos los estudiantes lograron conceptuar de la misma manera las ideas
clave que el PPPA busca desarrollar, tales como variables, igualdad como equi-
valencia, literales, reversibilidad e identificacion de las relaciones implicadas en
el problema. Este hecho nos permite senalar que identificar las relaciones mate-
maticas, representarlas externamente y solucionar el problema, son acciones
muy diferentes que llevan a poner en juego ideas algebraicas relacionadas pero
distintas. El estudiante puede identificar las relaciones del problema, calcular
una solucion, pero no sabe cémo representarla con un dibujo o una operacion.

La produccion de representaciones externas con letras (a manera de literales)
parece ser una buena herramienta en la comprension de la dinamica de las rela-
ciones entre variables. Entre mas ajena sea la posibilidad de solucionar el problema
con los antecedentes aritmeticos del estudiante, mas Util es una representacion
externa que recurre a letras para explicar relaciones, como ocurre en el dominio
del pensamiento funcional y las cantidades covariantes (Pinto y Canadas, 2021).

Con base en lo anterior consideramos que la produccion de representaciones
externas muestra un desarrollo gradual del proceso de representacion matematico
(i.e. aritmético o algebraico), desarrollo que debe ser considerado y valorado por si
mismo, sin alinear dicho proceso con los criterios de desempeno convencionales.
Por esta razon, una de nuestras conclusiones es que no solo vale la pena, sino
que es necesario hacer mas investigaciones que se den a la tarea de ‘leer” la
produccion de representaciones externas de los estudiantes, ya que, como lo su-
gieren nuestros hallazgos, los procesos de representacion pueden jugar un papel
esencial dentro de los procesos de ensefanza y aprendizaje de ideas algebraicas.

Estos resultados nos permiten sostener que, mas alla de saber que la produccién
de representaciones externas favorece la solucién de problemas algebraicos (lleve
0 No a una respuesta correcta), como ya se ha argumentado (Brizuela et al, 2015a;
Brizuela y Earnest, 2008; Carraher et al, 2006; Merino et al, 2013), es pertinente
conocer su papel en diferentes dominios para crear situaciones de ensefianza en
el aula, asi como considerar las diferencias cualitativas de las representaciones
externas en funcion de los problemas algebraicos. Lo anterior se evidencia en las
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correlaciones obtenidas, por ejemplo, la categoria “explica la relacion con operacion”
resultd ser mas efectiva para el dominio aritmética generalizada; mientras que, la
categoria “introduce literal” parece favorecer el desempeno correcto de problemas
en ambos dominios algebraicos.

6.1.4 Implicaciones para el trabajo docente

Los resultados presentados permiten senalar que la integracion secuenciada
de los dominios de aritmética generalizada y pensamiento funcional, como se
hizo en el PPPA, es un acercamiento viable para la ensenanza de ideas alge-
braicas en estudiantes de tercer grado de primaria. Esta secuencia instruccional
puede ser retomada y/o modificada por los docentes y puesta en marcha dentro
de su salon de clases, ya que los datos muestran que es sensible a diferencias
individuales y diferentes niveles de pensamiento.

Si bien la propuesta estd accesible a cualquier docente (Medrano, 2022), los
docentes necesitan trascender la idea de que la primaria es para aprender arit-
mética basada en estrategias como la repeticion y el ensayo y error o encontrar
el resultado correcto, ademas de ahondar en su propio conocimiento algebraico.
A partir de este cambio, creemos que lo siguiente es apropiarse de un referente
para comprender las producciones y diferentes formas de pensamiento de cada
uno de sus estudiantes.

Quiza el eje algebraico AG sea un buen punto de partida pues guarda mayor
relacion con las tareas prototipicas de la ensefanza de la aritmética en la pri-
maria. Lo que cambia es el enfoque, el analisis y representacion que se realiza
del problema y con ello la comprension de las relaciones implicadas en los
problemas. A diferencia de lo que pasa con las situaciones del eje algebraico
AG, los problemas que se engloban en el eje algebraico PF requiere formas de
razonamientos distintas, tanto para el profesor como para los estudiantes.

No obstante, que sea relativamente mas sencillo incursionar en la ensenan-
za del algebra temprana con eje algebraico AG, se recomienda tener siempre
presente qué formas de pensamiento o conocimientos son mas accesibles a los
estudiantes y de qué manera sirven para promover su desarrollo en el pensa-
miento algebraico.
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7. CONCLUSIONES

Nuestro trabajo se adhiere a las iniciativas que pretenden promover ideas alge-
braicas desde los primeros anos de educacion matematica formal. Los resultados
indican que el dominio de aritmética generalizada favorece que el estudiante
cuestione sus conocimientos aritmeticos y los transcienda para la comprension
de conceptos algebraicos mas sofisticados como los del pensamiento funcional.
También indican que la construccion de representaciones idiosincraticas invo-
lucra procesos cognitivos que pueden jugar un papel central en el desarrollo
del pensamiento algebraico, ya que cada tipo de representacion externa contie-
ne conocimientos cada vez mas complejos. Los datos sugieren que la produccion
de representaciones espontaneas son parte necesaria para que los estudiantes
transiten a la producciéon y comprension de las representaciones externas for-
males. Asi mismo, las representaciones del estudiante aportan evidencia para la
comprension de la trayectoria que siguen los estudiantes en el proceso de
comprender ideas algebraicas.

Especificamente, brindan informacién sobre las diferencias al interior de las
representaciones externas, asi como, su papel diferencial en el proceso del desa-
rrollo de ideas algebraicas. Adicionalmente, estos resultados resaltan la idea de
que la integracion intencional de dos dominios algebraicos, aunada al uso de una
propuesta instruccional basada en el andamiaje y la discusion centrada en la
produccion de representaciones externas, podria: a) recuperar los conocimientos
previos de los estudiantes que han tenido una ensefanza enfocada en la arit-
mética; b) generar andamiajes exitosos entre el dominio aritmética generalizada
y pensamiento funcional; y ¢) proporcionar un contexto Gtil, mediante la solucion
de problemas (word-problems), para promover la produccion de representaciones,
razonary justificar sobre los elementos contenidos en las representaciones externas
y generalizar con relaciones y cantidades (Blanton y Kaput, 2011).

Mediante el sistema de categorizacion del nivel representacional, nuestro
estudio profundiza en el conocimiento que se tiene sobre la produccién de
representaciones externas de diferente naturaleza en el area del desarrollo
del pensamiento algebraico. El nivel representacional permite valorar de
diferente manera las ideas algebraicas de uso del signo de igualdad, varia-
ble, literales, reversibilidad de la expresién matematica e identificacion de
las relaciones. Mostrando, incluso, que las representaciones externas influyen
de forma diferencial en el desempeno de los estudiantes al solucionar pro-
blemas de dos dominios algebraicos.
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Futuras investigaciones deberan orientarse a analizar la viabilidad de que
docentes se apropien de la propuesta del PPPA y de la categorizacion de las
representaciones externas como una forma de dar sequimiento al aprendizaje
de sus estudiantes. El presente estudio tiene la limitante de que la lider del
proyecto (conocedora del tema) fungio como docente.

Finalmente, destacamos la importancia de permitir la libre produccion de
representaciones externas al trabajar problemas de algebra temprana porque
asi se permitiria que los estudiantes utilicen diferentes procedimientos, aspecto
que, segun los datos reportados es parte necesaria para que los estudiantes
transiten a la produccién y comprension de las representaciones externas for-
males. Este punto hace evidente mirar al docente como una parte fundamental
dentro del proceso de cambio en la ensenanza y el aprendizaje de ideas alge-
braicas; y evidencia la necesidad de que cuente con espacios de formacion en
los que analice y reflexione sobre sus conocimientos matematicos e ideas sobre
lo que para €l significa ensenar algebra temprana.
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