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O:O~~ :TRIA 111 PrRBOLI CA 1 

t>DVIHIE~fOS RIGIIX'S Y PEC!'AS HIVERBOLICAS 

J .C'. Bopgino y R. ,T. ~1intC'11o 

Lno de los logros notables de los antiguos griegos fue la construc 

ci6n de un sistema deductivo de geometría, el cual comienza con prin­

cipios o axiomas tomados cono "evidentes", surgidos de la experiencia, 

y culmina en teoremas bastante profundos. La obra de Euclides y sus 

predecesores contenida en los Elementos, fue objeto de estudio y aná 

lisis, en particular el problema de la independencia del quinw pos­

tulacb (o "axioma de lus paralelas") de los restantes axiomas. El 

quinto afirma que si una recta corta a dos rectas 1adas con ángulos 

a y b cuya SUJ!la es menor que dos rectos, las rectas deben encontrar 

se si se las prolonga indefinidamente. 

Se ha dicho con alguna justicia que Euclides fue el primer geó~ 

tra no euclidiano, debido a su evidente esfuerzo para no invocar, en 

lo posible, el axioma quinto. Euclides organizó el material de ma 

nera que las prim"'ras 28 proposiciones son probadas sin recurrir a 

este axioma. Tal colección de proposiciones, basadas en los resta~ 

tes postulados solamente, es llamada actualmente "geometría absoluta" 

(estos teoremas son válidos tanto en la geometría euclidiana como 

en la no euclidiana). !lasta alrededor de 1800, sin embargo, los ge~ 

metras imaginaban oue estaban en realidad operando dentro de la geo­

metría euclidiana y que deducirían el quinto postulado como teorema. 

~\Jchos creyeron haber alcan zado este objetivo aunque en realidad 

habían sólo reemplazado el quinto postulado por otra suposición 

equivalente, tal como "dos rectas paral e la s son equiclistantes" o 
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"tres puntos no alineados están sobre una circunferencia". Entre los 

intentos no exitosos cabe destacar los de r.. Sacheri (siglos XVII y 

XVIII) quien para demostrarlo realizó una elaborada cadena de deduc-

ciones, descubriendo muchos de los teoremas de lo que actualrrente se 

conoce coroo la geometría hipcrból ica. En 1763 r.. KlÜgel publica una 

lista de 30 demostraciones del quinto postulado, todas ellas inco-

rrectas. Recién en 1823 un joven geómetra húngaro, Janos Bolyai, 

comprendió que en cierto punto, la geometría absoluta se ramifica en 

dos direcciones, según que el quinto postulado sea o no válido, dan­

do origen a dos geometrías distintas pero igualmente consistentes. 

Bolyai publicó sus resultados como apéndice en un libro de su padre. 

Resultados análogos fueron descubiertos ¡X>r N. !Dbachevsky, mas o 

menos al mismo tieMpo, e indudablemente por C. Gauss, el gran mate~ 

tico alemán, quien habfa llegado a con lusiones semejantes, que nun-

ca llegó a publicar. 

Los distintos tipos de geometría se diferencian claramente en la 

construcción que sigue. Sean ! 1 y ! 2 dos semirrectas, ambas a un 

misrro lado de una recta l3 y perpendiculares a ésta en los puntos de 

intersección A y B. Si las semirrectas se mantienen equidistantes 

estamos en la geometría cuclide8. Caso contrario, la peometria se 

dice hiperbólica si la distancia entre las rectas aumenta, es decir, 

éstas tienden a separarse y eliptica si la distancia disminuye y las 

rectas se intersectan. El modelo típico de geometría elíptica es el 

~J ..QJ 
A A 

J 

B, B , 
~ 

l 
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de la esfera, donde los meridianos juegan el papel de rectas. En 

términos axiomáticos la yeometría no euclidiana satisface todos los 

axiomas de Euclides excepto tal vez el 2° (elíptica) 0 el so (hipe! 

b6lica). 

El objeto de estas notas es presentar y estudiar un modelo de 

geometría hiperbólica: el llamado plano hiperbólico o semi plano s~ 

perior de Poincaré (ver Georretrías no Euclidianas, Revista de Educ~ 

ción P.tltemática, vol. 1, W 3). Debemos destacar que la presenta­

ción no es la de la geometría "sintética" sino la de la geometrfa 

"métrica", es decir se define en el semi plano superior una forma de 

medir longitudes de curvas y ányulos, lo que lleva irrq:>Hcito una 

forma de rredir áreas de rey,iones. Así las "rectas" en esta geome­

tría son las curvas de longitud mínima entre dos cualesquiera de sus 

puntos; como se probará, éstas son las semirrectas y semicircunfere~ 

cias perpendiculares a una recta fija (ver la nota antes mencionada, 

R.E.M. vol 1, N° 3). 

En esta primera parte nos ocupamos en prirrer lugar de los rrovi 

mientos rígidos de esta geometría, para lo cual es necesario estu­

diar en algún detalle las transformaciones de P.nbius. El otjetivo 

principal de la prirrera parte es determinar todas las rectas hipe! 

b6licas Y probar que por un punto exterior a una recta dada se p~ 

den trazar una infinidad de paralelas a dicha recta (ver teorema 

2.2.). Las herramientas a utilizar serán, fundamentalmente, el cá~ 

culo diferencial e integral y las diversas identidades que satisfa 

cen las funciones trigonomHricas e hiperbólicas. 

En la siguiente nota (segunda parte) nos ocuparerros de otros as­

pectos: área de polígonos, fórmulas trigonométricas y criterios de 

congruencia de triángulos. 
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1. Transformaciones de Mohit.s 

Algunos resultados de esta sección y otros detalles sobre ttans­

fonmciones ce tbbius p!..!eden encontrnrse en cualquier texto de fun 

ciones de variable compleja , po r ejemplo en los de Ahl fo r s , Chur chi ll 

o Conway. 

Denotano s con e el conjunto de los nÚ!reros complejos y E e l de 

los números reales . Si z e e, z = x +iy, donde x , y e E, deno t amo s 

x = Re(z) l a parte real de z e y Im(z) la parte imaginaria de z. 

Usamos i gualmente las conocidas expr esiones pa r a un número COilll l ejo , 

z = r (cos a + i sen a) 

donde r > O denota el rn:Sdulo y e , O ~ a ~ z,. , el a r gumen t o de z ; 

recordamos que estas expresiones de z se relacionan po r 

x = r cos a y = r sen a . 

Si con z deno t amos el conjugado de z , se tiene lzl 2 = z.z. 

Urn trons[ormación de Mobius es una función de la fo JlTUt 

az + b 
A ( z) = C'Z""+d 

con a , b , c , y d números complejos tales que ad - be ! O. 

si e # O, A: (C - {- ~} -> C - { ~} . La función B(z) 

Not ar que 

dz - b 
-cz + a 

es del mismo tipo que A(z) y tiene la propiedad de E o A(z) = 

= A o B(z) z . Asi tma transfo rmación de fibius es biyectiva y su 

inve r sa es una transformación de ~bbius. 

Resulta conveniente adicionar a IC un punto ideal, a l que 113JllalTOs 

punto del infinito , Es to pe rmite extende r las t ransformac iones 

de ~i>bius 

A: e u <"' 1 ... e u <"' 1 , 

definiendo d AC- e J = "' • si e -F O y A(<») "" • si e = O. 
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Alyunos ejemplos: 

( i) Inversión, A(z ) z (z 1 O, oo), A(oo) O y A(O) 

(ii) Traslación A(z) z + a a e IC • 

(iii) Rotación A(z ) kz k eia 

(iv) 1-k>Jootecia A(z) kz k e E, k > O . 

Proposi c ión 1.1 a) La compos i ción de transformacione s de ~bbius es 

una transformación de ~bbius. 

b) Toda trans fomación de f.bbius es composic i ón de 

traslaciones, inversiones, rotaciones y homotecias. 

Demos troción: 

definimos 

a) Es un cálculo que dejamos como e jercic io 

a z + b 
b) Si e ; O, A(z) = cz-¡-a = 

z+2. (2. _ Q z +Q] a a a a e e 
=c-·--d-= c d +--d-

z+ - z +- z+ -
c e e 

be - ad 

c 2 (z + Q 
e 

. z ' 

A.. (z) 
a z + e , luepo A = A.. o A3 o A2 o A1 • 

a 
+­

e 

Si e a b = O, A(z) = 0 z + 0 , luego es composición de una rotación, una 

l~motecia y una traslación. 

Curvas en e 

Una curva en e es una función o:J ... e continuamente diferenc iable, 

donde J es un intervalo abierto de E (es decir .J = (a , b) ={ tE E/ a <t < b } ) 

y l a cxoresión cont lnuamentedifercnciable significa que las partes real e 

imayinaria de o, que son funciones de variable real y a valores reales, 

son continuamente diferenciables. Será conveniente asumir que a y b pu~ 

den llegar a ser -"' y + .. respcctiv:uncnte. A veces haremos abuso del 

lenguaje y también llamaremos curvas en C a restricciones de curvas a in 

te rvalos cerrados 1 a,b) , a,b E E. ( 1 a, b) = { t E E/ a o;;; t < b}) . 
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El vector tangente a una curva o (t) = x(t) + i y(t) en C es el nú 

mero complejo u'(t) = x'(t) + i y' (t), x' (t) e y'(t) son las derivadas 

reales usuales. Aswni rems que las curvas satisfacen o'(t) ~ O para 

todo t. Si o1 (t) y o2(t) son curvas en a: que se cortan en z
0 

es decir 

o¡ (t¡) = 02 (t¿) = z
0

, llai!':ti!OS ángulo formado por estas curvas en z
0 

al ángulo formadororsusvectorestan¡1entes o~(t 1 ) r o'2 (t 2 ) C'n z
0

• Así, 

si e denota el ángulo entre las curvas o1 y o2 en z
0

, 

Si o es 

~·~r~~, a = a rguncnto ~ 
o'¡ (t¡) 

una curva con o(t0 ) 
' 

se dice que o es diferenciable en 

to, si 1 
lo es e-n t 0 . Dadas oos o (t) curvas o¡ ,o2, si para ciertos 

t 1' t2 OÍ (ti) = ... ( i = 1 '2)' el ángulo formado por estas curvas en 

"' es por definición el formado por las curvas 0 i~t) en el O (i = 1,2). 

Lema l. 2. Sean o(t) una curva en C - {- ~ } y A(z) = az+b (e ~ O), 
e cz+d 

entonces d dt A(o(t) 

da cuando e = O. 

(ad-bc)o' (t) 

(co(t)+d) 2 
Esta fónnula sigue siendo vál i 

La demstración de este lema es Wk, aplicación de las replas usua­

les del cálculo diferencial real y la omitirems. 

Pt•oposición 1.3. Las transformciones de ~·obius preservan ángulos en-

tre curvas. 

Demos trución: Por la proposición 1. 1. es suficiente verificar esta 

propiedad para las inversiones, traslaciones, rotaciones y homotecias. 

Para las tres últimas, es claro que 

los ángulos se conservan. 

y 

1 
Sean S(z) = z y o1 (t), o¿(t) curvas en a: u¡ ... ¡, z

0 
= o1 (t

1
) 

o2Ct2). Si z = ... 
o ' el iíngulo formado por O¡ y 02 en ... es el for 

mado por 1 .!. en O es decir formado por - y el soo¡ Y So02 en O. O¡ 02 ' 
Si z0 = 0, las curvas Soo 1 Y So02 se cortan en ... y el ánpulo formado 

por ellas en ... es el formado por en O, es decir el 
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formado por o1 y o2 en O. Si z
0 
~o, ... , por el lema 1.2. 

(So02)' (t2) 

(Soo 1)' (t¡) 

- u'2 (t;¿)/o2 (t,) 2 

- o'¡ ( t 1) 1 o 1 ( t 1) 2 

y el ángulo es conservado. 

Lema 1.4. a) Las inversiones tmnsforman rectas (y circtmferencias) 

en rectas o circunferencias. 

b) Las traslaciones, rotaciones y horrDtecias transforman 

rectas en rectas y circunferencias en circunferencias. 

Demostración: Noteroos que la en1ación de una recta o una ci rcunferen 

cia en~ puede escribirse 

(A) azz + ez + f\ z. + '( = o, 

con a, 'Y E E y a E C; ya que si z = x+iy, a = a+ib, la ecuación 

(A) es a(x2+y2) + 2ax - 2by + 'Y O, de donde es claro que represen­

ta una recta si y sólo si a = O. Además la recta (o circunferencia) 

pasa por el origen si y sólo si 'Y = O. Probamos ahora el lema: 

(a) Si aplicamos la inversión S(z) = f a los puntos que satisfacen 

(A), las imágenes verificarán la ecuación 

1 1 1 - 1 a - . - + a - + a = + ) = o, 
z z z z 

O sea a + az + BZ + 'Yzz = 0, aSÍ podelllOS concluir: 

(i) Si r es una recta que pasa por el orir,en, S (r) es una recta 

que pasa por el origen, 

(ii) Si r es una recta que no pasa por el oripen, S(r) es una cir-

cunferencia que pasa por el origen, 

(iii) Si r es una circunferencia que pasa por el ori~en, S (r) es W13 

recta que no pnsa por e 1 origen, 
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(i) Si r es una recta que pasa por el orir,en, S (r) es una recta 

que pasa por el origen, 

(ii) Si r es una recta que no pasa por el oripen, S(r) es una cir-

cunferencia que pasa por el origen, 

(iii) Si r es una circunferencia que pasa por el ori~en, S (r) es W13 

recta que no pnsa por e 1 origen, 
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(iv) Si r es una circunferenciaque no pasa por el origen, S(r)es una 

circunferencia que no pasa por el ori¡zen. 

La demostración de (b) es similar a la hecha para (a). 

Proposición l. 5. L:ls transfonnaciones de ~bbius transfonnan rectas 

(y circunferencias) en rectas o circunferencias. 

La proposición resulta de aplicar el lem anterior y la proposi­

ci6n l. l. 

-EjempLos: 

(I) 

(JI) 

, 
/ 

1 

1 

' .... 

(I II) A(z) 

ti 
1 

' 

/ , 

' 1 

A(z) = z + 1 -

A(z) = 3 z -
'lz 

az + 1 
z 

z-..!. 
z 

/ 
1 

' ' 

--, 

1 

-- , 

/ 
1 

1 

1 

1 

\ 

\ 

... 
' 1 

t 

' 1 , 

/ 

/ 

ti. 

w-+ w+a 

a z + 1 
z 

.... ... 
' ' 

\ 
1 
\ 

1 ~12 
1 

1 
1 

1 i+Ol. 

2z + 1 
(IV) A(z) = ---z+] 

/ 
/ 

/ 

\ 
A1 (z) = z + 1 

/ 

/ 

·' 

, , 

/ 

/ 

/ 
/ 

/ 
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¡,.- .... 
... 

\ 
' - _ , 1 

/ 
-u 

i\3 (v) =-v , 

t\ ( z) 
2z + 1 
z+T 

1. 
-l 

... 1 
__ .,. 

1 
i\4 (w) = w + 2 

Ejez•cicio: ('.ons i de re B(z) = - z 
z::T Elija algWh1S rectas y circun-

ferencias y detennine sus imágenes por B. 

DcnotellPs con Gel conjtu1to de transfonnaciones de ~bbius 

az + b h b A(z)=--d cona, ,c,dcE yad- c=l. 
cz + 

El lector puede ve 

rificar que si A,B e G, A-1 y J\oB también pertenecen a G. 

DcnotallPS con 11 al scmiplano superior, H = ( z e C!Imz >O } . 

Lema 1.6. Si A e G y A(z) 

Demos t1ución: A(z) az +b 
zc +u 

az + h , enton;.:es Im A(z) 
cz +d 

(az + b) (cZ + d) 

1 cz +d 12 

ac 1 zl 2 +bd +adz +bá así Im A(z) 
(ad -be) Im(z) 

lcz +dl 7 

~ 
lcz +dl2 1 cz + d 12 
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y Rc(A(z)) 

4 2 

ac l z l 2 +bd +-(ad +bc) Re( z) 

lc z +d l 2 

Proposición l. 7. Si A t: G, entonces A(E u{~} ) =E U{oo) y .1\(11) =H. 

Demos t ración: Por el lema 1.6, Im A(z) tiene el mismo signo que Im(z) 

y si se anulan, lo hacen siiiJ.Jltáneamente. Luego A(H) eH, AOE) e E y 

A(li-) e W ( W = {z e C 1 Imz <O l ). La demostración se compl~ 

ta teniendo presente la biyectividad de A y además que A(- ~ ) = .. , 

A(oo) = ~ (e ~ O) O A(oo) = .. (e = O) si A(z) = ~~ :~ 

Lema 1.8. Sea A e G, A(i) = i si y sólo si existe o, O~ o< 2w, 

tal que A(z) = z cos o +sen o . 
-z sen O+cos o 

. . az +b 
DemostJ>acnón: Sea A(z) = --d y supongamos que A(i) 

cz + 
i, luego 

i(ci +-d) = ai +b o ai +b = id-e, de donde a = d y b = -e; c0010 

1 = ad -be = a 2 + b 2 , existe o, O < o <; 2w, tal que a = cos o y 

b = sen O. Para la recíproca basta realizar el cálculo. 

Denotaremos con \ la transfonnación 

z cos o +sen o 
Ao(z) = -z sen o +coso 

-1 
con un cálculo sencillo se verifica que A0 o A

6 
= AO+B y A0 =A -o 

Lema 1.9. Si A es una trnnsfo11nación de t-bbius y A~ identidad, A tiene 

a lo sumo dos puntos fijos. 

Demostración: az +b 
A(z) = cz + d = z si y sólo si cz 2 + (d-a) z - b O; es 

ta ecuación de segundo prado tiene a lo sumo dos soluciones. 

Lema 1.10. a) Si zj, pj t: E u {oo}, j =O, 1,2, con z
0 

< z1 < z2 , 

~o<~~< ~2. existe un único A e G tal que A(zj) = ~j' j =O, 1,2 

(convenimos que z < .. , si z e E). 
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+ 
b) Si z

0
, z 1 l 11, existe A e r tal ~ue A(z0 ), A(zJ) e I , 

donde I +- = { t i 1 t e E , t > O l . 

D.mostración: a) Sean v
0 

< v1 < v2 en E, e 

d:: - dv
0 

Dej"úzimos A(z) = e dz _ dv
2 

V¡ -V. 
=--- , d 

V¡ - Vo 

Puede ver ificarse que A(v0 ) =O, A(v¡) = 1, A(v2) ="'Y A e G. 

oo r lo t anto , dados z0 < z 1 < z2 , ~o< u1 < p
2 

en E , existen A, B e r 

t a l es que A(z0 ) = B(~0) =O , A(z 1) = R(~ 1 ) = 1 y A(z 2) = B(~ 2 ) 

Bas t a en tonces t oma r B- 1 
e A, que está en G }' cUJTlple (a). 

En cuanto a l a tmicidad, si existieran A1 y A2 e G tal que 

- 1 ) A1(zj) = A2(zj) , j =O , 1, 2, entonces A2 of 1 (zj = zj y por el lema 

ante r io r A¡ = Az. Dejamos coro ejercicio e l caso en que z2 = "' o 

~2 = .. . 

h) Sea x0 + i y
0 

E 11 y A(z) = 

Se verifica A(z
0

) = y A E G. 

o , O < o < I , t a l que cot~ 20 

Sea ahora A(z 1) = x 1 +i y 1 ; elegimos 

B z cos O+- sen O . 
( z) = -z sen o + cos o ' 

2 2 =X¡ +Y1 - 1 
2x 1 

por el lema 1 .8 B(i) 

la demos t r ac ión c!el l ema 1. 6 se s i gue que 

Definimos 

i y además B e G. 

, l 2 2 
- sen o cose(xj +v!) +sen o cose + (cos O- sen O) xJ 

Re 13oA(z) = 1-sen Q ¡\(z¡) +cos el2 

- 1/2 sen 2e(x1 +v~ -1) +x¡ cos 20 
¡-sen e A(z¡) +cos Cl!2 

-x ¡ sen 20 co tg 20 + x 1 cos 2 o 
¡-sen o A(z 1) +cos o¡2 o 

De 

Luego B o A(z¡) E 1+, Bo A {. G y sati sface B o .A(zo) i . !lk:>ta r que 

si x 1 = O, no es necesa r io defin ir B. 

Nota : Co caso p.'lrti cu l ar hemos probado en (h) que si z¡ E 11 , existe 

z cos O + sen O ( ) 1 + 
e , o.;; e < 11 , t a l que Ae(z) = -z sen 0 +- co s 0 ve r ifica A6 z¡ e 
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2. Reatas Hiperbdti.aao. 

Con la notación establecida, trabajamos en el semiplano superior 11. 

Si o : J -+ 11 es tma curva, con a < b extrCITOs tlel intervalo J y 

a (t) = x(t) +iy (t ) con vector tangente o' ( t ) = x' (t) +iy' (t) en o(t), 

se llana longitud de o a la magnitud 

l(o) = r llo' (t) ll dt. 
a 

Distintas elecciones en la definición de 11 o' (t) 11 c:.1mbiarán las lon¡zl_ 

tudes de las curvas y por consiguiente variará la ~ometrfa. Por eje~ 

plo, si ele¡zimos ll o' (t )l = l o'(t) l '"(X' (t)2 +y' (t)2)1/2 estamos con 

la conocida Geome tría Euc Lidea. La Geome tría Hipe_~bóLica es la que re­

sulta de definir 

11 o' (tlll 
(x' (t) 2 +y' (t) 2) 1/2 

y(t) 

Con esta definición de 1 o' (t) ~ , llamaoos a l(o) la lon12itud hiperbólica 

de a; c~1ndo no haya lugar a confusión sólo escrihire~s longitud. 

Coro ilustración, calcularos las lonpi tudes de al runos seflllentos hori­

zontales y verticales. Sean a(t) = t + ic, O < t < 1, e real positivo 

fijo; B(t) • ti, a< t < b. 

l(o) J
I 

o 

dt = ­
e e l( B) 

b 

J d: = lo 1! ( ~ ) 

a 

Graficamente, si l • l(a) o l(B) se~ el caso: 

2...-------· c: ,2' Q. 112 

Lcl 1 ~ • 1 

\'ll-------- c.1, 1 , R.=l 

~-------· c.,l,.., J Q; ... 

2 \ 

~ el .1 ' b.& 2 P • p_.z , -,3 
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En estos ejemplos s~ pone de >'<·~i fiesto qLIC la lor~i tud hiperbó-

lica de segmentos horizontales ararentemcnte i!-ruales, aUITlCnta si están 

Jllás próxilros al eje real; sesrrncr.tos verticales aparentci'!Cnte cada \'¡;)Z 

rms pequeños, tienen igual lonpitud hiperból1ca. Es decir las longit~ 

des aumentan cuando nos acercaoos al eje real. 

Es natural pensar que la distancia entre dos r-untos debe ser la 

longitud del camino más corto que los une. Así por eje~plo, para la 

aeronave¡zaciór, la distancia entre el polo r.or•e y el polo sur no se 

mide por la longitud del eje de la tierra, por no estar sobre la su-

perficie de l a tierra . En cambio, como es familiar, esta es t á dada 

po r la longitud de un semimeridiano. Er. base a estas consider.lciones , 

definimos la distancia hiperbólica ent.e z1 y z2 e H por: 

inf {i(o)lo:[a,hl ~ H curv:~ L'<'ll o(a) z 1 ,o(b) z 2 }. 

La existencia de este ínfioo está asegurr.da, pu6s el conjunto es 

de núme tus r eales y está acotado inferiorwente ~r O. De cualquier 

modo en la definición de distancia hiperbólica el lc,tor puede CaJllbia r 

la palabra í nfimo por mínilro sin dificultad, como se verf! más adelan-

te . La dis t ancÜl tiene lr.o; si~uientes propiedades há!;,le<J<; 

(d(z¡, z2) =O si y sólo si Z¡ 

J(z 2 , Z¡) 

En l a geometría eucl idea del plano, las rectas son cunras c¡ue re~ 

1 izan la distancia entre sus puntos; definimos de Jllanera análova }::¡ ~ 

e ión de recta en H. 

Ll amamos geod¿sica en 11 a una curva que realiza la distancia ent re 

dos cualesquiera de sus puntos. A la imagen de w1a geodésica o la lla-

m::~ mo s arco de recta hipcrloóli a i la denotnmos 1'
0

• !Jnn r•.·cta hiperbó-
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lica es un arco de recta hiperbólica no contenido propiamente en otro 

arco de recta hiperb61 ica. Proba reros 1 UCS!O cpe todo arco de recta hi 

perb6lica está contenido en una recta hiperbólica. 

El siguiente lema establece una condición suficiente para que una 

geod~sica determine una recta hiperbólica. 

Lema 2.1: Sea o:(a,b) ~ H ~codésica tal que ~,ra al~ e e (a,b) las 

curvas o¡ (a,c): (a,c) ~ H y ol(c,b): (c,b) ~ H tienen longitud infi 

nita, entonces r es una recta hiperbólica. o 

Denr:Jstración: Deberros verificar que r no está contenida propiamente o 

en otro arco de recta hiperbólica. Por el absurdo, sea Y: (a',b') -+ 1-1 una 

geod~sica tal que r
0 

e r Y , supongaros que existe z
0 

: Y(t
0

) í r
0 

(ta E (a', b' )). 

Y(t 1) = o(c) 

o(c) E r , luego existe t 1 e (a', b') tal que y 

y(t 1) = o(c) 

Supongarros t 0 < t 1 , (el caso t0 > t¡ es análogo). Conn o es una curva 

(continua), r 0 e {y(t) 1 t ;;¡. t 0 }; por otro lado d(Y(t
0
), Y(t¡)) < .. , de 

alli que l(ol(a,c)) < .. o l(o¡~,b)) < .. ,contradiciendo la hipótesis. 

Esto concluye la demostración. 

El pr6xiiiP paso será mostrar una recta hiperbólica sencilla. Sean 

I+ ={ti 1 tE E, t > 0}, o: (c,d 1~ 11 curva tal que o(c) = ai, o(d) =bi 

con a < b, o(t) = x(t) + i y(t). Resulta, 

l (o) = l (x' (t) 2+y' (t}_2) 1/2 dt ;;¡. f ..1Li!lJ dt ;;¡. f _ti!] dt 

e y(t) Jc y(t) Jc y(t) 

v(,l) b 
lo~ LJ.!:L = loy (-) , 

y(c) a 

asi l(o) ;;¡. log ( ~), con ipualdad si y s6lo si x'(t) _ O, y' (t) >O, es 

decir x(t) es constante e y(t) creciente. 

Por otra parte, vimos que la longitud de B(t) tj, a ..;;; t < b, es 
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b 
log (a). Concluiros que d(a 1, hU = log ( Q. ) y lucro B real i.za 

a 

la distancia entre dos cualesquiera dr sus ptmtos; ad B es una pccd~ 

sica y su imagen es un arco de recta perbó!ic~. 

Finalmente, si B(t) = t, ~ > C y B¡ = ~:(0, 1)-+ H, 

82 = S: (1,~)-+ H, es l(B¡) = l.im lo¡ ( 1 ) ="" , l'B_) 
t~ o t 

= Nm log (t) = ~. y por el lema 2 .1 r
6 

es um recta hipcrhólica. 
t--

1\btar que si o es tul:l gwc'ésica uniendo dos pLUttos de 1•, 

o(t) = x(t) + i y(t), por dar la distancia entre esos dos puntos deberá 

ser x(t) : O, es decir r e I+. Otro hecho import:!nte que resulta de 
o 

los cálculos anteriores es que si ai E r•, ~1y sólo dos puntos en ¡• a 

dist:mcia d de ai (d >O arbitrario). En efecto, si d(ti, ai) = d, 

entonces t =aedo t =a e-d. 

Paro detenninar todas lils ¡¡ccdésicas uti ·· izaremos el ejPr,lplo ant~ 

· 1 f · cl u:.:b · A( · a;: + b f · · r1or y as trans o~,c1oncs e •·v lUS ZJ = cz + d con coe 1c1entes 

a,b,c,d E E, ad -be 1, y sus propiedades. 

Sea o (t) una curva en 1 i, entonce:; A o o ( t) es Uf' .a curva en H y 

~ Im o por los lema 1.2 y 1.6, (A o o)' = , Im (A G o)=----
(co ... d) 2 lcu +dl 2 

Si o' (t) = x' (t) + iy' (t) y (A o o)' (t) = z'
1 
(t) + iz'2 (t) resulta 

o 1 • o 1 = X 1 2 + y 1 2 y (A o o) 1 • (A o o) 1 = z 12 + z; 2 Lucro 

01 

1 (A o o)' 12 (A o o) ' . (A o o)'= (e o +d) 2 • (2 o +dF 

(1m 11 ., o) 2 (I m o) 2 

leo+ d 1~ 

o'. ~ 
= il o '11 2 

(Im o) 2 

b b 
Así .((A 0 o) f 11 (A o o)' 1 j1 o' 11 = l(o) . 

a a 

Como los elementos de C. preservan lon¡!i tud de curvas, ellos pre-



46 
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servan la distancia, es decir los elementos de G son movimientos r{gi-

dos de H. 

Del cornentnrio anterior es claro que si A e G y o es una curva en 11, 

entonces o es geod6sica si y sólo si A o o es geodésica. Además AOE) =E 

y A conserva ángulos entre curvas. Si { t1 1 t e E l , A(I) debe ser 

una circunferencia o una recta cortando perpendicularrente a E, es decir 

A(I) es una recta vertical o una circunferencia con centro en el eje E. 

Luego A(I +) es una semirrecta vertical en H o una semici rcunfercncia en 

H con centro en E. 

Recíprocamente, si L es una recta vertical cortando a E en b, sea 

A(z) z +b; A e G y A(I) = L y toda semirrecta vertical es ima~en de I+ 

por un elemento de G. Ademlís si Ces una circunferencia con centro en E 
dx¡Z - dx -1/2 

que corta a E en puntos Xo < x1, sea A(z) = -dz + d º, d = (x¡ - Xo) , 

se tiene A(O) = x
0

, A(~) = x1 y A e f.. Sabenvs que A(I) debe ser una re~ 

tao una circunferencia; si fuese una recta, sería el eje E, sin ~~r~ 

A(I+) eH, luego A(I) es una circunferencia que corta a E perpendicular­

mente, de alli que debe ser C. Así toda semicircunferencia en H ~on cen­

tro en E es iwa~en de ¡• por un elemento de r.. Con esto completamos la 

demostración de que toda semirrecta vertical en 11 o ser.>ici rcunferencia 

en H con centro en E es una recta hiperbólica. 

Inversamente, sea o:J ~ H geodésica, a,b e J, a< b, si z0 = o(a), 

z1 = o(b), por el lema 1.10 existe A e G tal que A(zj) e I+ (j = 0,1). 

Como A o o 1 [ a, b) es una ~eodés ica que une puntos de 1 +, su ima~en está 

contenida en 1+. Luego la imagen de o(t) = A- 1o A o o(t), a< t < b, 

es un arco de circunferencia con centro en E o un segmento de recta ve~ 

tical. Al ser a,b arbitrarios en J, r0 es una arco de circunferencia 

con centro en E o un se~nto de recta vertical. Notar que herros proba­

do que si o es una geodésica, existe A e G tal que A o o tiene ima~en 

contenida en 1+. Resumiendo: 
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Teorema 2.2. (i) Los arcos de recta htpertólica en ll son Jos se~en-

tos de rectas verticales y lo~ arcos de circunferencias con centro en 

E . Las rectas hip<'rból icas son las semi rrcctas verticales y las semi 

circunferencias ahiertas con centro en E. 

(ii) Si res una recta hiperbólica, z e r y d >O, exis-

ten en r dos únicos puntos z1 y z2 tales que d(z, z1) = d(z, z2) =d. 

(iii) Por dos ptmtos de 11 pasa una única recta hiperl-6lica. 

(iv) Sir es una recta hiperb6lica y z 1 r, pasan por z 

una infinidad de rectas hiperbólicas paralelas a r . 

Demostl'ación: (i) y (ii) ya hc~n sido probados. \'caros (iii). Sean 

+ z0 , z¡ e H, por el lema 1.10 existe A e G tal que A(z
0
), A(z 1) e I , 

luego A-l (I +) es una recta hi perhól ica pasando por z
0 

y z 1. Suponga-

mos que o1 y o2 son dos geodésic.~s tales que r 01 y r 02 son rectas 

C'.oro an-

teriormcnte, podewos elegir A e G tal que 

es una recta hiperbólica, 

+ Por otro lado A o o2 es una gcod6sica con A oo2 's0 ), ftoo;¿(s 1) e I , 
+ 

luego A0 o¿(s) e I , 5o~ s < s 1 . Como 02 es un arco de circunferencia 

o una recta vertical, A o o2 es tm arco de ci rcunfercncia o una recta 

vert ical, así Aoo 2 ls) el+ para todos, es decir rAoo2 e rAo 01 , o sea 

r 02 e r01 . Al ser r02 una recta hiperbólica resulta r02 = r 01 . 

La afi~~ción (iv) es clara. Ilustramos con algunos ejemplos 

1' 

1 ~ 
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En la figura siguiente, el ángulo a formado por las paralelas lí · 

mites r
01 

y r
02 

es llamado ánguZo de paraZeZismo der. Notar que si 

r y es otra recta hiperb61 ica que pasa por z. y fonna un án~mlo B con 

r 
01

, entonces r y es paralela a r si y sólo si a <: B <: 11 6 11 +a <: B <: 2n 

Referencias: B<mola R. "C'..eometrías no Euclidianas" (Espasa Calpe 1945) 

y en inglés. "Non eucl idean peo~tries" (J:bver). 

Santaló L.A . "Geometrías no Euclidianas" (Cuadernos, Eu­

deba N° 45). Capítulos V, VI, VII (ver la extensa lista 

de referencias) 

~1arnninP. "Non euclidean gcometry'' (lbver) 

Facultad de 1atemática , Astronomía y física . 

Universidad Nacional de Córdoba. 
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C.r:.ORC.J' mLYA 

(1SR7 -1985) 

Profesor I:rn6rito de la Universidad de StanforrJ, falle· 

ció el 7 de setiembre de 1985, a la edad de 97 años. I~bía nacido el 

U de diciembre de 1887 en la ciudad de Rud:~¡>est. Es bien conocido, 

además de sus contrihuciones m.'lteJTk'íticas en di fercntes áreas, por su 

intenso interés en problem.'ls de educación m.1tenática y entrenamiento 

de docentes en ~btem.'ítica. Sus libros más notables en este aspecto son: 

/I(JI..J ~<' notve it (1945), M1therrntic:J and PZauoible Reanom'nn ( 1954) y 

Mathematicat Discovcry. 

(Referencias: atices of the American ~1athematica1 Society, Octubre 

1985, N° 243, Vol. 32 pág. 599). 

ffllJSTíl 1~11\I'L TORJ\NZOS 

(1908-1986) 

F.l distinguido matem.'ítico y educador doctor f-austo l. T~ 

ranz.os falleció en Ruenos i\ircs el día 6 de noviembre de 1986. llabí:~ na 

cido en f-uerte Quemado (provinc~a de C:atrm.'lrca) el 17 de junio de 1908, 

recibiéndose de Profesor F.spcci:~l de ~~temáticas y rísica en 1928 y de 

doctor en Ciencias rfsicom.'ltemáticas (Sección ~1atem.'íticas) en 1931, en 

ambos casos en la lhüversidad Nacional de La Plata. 

f-ue director fund:~dor del InstiNto del Profesorado de la 

Universidad acional de Cuyo, m5s tarde convertí en f-acultad de Cien· 

cias de la rrlucación, con sede en San Luis (1940-1942). De 1947 a 1956 

fue profesor de Estadística en la misma lhiversidad, y desde 1957 hasta 

su fallecimiento actuó en la Universidad de Buenos i\ires, primero en la 

facultad de tngeniería y luego en la faatltad de C'iendas Económicas, e~ 

mo profesor titular de Estadi'sticn ~1ctodológica y Oirector del Instituto 

de Estadísticn. flesde 1969 fue profesor con dcdic:~ción exclusiva y tam­

bién profesor emérito. fue miembro de n(llllCro de ln /\endemia Nacional de 

Ciencias de Auenos Aires. 
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1:1 uoctor Toranzos se preocupó siempre por la enseñanza 

de la matemática y de la estadísticn en todos los niveles. Aparte de su 

actuación como profesor rniversitario, publicó en colaboración con .Ju -

lio Rey Pastor unos Textos de ~bte~ítica para la enseñanza secundaria y 

un lihro titulado "Enneñanaa de Za 41atem:ttica• (f:ditorial Kapclusz, 1959). 

TéliTihién puhlicó "Introducción a La F:pistemoLcy¡Úl y Fundamentación de La 

Matemática" (f:ditorial Esp.1sa-C~1lpe Argentina, 1943). rn el campo de la 

Estacli stica puh 1 icó mrnerosos trabajos en revistas especial izadas y pr~ 

sentó comunicaciones en distintos congresos internacionales. Publicó 

también los lihros "Estadistica" (Editorial Kapclusz, 1962), "Formación 

matemática de L Economista·' (f:ditorial Fondo de CUltura Económica , 1964), 

"Teoria Estadistica y ApLicaciones" (f:di torial Kapelusz, 1971). fue miem 

bro Fundador de la Unión ~latemática Argentina. 

Dr. Luis A. SantaLó 
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MATEMATICA Y UNIVERSIDAD 

Enzo R. Gcntile 

En cada tiempo se tiene una idea sobre la Matemática, general­

mente equívoca. ~la temática es para algLmos LU\ repertorio de fórmulas, 

logaritmos, fw1ciones trigonanétricas, tul verdadcro a1mulo operatorio, 

carente de vida, aburrido, indigerible y que hace que todo el mundo 

odie la Matemática. 

En otro nivel ~latem5tü:a es cálculo diferencial e integral, e~ 

pccialmente por su aplicación a la Física. En el mejor de los casos 

se enfatiza o caracteriza la ~latemática por su sanetimiento o tarea 

Jc servicio a otras disciplinas. Nadie tiene duuas de la importancia 

de la Matemática no sólo en la física sino en múltiples disciplinas. 

Pero siempre es algo subsidiario. Pocas veces la ~latemática se ent ie!'_ 

de por su poder creativo, por su ingrediente tan esencial cano es el 

de generar ideas y teorías. En la escuela primaria, secundaria y aún 

en la Universidad es difícil llegar a paladear el verdadero sentido 

de la ~latemática. La Universidad empobrecida en nuestros días tiene 

mud1o que ver con el sentiJo de servicio. Alertemos que nuchos mat~ 

máticos con Lm sentido equívoco de la t.btanática Aplicada tratan de 

quitar nivel a los cursos de ~latemática. Por ejClnplo, pretenden que 

los cursos de Algebra Lineal se hagan en R2 , R3 , desconociendo el 

fonnidable desarrollo de esta rama, que se hizo ftu1damental precis~ 

mente porque se salió de R2 , R3 y Rn . La única posibilidad de h~ 

cer ~latrnlática Aplicada o Canputación en serio es elevando e 1 nivel 

de los cursos de ~latemática Pura y en forma urgente. 

La ~latemática es la ciencia generadora de teorías por excelencia. 

FLmdamentali1~nte su particularidad es la de resoLver probLemas gene­

rando teorias. Ese dinamismo creativo está, en mi opinión, inexorabl~ 

mente ligado al ser de la Universidad. La Universidad debe ser model!!_ 

dora de individuos creadores, individuos imaginadores. La Universidad 

tiene por función encausar y descubrir a la gente talentosa. La gran 

riqueza de nuestro país no está necesariamente en el campo agrícola, 

en el petróleo, o en el Krill. Todo esto es importante, sin duda, para 

lo inmediato, pero la esperanza de ser Lm gran país está en la fuerza 

inventiva que se puede generar en la Universiuad, para luego servir a 

la técnica, industria, etc. Entender qué es ~latemática o tal vez cuál 


