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218 CARLOS A. ARIAS, ROSANA PEREZ & HECTOR J. MARTINEZ

1. Introduccién

Dada una funcién H: R*t™*t7 s R™"T™ continuamente diferenciable, el Problema de
Complementariedad Horizontal, abreviadamente PCH(H), consiste en encontrar vectores
zeR" yeR™ y we R” tales que

H(z,y,w) =0, zTw=0, >0, w>0. (1)

En este contexto, decimos que un vector es no negativo, si todas sus componentes son
no negativas.

Observemos que, en el problema PCH(H), no hay restricciones sobre el vector y. En
algunos casos este vector no existe, por ejemplo cuando H(x,w) = F(x) — w, para
cualquier funcién F: R™ — R™ no lineal y continuamente diferenciable, con lo cual
el problema de complementariedad horizontal, se reduce al bien conocido problema de
complementariedad no lineal, que consiste en hallar € R™ tal que

x>0, F(x) >0, z' F(x) = 0.

Otros problemas relacionados con el de complementariedad horizontal son los de comple-
mentariedad Lineal [10], implicita [27], vertical [9] [14] y, desigualdades variacionales [15]
[21]. Para estos problemas han sido propuestos, entre otros, métodos tipo [3] [10] Newton
[8] [12] [16] [23] [22] [30] [31], Newton inexacto [13] [17] [18] [27] [29] [33] ¥ cuasi- Newton
inexacto [7].

Las numerosas aplicaciones del problema en areas como ingenieria, economia, modelos
de equilibrio, teoria de optimizacién [5], [14], [19], [28], [32] han incrementado el interés
de investigadores en proponer algoritmos eficientes para su solucién [6], [2], [24], [26].

Una estrategia muy usada para resolver el problema de complementariedad horizontal,
consiste en reformularlo como el siguiente sistema de ecuaciones no lineales restricto

H(=z)
Glz) = mlful —0, zeQ, 2)

LnWn

donde G : Rt RrtmIn v ) = {z= (z,y,w) e R " >0 ,w> 0}

A su vez, y con el objetivo de proponer algoritmos globales para su solucién (e indi-
rectamente resolver el problema de complementariedad horizontal), el sistema (2) puede
reformularse como el siguiente problema de minimizacion

Minimizar f(2) = ||G(2)|?,
s.a ze )

(3)

donde || - || denota la norma euclidiana.

En [4], los autores resuelven (3) mediante un algoritmo global de punto interior con
direcciones Newton inexactas, el cual preserva factibilidad mediante el uso de gradientes
proyectados. La demostraciéon de convergencia (lineal, superlineal y cuadrética) de dicho
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algoritmo es presentada en [6]. Por otra parte, en [1], los autores demuestran que el uso de
direcciones de Newton ezactas en el algoritmo propuesto en [4] tiene buenas propiedades
locales de convergencia.

Recientemente, en [7], el autor presenta un nuevo algoritmo global cuasi Newton inexacto
de punto interior para resolver problemas de complementariedad horizontal basado en
la reformulacién (3). Este algoritmo usa, siempre que sea posible, una direcciéon cuasi-
Newton inezracta y en algunas iteraciones, para garantizar factibilidad, proyecta dicha
direccién sobre el conjunto 2. Con esta estrategia, se mantienen buenas propiedades de
convergencia de los métodos cuasi- Newton.

Motivados por los buenos resultados obtenidos en [7], en este articulo, usamos la estrate-
gia de combinar una direccién Newton inezracta con su proyeccién sobre el conjunto §2,
solo cuando se necesite garantizar factibilidad, para proponer un nuevo algoritmo tipo
Newton inexacto par resolver el PCH(H) indirectamente a través de su reformulacién
como el problema de minimizacién (3). Vale la pena mencionar que este nuevo algorit-
mo usa una estrategia de busqueda lineal diferente a la utilizada en [7], la cual resultd
més eficiente numéricamente. Complementamos la nueva propuesta algoritmica con su
andlisis tedrico y numérico.

Organizamos la presentacién de este articulo en la siguiente forma. En la Seccién 2, pre-
sentamos el nuevo algoritmo y describimos algunas de sus caracteristicas. En la Seccién
3, presentamos el andlisis de convergencia del algoritmo propuesto. En la Seccién 4, ana-
lizamos su comportamiento numérico. Finalmente, en la Seccién 6, presentamos algunos
comentarios finales.

2. Nuevo algoritmo

En esta seccién, presentamos un nuevo algoritmo global de punto interior para resolver
(3), el cual genera una sucesién de puntos factibles {x;} que satisface la condicién de
decrecimiento suficiente [24],

1G(@r )| < [1 = A [|G(i)l,

donde «y, es el tamafio del pasoy A € (0, %) . Esta condicién es libre de derivadas, 1o

cual es ventajoso en lo que respecta al costo operacional del algoritmo. Ademads, su uso se
justifica por su relacién con algoritmos tipo Newton inexactos globalmente convergentes,
en los cuales se exige, en cada iteracién, un decrecimiento suficiente de |G| [11].

Una caracteristica importante del nuevo algoritmo es su bisqueda direccional, la cual
usa una direccién Newton inexacta, a menos que se pierda factibilidad, caso en el cual,
se proyecta esta direccién sobre el conjunto 2.

Antes de presentar el algoritmo y para una mejor comprensiéon del mismo describimos
explicitamente la matriz jacobiana de G en z, denotada G’(z) € R(»tmtn)x(ntmin) o
el sistema de ecuaciones lineales G(z) + G'(2)d = 0.

H.(2) | H)(2) | H,(2) H'(2)

G’(z): _—— | === | === _ el coee (4)
w0 | X woioo0 X
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220 CARLOS A. ARIAS, ROSANA PEREZ & HECTOR J. MARTINEZ

donde H'(z) € R(tm)x(n+m4n) o5 13 matriz jacobiana de la funcién H en el vector z;
W = Diag(wy,...,w,) € R"*" X = Diag(xy,...,2,) € R™*™ y 0 denota la matriz
cero en R™*™,

Usando (4) y un vector d = (d, d, d)" € RO+ ol sistema G'(2)d = —G(2)
equivalentemente G(z) + G’'(2z)d = 0 puede expresarse como el sistema matricial,

H(z> H’(z) dy
T1wy .
G(Z)—I—G/(Z)d: ) _|_ . . dy — OERn—i-m—Q—n)
w0 X -
TnWn dw

(5)
el cual, después de unos sencillos calculos matriciales se convierte en el siguiente sistema
de n 4+ m +n ecuaciones no lineales,

H(z)+ H'(2)d = 0cR"™

La estructura del sistema (5) y en particular, del sistema (6) desempefia un papel central
en nuestra propuesta algoritmica.

Debido a que el algoritmo propuesto es tipo Newton inexacto con direcciones proyectadas,
lo llamaremos Algoritmo NIDP. Presentamos a continuacién su descripciéon formal.

Algoritmo (Algoritmo NIDP).
Seane >0, 22 € Q, §€(0,1), B€(0,1), A€ (0,2), 7€ (0,1), cbig > Csmau >0, y
Csmall < 1. Para k=0,1,... hacer:

1. Criterio de parada. Si ||G(z)|| < & pare. Sino, siga los pasos 2 a 6.

2. Direccion de Newton inezacta. Calcule dy, = (di, df, di)™ € R™™ " tal que

1G () + G'(z) dill < OklIG(zi)ll, 6k € (0, 0). (7)

St |ldi| < cpig ¥
leFwh 4 2 (dR); + wl(dh)| < Opatwl, i=1,2,....n (8)
entonces defina p, = dj sino, pase al Paso 4.
3. Tamario de paso mdzimo. Dado 75 € [1,1), calcule
abrerk — max{a € 0,1] : 2z, + ap, € Q} (9)

max __ break : max
y haga o)™ = 107", Si o

al Paso 5.

< Csmall, pase al Paso 4, de lo contrario, pase

4. Direcciones proyectadas. Escoja 1, € [1,1), haga ap = 7, y defina

p, = Pol(zy +di) — 2z y pP_=—Dp;.
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4.1. Si ||G(z + apy)|l < [1— Aag]||G(z)| defina p, = p, y pase al Paso 6.

4.2.Si zp +app_ €Q v |Gz + arp_)|| < [1 — Aag]||G(z)| defina p, =p_ v
pase al Paso 6.

4.3. Haga oy, = fag y vuelva a 4.1.
4.4. Si oy = A, pare.
5. Busqueda lineal. Calcule aj = o™ max{p! :1=0,1,2,...} tal que
1G(zk + cwpy)l| < [1 = Aar]l|G(z)]- (10)
5.1. Si ap = A, pare.

6. Actualizacion. Haga z,+1 = 2z + oDy

Observe que en el Paso 4, se calcula no solamente p,, sino su negativo, pero solo se
pregunta por la factibilidad de p_ debido a que, este vector no necesariamente es factible.

3. Analisis de convergencia

En esta seccion, presentamos los resultados de convergencia del Algoritmo NIDP. Las
hipétesis generales que usamos en el andlisis son las siguientes.

H1. Existe z* € Q tal que G(z*) = 0.

H2. G'(z) es una funcién Lipschitz continua en 2. Es decir, existe una constante po-
sitiva 7 tal que, para todo z, 2 € ,

IG'(2) = G'(Z)Il <7llz—Z|l.
Una consecuencia inmediata de la hipétesis H2 es que para todo z, 2 € (,
2l
IG(2) = G(2) = G'()(Z = 2 < |17 = 2" (11)

El siguiente teorema garantiza que una direccion de Newton inexacta es de descenso para
la funcién de mérito f.

Teorema 3.1. Si G(2) #0 y d es una direccion que satisface (7), para algin 6 € [0,1),
entonces
Vi(z)Td<o.

Demostracion. Si d es una direccién que satisface (7) entonces
0 < [|G(2) +G'(2)d]| < 0IG(2)I,

por lo tanto,

IG(2) + G'(2)d* < 0*|G(2)]?,

de donde,
IG(2)|I” +2G(2)" G (2)d + |G (2)d|* < 6°[|G(2)]?
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luego,
1 1
G(2)'G(9d < 5 (0 =D [GEI” - 5 IG' ()]
y como 0 <6 < 1, concluimos que

Vi(z)'d=G(2)"G'(2)d < 0. v

. T 7’ . .7
Por otro lado, es claro que si Vf(z)" p, # 0 entonces p, o p_ serd una direccién de
descenso para f. Lo anterior nos permite inferir que en cualquier caso, los ciclos en 4.1,
4.2 o en el Paso 5 terminardan en un nuimero finito de repeticiones.
El siguiente teorema da una condicion suficiente que garantiza la existencia de una di-
reccién tipo Newton que cumple las condiciones (7) y (8).

Teorema 3.2. Sea z€ Q tal que G(2) # 0. Si un vector no nulo d satisface
IG(2) + G'(2)d]| < |G(2)]
Y

entonces existe O,,in € [0,1) tal que, para cualquier 0 € [Opmin, 1), existen d € R+
y n€[0,1) tales que

IG(2) + G'(2)d]| < 0]G(2)| (13)

Y
[ziw; + 2i(dw)i + wi(de )il < [pil +naiw;. (14)
En particular, si ||G(2) + G'(2)d|| = 0 entonces, para cualquier 6 € [0,1), existe

d € R"T™*" tal que (13) se cumple y ademds,
|ziwi + i(dw)i + wi(de)i| < Owiwi,  1=1,2,...,n.

Demostracion. Para d # 0, sean
1G(2) + G'(2)d|| 1-0 -
= y d=——d, (15)
G2l 1-

con 0 € [#,1). Usando (15) tenemos que

)
>

Y]

6+ G@al = ||o@ o5

_||G(2) = 6G(2) + 6G(2) — 0G(2) + (1 — e)G'(z)dH
N 1-6

(60— )G(2) + (1~ 6)(G(2) + C'(2)d)
_IG(x) + G’ (2)d]
G (2]

1

(0 = ONGR) + (1= 0)[|G(2) + G'(2)d]|
B G - [1G(2) + G'(2)d]]
G2
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Usando 0||G(2)|| = ||G(2) + G’(2)d|| en la desigualdad anterior, concluimos que

G ~ IG(2) + G' (2G|
G - [1G(2) + G'(2)d]]

I6(2) + &'(2d) < X —0)1G(2)]|

Si definimos 6,5, = 6 € [0, 1), tenemos que existe d dada en (15) tal que (13) se
satisface. Ademds, para este vector, por (12), se satisface que

|ziw; + i (dw); + wi(dg)l

xma+(l_0>0mwwi+wd%%)

1-6
= TiW; 1-0 Hi — TW;

IA
=
_|_

1-6
1—-— T;W;,
( 1- 9)
por tanto, existe n =1 — (1;9) tal que d € R"™™+" satisface (14).

1-6

Finalmente, supongamos que
|G(2) + G'(2)d| = 0. (16)

Luego, para d se verifican (5) y (6), con lo cual p; = xjw; + zi(dy)i + wi(dg); = 0.
Ademds, de (15) y (16) 6 = 0, y con ello, n = 6. Asi, para cualquier 6 € [0,1), existe
d € R"T™*" tal que (13) se satisface y, ademds,

|xw; + @i (dy)i + wi(dy)i| < 0w, v

Observe que si G'(z) es no singular entonces, tomando d = —G'(2)~'G(z), podemos
garantizar que (16) se cumpla y por tanto, que exista una direccién d que satisfaga (7)
y (8) para cualquier 0 € [0,1).

El siguiente teorema garantiza que la sucesién de imagenes de los puntos generados por
el Algoritmo NIDP converge a cero.

Teorema 3.3. Si {z;} es una sucesion generada por el Algoritmo NIDP, entonces

lim G(z,) = 0. (17)

k—o0

Demostracion. Sean p;, una direcciéon calculada mediante el paso 2 o el paso4 y ai €
(0, 1) el tamafio del paso calculado en las bisquedas lineales llevadas a cabo en los pasos
4.1, 4.2 o 5. Luego,

1G(zes0)]| < (1= Aa)IG(=)]l < (1= A)[G (=) < (1= X3)FD G ()],

dado que A € (0,2), concluimos que [|G(z)|| — 0 siempre que k — oo, con lo cual
obtenemos el resultado deseado. v

La no singularidad de la matriz jacobiana de G en un punto de acumulacién de una
sucesion generada por el Algoritmo NIDP es suficiente para garantizar, no solo la con-
vergencia de la sucesién a dicho punto, sino también que ese punto es una solucién del
sistema de ecuaciones no lineales (2). Esto lo garantiza el siguiente teorema.

Vol. 39, No. 2, 2021]
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Teorema 3.4. Si {z;} es una sucesidn generada por el Algoritmo NIDP y 2* es un
punto de acumulacion de la sucesion tal que G'(z*) es no singular entonces

G(z)=0 Yy lim z, = 2" (18)

k—o0

Demostracion. Por hipdtesis, z* es un punto de acumulacion de {z;}. Entonces existe
una subsucesion {z,} tal que z;, — 2*, cuando j — oo y, por la continuidad de G,

Glz,) = G(2).

Ademds, el Teorema 3.3 garantiza que G(z;) — 0, cuando k — oo, por lo tanto,
G(z*) =0.

Por otra parte, sean K = ||G’(2*)7!|| y § un escalar positivo suficientemente pequefio®
tales que, para todo y € B(z",d) se cumplen las tres condiciones siguientes:

i) Existe la matriz G'(y)™!;
2) |G"(y)~H| < 2K; y

3i) 1G(y) — G(z") = G'(Z")(y — a)|| < %lly—z*ll.

Ahora, para y € B(z*,0) tenemos que,

IGI = 1G"(z)(y— =)+ G(y) - G(z") = G'(2")(y — 2|
> [IG'(Z)(y—2) - [G(y) - G(z") = G'(Z")(y — 2)|
> [IG'(Z)(y— 2 *%Hy*z*ll- (19)

Para acotar el primer término del lado derecho de (19), observemos que

ly— 2" = [G'(z")7'G" (&) (y— 2|
< N&@) 716 (=) (y - 2]
= K|G(Z)(y-2)l,
con lo cual )
16" (=) (y = =) = = lly = = (20)

de (19) y (20), ||G(y)|| = sxlly — #°|| equivalentemente

ly — 2| < 2K(|G(y)], vy € B(Z",9). (21)

Sean €; € (0, 0/8) y € = min{e1, ¢pig}. Como 2" es un punto de acumulacion de {z;}
y G(z*) =0, entonces existe un k suficientemente grande tal que

zr € S ={y: ye B(z,0/2) y RKA+0)[|G(y)ll < €}

!La existencia de § estd garantizada por los lemas 1.1 y 1.2 de [11].
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Por i) y el Teorema 3.2 tenemos que, para tal k y cualquier 8 € (0,1), existe una
direccién dj, tal que (7) y (8) se satisfacen. Asi,

ldill = [|G"(2) 7' [-G(z0) + G(a1) + G’ () di]|

IN

IG" (2) M NG (=) + 1G (1) + G (21) ]
2K [[1G(z) ]| + 0[1G(z)]] = 2K (140) [[G(z)]| < e, (22)
dado que, € < §/8 entonces ||di| < /2.

IA

Ahora, si 0™ < cgmau en el Paso 3 del algoritmo entonces dj, serd proyectada, y
por propiedades de la proyeccion,

ol = [[Pa(zr + di) — zell = [[Palze + di) — Palz)|l < [ldk-

Asi, en cualquiera de los casos en que sea calculada la direccién py,, se tiene que ||pg|| <
4/2 con lo cual,

* * X )
o= 21 = N+ aupy = 21 < 1z — 2"+ lol gl < 5 +5 =6

Luego, zy+1 € B(2z*,9). Por otra parte,

|Gl < 16 < s

y por (21)
2e4+1 — 2°[| < 2K(|G(2r+1)ll,

concluimos que
€ 1

— 2 < — < —.
||zk+1 z || 1+9 1+0

1) < 1)
8 2’
por lo tanto, zxi11 € Se.

En resumen, para todo k mayor que un k suficientemente grande, se cumple que 2z, € S,
y como ||G(z)|| — 0, de (21), concluimos que z; — z*, cuando k — oo. e

Una consecuencia del Teorema 3.4, es que la sucesién {||p,||} estd acotada. Esto se
formaliza en el Corolario 3.5.

Corolario 3.5. Si {z1} es una sucesion generada por el Algoritmo NIDP y 2z* es un
punto de acumulacion de la sucesion tal que G'(z*) es no singular, entonces existen una

constante k>0 y un k tal que para todo k > k, se cumple que

el < K [1G(z)]- (23)
Demostracion. Por el Teorema 3.4, z; — 2" cuando k — 0o, luego existe un k suficiente-
mente grande tal que para todo k > k, se tiene que 2z, € B(2*, ), donde § es la constante

positiva que garantiza las condiciones i) a 3i) en la demostracién anterior. Por i), (22)
y (23), para todo k > k, se satisface la desigualdad

Ip_ || = llpll < lldell < 2K (14 0) [|G(z)]| < 4K |G ()]
Por lo tanto, para todo k > k, existe k = 4K tal que
el < w[IG(ze)]- W
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226 CARLOS A. ARIAS, ROSANA PEREZ & HECTOR J. MARTINEZ

La constante k del corolario anterior proporciona una cota inferior para la constante
chig de algoritmo propuesto, bajo la cual la direccién de Newton serd aceptada. Asi lo
garantiza el siguiente corolario.

Corolario 3.6. Bajo las hipdtesis del corolario anterior, si, cpig > 4K entonces existe
k tal que para todo k > k la direccion de Newton inezacta, calculada en el Paso 2 del
algoritmo serd aceptada.

En el siguiente teorema se garantiza que la sucesién {ozzre“k}, cuyos términos ayudan a
obtener el tamano de paso méaximo, converge a uno.

Teorema 3.7. Sea {zy} una sucesion generada por el Algoritmo NIDP. Si 2" € Q es un
punto de acumulacion de dicha sucesion, la matriz G'(2") es no singular, cpg > 4K y
0, — 0 entonces

lim azmak =1.
k—o0

Demostracion. Por el Teorema 3.4, la sucesién {z,} converge a 2* y por hipétesis, cpig >
4K, con lo cual el Corolario 3.6 garantiza que la direccién dj calculada en (7) serd
aceptada en el paso 2 del algoritmo.

Ahora, como la matriz G’(2*) es no singular entonces existe k tal que G’(2;) es no
singular para todo k > k, lo que a su vez implica de acuerdo con (4) que xf y wf no
se anulan simultdneamente. Sin pérdida de generalidad, supongamos =¥ > 0, para todo

i=1,...,n
Por (8),

|afwf + 2 (dy)i +wi(dg)i] < O afwf, (24)
luego,

2P (dE); + wk(dh); <o, (25)

dado que, z¥ > 0 y w¥ > 0 entonces (d¥); y (d¥); no pueden ser simultdneamente no
negativos. En particular, no es posible que (d¥); = 0y (d¥); > 0 o viceversa. Por tal
razon, consideramos los siguientes casos:

Caso 1: (d¥); = (d¥); = 0.

Caso 2: (d¥); <0y (d¥); >0.
Caso 3: (d¥); <0y (d¥); <O0.
Caso 4: (d*); >0y (d¥); <0.

Si el Caso 1 ocurre para todos los indices ¢, entonces la iteracién actual es solucién del
problema. Por lo tanto, supondremos que los casos 2, 3 o 4 ocurren por lo menos para
algin indice i. Por (9) inferimos que azmlk debe ser tal que

¥+ ook (k) > 0 y wl + o,k (k) > 0. (26)

Luego,

e Si i es un indice para el cual el Caso 1 ocurre, entonces (26) serd satisfecho por
cualquier oy’ > 0.
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e Si ¢ es un indice para el cual el Caso 2 ocurre, entonces (26) serd satisfecho siempre

que
break .Tf (27)
Q < - :
(d3)i
e Si 4 esun indice para el cual el Caso 3 ocurre, entonces (26) serd satisfecho siempre
que
k k
break . €Ty wy
Qay < min{——+,— . 28
) =

e Finalmente, si i es un indice para el cual el Caso 4 ocurre, entonces (26) serd

satisfecho si .

rea wy

Como a3"¢®* debe satisfacer (27), (28) y (29) simultdneamente, entonces

k k k k
break __ . _ i . _ T _ wj _ wy
o m{ <d;z>/“““{ (dh);’ <d':u>j}’ <d5>l}’

donde I, J y L denotan los conjuntos de indices para los cuales, ocurren los casos 2, 3
y 4, respectivamente.

Observe que en los casos 3 y 4 wF # 0, en caso contrario (24) implica que (d¥); = 0,
lo cual no es posible. Por otra parte, como la matriz G'(2*) es no singular entonces,
por el Teorema 3.4, G(z*) = 0. Luego, por las condiciones de complementariedad y no
negatividad, 7 = 0 o wj = 0. Ademds, por la no singularidad de G’(z*) y de acuerdo con
su estructura, deducimos que z} y w} no se pueden anular simultdneamente. Nuevamente,
sin pérdida de generalidad, supongamos x; = 0.

Dado que wf — w; # 0 y por el Corolario 3.5 existe una constante x > 0 tal que

ldi|l < k||G(2")| entonces

wk

Asi, para k suficientemente grande, podemos asumir que

xk
abreak — min { — el
ic1og | (dR);

Ahora, por (8) concluimos que

|2 + ()] wif — |25 (di)s| < [(2f + (dp)i)w] + 2l (d)i] < Ol

w;

Luego,

‘xf + (dﬁ)z|

IN

Nuevamente, por el Corolario 3.5, para k suficientemente grande existe una constante
k tal que ||d¥|| < k||G(2")], luego |(dk):| < KlIG(Z)| y como G(2F) — 0, podemos
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concluir que |(dfv)1’ — 0. Por otro lado, para los casos 3 y 4, tenemos que wf —w* #0

y dado que 0, — 0 entonces
lfm (’“ P

k— o0 wf:

Luego, de (31) deducimos que z¥ + (d*); = o(z¥). En consecuencia,

, z;
dm =y, T b

lo cual completa la prueba del teorema. v

Dos consecuencias del Teorema 3.7 son los dos corolarios siguientes. El primero garantiza
que la direccion de Newton inexacta generada por el Algoritmo NIDP serd aceptada como
direccién de descenso; el segundo, que la sucesion {oz}cnéx} de tamanos méaximos del paso,
converge a uno.

Corolario 3.8. Sea {z.} una sucesidn generada por el Algoritmo NIDP. Si z* es un
punto de acumulacion de la sucesion tal qugG’(f) es no singular, cpig > 2K y 0, — 0

entonces existe un k tal que para todo k >k la direccion de Newton inezxacta calculada
en el Paso 2 del algoritmo serd aceptada como direccion de descenso.

Corolario 3.9. Sea {z;} una sucesion generada por el Algoritmo NIDP. Si z* € Q es un
punto de acumulacion de dicha sucesion, G'(2*) es no singular, cpg > 4K, 0 — 0
y 7 — 1, k— 0o entonces

lim o™ = 1.
k—o0

El siguiente teorema garantiza la convergencia superlineal de la sucesion generada por el
algoritmo propuesto.

Teorema 3.10. Suponga la hipdtesis H2 y sea {2z} una sucesién generada por el Al-
goritmo NIDP. Si z* € Q es un punto de acumulacion de dicha sucesion, G'(z*) es
no singular, cpg > 4K, 17, — 1, y 0 — 0 entonces, para k suficientemente grande
ap = ozkméx y ademds, {z} converge superlinealmente a z*.

Demostracion. Por el Corolario 3.8, p,, = dj, para todo k suficientemente grande. Aho-
ra,

1
Gl + oxpy) = Gla) + / G/ (2 + tokpy ) an Pyt
0

(1 —ar)G(z) + an(G(z) + G'(2z1)p)

1
+/ (G (21, + tagpy) — G’ (z1)] g ppdt.
0

Por tanto, y dado que ay € (0,1), ||psll < &||G(2zk)|| v la hipétesis H2,
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1G(zk + xpp)ll < (1= aw)l|G(z)ll + | G20) + G () Py || +

1
/ 1G" (2 + towpy) — G ()l |t

IN

(1= an)l|G(z)| + arbel|G(z0)]| + 2 5k llpell”
< |l-an+ 0+ DRG] \|G<zk>||,
pero G(z;) — 0 entonces, en particular, (v/2)x2%||G(2)|| < 1/6, para k suficientemente
grande. Luego, ||G(zk + axpy)ll < [7/6 — ar + k] [|G(z)||. Observemos que
T/6 —ay + 60, <1— Aoy (32)

siempre que (1 — A)ag > 1/6 + 0, dado que X € (0, 2/3) entonces para garantizar que
(32) se cumpla, es suficiente que
1 O

Ao T 33)

Ahora, por el Corolario 3.9, sabemos que a;™>* — 1 y como por hipétesis 6, — 0
entonces, para k suficientemente grande, «a;™** satisface (33) y por tanto, (32) de tal
manera que

G (2 + ™ p) | < (1 =A™ )G (z)]]-
Luego, oy,

ak — akmax

satisface la condicién (10) en el Paso 5 del algoritmo en consecuencia,
, para k suficientemente grande.

Por otro lado, dado que G’(2*) es no singular entonces G’(z;) es no singular y ademés,
|G (ze) 71| < 2||G'(2*)71|| = 2K, para k suficientemente grande, de donde

2k = 2 = |2 + ™ py — 2 + G (2) 7 G(z) — G () G(=) ||
< sz—z -G (z)” lG(zk)H+
|G () (G (2k) + G (2| + o™ = 1] |y |
< |G z) TG (z0) (2 — 2°) + G(2°) — G(z)|| + (34)
el MG o)+ (5 pk\” + (1 - ™) G 21|
< Kz — 2|+ 2K0, G2l + (1 — ™)k |G ) |
< K|z - 2P+ [2K 0+ 5 (1 - 0G0 (35)

Por el Teorema del Valor Medio, sabemos que existe ;. en el segmento que une a z
con z* tal que ||G(z)|| = ||G(z) — G(2°)| < [|G' (&)l — 2*||, pero como z, — 2z*
y G’ es continua, podemos asegurar que existe una constante R > 0 tal que, para k
suficientemente grande, |G’ ()| < R. Asi,

1G(z) || < Rz — 2°. (36)
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Por (34) y (36),
lzeer — 2°|| < |7K|lze — 2| + 2K RO + (1 — ™) Rk |||z — 2°||

con lo cual, garantizamos la convergencia superlineal de la sucesion ya que, z, — 2z*,
Gk%Oyakmaxﬁl. v

Finalmente, el siguiente teorema garantiza la convergencia cuadratica de la sucesion
)
generada por el algoritmo propuesto.

Teorema 3.11. Suponga la hipdtesis H2 y sea {z} una sucesion generada por el Algo-
ritmo NIDP. Si z* € Q es un punto de acumulacion de dicha sucesion, G'(z*) es no
singular, cpig > 4K, y ademds suponga que existen constantes ¢y y co tales que

O < allGz)l vy 1-7 < o Gz)
entonces la sucesion {z;} converge cuadrdticamente a z*.
Demostracion. Por el teorema anterior, oy, = a;™% para todo k suficientemente grande.

Ademds, existe una constante x > 0 tal que ||p;]| < k||G(z)||, ¥ por (11), tenemos
que

|G (2 + ™ pp) | < G (2 + ™ py) — Glzk) — ™G (z) i
+ |G (1) + ax™G (z1,) 4|

< 2@ 2|p |2 + G (=) + G (2)pi
G (z1)py — G (2P|
< 2RIGEIIP + 0kl Gl + (1 — ™)' (20) | 1py
< |3RNGE) ]+ 0+ (1= ™) (20)lls] G201 (37)

Dado que G es continuamente diferenciable y z, — 2z* entonces existe una constante
M > 0 tal que |G’ (z)|| < M, para todo k suficientemente grande. De igual forma, como
G(z) — 0, ap™* = 1y 6, = O(|G'(z)||) entonces, para todo k suficientemente
grande, se cumple que

1 . 1
Gzl < —— O < = mdx 5 1 _ : 38
1G(z)| < Rt BS g R T (38)
Usando (38) en (37), se obtiene la siguiente desigualdad,
1
1G (1)l < S 1G]l (39)

Por otro lado, sumando y restando algunos términos, usando la desigualdad triangular,
el Paso 6 del Algoritmo propuesto, el hecho de que o™ < 1 y la desigualdad (23),
tenemos que

o oo o
lzesr =20 < D Nz =zl < >0 af™pll <5 Y 1G]
j=k+1 j=k+1 j=k+1
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Luego, de (39),
oo 1 7
s = #1202 (5) 16t
£

Por lo tanto,
2641 — 27l < 251G (240) - (40)

Asi, de (37), (40) y dado que, ||G'(z)| < M, tenemos que
l7kis = 20 < 26 (ZR21G) + 0 + (1 = ™) Mr) [Gla)ll. - (41)
Finalmente, si ¢ = max{cy, c2}, entonces por hipdtesis
méx{0, 1 — akméx} < méx{bk, 1 — 1} < c||G(z)]|- (42)

Usando (42) en (41), [|zk11 — 2°|| < 2k ((7/2) &% 4+ ¢ + cMk) |G (z) |-

Por (36), tenemos que
llzer1 — 2°|| < 2R*k (%/{2 +c+ cM%;) lze — 2*|1°,

por lo tanto, la sucesién {z;} converge cuadréticamente a z*. v

4. Experimentaciéon numérica

En esta seccién analizamos numéricamente el desempetio del Algoritmo NIDP. Para ello,
usamos un computador con procesador Intel(R) Core(TM) i7, RAM de 16 GB y el
software MATLAB para escribir los codigos de los algoritmos y funciones de prueba.

Usamos el criterio de parada |G(2)|| < e = 1075 y los siguientes valores para los para-
metros del algoritmo, cy;q = 104, Comau = 107* 8 =05 A =10"* 7, = 7 = 0.9995,
y N = 200. Ademads, usamos gradientes conjugados cuadrados (cgs), para calcular la
direccién tipo Newton inexacta en el Paso 2 del algoritmo.

Consideramos tres problemas de complementariedad horizontal, dos de los cuales corres-
ponden al caso particular de complementariedad no lineal. Con el fin de comparar los
resultados obtenidos al resolver estos problemas con el Algoritmo NIDP, resolvemos los
mismos problemas, con la versién exacta de este algoritmo (la direccién de descenso del
Paso 2, se obtiene de forma exacta) que llamaremos Algoritmo NE, con el Algoritmo
PGIN de [6] y con el Algoritmo CNIDP propuesto en [7].

Las tablas en las que reportamos los resultados contienen la siguiente informacion: tipo de
algoritmo usado para la resolver el problema (Método), tamaiio del problema (n), niimero
de iteraciones realizadas por los algoritmos hasta encontrar una solucién o converger
a un punto estacionario (k), tiempo en segundos requerido por los métodos en caso
de convergencia (t), ntimero de iteraciones en las que se usé una direccién proyectada
(Proy. ), numero de iteraciones internas que realizé el método inexacto (It.In.), punto
inicial (zp), divergencia (——) y cociente de los errores entre dos iteraciones sucesivas
RelRes = || 2811 — 2*||/||2F — =¥
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4.1. Problema 1

El primer problema, es de complementariedad no lineal, y estd asociado a la funcién
F :R"™ — R"™, definida por [20]

1
—z2+1, i=1,...n (43)

Fi(z) = —wip1 + 22 — i1 + 3%

con, xg = xp+1 = 0. Este problema es equivalente al de complementariedad horizontal,
H(z,w) =0, zTw=0, z,w >0, con H(z,w) = F(z)— w.

El Cuadro 1 contiene los resultados obtenidos al resolver este problema variando su
tamafio y tomando como punto inicial un vector de unos del tamafio apropiado.

Método n k It. In.  Proy. t(s)
NIDP 100 7 99 2 0.0167
NE 100 5 * 0 0.0061
PGIN 100 103 27 33 0.0731
CNIDP 100 15 105 6 0.1094
NIDP 1000 7 108 3 0.1338
NE 1000 6 * 0 0.2684
PGIN 1000 97 46 33 6.8157
CNIDP 1000 18 178 8 1.3594
NIDP 10000 13 79 6 24.2878
NE 10000 6 * 0 181.4688
PGIN 10000 —- —— —— ——
CNIDP 10000 18 291 4 112.3750
NIDP 20000 13 106 5 107.2500
NE 20000 6 * 0 1657.3000
PGIN 20000 —-— —— —— ——
CNIDP 20000 23 349 4 801.5313

Cuadro 1: resultados para el Problema 1

En general, el namero de iteraciones del Algoritmo NIDP es mayor que el requerido por
el Algoritmo NE, no obstante el tiempo de ejecucion del primero es mucho menor que el
del segundo, como es de esperarse. Resaltamos que el Algoritmo NE no requirié proyectar
ninguna direccién, sin embargo, aunque el Algoritmo NIDP proyecté en todos los ensayos
algunas de las direcciones, su eficiencia en términos de tiempo es indiscutible. En este
mismo sentido, se puede observar que aunque el Algoritmo CNIDP es un algoritmo cuasi
Newton, este fue menos eficiente en términos de tiempo, que el Algoritmo NIDP, lo cual
sugiere un mejor rendimiento de la bisqueda lineal propuesta para el Algoritmo NIDP.

Por otro lado, con el fin de analizar el caracter global del Algoritmo NIDP, considera-
mos vectores iniciales multiplos del vector de unos, y generamos 500 vectores iniciales
aleatorios. El Cuadro 2 contiene los resultados obtenidos en el primer caso. Vale la pena
mencionar que en todos estos experimentos el tamafio del problema fue n = 1000.
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Meétodo 20 k It. In. Proy. t(s)
NIDP 0.1x(1,1,..., )T 8 170 3 0.2787
NE 0.1x(1,1,...,10)T 15 * 1 0.7631
PGIN 0.1x(1,1,...,1)T 111 1362 23 3.7304
CNIDP 0.1 (1,1,...,1)T 11 11 8 1.2012
NIDP 10+ (1,1,..., )T 8 45 4 0.1741
NE 10%(1,1,..., )T 7 * 1 2.8806
PGIN 10 (1,1,..., )T~ - —~ -

CNIDP 10 (1,1,...,1)T 19 62 7 0.7813
NIDP 100 = (1,1,..., )T 10 123 3 0.3678
NE 100 % (1,1,..., )T 7 * 0 1.7353
PGIN 100 (1,1,..., )T - - —~ -

CNIDP 100 = (1,1,...,1)T 102 315 21 4.3594
NIDP 500 (1,1,...,1)T 12 138 3 0.4294
NE 500 % (1,1,..., )T 11 * 3 1.3113
PGIN 500 (1,1,..., )T - - - -

CNIDP 500 = (1,1,..., )T - - - -
Cuadro 2: Problema 1, variando zy con n = 1000.

Los resultamos de el Cuadro 2 muestran la robustez del Algoritmo NIDP frente a los
otros dos métodos.

Al resolver el Problema 1, con el Algoritmo NIDP y 500 puntos iniciales aleatorios, cuyas
componentes se encuentran en el intervalo [0, 20], observamos que el método convergié
en todos los experimentos con un promedio de 20.26 iteraciones y 0.3330 segundos.
Entre tanto, el Algoritmo NE convergié en un promedio de 17.7 iteraciones y 1.1716
segundos. Estos resultados nuevamente, nos permiten resaltar la robustez del Algoritmo
NIDP y su eficiencia en términos de tiempo del mismo.

Para finalizar los experimentos llevados a cabo con el Problema 1, presentamos en el
Cuadro 3, el comportamiento detallado del Algoritmo NIDP para el problema de tamano
1000y 20 = (1, ..., 1)7.

ozzreak ag oy 0 RelRes
1 0.9995 0.9995 0.50 0.9965
0.6529 0.6525 0.6525 0.33 0.9712
0.8531 0.8526 0.8526 0.25 0.9621
0.9119 09115 09115 0.20 0.7502
0.9927 0.9922 0.9922 0.17 0.4113
0.9998 0.9993 0.9993 0.14 0.2112
0.9999 0.9994 0.9994 0.12 0.0145
Cuadro 3: pardmetros del Algoritmo NIDP para el Problema 1.

~N O U W N

Como podemos observar, este experimento evidencia los resultados demostrados en la
teoria de convergencia, en particular que el cociente RelRes, converge a cero, a medida
que 6 tiende a cero, lo que muestra en la practica convergencia superlineal del algoritmo.
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4.2. Problema 2

Este problema corresponde al de complementariedad no lineal (equivalentemente a uno
de complementariedad horizontal) asociado a F': R™ — R"™, definida por

Fi(z) = x; le —n, i=1,...,n. (44)
j=1

Método n k  It. In. Proy. t(s)
NIDP 1000 11 12 0 0.2813
NE 1000 9 * 0 0.6250
PGIN 1000 10 31 1 0.2969
CNIDP 1000 18 25 4 0.2952
NIDP 10000 9 11 0 8.5469
NE 10000 7 * 0 207.9844
PGIN 10000 11 49 1 22.0313
CNIDP 10000 15 32 0 11.6875
NIDP 20000 9 11 0 26.7344
NE 20000 7 * 0 1692.3000
PGIN 20000 11 o8 1 95.7344
CNIDP 20000 15 35 0 31.4513

Cuadro 4: algoritmos NIDP, NE y PGIN para el Problema 2.

El Cuadro 4 contiene los resultados obtenidos al resolver el Problema 2, con los Algorit-
mos NIDP, NE, PGIN y CNIDP a partir de z = (25, ...,25)7. La segunda columna
(n), indica el tamafio del problema. Como era de esperarse, debido a que la matriz jaco-
biana involucrada en este problema es densa, los métodos inexactos fueron mas eficientes,
en términos de tiempo, que su contraparte exacta. En particular, cuando el tamafio del
problema fue considerablemente grande. Ademaés, en la mayoria de experimentos, el Al-
goritmo NIDP fue maés rapido y requiri6 de menos iteraciones que sus homodlogos, el
PGIN y el CNIDP.

Para analizar la robustez del Algoritmo NIDP, realizamos 1000 experimentos generando
aleatoriamente puntos iniciales, con componentes en el intervalo [1, 50]. El porcentaje
de éxito fue del 100% al resolver el respectivo problema de tamanio 1000. El algoritmo
realizé en promedio 10 iteraciones y requirié aproximadamente de 0.5 segundos para
resolver el problema en cada uno de los experimentos.

El Cuadro 5, en sus columnas 2 a 6, contiene el valor de los parametros del Algoritmo
NIDP en cada una de las 11 iteraciones (columna 1) que demoré para resolver el Problema
2, conn = 1000y z = (25, 25, ...,25)7. Observamos muy buen desempefio, ya que
en todas las iteraciones se dieron pasos completos. En la columna 6, se aprecia que el
cociente RelRes, converge a cero, a medida que 6 tiende a cero (columna 5), lo cual
evidencia la convergencia superlineal método, como se demostr6 en el Teorema 3.10.
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k ai’”eak a1t Qg 0 RelRes
3 1 0.9995 0.9995 0.1111 0.9805
4 1 0.9995 0.9995 0.0625 0.9979
5 1 0.9995 0.9995 0.0400 0.9949
6 1 0.9995 0.9995 0.0278 0.1424
7 1 0.9995 0.9995 0.0204 0.0176
8 1 0.9995 0.9995 0.0156 0.0021
9 1 0.9995 0.9995 0.0123 0.0015
10 1 0.9995 0.9995 0.0100 0.0007

11 1 0.9995 0.9995 0.0083 0.0005
Cuadro 5: parametros del Algoritmo NIDP con el Problema 2.

4.3. Problema 3

Consideramos el problema de complementariedad horizontal, definido por
H(z,w) = Az — Bw+ q + ¢(z, w), (45)

donde A,B € R q € R" y ¢: R" x R" — R” es un término no lineal. Estos
problemas surgen de la discretizacién de una ecuaciéon diferencial como la siguiente

Ac(en) + L e ) vwe,n) = a(€m) + o(é,n),

0€?
con algunas condiciones de frontera y de complementariedad [25]. En la experimentacién
numérica usamos los pardmetros establecidos en [25], A = A+ ul, y B = B +vi,, con
y v constantes positivas, A tridiagonal por bloques, cuyas diagonales superior e inferior
contienen, en cada uno de sus bloques la matriz —1I,,,, con m? = n, y cuya diagonal
principal contiene en cada bloque la matriz S = tridiag(—1,4,—1), de orden m. De
igual forma, B= m ® S donde ® denota el producto de Kronecker.

Método k  It. In. Proy. t(s)

NIDP 12 110 4 2.3750
o NE 6 * 0 1.7500
PGIN 22 279 7 5.3281

CNIDP 27 563 25 9.0938
NIDP 65 430 21 21.4375

p1 NE 29 * 15 6.0156
PGIN - - - -
CNIDP 33 539 31 10.0781
NIDP 33 388 12 6.7031

p2 NE 20 * 0 3.8594
PGIN 33 456 8 8.2031
CNIDP 43 815 41 14.2500
NIDP 16 126 ) 3.4375

p3 NE 9 * 0 1.5625
PGIN 34 502 7 8.3125
CNIDP 28 431 26 8.2969

Cuadro 6: n = 625
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Consideramos tres términos no lineales, también propuestos en [25] que dieron lugar a tres
problemas. Estas tres funciones 1, @9, @3, se definen por, o1 ,(z, w) = 22, p2;(z, w) =
w?, p3(x, w) = z;w;. Ademds, consideramos el caso p(z, w) = po(z, w) = 0 que da
lugar al reconocido problema de complementariedad horizontal lineal.

Método  k It. In.  Proy. t(s)
NIDP 13 133 3 25.3594
wo NE 7 * 0 26.3750
PGIN 138 183 39 442.9000
CNIDP 34 864 32 129.1563

NIDP 39 210 5 69.9214
p1 NE 39 * 10 161.7500
PGIN - - - -

CNIDP 35 574 32 112.3594
NIDP 34 347 20 71.4688
w2 NE 27 * 12 111.0313
PGIN 128 1725 36 439.8000
CNIDP 58 1401 56 259.7000
NIDP 18 140 7 33.8281
p3 NE 9 * 0 35.1719
PGIN 73 1012 21 232.3000
CNIDP 39 844 37 138.6563
Cuadro 7: n = 2500

Método k  It. In. Proy. t(s)

NIDP 9 73 3 78.2969
o NE 7 * 0 231.6406

PGIN 8 116 1 87.5781

CNIDP 28 596 26 95.1452
NIDP 42 464 20 437.2031

p2 NE 27 * 15 1066.6000
PGIN 48 647 11 724.2344
CNIDP - - - -
NIDP 13 93 4 116.0625

w3 NE 9 * 0 323.8906
PGIN - - - -

CNIDP 31 514 19 251.5000
Cuadro 8: n = 5625

En los cuadro 6, 7 y 8 presentamos los resultados obtenidos para el Problema 3, con los
Algoritmos PIDP, NE, PGIN y CNIDP para cada una de las funciones g, 1, @2, ©3,
variando el tamano de los problemas. En el Cuadro 8, no aparece la fila para 1 porque
los métodos no convergen en este caso.

Observemos que los métodos inexactos tomaron ventaja frente al exacto para n grande
(n = 5625). Los Algoritmos NIDP y NE fueron consistentes ya que convergieron a la
solucién del problema en todos los ensayos, sin embargo la diferencia a favor, en tiempo,
para el algoritmo NIDP, fue bastante clara para todos los problemas de tamafio 2500
y 5625. Es importante observar que el Algoritmo NIDP realizé muy pocas iteraciones
internas para resolver el sistema (7), en contraste con el gran tamafio del problema.
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Para finalizar y con el objetivo de probar nuevamente la robustez del Algoritmo NIDP
realizamos 500 ensayos, con cada uno de los cuatro problemas de tamafo 2500 originados
por los términos no lineales ;. En el Cuadro 9 registramos el porcentaje de éxitos en cada
caso (Exito), iteraciones promedio (k) y el tiempo promedio (t(s)) para resolver cada uno
de los problemas. Los puntos iniciales en cada ensayo fueron generados aleatoriamente
de tal forma que sus componentes pertenezcan al intervalo [1, 50].

Exito k @

wo | 100%  46.75  40.1638

o1 | 100% 101.20 92.175

w2 | 100% 100 161.9252

w3 | 100% 98.97  54.3039
Cuadro 9: Robustez del Algoritmo NIDP.

El hecho que el algoritmo haya convergido en el 100 % de los experimentos habla muy
bien de su robustez y aunque la cantidad de iteraciones promedio fue relativamente alta
cuando se tomaron las funciones 1, @2 v @3, creemos que el tiempo de ejecuciéon fue
bastante aceptable teniendo en cuenta el tamano del problema a resolver.

5. Comentarios finales

En este trabajo proponemos un algoritmo tipo Newton inexacto global para resolver el
problema de complementariedad horizontal. Su principal novedad es la alternativa de
usar la proyeccién de la direccién inexacta de Newton cuando esta no sea de descenso.
Ademés, el algoritmo usa una busqueda lineal libre de derivadas que asegura un descenso
de la funcién de mérito relacionada a cada problema.

Demostramos que el algoritmo propuesto tiene buenas propiedades de convergencia bajo
hipétesis razonables. Presentamos resultados numéricos que contrastan los resultados
tedricos presentados en el Capitulo 3 y vislumbran la ventaja de usar métodos inexactos,
especialmente para problemas de gran tamano.
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