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Resumen. En el presente articulo se estudia el espacio de grafos con pesos, jun-
to con dos operaciones entre estos grafos. Los resultados que se encuentran en
este espacio son usados en el estudio de aplicaciones estables de 3-variedades
en R3, en particular cuando la 3-variedad es M,,, donde esta variedad es la
suma conexa de n-copias de S' x S con My = S3. Ademads, se prueban
resultados importantes para la construcciéon de este tipo de aplicaciones.
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Weighted graphs and stable maps of 3-manifolds in R?

Abstract. In this paper we study the space of graphs with weights together
with two operations between these graphs. The results found in this space
are used in the study of stable maps of 3-manifolds in R3, in particular when
the 3-manifold is M,,, where this manifold is the connected sum of n-copies
of S x §? with My = S3. In addition, important results are proven for the
construction of this type of maps.
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1. Introduccién

Los grafos con pesos son una herramienta para el estudio de aplicaciones entre variedades
usada por varios matemdticos [3], [4], [9], [11], [6]. En [9] introdujeron grafos con pesos
en vértices y aristas, asocidndolos a las aplicaciones estables de 3-variedades cerradas y
orientadas en R3, como invariantes topoldgicos globales. En [11] introdujeron las cirugfas
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112 N. B. Huamani & C. MENDES DE JESUS

(operaciones) entre aplicaciones estables de 3-variedades en R, las cuales inducen cirugfas
entre los grafos asociados a estas aplicaciones. Tomando en cuenta estas cirugias en grafos
con pesos, es posible estudiarlos y obtener resultados para el estudio de las aplicaciones
estables.

El documento estd organizado de la siguiente manera. En la Seccién 2, se estudia el
conjunto de los grafos bipartitos con pesos en vértices y aristas, e introducimos las cirugias
en este tipo de grafos. Se estudia la estructura algebraica que tiene este espacio de grafos.
Esta forma de estudiar grafos con pesos es un enfoque que nace de los grafos asociados
a aplicaciones estables y sus cirugias, que se presenta en la primera seccion.

En la Seccién 3.1, presentamos una aplicacién de los resultados que encontramos en la
Seccién 2. Para esto comenzamos presentando, de forma resumida, la definicién, ejemplos
y resultados de estos grafos para aplicaciones estables de las 3-variedades S y St x §2
en R3. El objetivo es dar a conocer la construccién de estas aplicaciones asociadas a
un grafo bipartito con pesos no negativos en los vértices y aristas, haciendo un paralelo
a las construcciones de aplicaciones estables entre superficies introducidas por Hacon-
Mendes-Romero en [4] y [3], usando para esto las cirugias entre aplicaciones estables
que se presentan en la subseccién 3.1. Ademads, se estudia los efectos de estas cirugias
en los grafos asociados. Finalmente, presentamos resultados en torno a la construccién
de aplicaciones estables de S3 y S' x S2 en R3, usando los resultados de la Seccién 2;
ademds, probamos de manera sencilla el Teorema 5.5 de [11].

Cabe indicar que en [11], [5] y [6] los autores estudiaron y presentaron otras técnicas para
construir aplicaciones estables, usando las transiciones de codimensién 1, presentadas en

7y [2].

2. Grafos bipartitos pesados

Definiciéon 2.1. Un grafo G es llamado grafo pesado si tiene asociado a cada vértice y
a cada arista un entero no negativo. Un grafo es bipartito si todos los ciclos tienen un
nimero par de aristas. Finalmente, un grafo es vacio si no tiene aristas.

Notacién. Denotaremos por G al conjunto de todos los grafos pesados, bipartitos, cone-
X0S y no vacios.

Definicion 2.2. Un grafo G € G sera representado por la cuaterna [V, E, W, ,W,] = G
donde V' y FE son, respectivamente, el nimero de vérticesy aristas; W, y W, son la suma
de pesos en los vértices y suma de pesos en las arista, respectivamente. Puesto que G es
un grafo no vacio, tenemos que V> 2, E > 1, W, > 0y W, > 0. Estos nimeros son
enteros no negativos.

2.1. Cirugias.

Cirugia es una operacién que une dos grafos de G o une dos vértices en un mismo grafo
(ver Figura 1). Estas cirugfas se definen exactamente de la siguientes dos maneras:
Definicion 2.3. Dados G = [V, E,W,,,W,]|, H = [V',E', W] , W!] € G la cirugia horizon-
tal y cirugia vertical entre G y ‘H denotada por G &, H y G &, H respectivamente, se
definen como:
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G @n, H se construye en tres etapas: (7) se elige una arista en cada grafo correspon-
diente; (i¢) se identifican las aristas elegidas con sus vértices respectivos, uniendo
ast los grafos G y H; (4i7) se suman los pesos de los vértices y aristas identificadas.
El grafo obtenido por este proceso serd denotado por G @5, H. Una representacién
grafica de esta cirugfa estd en la Figura 1(a). Si esta cirugia se hace en el mismo
grafo G, se escogen las aristas de forma que el nuevo grafo resultante al realizar la
cirugia horizontal sea bipartito y serd denotado por &5,(G), y cuya representacion
estd dada por:

GorH=[V+V' -2 E+E —1,W, + W) W, + W/,
enG)=[V-2E-1,W,, W,

G @, H también se construye en tres etapas: (i) se elige un vértice en cada grafo;
(1) se unen por una arista los vértices elegidos, uniendo asf los grafos G y H; (iii) el
peso en la arista que se cre6 para unir los vértices en cero y los pesos en los vértices
no cambian. Finalmente, el grafo obtenido de esta forma serd denotado por G &, H.
Si esta cirugia se hace en el mismo grafo G, se escogen los vértices de forma que el
nuevo grafo resultante al realizar la cirugia vertical sea bipartito y serd denotado
por @, (G). Una representacion grafica de esta cirugfa estd en la Figura 1(b), y cuya
representacion esta dada por:

G, H=[V+V E+E +1,W,+ W, W, + W[,
@’/(g) = [‘/;E+17WU7W6]~

Note que el grafo @, (G) tiene un ciclo a mds que G.

g

H GgOrH
Ci +¢j

o.(9)

— |

|': .
o~

Figura 1. Operaciones entre grafos bipartitos.

Cj+1

Cit1tCj41

Definicion 2.4. El conjunto G, junto con las cirugias horizontal y vertical definidas
anteriormente, es llamado el espacio de grafos pesados bipartitos y serd denotado por
(Gv@ha@u)-

Definicion 2.5. Los grafos bdsicos G = [V, E, W,,, W] en (G, ®;, ®,) son aquellos que no
pueden ser obtenidos de otros grafos usando las cirugias vertical y horizontal de grafos.

Proposicion 2.6. Los grafos basicos de GsonZ = [2,1,0,0], 7 = [2,1,0, 1], K = [3,2,0, 0]
y £ =12,1,1,0], y sus representaciones graficas estdn en la Figura 2.
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Figura 2. Grafos bésicos.

Demostracion. Como todos los grafos con ciclos en (G, @, @,) pueden ser construidos
de grafos arboles con la operacién @,, entonces los grafos basicos son arboles. Asi, basta
buscar en el espacio (A, @), donde A es el conjunto de todos los grafos drboles con
pesos no negativos en los vértices y aristas; por tanto A C G. Ahora consideremos
el conjunto N* = {(z,z,y,2) € N§ : x,y,2 € Ng}, donde Ny representa el conjunto
de ndmeros naturales incluido el cero. Mostremos que (N*,+) es isomorfo a (A, ®y,).
Para esto, verificamos que la siguiente aplicacién ¢ es un morfismo y, ain més, es un
isomorfismo.

P (N*’+) — (A, @h)
(T, 2,9, 2) — ¢l(z,2,y,2)] = [z + 2,2 + 1,y, 2].

En primer lugar, notemos que dado [V, E,W,,W,] € A, se cumple que 1 —V + E =0
ya que [V, E,W,, W,] es un drbol. Entonces, como ¢[(z,z,y,2)] = [z + 2,z + 1,y, 2], se
tiene que x,y,z > 0; lo que implica que x +2 > 2, x4+ 1> 1,y > 0, z > 0. Ademas,
1-V+E=1-(x+2)+ (x+1) =0, entonces ¢[(z,z,y,2)] = [z + 2,2+ 1,y, 2] € A.
Ahora mostremos ¢{(z, z,, 2) + (z', '3/, 2)] = 9l(z, 2,9, 2)] Bn ol(, ', ¢/, 7))
olx,z,y,2) + (@, 2"y, 2")] =ollz+a’z+ay+y, 2+,

=+ +2,x+2+1Ly+y, 2+ 7],

=[@+2)+ @ +2)-2,@+2)+ (@ +1) - Ly+y, 2+

=x+2,24+1,y,2] B2’ +2,2"+1,y,2]

= (,O[(l‘, T, Y, Z)] ®n 90[('73/’ xlv ylv Z/)}

Esto implica que ¢ es un morfismo. Seguidamente mostremos que ¢~ dado por

‘p_l : (Aa @h) — (N*7+)7
I:a’ b’ c7 d} H ¢71([a7 b’ C7 d]) = (a - 2’b - 176’ d)

es el morfismo inverso de ¢. En efecto, como a > 2 ;b > 2, ¢ > 0y d > 0, tene-
mos que ¢~ '([a,b,c,d]) = (a — 2,b — 1,¢,d) € N*. Se verifica de manera natural que
o [a,b,c,d) @y [a', b, ¢, d']) = =1 ([a,b,c,d]) + o~ 1([a’, b, c,d']). Como
@_1(30[($,$,y,2:)]) = (P_l([x +2,2+1,y,2]) = (z,2,y,2), ¥
o H(a,b,c,d)]) = ¢[(a —2,b—1,¢,d)] = (a,b,c,d),

[Revista Integracion



Grafos pesados y aplicaciones estables de 3-variedades en R? 115

concluimos que (N*, 4+) 2 (A, ®p,). Ahora notemos que (N*, 4) es generado por el conjun-
to0 {(0,0,0,0),(1,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)}. El elemento (0, 0,0, 0) est4 en este conjun-
to pues no puede ser generado en funcién de los otros. Luego, usando el isomorfismo tene-
mos que (A, @) es generado por los grafos {[2,1,0,0],[2,1,0,1],[3,2,0,0],[2,1,1,0]} =
{Z,J,K, L}. Finalmente, como todo grafo con ciclo puede ser construido a partir de un
arbol, se tiene que (A, @y, @, ) es generado por los grafos Z, 7, K y L. ]

Note que los grafos bésicos tienen representaciéon tnica como grafos con pesos.

Observacion 2.7. De la demostracién de la Proposicién 2.6, tenemos que el monoide
(A, @p) (atin por demostrar) es generado por los grafos bésicos Z,J,K y L, es decir,
(A7 EB}L) = <{Iv ja K7£}>

Observacién 2.8. Denotamos por G¥¥ a la suma horizontal de k-copias de G, asi
GDp - ®pG =GOk,
—_——

k—veces

Proposicion 2.9. Si G = [V, E,W,,W,] € G, entonces se cumplen las siguientes propie-
dades:

1. GOnF = [kV — 2k +2,kE — k + 1,kW,,, kW,],
2.T®,G=G=6G®r7Z,

3. GOk @y GEnT = GOR(EET) ) por convencion GEMF =T, si k = 0.

Demostracion. Para la Propiedad 1 se tiene:

g@hk = [‘/, E7W1)7W€] Sh - Bn [V, E,WU,We]

k—veces
=V+k-1)(V-=-2),E+ (k—1)(FE—1),kW,, kW],
=[kV =2k +2,kE — k+ 1,kW,, kW,].

Ahora, para la Propiedad 2 se tiene:

TapG =[2,1,0,000 [V,E, Wy, W) =[V+2-2,E+1-1,W,, W,
= [V, E,W,, W],
=G, asi tenemos Z @, G =G.

De igual forma se muestra que G = G @&, Z. La Propiedad 3 es evidente. ]

En particular se tiene que: Z9* = [2,1,0,0], 79"* = [2,1,0, k], K&k = [k+2,k+1,0,0]
y E@h,k = [23 13 k70]

Proposicion 2.10. El espacio (G, ®y) es un monoide abeliano y en particular (A, ®y,) es
un monoide abeliano finitamente generado.

Demostracion. Para mostrar que (G, ®p) es un monoide abeliano basta verificar tres
condiciones.

Vol. 39, No. 1, 2021]



116 N. B. Huamani & C. MENDES DE JESUS

» Asociativa: G &y (H ®r T) = (G ®&n H) &, T, para todo G, H,T € G. (Se verifica
de manera facil de la definicién de cirugia horizontal).

= FElemento identidad: Hay un elemento £ € G tal que G @, & = G = € &y, G, para
todo G € G. (Basta tomar £ = Z = [2,1,0,0] y considerar la Propiedad 2 de la
Proposicién 2.9).

= Conmutativo: GO H = H®r G, para todo G, H € G. (Se verifica de manera natural
de la definicién de cirugia horizontal).

Finalmente, (A, ®p) es un submonoide de (G,®p) pues la suma horizontal de grafos
arbol sigue siendo arbol. Ahora, considerando la Observacion 2.7, se tiene que (A, ®y) es
generado por los grafos bésicos Z, J,K y L, por tanto, (A, @) es finitamente generado.

]

E=5
G=16,5,0,x_s] (D G'=[6,5,0,0]
0

@ K 0
—_—> 0
g 7 20 e\
% D O@ho
h 0
s NG N o Kk
0
0 Ko 0
0 0
0K

©)

E=1

j@hg T J J

9 e— O@h '@h"'@h 1

g-veces

0 0 0 0

Figura 3. Esquema de demostraciéon de la Proposicién 2.11, caso £ =1, E = 5.

Proposicion 2.11. Sea G = [V, E,0,W.] € G un grafo drbol (1 —V + E = 0), con peso
cero en sus vértices. Entonces G puede escribirse como combinacion lineal de los grafos
basicos T =[2,1,0,0],7 =[2,1,0,1] y K =[3,2,0,0] y usando la cirugia horizontal @y,
Ademds, G puede escribirse como:

G=Ta, KO (E-1) ®p, TEWe .

Demostracion. Daremos una prueba por induccién sobre el ntimero de aristas. Sea G un
grafo arbol con una sola arista (es decir E = 1) y cualquier peso g en esta arista. Si
g =0, entonces G =7 = [2,1,0,0]. En el caso general, si g > 0, este grafo lo construimos
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sumando horizontalmente g veces los grafos J = [2,1,0,1]; dado un grafo érbol G con
FE > 1 aristas y con pesos g; en sus aristas g; € NVi = 1,--- | F, haremos esto en tres
pasos:

(1) Comencemos retirando todos los pesos g; de cada i-ésima arista (note que W, =

ZiE:1 gi) de G, asi obtenemos un nuevo grafo G’ que tiene E aristas con pesos nulos
(ver Figura 3).

(2) Hacemos cirugia horizontal de Z = [2,1,0, 0] con E— 1 grafos basicos K = [3, 3,0, 0]
de forma que al final obtenemos el grafo G'.

(3) Hacemos cirugia horizontal del grafo G’ con W, grafos bésicos J = [2,1,0,1] de
forma que restituimos todos los pesos en las aristas hasta obtener el grafo G (ver
Figura 3).

Asi, G = [V, E,0,W,] puede escribirse como:

I oy Ko E-D g, 78We  =12.1,0,0] @, [(E—1)+2,(E—1)+1,0,0] &, [2,1,0, W,],
=12,1,0,0] ¢, [E+1,F,0,0] &, [2,1,0, W],
=[E+1,E,0,0] &y [2,1,0, W],
=[F+14+2-2,FE+1-1,0,W],

=

=V

E+1, EOW] ycomoV = FE + 1,

Por tanto, los grafos G y Z @), K& (E-1 g, 7We tienen el mismo nimero de vértices,
aristas y pesos en sus aristas. v

Notacién. Denotemos por ©F(G) a la cirugia k-veces realizada en un mismo grafo G,
es decir: ®%(G) = @, (--- @, (®,(G))--+), y por convencién, si k = 0, se tiene que
—_———

k—wveces

®Y(G) =G.

Proposicion 2.12. Sea G = [V, E,W,,,W,] € G, entonces este grafo puede escribirse como
combinacién lineal de los grafos bdsicos T = [2,1,0,0], J = [2,1,0,1], K =[3,2,0,0], y
L =1[2,1,1,0] usando la cirugia horizontal @y, y cirugia vertical ®, en el mismo grafo.
Ademds, G puede escribirse como:

G = @L-v+E (I @ KOn(V-2) O J@h(We—n)) D J e ®n E@hwv7

1-V+E . . .
donden = ) ;4 + gk, Y gr es el peso de una arista en G de forma que si se retiran

esas aristas el nuevo grafo obtenido es un drbol.

Demostracion. Mostraremos por construccién, dividiéndolo en siete pasos (ver Figura 4
para un esquema de la demostracién):

(1) Retiramos todos los pesos (W) de los vértices del grafo G; obtenemos asi un nuevo
grafo G.
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118 N. B. Huamani & C. MENDES DE JESUS

(2) Del grafo G, identificamos un nimero minimo de aristas E' en G (de forma que
si las retiramos obtendrfamos un arbol conexo). Este ntimero coincide con E' =
b1(G) =1 —V + E, retirando todos los pesos g, de estas aristas identificadas (sea
n= ,IC;YJFE gr la suma de todos los peso de las arista identificadas), obtenemos

el grafo G, con peso 0 en todas sus aristas identificadas.

(3) Luego del grafo G, retiramos las 1 — V + E aristas identificadas, asi, obtenemos el
grafo G, que es un arbol con peso cero en sus vértices y sus respectivos pesos en
sus aristas.

Q:[V,E, WUaWe] g:[V7E707 We] g:[‘/a E,O, We_n]

@

Cj+1

g:[‘/, E7 VV7J7 We]
Cj

Cia Por proposicion 4 4:
@ =T @y, KV =2) @, o0 (W)

© ! ® !
G=[V, E,0,W,] G=[V,E,0,W, —n] G=[V,V —1,0,W. — 1]

Figura 4. Esquema de demostracién de la Proposicién 2.12.

(4) Por la Proposicién 2.11, G puede expresarse en términos de los grafos bésicos
usando las cirugias entre grafos y esta dado por:

G =T, Kon(E-1-(0-V+E) g, g (We—n) = V,E—(1-V+E),0,W, —n],
=TI @ KOV @), JO e = [V, V — 1,0, W, — ).

(1)
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(5) Ahora, haciendo 1 — V + E sumas verticales en el mismo grafo G entre los dos
vértices incidentes en cada una de las 1 — V + FE aristas retiradas, obtenemos el
grafo G.

(6) Haciendo sumas horizontales convenientemente entre g con 7 graf(_)s bésicos J =
2,1, 0,11] que aumentan los pesos gy de las aristas identificadas en G, obtenemos el
grafo G.

(7) Por dltimo, haciendo sumas horizontales convenientemente entre Gy W, grafos
bésicos £ = [2,1,1,0], obtenemos el grafo G, con sus pesos originales.

Asi G = [V, E,W,,, W,] puede escribirse como:

LVTE (I D Kcon(vV-2) Dy, j@h(Wc*ﬂ)) @, T @), LOWWs —
691V7V+E([‘/7 V_ 1707W€_ "7]) @h [27 170777] @h [27 17WU70} =

[‘/’ E707W€ - 77] @h [27 170777] @h [27 17WU70} =

[‘/a Ea()aWe] Dh [2,1an70] = [‘/v E,WmWe] =

g.

Asi los grafos Gy @, V" (I ®p KO(V-2) g j@h(WS_")) ©p TO @y, LOWo | tienen el
mismo namero de vértices, aristas y pesos en sus aristas como en los vértices. ]

3. Una aplicacion

3.1. Construccion de aplicaciones estables

Sea M una 3-variedad y C*° (M, R?) el conjunto de aplicaciones suaves de M en R®. Dos
aplicaciones f,g € C(M,R3) son A-equivalentes, cuando existen dos difeomorfismos
¢ M — My 1 :R> — R3 talesque g = 3 o f o ¢! Una aplicaciéon
f € C(M,R3) es estable, si todas las aplicaciones suficientemente préximas a f (en la
C> —topologia de Whitney) son equivalentes a f. Segin J. Mather [8], el conjunto de
todas las aplicaciones estables, denotado por £(M,R3), es abierto y denso en C°°(M, R?).
El complemento del conjunto £(M,R?) en el conjunto C°°(M,R3) es llamado conjunto
discriminante.

Sea f € C°°(M,RR?) una aplicacién de forma genérica (esto es, una aplicacién general).
El conjunto singular de f tiene dimensién dos y estd formado por subvariedades de
dimensiones cero, uno y dos [10], [2]. Ahora, si f € £(M,R3) es una aplicacién estable,
un punto z en M es llamado punto regular de f, si la aplicaciéon f es un difeomorfismo
local en la vecindad del punto x; caso contrario, diremos que x es un Dpunto singular.
De [1] se tiene que la forma normal de los gérmenes de los puntos singulares de f son:

a) Ap: punto pliegue, (z,y,2) — (2°,y, 2);
b) Ag; punto cispide, (x,y,z) = (z° + yz,y, 2);

c) Aj: punto cola de golondrina, (x,y,2) — (z* + yz? + 22,9, 2).
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corte seccional punto cola de golondrina

ponto cuspide
interseccion transversal

Figura 5. Ejemplos de puntos de curva cuspidal y cola de golondrina.

Si M es una 3-variedad compacta y orientada, el conjunto singular de f, denotado por X f,
estd formado por los siguientes: () la unién disjunta de superficies compactas, orientadas,
inmersas en M; (i4) curvas formadas de puntos de cispide, en la cual puede haber punto
de cola de golondrina aislados si existen; y (¢i7) puntos pliegue.

Las superficies en (i) separan las componentes regulares de f y en cuyos bordes estan
contenidos X f. El conjunto de ramificacién de f esla imagen f(Xf) del conjunto singular
y estd formado por una coleccién de superficies cerradas, orientadas e inmersas en R?,
posiblemente con intersecciones transversales y singularidades correspondientes a una
cantidad finita de aristas cuspidales y puntos de cola de golondrina aislados (ver Figura
5). El conjunto de ramificacién de f tiene las siguientes auto intersecciones (ver Figura
6):
1. A2: interseccién transversal de dos superficies de pliegue;

2. AsAj: interseccion transversal de arista cuspidal con una superficie de pliegue;

3. A3: puntos triples aislados, obtenidos por la interseccién de superficies de pliegue.

£ A A yt

Figura 6. Puntos del tipo A%, AsAl y A“;’.

Cabe indicar que los conjuntos de ramificacién formados por superficies que presentamos
en las figuras, tienen un corte seccional para visualizar mejor las superficies (para ver si
hay otra dentro o no).

3.2. Grafos de aplicaciones estables de 3-variedades en R?

Sea f : M — R? una aplicacién estable, donde M es una 3-variedad cerrada y orientada.
Como el conjunto singular de f es un conjunto de superficies cerradas, en [11] los autores
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definieron el grafo pesado asociado a la aplicacién f de la siguiente forma: a cada superficie
S; en ¥ f asociaron una arista y a cada componente regular M; de M \ X f un vértice. A
cada vértice v; (correspondiente a la regién M;), se define su peso como ¢; = ba(M;) —
s;+1, donde s; es el nimero de componentes conexas del borde de M;. Intuitivamente, c;
puede ser visto como el nimero de generadores del segundo grupo de homologia Hy(M)
en M, que no son determinados por el borde de M. A cada arista asociamos el peso dado
por el género g; de la superficie S; que él representa. Como cada region del complemento
M — X f recibe un signo +, pueden ser atribuidos signos a los vértices de G¢, donde cada
vértice recibe el signo y la region correspondiente. Como X f separa regiones de signos
opuestos, cada arista de G; conecta vértices de signos opuestos. Asi, el grafo asociado es
bipartito.

Definiciéon 3.1. El grafo asociado a una aplicacién estable serd denotado por G =
(V, E,W,,W,.), donde V' y E son, respectivamente, el nimero de vértices y aristas; y
W,y W, son la suma de pesos en los vértices y suma de pesos en las arista, respectiva-
mente. Diremos que un grafo bipartito pesado G es realizable por una aplicacion estable
de una 3-variedad compacta y orientada M en R3, si existe una aplicaciéon f € £(M,R3)
tal que el grafo asociado a f es G. Ademads, M sera llamado la variedad de G y serd
denotado por V(G) = M.

Notemos que el primer ntimero de Betti de G = (V, E, W,,, W) estd denotado por b1(G) y
dado por b1(G) = 1—V + E. Ahora, si denotamos por M,, a la suma conexa de n copias
de S' x S2%, con My = S2 por convencién, entonces tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.2 ([11]). Cualquier grafo bipartito G = (V, E,W,, W) es realizable por una
aplicacion f € E(M,,,R?) si, y solo si,

Wy+1-V+E<b(My) <W,+We+1-V+E,

donde bay(M,,) es el seqgundo nimero de Betti de M,,. Ademds, la igualdad se alcanza
cuando W, = 0.

En la Figura 7 presentamos dos ejemplos del conjunto de ramificacién de las aplicaciones
estables f; y fo de S® en R? y dos ejemplos de aplicaciones estables g; y g2 de S* x S? en
R3 con sus respectivos grafos asociados, donde f; corresponde a una aplicacién con un
conjunto de ramificacién homeomorfa a tres esferas formada solo por puntos de pliegue.
Asi, su grafo asociado tiene tres aristas con todos los pesos igual a cero en aristas y
vértices. En fy tenemos una aplicacién con un conjunto de ramificacién homeomorfa a
tres esferas, dos de ellas con una curva cuspidal envuelta por la tercera formada solo por
puntos de pliegue; asi, su grafo asociado tiene tres aristas con todos los pesos igual a
cero en aristas y vértices, pero distinta a la de fi. En ¢g; tenemos una aplicaciéon con un
conjunto de ramificaciéon formada por dos superficies, una de ellas homeomorfa a un toro
y la otra que estd por dentro es homeomorfa a una esfera. Asi, su grafo asociado formado
por dos aristas, una arista con peso 1 y los demés pesos igual a cero. Finalmente, en go
tenemos una aplicacién con un conjunto de ramificacién formado por tres superficies una
de ellas homeomorfa a un toro y las otras dos homeomorfas a una esfera. Asi, su grafo
asociado tiene tres arista con peso 1y los demads pesos igual a cero.

En adelante, cada vez que hablemos de grafos estaremos haciendo referencia a los grafos
con pesos no negativos en los vértices y aristas.
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9 LSt xS ¢,
0
Y |\ 1l \o
o % s, ® %

Figura 7. Ejemplos de grafos de aplicaciones estables.

3.3. Cirugia entre aplicaciones estables con G-grafo

Presentamos aqui dos tipos de cirugia entre aplicaciones de 3-variedades en R3 y sus
efectos en su grafo asociado G, que denominaremos cirugia horizontal y cirugia vertical,
para maés detalles revisar [10], [11].

Cirugia horizontal entre aplicaciones:

Dadas dos aplicaciones estables f € £(M,R3) y f' € £(M',R3), donde M y M’ son
3-variedades, llamaremos cirugia horizontal entre las aplicaciones f y f’, a la aplicacién
fs,f: M#M' — R3, construida como sigue: comenzamos removiendo dos 3-bolas By
y By en M y M’, respectivamente, tales que sus intersecciones con el conjunto singular
de fy f’ son dos discos Dy y Dy de puntos de pliegue (no interceptan curvas cuspidales
o curvas de pliegues dobles). Después, conectamos las variedades M y M’ en 0By y 0B>
por un tubo S% x I (donde Dy y D, son unidos por un tubo S* x I). La proyeccién en
R3 de este tubo no interseca parte alguna del conjunto de ramificacién. El conjunto de
ramificacién de la aplicacion resultante es la suma conexa de los conjuntos de ramificacién

de fy f.

Si la cirugia horizontal se realiza en la misma aplicacion f, entonces se realiza de manera
similar como fue definida fsg, f (con la diferencia que las 3-bolas By y Bs removidas
pertenecen solo a M) y el resultado de esta cirugia estd denotado y dado por la aplicacién

Su(f) : M#(S! x §?) — R3.

Ademas, el grafo asociado a fs, [y Su(f) serd denotado por Gs, G’ y s, (G) respectiva-
mente, donde G y G’ son los grafos asociados a las aplicaciones f y f’.

Observacion 3.3. Consideremos G y G’ los grafos asociados a las aplicaciones [ y [/,
respectivamente. El efecto de esta cirugia sobre estos grafos es como en la Figura 8(a).
Observemos que la cirugia horizontal entre aplicaciones induce una cirugia entre los
conjuntos singulares (que no es nada més que la suma conexa de superficies) la cual
resulta una superficie con género igual a la suma de las dos superficies involucradas; lo
que implica que, si la cirugia se realiza en las superficies S; y S; asociadas a la i-ésima y
Jj-ésima aristas de G y G’, cuyos pesos son p; y pj, se tiene que p;#p; = p; + p; (puesto
que g(S;#3S;) = 9(S:) +9(S;)). Esto significa que, cuando se realiza la cirugia horizontal,
el peso en las aristas se suman.
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Por otro lado, el peso de los vértices también se suman pues, si M; y M; son las regiones
correspondientes a dichos vértices cuyos pesos son ¢; y c;, siendo My, la regién resultante,
tenemos ¢ = bo(My) — s + 1 =bo(M;) +ba(M;) — (si +s; — 1) +1=¢; +¢;.

Cirugia vertical en aplicaciones:

Sea f € &(M,R3) una aplicacién, donde M es una 3-variedad. Remueva dos 3-bolas
By y By en M en las regiones U; y Us, correspondientes a los vértices vy y ve, sin
intersecar el conjunto singular £ f y tales que tengan la misma imagen en R, una de
las regiones preservando orientacién y la otra aplicada revertiendo orientacién. Después,
una los bordes M \ By U By por un tubo $? x I, de forma que tengan una superficie 52
como una superficie singular, que divide en dos partes iguales el tubo, cuyas iméagenes
coinciden cuando la aplicacién es extendida sobre los mismos. Esta cirugia aumenta una
esfera S? al conjunto singular, adyacente a las dos componentes del conjunto singular de
la aplicacién original, de donde las dos 3-bolas fueron retiradas aumentadas con parte del
tubo. En el grafo corresponde a conectar una arista en los vértices v; y va, llamaremos a la
aplicacion resultante de este proceso como la cirugia vertical de f y denotada por S, (f),
que estd definida en la 3-variedad (M), ~ M#(S* x S?). Las dos regiones involucradas
(correspondientes a los vértices v1 y v2), después de la cirugia, tienen un nuevo generador
del segundo grupo de homologia Hy, que es la S? adicionado al conjunto singular. Més
los componentes regulares correspondientes, tienen una nueva superficie en el borde (la
misma S2); entonces, el peso no varfa. Ahora, si G es el grafo asociado a la aplicacién
f, entonces s, (G) es el grafo asociado a las aplicacién S, (f). En la Figura 8 tenemos un
esquema de esta cirugia.

Si f' € E(M’',R3), entonces la cirugia vertical entre dos aplicaciones se realiza de manera
similar a como fue definida S, (f) (con la diferencia que las 3-bolas By y By removidas
pertenecen a M y a M’ respectivamente) y el resultado de esta cirugfa estd denotada y
dada por la aplicacién fg, f': M#M' — R3.

Ademéds, el grafo asociado a fs, f’ v S, (f) serd denotado por Gs,G' v s,(G) respectiva-
mente, donde G y G’ son los grafos asociados a las aplicaciones f y f'.

g g’ Gs,9' s.(9)

/\//
\/'\\

c; +¢j

pi + Dy

Cit1Cj+1

Figura 8. Cirugfa Gg, G’ y s,(G) de grafos.

La proposicién siguiente se deduce inmediatamente de la definiciéon de las cirugias en
aplicaciones estables.
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Proposicion 3.4. La aplicacion resultante de una cirugia horizontal o cirugia vertical
entre dos aplicaciones estables es otra aplicacion estable, lo mismo ocurre para una cirugia
horizontal y vertical sobre una misma aplicacion estable.

Ejemplo 3.5. En la Figura 9(a) se ilustra la cirugia horizontal entre dos aplicaciones
idénticas f € £(M;,R3) cuyo conjunto singular es homeomorfo a un toro formado solo
por puntos de pliegue. Al realizar la cirugia obtenemos la aplicacién fg, f € £(Ma, R?)
cuyo conjunto singular es homeomorfo a un bitoro, donde su grafo asociado tiene una
arista y peso 0 en sus vértices y peso 2 en su arista, el cual es resultado de la cirugia
horizontal realizada. Por otra parte, en la Figura 9(b) se ilustra la cirugia vertical en
la misma aplicacién g € £(S3,R3) cuyo conjunto singular es homeomorfo a una esfera
formada solo por puntos de pliegue. Al realizar la cirugia obtenemos la aplicacién S, (f) €
E(M1,R3) cuyo conjunto singular estd formado por dos superficies homeomorfas a una
esfera, donde su grafo asociado es un ciclo con dos aristas y pesos cero en vértices y
aristas.

9) My

& f My Su(
@ cirugia horizontal @ @
l 8
f sif 0

i
@ cirugla Lemca
0

_—
2
0

(a) ()

Figura 9. Ejemplo de cirugfa vertical en el G-grafo de f € £(S3,R3).

Observacion 3.6. Sean G = (V, E,W,,W,) vy G'(V', E',W,,, W) los grafos asociados a
las aplicaciones f € £(M,R3) y f' € £E(M',R?), respectivamente. Entonces la cirugia ho-
rizontal y vertical entre estas dos aplicaciones inducen cirugias entre sus grafos asociados
como en la Figura 8(a) y cuyos efectos en la notacién del grafo es como sigue:

n gshg/ = (V+V/—2,E+E,— 1,Wy+Wv/,We—|—We/)’
" G5, =(V4+V E+FE +1,W, + Wy, W, + Wo).

Las cirugias vertical y horizontal realizadas en una misma aplicaciéon inducen cirugias en
su grafo asociado como en la Figura 8(b) y cuyos efectos en la notacién del grafo es como
sigue:

05, (0)=V-2E—-1,W,+ Wy, W+ W),

v 5, (G) =V, E4+1, W, + Wy, We+We).

Ejemplo 3.7. Sean ig, jo, ko € E(S3,R3) y j1, 41 € (ST x S?,R3), cuyas superficies en la
Figura 10 son sus conjuntos de ramificacién, junto con sus respectivo grafos asociados.
Mas precisamente:

[Revista Integracion



io:

Jo:

Ko

Ji:

éll

125

Grafos pesados y aplicaciones estables de 3-variedades en R?

Es una aplicacién con un conjunto de ramificacién que es una superficie homeomorfa
a una esfera, formada por puntos pliegue; asi, su grafo asociado es Zy = (2, 1,0, 0).

Es una aplicacién con un conjunto de ramificacién dado por una superficie ho-
meomorfa a un toro que tiene tres curvas cuspidales; asi, su grafo asociado es

Jo=(2,1,0,1).

Es una aplicaciéon con un conjunto de ramificacion dado por dos superficies homeo-
morfas a una esfera y una de ellas tiene una curva cuspidal; asi, su grafo asociado
es Ko = (3,2,0,0).

Es una aplicaciéon con un conjunto de ramificacién dado por una una superficie
homeomorfa a un toro formada solo por puntos pliegue; asi, su grafo asociado es
J=(2,1,0,1).

Es una aplicacién con un conjunto de ramificacion dado por una superficie ho-
meomorfa a una esfera la cual tiene un eje cuspidal; asi, su grafo asociado es
Ly =(2,1,1,0).

Notemos que los grafos Jp son idénticos a J; como grafos, lo tnico que les diferencia
es que estan asociados a aplicaciones donde sus dominios son distintos. De esta forma
los sub-indices en cada grafo representa el nimero de Betti de su 3-variedad asociada,

pues

b(V(To)) = b2(V()) = b2(V(Ko)) = b2(S%) = 0y b2(V(F1)) = b2(V(L1))

bQ(Sl X 52) =1.

También tenemos que Zy, Jo, Ko, J1 ¥y L£1 representan a un tnico grafo.

53

i

Sl x §2

Iy

Jo Ji 0

Figura 10. Grafos basicos de las aplicaciones en £(M.,, R3).

Definicién 3.8. Las aplicaciones ig, jo, ko € £(S3 R3) y 71,01 € E(S! x S%,R3) serén
llamados aplicaciones bdsicas de £(M,,,R3) y sus grafos asociados Zy, Jo, Ko, J1 ¥ L1
del Ejemplo 3.7, seran llamados grafos bdsicos para las aplicaciones de &£(M,,, R?), para
n entero no negativo.
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Observacion 3.9. Observe que la aplicacién f; de la Figura 7 es el resultado de la cirugia
vertical de dos aplicaciones iy. Por tanto, fi puede ser expresado como: f1 =1igs, 4. Asi,
las demas aplicaciones fa, h1 y ho de la Figura 7 también se pueden expresar como: fy =
Kos, ko, 91 = Jos,J1 Y g2 = tos,J1; sus grafos asociados se obtienen naturalmente usando
las cirugias ya introducidas. Por tanto, construir aplicaciones a partir de otras aplicaciones
es equivalente a construir grafos a partir de los grafos asociados a las aplicaciones usando
las cirugias respectivas. Esta tltima observacién serd fundamental para probar resultados
no triviales.

De esta forma es posible construir aplicaciones estables usando las aplicaciones bésicas;
equivalentemente, podemos construir aplicaciones usando solo los grafos béasicos. Esto
serd 1til para responder a la siguiente pregunta.

Pregunta: ;Sera posible que dado un grafo bipartito pesado cualesquiera, podemos cons-
truir una aplicacién estable de una M,, en R3, tal que su grafo asociado sea exactamente
el grafo dado, usando cirugias entre los grafos basicos y por ende las aplicaciones basicas?

Esta pregunta sera respondida afirmativamente mas adelante, entre otras cuestiones, y
ademads, solo seran necesarias la cirugia horizontal entre dos aplicaciones y la cirugia
vertical en una misma aplicaciéon. Por tal motivo en la siguiente secciéon usaremos los
resultados introducidos en la primera seccién; para ello consideremos lo siguiente:

Sea G el conjunto de todos los grafos que son asociados a aplicaciones estables de M,
a R3, asi tenemos que:

GF(M”,RB) = {gf :fe 5(MH,R3), n e No}

Ahora, podemos notar que el espacio (G, @y, ®,) estudiado en la primera seccién de
este trabajo y el espacio (Gp(Mp,R3),s,, s,) tienen mucho en comin. Por ejemplo, las
sumas horizontal y vertical en ambos espacios son iguales (esto es evidente pues basta
ver como fueron construidos), asi @y = s, ¥ @, = s,. De aqui en adelante, para reducir
la notacién, escribiremos G = (G, @y, ®,) y Gp(M,,R?) = (Gp(M,,R?), 5, s,). Asi,
el siguiente teorema nos muestra la igualdad de ambos espacios.

Teorema 3.10. EI espacio (G, @y, ®,) es igual a (Gp(M,,,R3),s,,s,). Ademds, si G =
(V,E,2W,,W,) € Gp(M,,R3) e Iy, Jo, Ko, J1 y L1 son los grafos bdsicos para las
aplicaciones de E(M,,,R3), n € Ny, entonces G puede ser expresado

g = @IljerE (IO o K:(@JBIL(V*Q) @ t72_6%1(1/‘/@*77)) O $®hn O £§9th7 (2)

donde i puede tomar i = 0,1 pues Jo = J1 como grafos y considerar ®p, = s, Yy Dy = s, -

Demostracién. Mostremos que Gz (M,,,R?) C G. Asi, dado G € Gr(M,,, R3), entonces
por construccién G es bipartito y con peso en las aristas y vértices por tanto G € G. Ahora,
para que G C Gp(M,,R3), tomemos G = (V, E,W,,W,) € G. Entonces mostremos
que este grafo es un grafo es realizable por una aplicacion f € £(M,,,R3), luego G €
Gr(M,,R3), y por la Proposicién 2.12 tenemos que:

G =@, V+E (I oy KOn(V-2) @ j@h(We—Tl)) @ J®nn O £@}1Wv7 (3)
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1-V+E . . .
donden=>",_, + gr v gk es el peso de una arista en G, de forma que si se retiran esas
aristas el nuevo grafo obtenido es un arbol.

Como Z =17y, J =Jo=T1, K=Koy L =71, reemplazando estos grafos en 3 se tiene
que:

G = @L-V+E (IO ey ’C?h(V*Q) @ j‘@h(We*U)) O j‘EBMI O EiBth7
dondei=0617=1.
v
Corolario 3.11. Si G = (V,E,W,,W.) € G, entonces existe una aplicacion estable de

M,, en R3 tal que su grafo asociado coincide con G, y una representacién para el grafo
esta dado por

G =@, vE (IO O ,C(E)Bh,(V—Q) o, Z@h(We_n)) o, ji@;m o, E?th’ (4)

donde i = 1,0 e Lo, Jo, Ko, J1 y L1 son los grafos bdsicos para &(M.,,,R3).

Demostracion. Es una consecuencia directa de la Proposicion 2.12. v

Corolario 3.12. 5iG = (V,E,0,W.) € G es un grafo drbol, entonces existe una aplicacion
estable de S® en R? tal que su grafo asociado coincide con G, y una representacion para
el grafo esta dado por

G =Ty K" @y, g2,
donde Ty, Jo y Ko son los grafos bdsicos para £(M.,,,R?).

Demostracion. En general dado G = (V, E, W,,,W,) € G por la ecuacién (4) de la Pro-
posicién 2.12 se tiene que

G =@, VtE (Io o IC(G)B;L(V—Q) o, Z@;L(We—n)) o, ji@hn @ ﬁ?hw = (V,E,W,,W.),
Ahora, por hipotesis W, =0, y1—V + F =0, yaque G es un arbol, asi,
=g (Io o, ,Cgah(v—m o ji@h(We—n)) o, jth" o, LiBho,
Ty, KPR g, g Wem) g gown g 7
=TI @y, K?h(V‘Q) D $®’L(We_"+”), y como 1 — V + E = 0 tenemos,
=Ty an Ko™ @y TN,

donde ¢ = 1,0. Asi, de la Proposicién 3.4, se tiene que G = Zy Py, ICSB"(EA) Dp jthWe
es el grafo de una aplicacién estable de S® en R3, puesto que Zy, J; (cuando i = 0) y Ko
son grafos de aplicaciones en (53, R3). ]

Observacion 3.13. Sea G el grafo asociado a la aplicacién f € &(M,R3). Recordemos

que M es la 3-variedad asociada de G y la denotamos por V(G) = M, y su relacién con
la suma horizontal y vertical entre grafos estda dada por

V(G @nH) =V #V(H) = M#N, vy V(@EG))=V(G)#M,
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donde # es la suma conexa entre dos variedades. Considerando los grafos bésicos de
E(M.,,,R?) dados por Ty, Jo, Ko, J1 ¥ L1, con k entero no negativo, entonces

o V(IFM) =V(Zo)# - #V(To) = SP# - #5° = 5

k—wveces k—veces

o V(T = V(R)#: - #V(To) = S - #8° = 5
k—veces k—veces

o V(KGT")=V(Ko)# - #V(Ko) = 5% #5° = 5°
k—wveces k—veces

° (j@hk:) _ V(jl)# . #V(jl) = (Sl X 52)# : #(Sl X 52) = Mk"

k—veces k—veces

o V(LI = V(Ly)#- - #V(L1) = (S' x S2)# - #(S" x §2) = M.

k—veces k—veces

o V(®EIo)) = V(@ (Jo)) = V(®E(Ko)) = My,  V(BE(T)) = V(®E(L1)) = My

Proposicién 3.14. Sea G(V, E,W,,,W.) un grafo en Gp(M,,,R3). Entonces el minimo y
mdximo valor que puede tomar ba(M,,) es:

min{by(My)} =W, +1-V+E Yy méax{by (M)} < Wy, +W.+1-V +E.
Demostracion. Por el Teorema 3.10 tenemos que
G =@, Ve (IO O ]C@h (V-2) O ‘]i@h,(We_n)) D %@hn O C%Bth’ i=0,1.

Luego, si M,, es la 3-variedad del dominio de la aplicacién cuyo grafo es G, entonces
ba(V(G)) = ba(My,). Primero calculemos quien es M,, por tanto:

V(@) = V(@ (Toan kYD 0 7MY @y IO @y L5,
= V(T o k5" @ T My V(T HVLET),
=V(To @ K"V @, TV (T #V(LE V) HEM v 4,

= V(Zo)#V (K" 2N (T TN (TN HV LIV HEM v,
= $3#S3HV(T T g My, #My v 1,

=V(IEVVYEMw, 1 vig, i=0,1.

My,

Por tanto, by(My,) = bo(V(TE"W)#Mw, 11 vig) y vemos que el minimo valor de
ba(M,,) se da cuando i = 0 pues es cuando J; = Jp y no aporta en nada al nimero de
Betti de M., pues V(Jo) = S3. Asi,

min{bay(M,)} = bo V(T ) #EMw, 11-viE) = ba(SPH#Mw, 11-vig) = Wyt 1-V+E.

De manera andloga, el valor mas alto que puede tomar bs(M,,) estd acotado por

ba(M,,) = bo(V(TE"V)#Myw, 11 vig), cuandoi =1, luego
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b2(V(s71@h'WE)#va+17V+E)7
bo(Mw, #Mw,+1-v+E),
boMw, 4w, +1-v4E) = We + Wy +1 -V + E,

méx(by(My)) <

con lo cual terminamos la demostracion. v

Corolario 3.15. Sea G(V, E, W,,W.) un grafo drbol en Gp(M.,,R?). Entonces el minimo
y mdzimo valor que puede tomar bay(M,,) estd dado por:

min{by(M,)} = W, Yy méx{ba(My)} < W, + W,.

Demostracion. Es inmediato de la Proposicién 3.14 y teniendo en cuenta que en un grafo
arbol se verifica que 1 -V + E = 0. ]

Como aplicacién de la construcciéon de aplicaciones estables en £€(M,,, R3) usando cirugias
y grafos bésicos introducidos en este trabajo daremos otra demostraciéon al Teorema 5.1
de [11].

Teorema 3.16. [11] Cualquier grafo bipartito G(V, E,W,,, W,) es realizable por una apli-
cacion f € E(M,,,R3) si, y solo si,

W, +1-V+E<by(M,)<W,+W.+1-V+E, (5)

donde by(M,,) es el seqgundo nimero de Betti de M,,. Ademds, la igualdad se alcanza
cuando W, = 0.

Demostracion. Como min{by(M,)} < ba(M,,) < max{bz2(M,)}, la necesidad viene di-
rectamente de la Proposicion 3.14, y la suficiencia viene del Teorema 3.10. v

4. Conclusiones

El estudio del espacio de los grafos pesados, junto con operaciones entre ellas, se puede
hacer de forma independiente, los resultados obtenidos pueden ayudar a comprender
mejor ciertas estructuras matemaéticas.

Se puede estudiar los grafos pesados analizando los grafos asociados a aplicaciones esta-
bles de 3-variedades en R3. La intencién de este trabajo es presentar de forma indepen-
diente el estudio de estos grafos.

Este trabajo puede ayudar al lector en la construccién de aplicaciones estables de 3-
variedades en R?, con un conjunto singular predeterminado, que en general no es trivial.

El Teorema 3.16 estd enunciado y probado en [11]. La prueba que presentan los autores
en dicho articulo hace uso de resultados de Topologia Algebraica, Homologia, entre otros.
En este trabajo sélo usamos las cirugias entre aplicaciones estables, que introducen los
mismos autores en su articulo.

Es posible establecer la igualdad en la ecuacién (5) del Teorema 3.16 sin que W, sea
necesariamente cero. Este importante resultado esté siendo estudiado por los autores.

Vol. 39, No. 1, 2021]



130 N. B. Huamanf & C. MENDES DE JESUS
Referencias
[1] Gibson C.G., Singular points of smooth mappings, Research Notes in Mathematics, vol. 25,

2]

3]

[4]

[5]

[6]

[7]

8]

[9]

(10]

(11]

Boston, 1978.

Goryunov V., “Local invariants of maps between 3-manifolds”, J. Topol., 6 (2013), No. 3,
1-20. doi: 10.1112/jtopol/jtt015

Hacon D., Mendes de Jesus C. and Romero Fuster M.C., “Stable maps from surfaces to
the plane with prescribed branching data”, Topology Appl., 154 (2007), No. 1, 166-175. doi:
10.1016/j.topol.2006.04.005

Hacon D., Mendes de Jesus C. and Romero Fuster M.C., “Topological invariants of stable
maps from a surface to the plane from a global viewpoint”, in Real and complex singularities,
Lecture Notes in Pure and Appl. Math., 232 (2003), 227-235,Dekker, New York.

Huamani N.B., Grafos associados as aplicagdes estdveis de 3-variedades fechadas e orien-
tadas no R?, Dissertacio de Mestrado, Universidade Federal de Vicosa, Vicosa, 2016.

Huamani N.B., Mendes de Jesus C. and Palacios J., “Invariants of stable maps from the
3-sphere to the Euclidean 3-space.”, Bull. Braz. Math. Soc., New Series, 50 (2019), No. 4,
913-932. doi: 10.1007/s00574-019-00133-4

Marar W.L. and Tari F., “ On the geometry of simple germs of co-rank 1 maps
from R® to R*”, Math. Proc. Cambridge Philos. Soc., 119 (1996), No. 3, 469-481. doi:
10.1017/S030500410007434X

Mather J.N., Stability of C* mappings. VI: The nice dimensions, in Proceedings of Liver-
pool Singularities-Symposium, I, 192 (1969/70), 207-253, Lecture Notes in Math., Springer,
Berlin.

Mendes de Jesus C., Oset Sinha R. and Romero Fuster M.C., “Global topological invariants
of stable maps from 3-manifolds to R®”, Proc. Steklov Inst. Math. , 267 (2009), 205-216.
doi: 10.1134/S0081543809040178

Oset Sinha R., Topological invariants of stable maps from 3-manifolds to three-space., PhD
Dissertation, Universidad de Valencia, Valencia, 2009.

Oset Sinha R. and Romero Fuster M.C., “Graphs of stable maps from 3-manifolds to 3-
space”, Mediterr. J. Math., 10 (2013), No. 2, 1107-1126. doi: 10.1007/s00009-012-0224-2

[Revista Integracion



