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Resumen. Estableceremos condiciones necesarias y suficientes para que la
imagen bajo la funcién de Gray de un R-cédigo consta-ciclico sea un Fpm-
codigo cuasi-ciclico. Estudiamos el anillo de vectores de Witt para obtener
una manera de operar las u-reducciones de las componentes p-adicas de los
elementos de los anillos de Galois de indice de nilpotencia 3, R = GR(p?,m).
Analizamos a los anillos de Galois, sus propiedades mas relevantes, y
en particular la representacién p-adica de sus elementos. Més adelante,
examinamos la construccién del anillo de vectores de Witt y sus operaciones,
en particular, obtenemos expresiones explicitas para las operaciones de suma
y producto de los elementos en el anillo truncado de vectores de Witt de
longitud 3, W3(F,= ). Finalmente, utilizamos las operaciones de éstos tltimos
y un isomorfismo entre GR(p®,m) y W5(F,m) para operar las p-reducciones
antes descritas.
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Gray images of constacyclic codes over Galois rings R of
nilpotency index 3

Abstract. We will state necessary and sufficient conditions for the image
under the Gray map of a R-constacyclic code to be Fpm-quasi-cyclic code.
We study the Witt vectors to get a way to operate the p-reduction of p-
adic components of the elements of the Galois rings of nilpotency index 3,
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R = GR(p®,m). We analyze Galois rings, its mostly relevant properties, and
we focus in the p-adic representation of their elements. Later on, we examine
construction of the Witt vectors rings and its operations, in particular, we get
explicit expressions for operations of addition and product of the elements in
the truncated Witt vectors ring of length 3, W3(F,m). Finally, we will use
these operations and an isomorphism between GR(p3,m) and W3(Fpm) to
get a way to operate the u-reductions described above.

Keywords: Witt’s vectors ring, Galois rings, p-adic representation, consta-
cyclic codes, quasi-cyclic codes.

1. Introduccién

En la actualidad los anillos de Galois han adquirido notoriedad en las areas de la teoria
de cédigos (cf. [1], [8], [11], [15], [18]) ¥ la criptografia (cf. [3], [14]), entre otras. La teoria
de cédigos y la criptografia inmersas en las Matematicas y en otras disciplinas tales como
las ciencias de la computacion e ingenieria eléctrica, estan enfocadas en la optimizacién
de la fiabilidad y seguridad de las comunicaciones digitales. A grandes rasgos, la fiabilidad
significa correccién de errores mientras que la seguridad significa prevenir el acceso no
autorizado de intrusos.

La teoria de codigos algebraicos sobre anillos finitos conmutativos con identidad adquirié
relevancia con los trabajos de Nechaev [13] y Hammons et. al., [7]. Los anillos de Galois,
al pertencer a esta familia de anillos, también han tenido una participacién activa en el
desarrollo de esta teorfa (cf. [8], [11], [12] y [18]).

En el presente articulo estudiamos una forma de operar las p-reducciones de las compo-
nentes p-adicas de los elementos del anillo de Galois R = GR(p*, m) y un isomorfismo
entre éste y el anillo truncado de vectores de Witt de longitud 3, W3(F,=), para poste-
riormente a través de la isometria de Gray, dar condiciones necesarias y suficientes para
que la imagen bajo la funcién de Gray de un R-cédigo consta-ciclico sea un Fym-cddigo
cuasi-ciclico.

En la Seccién 2 revisamos los anillos de Galois (cf. [17]), el enfoque esta centrado princi-
palmente en las propiedades béasicas y una caracterizacion de los mismos. En la Seccién
3, examinamos el formalismo de la construccion del anillo de vectores de Witt, para tal
propdsito nos basamos en [6] y [9]. Después, en la Seccién 4, comentamos el isomorfismo
entre los anillos de Galois de indice de nilpotencia n y el anillo truncado de vectores de
Witt de longitud n dado en [16]. Posteriormente, en la Seccién 5, se presentardn férmulas
para las p-reducciones de las componentes p-adicas de la adicién en R y el producto de
un elemento arbitrario de R con una unidad de la forma A = 1 — p?. Finalmente, en la
Seccién 6, establecemos condiciones necesarias y suficientes para que la imagen bajo la
funcién de Gray de un R-cédigo consta-ciclico sea cuasi-ciclica sobre [Fpm.

2. Anillos de Galois

Los anillos de Galois son extensiones tinicas del anillo de clases residuales Z,- =Z/p*Z con
s un entero positivo y p un nimero primo. Estos anillos (en particular Z,) resultaron de
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importancia en los afios 90, en el estudio de la caracterizacién de la estructura algebraica
de los c6digos ciclicos lineales sobre Z4. En [7] Hammons et. al., demostraron que el
codigo de Kerdock, es la imagen de Gray de un cédigo ciclico lineal extendido sobre Z4
(un anélogo en Z4 de los cédigos de Reed-Muller de primer orden); més atin, se demostrd
que los codigos de Preparata son a su vez andlogos en Z,4 a los cddigos extendidos de
Hamming. A partir de estos trabajos, los anillos finitos de cadena (a los cuales pertenecen
los anillos de Galois) cobraron importancia en la teorfa de c6digos algebraicos (cf. [2],

[4])-

Una particularidad que acompaiia a los anillos de Galois (y que les da su nombre) son
las multiples similitudes con los campos finitos (cf. [10]). A continuacién revisaremos los
conceptos y propiedades principales de estos anillos.

Sean s un entero positivo y p un niimero primo. Denotamos por Z,: =Z/p°Z el anillo
de clases residuales médulo p°®, Zps[z] el anillo de polinomios en la indeterminada z
con coeficientes en Z,s y denotamos al ideal principal (pl) mediante (p). Definimos las
funciones:

I i Lo [2] — 725 [a]
R A ) n : n ,
@ a+(p) fl@) = ai’ = pf(z) =D plas)’.
1=0 =0

Se tiene que , fi son homomorfismos sobreyectivos llamados p-reduccion y fi-reduccion
respectivamente. Puede apreciarse que ji es una extension natural de p sobre el anillo
de polinomios Zy: [x]. Un polinomio ménico f(z) € Zy=[z] serd llamado bdsico irreducible
(resp. bdsico primitivo) si fi( f(z)) € Fp[z] es irreducible (resp. primitivo).

Definicion 2.1. Sea p un nimero primo. Un anillo finito R, conmutativo con identidad
1, es un anillo de Galois, si el conjunto de sus divisores de cero D, con el cero anadido,
forman un ideal principal generado por 0 o por pl.

Ejemplo 2.2. Algunos ejemplos de anillos de Galois son:

1. Los campos finitos pues D = 0, asi D U {0} = (0).

2. El anillo de clases residuales Z,: con DU {0} = (p).

Sea R un anillo de Galois, entonces contiene un subanillo isomorfo a Zj- el cual denotare-
mos por Z,: = {nl:n € Z} y todos sus ideales son de la forma (p*) con k € {0,1,..., s},
formando la cadena:

O=@E)c@EHc--cmc@)=010=R.

Obsérvese que el ideal principal (p) es el dnico ideal maximal de R, es decir, R es un
anillo local y su campo residual RF = R /(p) es isomorfo a F,m para algin entero positivo
m. Un teorema de caracterizacién para los anillos de Galois es el siguiente:
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Teorema 2.3. Dados enteros positivos p, m, s con p un nimero primo, existe un polinomio
bdsico primitivo h(z) en Zy:[x] de grado m y:

R = GR(p®,m) =~

Las unidades del anillo R forman un grupo multiplicativo en el cual existe un elemento’
¢ de orden p™ — 1 y que es raiz del polinomio h(z). El conjunto 7 = {O, 1,¢,... ,§1’m*2}
es llamado conjunto de Teichmuller y estd constituido por representantes del campo
residual RF en el anillo de Galois. En [17] se demuestra que cada elemento ¢ € R tiene
una Unica representacion p-ddica dada por:

c=po(c) +ppi(c) + - +p* ' ps_i(c), (1)

donde p;(c) € T con 0 < i < s — 1. También, cada elemento de R, posee una Unica
representacién de la forma:

c=cotciE+cab?+ - Fepm1£m™ (2)

con ¢; € Zps para 0 < ¢ < m — 1, llamada representacion aditiva. Dicha representacion
es de suma utilidad cuando se desea trabajar con morfismos sobre el anillo de Galois R
en particular resulta conveniente para definir el automorfismo generalizado de Frobenius:
O : R — R el cual es un automorfismo que fija a los elementos del subanillo Z,s en R y
estd dado por:

O(cot b+ e+ +emaf™ ) =cotal? +ef®" +o e &M (3)
Este es un analogo al automorfismo de Frobenius en campos finitos:

o:F, =T,

(4)

ar—af,

el cual fija a los elementos del subcampo primo de F, (cf. [10]). A su vez, © genera
un grupo ciclico con la composicién de funciones llamado grupo de Galois de R sobre
Zys, denotado por Gal (R/Z,:). Cuando consideramos a los elementos de R como en (2)
denotamos R = Z,s [£].

El lector puede ampliar su visién de los anillos de Galois y sus importantes conexiones
con los campos finitos haciendo una lectura de [17].

3. Anillo de vectores de Witt

Existen diversas variantes de la construccién del anillo de vectores de Witt. Ernst Witt
introdujo el concepto de los vectores que llevan su nombre en 1936 mientras estudiaba las
extensiones p-abelianas a través de los trabajos de los precursores A. A. Albert, Artin-
Schreier y Kummer. En este apartado seguiremos la construccion de estos vectores y su
correspondiente anillo como se hace en [6] y [9].

IDicho elemento es llamado primitivo en paralelismo con los campos finitos (cf. [16]).
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Sean Q = Q[z;,;, 2] el anillo de polinomios en las 3n indeterminadas z;,y;, 2z, para
1<i,5,k<n, N={0,1,2,...} y O el anillo de las sucesiones infinitas de elementos
de Q, a = (a,) para v > 0. De manera similar, Z[z;,y,] representa el subanillo de Q
formado por los polinomios en las 2n indeterminadas x;,y; donde 1 <4, j < n. Note que
ON tiene las operaciones de suma y producto componente a componente, y los elementos
(0) = (0,0,...,0,...), (1) = (1,1,...,1...), son los neutros de las operaciones suma y
producto, respectivamente.

Dados a = (ag, a1, -.,a,_1,a,,...) € QY una sucesién y p un ntimero primo, denotare-
mos mediante P(a) a la sucesién:

(ab,ab,...;ab 4, ..0),
y para cada v € N definimos la siguiente relacién de recurrencia:
a® =ay y a¥*V = (Pa)™ +p"ta,. (5)
Desarrollando (5) para los primeros valores de v > 1 tenemos:
aV = ab + pa,

2
a? = af +pad +pay

a) = agy +pa?” 4 p b+ pYay,.

A continuacién dotaremos a QY con nuevas operaciones de suma y producto, para esto
es necesario introducir dos funciones:

Definicién 3.1. Sean a,b € QY. Definimos las siguientes funciones:

¢: QN — Q"
ar ¢la) = (a®,aM, ... a7V ),
P QY — N
b— w(b) = (C(),Cl7 ey Cp—1, .- .),
donde:
co = bo,
(b, — o)
1= — — ,
1 D 1 0
1 2
o= g5 (h=d — o). ©)
1 v—1 v—2 9
CV—IZF(bV—l_Cg _pczf =P Cﬁ-Q)'

Existe una relacién importante entre las funciones ¢ y 1 la cual se presenta a continua-
cion:
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Lema 3.2. La funcién ¢ es una biyeccion y ¢4 = ).

Demostracién. Sea a = (ag, ay,...,a,_1,...) € QY, entonces:

w¢(a) = w(a(0)7 a/(l)’ AR 7a(n_1)’ A ')
n—1 n—2
=(ag,ah +pai,...,al  +pal 4+ p" 2l +p"tran_q,...)
= (CO,Cl, ceeyCpn—_1,y-.- )
Demostraremos por induccién el resultado. Para ver que ¢; = a; para i € {0,1,...}, el

caso i = 0 resulta trivial por (5). Supongamos que para cada i < n — 1, ¢; = a;, asi por

(6):

1 n—1 n—2 _ B ne1
Cn—1 = =1 (aé’ +pay 4 p" a4+  apo — )
n—2
_pcq _..._pn_QcZ_2)
1 n—1 n—2 B _ n—1
Tt (b + el 2l 4 D" — af
n—2
— pa? —_ . pn72a272)
1 _
= F (p 1an—1) = Gn—1,
de ahi que:
1/“15(@) = (COacla vy Cn—1,- . ) =a
Por otro lado, si b= (b, b1,...,bn—1,...), entonces:

QW (b) = ¢(CO7CI7~ -y Cp—1-- ) = (C(O)ﬂc(l)u s -70("_1)) .

Veamos que ¢(?) = b; para cada i € {0,1,...}, por (5) se tiene que ¢y = by. Supongamos
que para i < n — 1, ¢ = b;, sustituyendo ¢,_; segin (5) tenemos:

I T
n—1 n—2
+p" (ﬁ (bnq - —pq - ---—p"_202_2))
n—1 n—2 n—1 n—2
=cb  +pd A A" b~ —pd =R,
=bp_1.
Asi,
V() = (bo,br, ... bu_1,...) =b. 9

La funcién ¢ resulta de gran utilidad para nuestro objetivo. Ahora podemos definir las
nuevas operaciones en Q como sigue:

a®b:=v(d(a) + (b)), v

b= (Ba)$(b) @
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Como consecuencias del Lema 3.2 tenemos las relaciones:

Ppla®b) = ¢(a) +6(b), vy (8)
P(a ©b) = p(a)p(b) (9)

Ahora, de la definiciéon de ¢, sic=a@® by d=a ® b, entonces:

(c(o),c(l), e 7c("_l)7 )= (a(o),a(l)7 .. .,a(”_l), )+ (b(0)7b(1), .. .,b("_l)7 .,
dO,dV_ . dmD ) = (@@,a®, L amY ) (0@ pM L e ),

por consiguiente, para cada v > 0:

(CL fast b)(l’) — a(’/) + b(l’)7 y

10
(a® b)) =ap), 10

Observese que de (5), cada a™) es una expresién polinomial con coeficientes racionales
en las componentes ag, a1, ..., a,, omitiendo todas aquellas cuyo subindice es mayor que
v. De manera andloga, para las expresiones en (10) existe, a su vez, para cada una de
éstas una expresién polinomial con coeficientes racionales en a;,b; con ¢,5 € {0,1,...v}
que las representa.

Definicién 3.3. El anillo W(Q) = (9N, ®, ®) es llamado, anillo de vectores de Witt.

Proposicion 3.4. W(Q) es un anillo conmutativo con identidad.

Demostracion. Resulta claro que las operaciones son cerradas, veamos que los elementos
neutros de las operaciones definidas en (7) son (0,0,...,0,...) y (1,0,...,0,...) respec-
tivamente. Sea a = (ag,a1,-..,an_1,-..), entonces:

(a9, a1+ an_1,...) ®(0,0,...,0,...) = »(((a0, a1, ..., an_1,...))+
#((0,0,...,0,...)))

=((a?, a(l) CLa™ Y+

(0(0) o, ..o )

= ¢((a® +0<° a(1)+0(1)

a"~ 1>+o<”—1),...))

w((a(o a . ammh ] )

= (¢((ag,at,...,an_1,...)))

= (ao,al,...,an,l,...).
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Como ¢((1,0,...,0,...)) =(1,1,...,1,...), tenemos que:

(a0 a1, an_1,--.) @ (1,0,...,0,...) = ¥(6((a0, a1, -, an_1,--.))-
6((1,0,...,0,...)))
1/1(((1(0),@(1)’ .. .,a("fl), ce)e
(1,1,...,1,...)
((a@,aM, .. a0
(¢((ag, a1y an-1,...)))

= (ap,a1,...,an_1,...).

(4
(4

El resto de las propiedades de anillo pueden demostrarse usando las ecuaciones (8), (9)
y (10). Por ejemplo:

_l’_
y asi por el Lema 3.2, (a®b) ©c=(a®c)® (bOc). [t

En lo sucesivo, denotaremos a los neutros de & y ® mediante 0 y 1, respectivamente.

Ahora, presentaremos algunos resultados que nos seran de ayuda en la construccién del
anillo de vectores de Witt sobre anillos més generales.

Lema 3.5. Seanm >1,0<1i,5,k<m—1,a=(a,),b= (b,) elementos de QN tales que
ay, by, € Zlz;,y;] con 0 <v <m— 1. Entonces:

a, =b, (méd p™) (0<v<k)

st, y solo si;
a® =p™  (méd p™tr)  (0<v < k).

Demostracion. (cf.[6, Lemma 1)) v

Lema 3.6. Sean ¢(x) = co + 1z + ...+ c.a” € Zlz], r € N y p un nidmero primo.
Entonces (p(z))? = ¢(2P) (méd p) donde ¢(t) € Z[t].

Demostracion. Hagamos induccién en r. Para r = 1 tenemos que ¢(x) = ¢g + c1z. Es
claro que:

(@) = (co + c12)’ = cf+ ) (§)(co)"™ (crz)’ + cfaP.

J
j=1
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Luego, (¢(x))P — [ch + faP] = Z?;i (®)(co)?~(crz)? yp | (§) si1 < j < p— 1. Note
que si elegimos @(t) = b + c't, entonces (p(z))P = p(aP) (mod D).

Supongamos que el grado de ¢ es menor que r, asi, el resultado es vélido y sea p(z) =
co+caz+...+ca”. Por lo tanto, f(x) = p(x) — ¢,a” € Z[z] es un polinomio de grado
menor que 7. De la hipétesis inductiva tenemos:

(f(@)? = f(a”) (mod p),
donde f(t) € Z[t]. Mas atin, como (p(z) — ¢,z")P = (f(x))P, entonces

(p(x) — cpa”)P = f(aP) (méd p). (11)

Por otro lado, es ficil ver que procediendo como antes, obtenemos que (¢(z) — ¢,.a2")P =
(p(x))P — PaP™ (mdéd p). Luego, combinando esto con (11) concluimos

(p(x))? = cPaP" = f(a?) (méd p).

Definamos @(t) = f(t) 4+ c2t” y de lo anterior se sigue el resultado. v

Este resultado puede extenderse de manera natural por inducciéon a polinomios en mul-

tiples variables x1, 2o, ..., 2 para k un entero positivo como sigue:
Corolario 3.7. Sean f(z) € Z[z] y p un mimero primo. Entonces (f(z))? =
f(xP) (méd p) para algin f(t) € Z[t], donde f(z) = f(x1,72,...,78), f(zP) =

f(@f ah, . . af) y Zlu] := Zluy, ug, ..., up] parau=x ou=t.

Ahora, aplicando los resultados anteriores estableceremos una caracterizacién de las ope-
raciones de dos elementos en W (Q) bajo @ y ®, lo cual es de sumo interés para lograr
nuestro objetivo.

Teorema 3.8. Sean a,b € W(Q). Siaob representa a®b 0o a®b y adb representa a +b
6 a-b, seqin sea el caso, entonces (aob), = f,(a;,b;) donde f,(x;,y;) € Z]x;,y;] es un
polinomio con coeficientes enteros y término constante 0 en las variables x;,y; con i,
corriendo en el conjunto {0,1,...,v}.

Demostracion. Sean a,b € W(Q), entonces (aob) = ((aob)g,...,(aob),_1,(aob),,...)y
para cada v > 0; (ao b)y = fu(a;,b;), para algin f,(z;,y;) € Q[IZ, y;]. Veamos mediante
induccién sobre v que f,(x;,y;) € Z[xl, y;]. Siv =0, por (5) y (10), tenemos que (aob)y =
(a0b)® = a®sb0) = aqy6by = folag,by) donde fo(w;,y;) = la;61y; € Zlzs,y;] v se
sigue el resultado. Supongamos que (a o b)r = gi(a;, b;) para algin gi(z;,y;) € Z[z;, y;]
siempre que k es tal que 0 < k <v — 1. Por (5) tenemos que:

p’(aob), = (aob)®) — (P(aob))” Y, (12)

y también:
(aob) = (P(aob))” ™" (mod p).

Por otro lado, P((aob)x) = (aob)¥ = (gx(ai,b;))" y ademads, por el Corolario 3.7, existe
fr(zi,y;) € Zix;, y;] tal que:

P((aob)r) = (gr(ai,b;)" = fr(af, ) = fr(P(a), P(b)) (méd p).
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Se sigue de lo anterior? que:
P((aob)) = (P(a)o P(b)x (médp) (0<k<v—1).
En particular para v — 1, por el Lema 3.5:
(P(aob))” ™V = (P(a)o P(b)) ™ (méd p*).

Por (5) tenemos que a*) = (P(a))(u_l) (méd p*) y b)) = (P(b))('/_l) (méd p¥), y por
(10) se tiene que (a0 b)) = a(")6b(*) por consiguiente:

(aod)) =a6p® = (P(a))" V6 (P(0))""V  (méd p"),
y como (P(a))*=Ds (P(b))»~Y = (P(a) o P(b))»~1 (méd p”) tenemos que:

(aob)”) = (P(a)o P(0))"""  (méd p*).

Se sigue que p¥ |[(a 0 b)® — (P(aob))” Y], i.e., p” es un factor de la diferencia de las
evaluaciones polinomiales que corresponden a (a0b)®) y (P(aob))*~Y. Por la hipétesis
inductiva existe un polinomio g, (z;,y;) € Z[z;,y;] tal que:

gv(ai,bj) = (ao b)(l’) —(P(ao b))(u—l)

y por lo anterior g, (z;,y;) € pYZ[x;,y;|, de ahi que existe f,(x;,y;) € Z[z;,y;] tal que
v (i, y;) = p¥ fu(2s,y;). Finalmente, de (12) tenemos que el polinomio g, (z:,y;) es tal
que p¥(a o b), = gu(ai,b;) = p*fu(ai,b;) y dado que f,(z;,y;) € Z[z;,y;] esto concluye
la demostracioén. v

En virtud del teorema anterior podemos denotar en lo sucesivo para (a,), (b,) € W(Q) :

(a®b), =s,(ap,a1,...,ap—1,b0,b1,...,b,—1) = 5,(a;s,bj), y

13
(a®b), =my(ag,a1,...,a,—1,b0,b1,...,b,—1) =my(a;,b;), (13)

donde s, m, € Z[z;,y;] parav >0y 0 <4,j <wv.

Sea A un anillo conmutativo con identidad 14 de caracteristica p, notemos que
Zlx;,y;, 2] € Q[z,y;, 2x] puede ser sumergido en el anillo de polinomios A[X;, Y, Z]
mediante:
A Z[JJ“ Yjs Zk] — A[XZ, Y}, Zk]

n—nly (neZ)

x; — X;

yj = Y

I A

Dado f(xs,y;,2r) € Zlx;,yj, 2] denotamos por f(X;,Y;, Zxr) a A(f(zi,y;,2k)). Por
otro lado, a la luz del Teorema 3.8, las operaciones @, ® son cerradas al tomar

2La expresién polinomial f;(P(a), P(b)) sélo toma las primeras k componentes de P(a) y P(b).
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a,b € Zlw;,yj, 2N y 0,1 € Zlw;, yj, z,]", es decir, éste es un subanillo de W(Q) que
denotaremos por W(Z). Ahora consideremos los conjuntos de sucesiones infinitas: AN y
(A (Z[xi,yj, z])Y, entonces A : Z[z;,y;, 2] — MZ[zi,y;,2k]), es un homomorfismo de
anillos sobreyectivo y puede ser extendido de manera natural como sigue:

A W(Z) = A= (MZ[zsi,y5, 2))"
(fol@iys, 2) = (fo(X3, Y5, Z1).

Nuevamente, por el Teorema 3.8 dadas dos sucesiones a,b € W(Z) existen polinomios
con coeficientes enteros s,,m, que satisfacen (13), asi tenemos la siguiente definicién.

Definicion 3.9. Dados dos elementos r = (r,),t = (t,) € A definimos la suma y el
producto de estos como las sucesiones r @t = ((r +1¢),) y r ©t = ((rt),) tales que:

(r+1t)y = A(su(Ti,y5)) = 8u(ris tj), ¥y

()0 = Almy (a1, 57)) = i (risty). 1

Veamos que en efecto mediante las operaciones definidas antes, se puede dotar de una
estructura de anillo a A:

Teorema 3.10. El conjunto A es un anillo conmutativo con identidad (14,04,...,04,...)
y neutro de la suma (04,04,...,04,...)

Demostracion. Sean X = (X0, X1,...,Xpn-1,...), Y = (Yo,Y1,...,. Y 1,..) v Z =
(Zo,Z1, ..., Zn—1,-..) € A. Como A es sobreyectiva, existen x = (2o, Z1,. .., Tpn_1,---);
Yy = (y()vyla e Yn—1,-- ')? = (Z17227 ceesZn—1s-- ) € ZN tales que A(x) = X7 A(y) =Y
y A(z) = Z. Luego, por (14):

(X +Y), =(u(X3,Y)) = Asu(@y)), v
(XY)y = (h(z4,95)) = Amu(z © y),),
y esto se cumple para cada v > 0, entonces:

Az)PAly) =XdY =Alzdy), ¥y
A)OAy) =X 0Y =Az0y),

es decir, A preserva las operaciones entre W(Z) y A, en otras palabras, A es un homo-
morfismo sobreyectivo de anillos, asi por el primer teorema de isomorfismos:

L W(z)
~ ker(A)

Finalmente, dado que A(1) = (14,04,...,04,...) vy A(0) = (04,04,...,04,...), estos
son la identidad y el neutro de la suma en A respectivamente. ]

El teorema anterior establece un hecho importante, puesto que nos ha bastado con hallar

una imagen homomoérfica del anillo de polinomios en varias indeterminadas (x;,y;, zx)
con coeficientes en Z para poder extender la estructura del anillo de vectores de Witt
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W (Q) al conjunto de sucesiones infinitas A. Esto resulta muy 1til dado que si A = Fpm
las condiciones se satisfacen de manera inmediata y nos acerca a nuestro objetivo.

Es importante reconocer la diferencia al usar Z[x;, y;, zx|" y W(Z) pues el primero hace
referencia a las sucesiones con las operaciones usuales de suma y producto, mientras que
el segundo nos debe indicar que estamos usando la estructura inducida mediante ® y ©.
El siguiente corolario es el paso final en la construccién del anillo truncado de vectores
de Witt.

Corolario 3.11. Sean

Wisy(A) = {(r,) e W(A) : 7, =04,V > s},
Ws(A) = {(ro,r1,...,rs—1) 11 € A,0<i < s—1},

y la funcion:

T W(g)(A) — WS(A)

(r,) = (1o, 71,y 7s—1)- (15)
Si definimos la suma +4 y el producto -5 en W(A) mediante:
(ro,r1y. - yTs—1) +s (to, t1, ..., ts—1) =7(r @), vy
(ro, 71y s Ts—1) *s (tost1, .- ts—1) = 7(r © ),
entonces (W(A), +s,-s) es un anillo conmutativo con identidad 1 = (14,04,...,04) ¥y

neutro de la suma 0 = (04,04,...,04).

Definiciéon 3.12. Sea A un anillo conmutativo con identidad. Los anillos conmutativos
(W(A),®,0) y (Ws(A),+s,-s) asociados a A, reciben los nombres de anillo de vectores
de Witt sobre el anillo A y anillo truncado de vectores de Witt de longitud s sobre A,
respectivamente.

En la seccién 2 se mencionaron dos representaciones para elementos del anillo de Galo-
is, la representacién p-adica (1) y la representacién aditiva (2), la diferencia sustancial
entre dichas formas de escribir los elementos del anillo estriba en que, mientras que las
representaciones aditivas son faciles de operar mediante la suma y producto usuales en
Zps[€], las representaciones p-adicas, por otro lado, representan un problema mayor, ya
que sus coeficientes deben ser elementos del conjunto de Teichmiiller 7 el cual en general
no es cerrado bajo la suma, pero como la p-reduccién resulta ser una biyeccién entre T
y Fpm, éste hecho permitird posteriormente dar una solucién a dicha problemética, mas
aun, en [16], los autores presentan un isomorfismo entre el anillo truncado de vectores de
Witt W(Fpm) y el anillo de Galois GR(p®, m) luego, haciendo uso de esta herramienta
se consigue operar a las p-reducciones de las componentes p-adicas de los elementos del
anillo de Galois.

Dicho resultado se enuncia a continuacién, en lo sucesivo, denotaremos mediante p,(c) a
wu(pi(c)) la p-reduccion de las componentes p-ddicas de un elemento ¢ € GR(p®, m).
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Teorema 3.13 ([16, Theorem 4]). El anillo truncado de vectores de Witt de longitud s,
W, (Fpm) es isomorfo al anillo de Galois GR(p®, m) mediante la funcion:

I': GR(p®,m) — W,(Fpm)
¢ =po(e) + pr(@p+ -+ pa (@ > (7o), (e), o mea (@),

donde p;(c) €T, (0 <i < s—1) son las componentes p-adicas del elemento c€ GR(p*, m)
como en (1) y r;(c)=pi(c).

4. Aritmética en GR(p*, m)

A continuacién estudiaremos cémo el isomorfismo I" del Teorema 3.13 nos permite estu-
diar la suma de dos elementos cualesquiera en el anillo GR(p?,m) y el producto de un
elemento arbitrario en dicho anillo con una unidad de la forma A = 1 — p2.

Se conseguiran férmulas para dichas operaciones y éstas nos permitiran estudiar tam-
bién la aritmética de las componentes p-adicas de los elementos en un anillo de Galois.
Vale la pena remarcar la importancia de hallar una manera esquematica de operar di-
chas componentes y mas adelante usaremos esto para analizar cédigos definidos sobre
GR(p*,m).

Consideremos el caso s = 2. Dados elementos (ug, u1), (vo,v1) € Wa(Fpm ), aplicando (15)
a (10) tenemos que:

(s0,51)*) = (0, 1) +2 (vo,v1))™ = (o, 1) + (g, v1)™.
Por (5) tenemos las siguientes expresiones:

So =ug +vo, Y
s+ ps1 = uf + puy + vf + poy.

Notemos que:
p—1

p_.p P N i pi
50—U0+”0+§:(i)u0” :
i=1

De (16) y lo anterior tenemos:
ps1 = (uf +vb — sB) + p(ur + v1),
p—1 )
psy = — Z (’i’)ugugﬂ +plus +v1), vy
i=1

s1 = w1 + v1 + ho(uo, vo),

donde

P

ho(uo,v0) = —

< (%)

upvd "

Para los términos s, con v > 3 la expresién es mucho mas compleja, por lo tanto
presentamos el siguiente resultado.

Vol. 39, No. 1, 2021]



70 A.R. GARciA-RAMIREZ & C. A. LOPEZ-ANDRADE & DAVID VILLA-HERNANDEZ

Lema 4.1. Sean u = (ug, u1,...,Us—1),v = (Vo,V1,...,0s_1) € Ws(Fpm). Entonces:
(u+sv)y = uy + vy — hy—1(us,v5), (17)

donde 0 < 4,5 < v —1y h(z;,y;) es un polinomio con coeficientes enteros y término
constante (respecto a todas sus variables) cero, para 0 <l <v—-1y0<v <s—1.

Demostracion. Por (10) tenemos que (u 45 v)*) = u(*) +v*) | ahora expandiendo como
en (5) y si denotamos por sy a sg(u;,v;) tenemos que:

v—1 1

st ps) 4T -

sh_ +p5v—(“o +puy Tt p Tl +P“”)

v—1

(8 oot T )

Despejando p¥s,:

v—1
v—k v—k v—k
p's, =pY(uy, +v,)+ > pF (ui + v} ) — Zpksz
ki

AN
=]

= py(uu + UV) + pk (uz
0

+ vzy_k — szu_k) . (18)

b
Il

Nombremos h,_1(u;,v;) al segundo término en el lado derecho de (18). Asi, dividiendo
por p¥ ambos lados de dicha ecuacién, se obtiene (17). Las caracteristicas de h;(z;,y;)
se siguen del Teorema 3.8. %]

Por otro lado, para la multiplicacién sean (ug, u1), (vo, v1) € Wa(Fpm ). Procediendo como
antes, tenemos:

mo = UopVp, Y

mg +pm1 = (uf + pur)(vg + por).

Estd claro que m§ = ubv} y despejando m; tenemos que:

_ P P
my = ugu1 + vhur + p(ugvr).

Reduciendo médulo p obtenemos my = ufvy + vu;. Para poder hallar el nuevo término
msy debemos tomar la expresion m; antes de la reduccion médulo p, asi:

my = (ugv1 +vgur + p(urv1))?

p—1

= (ubv1 + viu1)? + Z (ubvr + vgul)pfipi(ulvl)i + pPulol
=1
2 [t
= uf ol ol w4 p Z “(vfuw)’
=1
p—1
2 Z (f) ( P P, )pfi ifl(u v )iJr P=2, P, P (19)
- 1 p 101 p 1V1 | -
i=1
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De ahi, dado que mg2 = ugzvgz y
mé’z + pma +p°ma = (U§2 + puf +p2uQ) (1%’2 + pv¥ +p2v2)
= uf)’2v(’)’2 +p [uffvlf + vgzuﬂ +p? [uﬁzvg + ufol + vgzug] +p°T,
podemos agrupar términos semejantes y cancelar:

2 2 2 2 P
p’ma =p [ug of +of uf — mf] +p? [ug vo + ul vy 4+ of uz] + p°T.

Aqui T representa a todos los términos que tienen como factor comun a p?; luego al
dividir por p? quedara un factor p acompaiando a T, y estos términos desaparecerin al
aplicar la reduccién médulo p, por lo tanto, no es relevante (para este caso) conocerlos
explicitamente. Usando (19) en la expresién anterior tenemos que:

p—1 p
2 2
2 2 i
p’my = p* |uf va + vl +vf ug — ) (;,)
=1

(uhor)"~" (vfu)" | +p*T".

El tltimo sumando de (19) estd contenido en T' ahora debido al factor adicional p, y asi
tras dividir por p? y aplicar reduccién médulo p:

-1

p’ p,p p’ X (1?)

Mg = Uy Vg + UV + vy Uz — E #
i=1

(ubvr)P~ (vBur)".

Es decir, que dados (ug,u1,us2), (v, v1,v2) € W3(F,m), entonces:
(uo, w1, u2) +3 (vo,v1,v2) = (uo + vo, u1 4+ v1 + ho(uo, vo), uz + v2 + h1(uo, ur, vo,v1))

2 2
_ P P p DD P
(w0, u1,u2) -3 (vo, v1,v2) = (uovo,uom + vhur, uf va +ulvy +vf us — k(uo,ul,vo,vl)) .

(20)

Ahora podemos aplicar las férmulas (20) para hallar las y-reducciones de las componentes
p-adicas del producto de un elemento en el anillo de Galois GR(p3,m) y una unidad de
la forma A = 1 —p?. Antes de hacerlo, un resultado que nos serd de apoyo es la siguiente:

Proposicion 4.2. Sea c € R. Entonces:

ok Tk—j(c)a kS]SZ
ri(pe) = { 0 de otro modo.

para 0 < k < 2.

Demostracién. Sea ¢ € R con representacién p-ddica ¢ = po(c) + pp1(c) + p?pz2(c), enton-
ces:

pFe =" (po(c) + pp1(c) + p*p2(c))
= p¥po(c) + p" ' p1(e) + p" 2 pa(0).
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Si k =1, es claro que pc = ppo(c) + p?p1(c). Y dado que po(c), p1(c) € T, se sigue de la
unicidad de la representacién p-adica que:

po(pc) = 0, p1(pc) = po(c) y p2(pc) = pi(c). (21)

Por otro lado, si k = 2, tenemos que p*c = p?po(c). Y dado que po(c) € T, entonces:

po(p*c) = pr(p*c) =0y pa(p’c) = po(c). (22)
Finalmente, aplicando la p-reduccién a las expresiones (21) y (22) se tiene el resultado.

v

Ahora, considere una unidad en R de la forma A = 1 — p?, aplicando el isomorfismo I'
tenemos:

T'(A) = (ro(A), (AP, 72 (A)P°) = (1,0, —1).
Asi, dado ¢ € GR(p®,m) con

2
r(e) = (ro(e) r1 ()", ra(0)"")
si aplicamos (20) para el producto Ac tenemos que:

ro(Ac) = ro(c)
ri(Ae)? = r1(c)? (23)

2 2

ra(Ae)?” = ra(c)?” — ro(c)? — K(1,0,70(c), 71(c)).

Es facil ver de lo anterior que k(1,0,7(c),r1(c)) = 0 y aplicando el inverso del automor-
fismo de Frobenius a (23) en el campo finito Fpm se llega a:

(©)
(©);
()

ro(Ac) =ro
ri(Ae) =rq
ro(Ac) = ro

)

y
—7ro(c).

5. Imagenes de Gray de cédigos consta-ciclicos

En esta seccion exhibiremos condiciones necesarias y suficientes para que la imagen de
Gray de un c6digo A-ciclico o consta-ciclico sobre R = GR(p?,m) sea cuasi-ciclica sobre
el campo finito IF, con ¢ = p™ elementos. En adelante, sea 7 es el conjunto de Teichmiiller
de R, ¢ = p™ y n es un entero positivo tal que (n,p) = 1.

Definicién 5.1. Sea A = 1 — p? = 1 + N'p?, con N’ € T tal que u(N’') = —1. Un
corrimiento A-ciclico o consta-ciclico es una funcién:

vy: R"— R"
(007 <oy Cn—2, cn—l) = ()\Cn_l,Co, s ,Cn_2)~

Un cédigo C' es llamado consta-ciclico o A-ciclico si, y solo si, v (C) C C.
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Definicion 5.2. Sea ¢ = (co,c¢1,...,0n-1) € Fy. Un corrimiento ciclico es una funcién:
b mn mn
o : Fq — ]Fq
(C()7 ey Cp_9, Cn—l) — (Cn_l, COy -y Cn_g).

Dados enteros positivos s,t tales que st = n se puede escribir:
= (Ck1y-- > Chis---»Chs)

y por tanto:
c= (2[1]7 s 7Q[i]7 s 79[1’]) .

Un corrimiento cuasi-ciclico o®? : Fy — Iy es una funcion tal que:

a®(c) = (6 (cm> T (c[z]) ooy O (c[t])> .

Un cédigo C se diré cuasi-ciclico de indice t y longitud st, si ¢®*(C) = C.

Sean w una raiz primitiva de la unidad en F, y 8 := {1,w,... ,w™ 1} una base de F,
como F,-espacio vectorial. Puesto que hay una biyeccién entre Z, y I, dada por:

h=ho+hip+hop* + -+ + b 1™ ' = wp, = ho + hiw + how? + -+ + hyp_qw™

donde 0 < h; < p—1parai=0,1,...,m — 1, los elementos del campo finito F,, con
q = p™ elementos, se tomaran en el orden siguiente:

Fy = {wn | h=0,1,...,p™ —1}.

Obsérvese que,
wiptk=wprkpara0<k<p—1y0<i<p™—-1, y
Wiptj +k = Wipt(jmy, Para 1 <j<p—-1,0<k<p—-1y0<i<p™—1,
donde (x), denota la reduccién médulo p.

Sea
Q¢ = (wip, . ,wim_k, . ,wier(p,l)),

parai=0,1,...,p" ' —~1yk=0,1,...,p— 1. Entonces los elementos del campo finito
F, se pueden expresar y enumerar en la forma:

(wo,wl, .. .wpm_l) = (Qo, .. .,Qi, .. .,me—l_l).

Definimos:
U = (Sjlo7 .. .,Qi,. .. ,me—l_l),
v=(1,...,1,...,1),

g—veces
co=u®u,
c1=vQu,
co =V Q0.

Aqui, ® denota el producto de Kronecker expandido de izquierda a derecha.
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Definicién 5.3. Sean R = GR(p*,m), n un entero positivo y RF = F, con ¢ = p™
entonces la funciéon de Gray esta dada por:

2
P:R" = IF;“I
c—ro(c) ®co+ri(c) ®c1 +12(c) ® co. (24)

La funcién de Gray resulta ser de gran importancia pues funciona como un puente entre
los codigos definidos sobre anillos finitos de cadena y los codigos definidos sobre campos
finitos (cf.[7], [18], [11]). Una de las propiedades mas conocidas y que resulta de gran
importancia en la teoria de cédigos es el siguiente (cf. [4],[5]):

Teorema 5.4 ([4, Theorem 1.1]). La funcion de Gray ® es una isometria inyectiva entre
2
(Rna dhom) Yy (ng 7dH)

Aqui, dg (%) es la distancia de Hamming y dj,om (%) es la distancia homogénea, las cuales
se definen de la siguiente manera: dg(c,d) = wy(c — d) y dpom = Z?gol Whom (¢i — d;)

donde
wr(c) = {ile; 20 0<4i<n-—1},

y
P, z € (p*) \ {0}
whom('r) = pm(pm - 1)7 rER \ (p2);
0, z=0.

El peso de Hamming y el peso homogéneo respectivamente.

Proposicién 5.5.
doyy = o®P" T o .

Demostracion. Sea A = (ag,a1,...,ap—2,ap—1) € R"™ y denotemos por B =
(bo, b1, ..., bn—1) = vx(A), entonces:

bO = Ap_1
bj:aj_l (lﬁjgn—l),

asi de (23) tenemos:

To(B) = (7"0(0%71),’]"0((10)7 e ,To(anfg)),
T’l(B) = (Tl(an_l),’f‘l(ao)7...,’I“l(an_g))7 y
TQ(B) = (Tg(an_l) — To(an_l), 7“2(@0), N ,Tg(an_g)).

Ahora por (24) el k-ésimo bloque de longitud ng de ®(B) es:

®(B)¥ =ry(B)®@u+7r1(B)® (Wi)pm +12(B) @ v
=19(B)® (0, Qiyeo s Qpm_1) + 11(B) @ ((Wi)py - -+ (Wh)py -« + 5 (Wi)p)+
r2(B) @ ((L)p, -5 (L)p, -5 (1)p)-
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Asi podemos extraer el i-ésimo bloque de longitud np de ®(B) y lo denotaremos por B;
B; =10(B) ® Q; + 11(B) ® (wk)p + 72(B) @ (1)p.
Procediendo como antes y expandiendo los productos tenemos que:
B; = (ro(an—1),70(ao), ..., mo(an-2)) ® (Wip, ..., Wiptj, - Wipt(p—1))

+ (r1(an—-1),71(a0); -, r1(@n—-2)) @ Wy -+, Wk, - - -, Wk)
+ (7'2((111—1) - TO(an—l)a7"2(a0)> cee ’TQ(an—Q)) ® (L B 1)

Tras realizar los productos, podemos estudiar el j-ésimo bloque de longitud n de B; el
cual denotaremos por B;; es decir:

Bij = (ro(an—1)Wip+j, 70(@0)Wip+js - - - s To(An—2)wip+;)
+ (r1(an—1)wk, r1(a0)wk, - - - 71 (An—2)wk)
+ (r2(@n—1) —ro(an—1),72(ao), . ., r2(an—2)).

Notemos que la primera componente de B;; es:
(Bij)o = 7ro(@n—1)wiptj +r1(an-1)wr +12(00n-1) — T0(An_1)
0(an—1) (Wipsj + (= 1)) +ri(an—1)wi +ra(an—1)
= ro(an-1) (sz+(]+p 1)p) + 71 (@n—1)wk +r2(an_1)
= ro(an—1) (Wip+(j—1)) + r1(an—1)wk + r2(an-1).
Se sigue que:
(Bij)o = ro(an—1) (Wipt(j-1)) + r1(an—1)wk +72(an-1), ¥ (25)
(Bij)e = rolag—1)wiptj +ri(ag—1)wi + ra(ar—1) (1<k<n-1). (26)
Por otro lado, aplicando la funcién de Gray al n-tuple A obtenemos:
D(A) =ro(A) ®co+711(A) ®c1 +12(A) @ ca.
Procediendo como antes analizaremos el i-ésimo bloque de longitud np de ®(A) asi:
Ai =70(A) @ Qi + 711 (A) @ (wi)p + 12(A) @ (1),

Expandiendo los productos de Kronecker de A;, podemos escribir dicho bloque como un
arreglo de tamano n X p, es decir:

ro(ao)wip + r1(ao)wy + r2(ao) e ro(an—1)wip + r1(an—1)wg + r2(an—1)
A; = ro(ao)wip+; + ri(ao)wy + r2(ao) e 70(@n—1)Wip4j + T1(@n—1)wr + r2(an—1)
70(a0)Wipt(p—1) + T1(a0)wi +72(a0) -+ ro(an—1)Wipt(p—1) + r1(an—1)wp +r2(an—1)

Observemos que al aplicar el corrimiento ciclico & en este bloque:

70(@n—1)Wipt(p—1) F7r1(@n_1)wr+r2(an—1) --- 70(n—2)wip+7r1(@n_2)wr+7r2(an_2)
7 (Ai) = | rolan—1)wipy—1)y+ri(an—1)wr+ra(an-1) --- ro(an—2)Wipt+j+71(an—2)wk+r2(an—2)
ro(an—1)Wip+(p—2) tr1(an—1)wr+r2(an—1) -+ rola@n—2)wipt(p—1)+ri(an—2)wr+rz(an—2)
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Denotemos por A% al j-ésimo bloque de longitud n del arreglo & (A;), de ahi tenemos
que la 0-ésima y la k-ésima entradas de este bloque son respectivamente:

(AU)O = ro(an,l) (w,-p+(j_1)) +7ry (anfl)wk + 7"2(047171)7 y (27)
(A7) = ro(ag—1)wiptj + 1 (ax—1)wk + r2(ag_1) (I<k<n-1). (28)

Una comparacién por pares de (25) con (27) y (26) con (28) respectivamente, nos permite
llegar a que para cada k € {0,1,...,n — 1} los bloques de longitud n; B;; y A son
iguales, de ahi que

Bi=o(A;)  (0<i<p™'-1),

y dado que
D((A) = O(B) = (Bo |-+ | Bi| -+ | By
= (@(Ao) | -+ |a(A) | -+ | T(Apm—1_1))
_ U®p27n71 ((b(A)),
se sigue el enunciado de la proposicion. v

Esta proposiciéon nos permite enunciar el resultado principal de esta seccién:

Teorema 5.6. Un R-cddigo C de longitud n es consta-ciclico si, y solo si, su imagen bajo

la funcién de Gray ®(C) es un cédigo cuasi-ciclico sobre Fpm de indice p*™ = y longitud
2m

np<™.

Demostracion. Sea C un R-c6digo tal que ®(C) es un cédigo cuasi-ciclico de indice p?™ 1

y longitud np®™, entonces por definicién:

Luego usando la Proposicién 5.5:
®(C) = 2(na(C)),

y de la inyectividad de ®:
C = v,y (0).

El reciproco de esta afirmacién se sigue de manera andloga. ]
6. Conclusiones

Los anillos de Galois tienen una conexién estrecha con el anillo truncado de vectores de
Witt como se mostré con el isomorfismo del Teorema 3.13. Dicha conexién nos permitié

establecer el Teorema 5.6.

A lo largo de este manuscrito una técnica recurrente ha sido el uso de las propiedades
de las operaciones del anillo de vectores de Witt para analizar una forma adecuada de
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operar los elementos del anillos de Galois mediante su representacién p-adica. Esto indica
que al hacer uso de estas estructuras algebraicas en conjunto nos abre las puertas para
investigar los c6digos definidos sobre los anillos de Galois de manera eficiente.
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sugerencias que contribuyeron significativamente a mejorar la calidad de nuestro manus-
crito.
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