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Resumen

Este es el nimero 1 del volumen XII de Pensamiento Matematico del afio 2022. A partir
de él, la publicacién de la Revista sera anual, todos los meses de abril se pondra a disposicién
de todo el mundo un nuevo nimero de Pensamiento Matematico.

Seguimos mejorando en lo que se refiere a la Covid-19 pese a que se abren otros frentes
preocupantes como la guerra de Ucrania. Esperamos que la légica se imponga y seamos
capaces de vivir en paz.

Como siempre, en este nimero de Pensamiento Matematico se incluyen una variedad de
trabajos interesantes distribuidos en cada una de las secciones de la publicacién.

Abstract

This is number 1 of volume XII of the Journal of the year 2022. From then on, the
publication of the Journal will be annual, every April a new number of Mathematical
Thought will be made available to everyone.

We continue to improve with regard to Covid-19 despite the fact that other worrying
fronts are opening up, such as the war in Ukraine. We hope that logic prevails and we are
able to live in peace.

As always, this issue of Mathematical Thought includes a variety of interesting works
distributed in each of the sections of the publication.

Introduccion

Tras unos afios complicados en torno a la salud mundial que gracias a la Ciencia parecen
estar encaminadndose, otros problemas importantes preocupan al mundo. Todos esperamos que
se encuentre una solucion optima al conflicto en Ucrania y solo debamos ocuparnos de temas

que conciernen al conocimiento y la educacion académica.

Nuestra Revista ha recibido trabajos de gran interés que queremos compartir con todo el
publico interesado en las matematicas. En este segundo volumen del afio se incluyen los

siguientes articulos que estamos seguros os interesardn.



Equipo Editorial Editorial

A partir de este momento, la Revista pasara a ser anual y publicaremos los nimeros en el

mes de abril.

Investigacion

Regla de la pardbola asimétrica y cota de error para integracion numeérica de funciones en
intervalos equiespaciados. Este trabajo presenta un método de integraciéon numeérica para una
funcién definida en un intervalo [a, b] equiespaciado con n subintervalos. Determina una cota
del error cometido entre la aproximacién por dicho método y el valor exacto de la integral para

una funcion de integral conocida.

Mejoras de convergencia de algoritmos. Un trabajo que analiza el proceso de obtencion de
soluciones de ecuaciones no lineales, mediante procedimientos iterativos, basados en los
teoremas de punto fijo. El articulo puede considerarse ademas como una introduccién a la

teoria de sistemas dinamicos discretos.

Funcion parte entera y algunas propiedades. En este articulo se analizan algunas de las
propiedades de la funcion parte entera desde una componente algebraica. Adicionalmente, se

estudian algunas aplicaciones y contextos mateméaticos donde dicha funcién toma sentido.

Experiencias Docentes

En la seccién dedicada a compartir experiencias en la ensenanza y el aprendizaje de las

matematicas se publica la siguiente interesante propuesta:

Una prictica para fomentar el trabajo en equipo secuencial en materias matemdticas,
presenta la realizaciéon de una practica con ordenador en la que los estudiantes de segundo
curso de ingenieria informatica, divididos en grupos, se enfrentaban a la resoluciéon de una
parte de un problema en la que es necesario la resolucion de la parte realizada por otros grupos.

Con ellos se fomenta el trabajo secuencial en equipo.

La préctica, encuadrada en la asignatura de Matematica Discreta, consistia en el cifrado y
descifrado de un mensaje utilizando el algoritmo RSA y un software matematico del grupo

Wolfram, como es el Mathematica.

Historias de Matematicas

Esta seccion incluye estudios sobre matematicas y sus aplicaciones, asi como articulos de

historia de la matematica. En este niimero se presentan dos trabajos con diferente enfoque:

Ritmos, Arte y Geometria es un precioso articulo donde Arte, Musica y Matematicas se
enredan. En este trabajo se hace un recorrido por distintas manifestaciones del arte, ya sea
pintura, escultura, fotografia, moda, arquitectura, ingenieria, artes decorativas y otras,

recogiendo sus relaciones con los ritmos musicales y sus caracteristicas geométricas.
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Editorial Equipo Editorial

Matemadticos galardonados con el Premio Nobel nos presenta las biografias de los
matematicos que llegaron a ser premiados en algunas de las modalidades en las que los Premios
Nobel se conceden, no solo cientificas, como Fisica o Quimica, sino también en Economia o

incluso en Literatura.

Juegos y rarezas matematicas

Matemadticas Védicas expone algunas de las técnicas de calculo en la literatura védica con
la intencion de despertar la curiosidad del lector. Propone una alternativa a los métodos clasicos
tanto para ejercitar la mente a través del calculo mental, como para que la ensefianza de las
matematicas en las edades tempranas se pueda hacer de una forma mas amena.

Cuentos

Goro el ogro es un cuento infantil, orientado a nifios de 6 a 9 afios en el que se introducen
las operaciones aritméticas basicas.

Resenas

ExperimentaMates es un laboratorio ciudadano impulsado por la Comunidad SSERIES
(Science for a Suistanable Envision of Reality and Information for an Engaged Society) de la
Universidad Politécnica de Madrid, dentro de la alianza de universidades EELISA. Se presentd
dentro de la convocatoria que formaba parte de la experiencia piloto de Red de Laboratorios
Ciudadanos de la Comunidad de Madrid de universidades y centros de investigacién
impulsada por la Fundacion para el Conocimiento Madri+d. CuentaMates ha sido uno de los

proyectos que se seleccionaron y se llevaron a cabo dentro del laboratorio. Proyecto
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Equipo Editorial Editorial

Colaborativo CuentaMates en Experimentamates nos describe dicho proyecto en el que se ha
pretendido realizar una pagina web que sea un repositorio de cuentos matematicos para

distintas edades y clasificado por métodos didacticos y/o contenidos.

gﬁﬁm ] Inicio  Edades~  Contenidos™  Métodos >  Participa~  Conécenos™  Blog

o

Bienvenidos a

““CUENTAMATES

La web donde encontrards un cuento para cada uno de
los contenidos de mateméticas que conozcas

a
Cuentos Guia para familias y Participaen el
Cuentos de mat docentes proyecto
clasificad Cada cuento ird acompafiado de Ayudaallenar clases  casas de
conteni una guia para que asi puedas cuentos matemsticos y asi ver las.
acompafiados y presentados por sacarle todo el partido que quieras mateméticas como algo cercano
nuestro amigo Kian. al cuento que leas. para todos jApintate!
.
Entrevistas

El ntimero se cierra con una entrevista a un docente “monologuista”: Pedro Daniel Pajares
Galeano. José Manuel Sanchez del Comité Cientifico y Editorial de Pensamiento Matematico
ha hablado con Pablo, divulgador y docente extremefio que ha sido elegido uno de los jévenes

extremefios mas influyentes. Nos cuenta su experiencia.
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Regla de la pardbola asimétrica y cota de error para
integracién numérica de funciones en intervalos
equiespaciados

Asymmetric parabolic rule and error bound for
numerical integration of functions in equispaced
intervals

José Manuel Recio-Lépez

A

Volumen XII, Ntamero 1, pp. 005-016, ISSN 2174-0410
Recepcion: 9 Oct’21; Aceptacion: 10 Nov'21

Revista de Investigacion

1 de abril de 2022

Resumen

En este trabajo se presenta un método de integracién numeérica para una funcién definida
en un intervalo [4, b] equiespaciado con n subintervalos de longitud At = %. Ademads, se ha
determinado una cota del error cometido entre la aproximacién por dicho método y el valor
exacto de la integral para una funcién de integral conocida.

Se compara este método con la regla de los trapecios analizando el error de la aproxima-
cién utilizando una funcién particular y se demuestra que el error es menor que el obtenido

mediante la regla de los trapecios, proporcionando una cota para este error.

Palabras Clave: integracién numérica, funcién discreta, regla de cuadratura, andlisis modal
de estructuras, mecanica experimental, integracion de velocidades y aceleraciones, filtrado de
sefiales.

Abstract

This work presents a method of approximated numerical integration of a function defined
on an equispaced interval [, b] with 1 subintervals of length At = %. Furthermore, a bound
of the error between the approximation by said method and the exact value of the integral
has been determined for a function whose integral is known.

This method is compared with the trapezoidal rule analyzing the approximation error
using a particular function demonstrating that this error is smaller than that obtained by the

trapezoidal rule.

Keywords: numerical integration, discrete function, quadrature rule, modal analysis of struc-
tures, experimental mechanics, integration of velocities and accelerations, signal filtering.
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1. Introducciéon

Uno de los intereses mds frecuentes en investigacién en mecanica de medios continuos es
determinar la funcién integral de otra funcién, definida por un ntmero finito de valores, por
ejemplo, los valores del registro de datos de un acelerémetro; recogidas las aceleraciones la in-
tegracion de dicho registro proporciona los valores de velocidad del mévil cuyas aceleraciones
se han registrado.

Se utilizan frecuentemente la regla de los trapecios y la regla de Simpson para integracién
numérica de funciones, sin embargo las reglas de cuadratura de Durand [1] apenas se conocen.
En 1894 el profesor e ingeniero mecanico W. E. Durand [1] sugiri6 una regla de integracién
denominada de la pardbola asimétrica. Sin embargo, en el articulo de Walter W. Piegorsch [2] no
queda claramente reflejada la obtencién de dicha regla y, solamente es vélida para el intervalo
completo [a, b], sin permitir obtener el valor de la funcién integral en un punto intermedio de
dicho intervalo.

Con este articulo se pretende: la obtencién de dicha regla de la pardbola asimétrica en cada
punto de integracién y la acotacién de su error -no determinadas por Durand—, asi como poner
de manifiesto que no se puede aplicar la regla de Simpson, si se desea obtener el valor de la
funcién integral en puntos interiores del intervalo de integracién.

La regla de los trapecios establece que si f : [2,b] — R es una funcién integrable en el
intervalo compacto [a,b] y P = {to, t1, ..., t, } es una particién de [a, b] que divide a este intervalo
en n partes iguales, entonces el valor

=28 (L )+ s+ s+ L) )
aproxima a la integral I = || ﬂb f(t)dt con un error
er=|IT— 1| < (b—a)’y, @)

12n2
siempre que la funcién f(t) tenga derivada segunda continua y llamando K; a una cota de la

derivada segunda de la funcién f(t), es decir Ky = |f”(v)| parav € [a,]].

Ademas, permite obtener el valor de la integral en el punto de integracién t; de forma re-
cursiva segin

0 ,sik=0

IT, = Ty + b ; a <f(tk—1)2+f(tk>> ,sik=1,2,..,n ®

La regla de Simpson aplicada a una funcién f : [a,b] — R con derivada cuarta continua en
el intervalo compacto [a,b] y siendo P = {to, t1, ..., t, } una particién de [a,b] que divide a este
intervalo en n partes iguales, siendo n un ntimero par, establece que

15 = L% (Fla) + F(B) +40F (1) + (1) 4+ F(tu)) + 2(F(k2) + £(t2) + -+ F(t-2)))
)
aproxima a la integral I = || ﬂb f(t)dt con un error
e =|IS—1| < (b—aP ®)

180n*
siendo K; una cota de la derivada cuarta de la funcién f(t), es decir K5 = |f'V (&)| para ¢ € [a, b].
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Ademas, se verifica, tinicamente para los puntos de integracién con indice par ¢y, que el
valor de la integral es

0 ,sik=20
ISy = b—a . 6
27 Isma b T (flh) + 4 () + £ () sik=12,5 O

La regla de Simpson, solamente es valida si el ntimero de particiones 7 es un ndmero par
y no permite obtener el valor de la integral en los puntos con indice impar del intervalo de
definicion [a, b] = [to, ta].

Nace, por tanto, el interés de obtener una regla de integracién que permita calcular el va-
lor de la integral numérica de la funcién integrando f(t) en cualquier punto t; de la particion
P = {to,t1,t2, -, tk_1, tks tks1, - tn }, del intervalo de definicion [a,b] = [to, t,], siendo n € IN*
(n > 0), considerando como funcién aproximante en el subintervalo [t;_1, t¢] una funcién para-
bélica f;(t), definida como

Fi(8) = oot + aget + agy @)
La integral de la funcién f(t) se puede calcular de forma recursiva, como suma de integrales
en cada uno de los subintervalos [t;_1, t;], segun
I = tkf(t)dt —{ (1) b ’s.ik_: 0 ®)
to 1+ ftk—l f(t)dt ,sik=1,2,..,n

Y sustituyendo la funcién f(t) por la funcién aproximante f;’ (t) se obtiene la integral numé-
rica

- b 5P\ df = 0 ,sik=0 9

k _/to Se b= b gt pde sk =1,2,m ©)

2. Enunciado de la regla de la pardbola asimétrica

Sea f : [a,b] — R una funcién derivable cuatro veces y con derivada cuarta continua (es
decir de clase C*) en el intervalo [a,b]. Sea P = {tg,t1,t2,..., tn} una particién del intervalo
[a,b] que divide a este intervalo en n partes iguales de longitud At = bn;” (@a=tyyb=ty)y
f(te) = fr,conk =0,1,2,...,n, los valores de la funcién en los puntos de la particion. Se tienen
pues n subintervalos y n + 1 puntos de integracion.

El valor de la integral numérica en el punto t;, I*(fx) = I, partiendo del punto ¢y, viene
dado por la expresién siguiente:

0 , sik=0

At .
I 1;71+E(5fk—1+8fk—fk+1) ,sik=1,2,..,n—1 (10)

At .
I+ E(ka +8fk—1— fr—2) ,sik=n

Ademas, el valor de la cuadratura de la integral de la funcién aproximante f*(t) evaluada
en todo el intervalo [a, ], I}, que toma el valor:

=t, k=n tx =
I = /f_to prwi=x ([ fwa) =50 T 0w ()

k=1 \Yik-1 k=0

Volumen XII, Niimero 1, Abr’22, ISSN 2174-0410 Revista “Pensamiento Matemdtico” | 7
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con:
5,sik=0
13,sik=1
12,sik =2
Pk = 12,sik=3,..,n—3 (12)
11,sik=n—-2
15,sik=n—-1
4,sik=n
aproxima a la integral de la funcién f(t) en el intervalo [a,b], I, = | : f(t)dt, con un error ey, tal
que:
. b b b—a)t b—a)®
elﬂﬂ = |In - I”l| = ’/’1 f (t)dt—L f(t)dt’ < (24113) Bl + (90714) B2 (13)

siendo By = |f"'(u)| 'y By =|[f"(A)] conp,A € [ab] talesque: [f'(t)] <|f"(u)]y
YO <1V ()] vt € a,b].

3. Demostracion de la regla de la parabola asimétrica

Considérense los puntos: (tx_1, fx_1), (tx, fx), (tks1, fre1) vy 1a funcion que pasa por esos pun-
tos f;/(t), que aproxima a la funcién f(t) en el subintervalo [t;_q, t;i1]:

fi(8) = agt? + aggt + gy (14)

Se definen las siguientes integrales de la funcién aproximante f;(f):

b b
Ay = / i (t)dt = / (et + aggt + gy )dt (15)
t— At t—At
t+At rte+AL 5
A = /t f;(t)dt = /t (IXZkf + oqpt + IXOk)dt (16)
k k

de tal forma que t_; = t; — Aty t; 11 = t; + At, cuya representacién grafica puede verse en la
figura 1.

Figura 1. Representacion de la funcion aproximante f (t) en el intervalo [tx_1, txi1] y las regiones Aqy y Agy

Integrando (15) y (16) resulta:

apt®  agpt? f a w
Ay = | 225 Bt = At (l‘(?,ti —3At + AP) + K21 — At) + aOk) 17)
3 2 t— At 3 2
at® | agyt? kAt Xk X1k
Aoy = {3 +—=—+ ocokt} = At (?(Sti + 3Att + A?) + — (2 + A + ka) (18)
tx

Para determinar los coeficientes de la parabola se impone que debe pasar por los tres puntos
que la definen:

parat=t_1: fio1 = f(t1) = an(te — A + age(tp — At) + agy (19)
para t=1t fk = f(tk) = D‘Zkti + aqptr + aox (20)
parat =t 1 fior = f(terr) = aok(te + A + age(b + AF) + agy (21)

8 | Revista “Pensamiento Matemdtico” Volumen XII, Niimero 1, Abr'22, ISSN 2174-0410
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siendo fr_1 = f(tx — At), fi = f(t) ¥ firr = f(tc + Af).
El conjunto de ecuaciones (19), (20) y (21) se puede reescribir en forma matricial de la forma:

(te— A2t — At 1] [ay ’—1
[ f ty 1] [lxm] = [fk ] (22)

(e + A t+ At 1] [age Frea

Resolviendo el sistema de ecuaciones (22) se obtiene:

_ fiee1 = 2fk+ fin
Ko = IAR2 (23)
2t + At) fr_q — 4t + (2t — At
T (2t + A1) fra kféc (2t — Ab) frin 24)
2At
(B4 At frq — 2(8 — AP) fie + (8 — Atty) fria
Kok = INZ (25)

Sustituyendo los valores de los coeficientes de (23), (24) y (25) en (17) y (18), se tiene:

Ay = % (5fk—1+8fk — fry1) = % (5f (e — At) +8f (tx) — f(tx + At)) (26)
Ag = % (5fk+1 +8fk — fr1) = % (5f (b + At) +8f(t) — f(tx — At)) @7)

Seguidamente, segiin la definicién (9), la integral aproximada desde el punto ty hasta el
punto t;, conk = 1,2,...,n, sabiendo que Ij = 0, viene dada por:

tk
S A AOL 28)
k-1
Teniendo en cuenta (26) y (27):

At .
A= 15 Gficr +8fc = fey)  sik=12,.,n—1
fi(t)dt = (29)
At .
A1) = T (5fk +8fk-1— fr—2) ,sik=n

te—1

Por tanto, resulta, como se queria demostrar, que la aproximacién de la integral en el inter-
valo [to, ] es:

0 , sik=0

At .
Ilj — Iljfl + E(5fk71 + 8fk - fk+1) ’ sik= 1,2,..,n—1 (30)

At .
Ilj<71+ﬁ(5fk+8fk—1 — fro2), sik=n

Volumen XII, Niimero 1, Abr’22, ISSN 2174-0410 Revista “Pensamiento Matematico” | 9
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Considerando todo el intervalo [a, b]:

G- [ - ki" ([ ) = [" o 7o [ g0

+. +/ it dt+/ Fit dt+/ Fit dt+/ £ (1)dt =

11 4 n 3 n 1
=An+Anp+Ap+..+ Al(n 3)) + A(n_o) + Al(n 1)t A1) =
At
(5f0+8f1 f2) + (5f1+8f2 f3) + 12(&"3f2+8f3*f4)+ +
+ E(5fn74 +8fn—3 _fn—2) + E(5fn—3 +8fn—2 _fnfl) + E(5fn—2 +8fn71 _fn)+

2 5+ 8fs1 — fu2)

(1)

Agrupando términos en (31), el valor de la integral numérica aproximada en todo el inter-
valo [a, b], como se queria demostrar, es:

At
I = (5f0+13f1+12f2+12f3+ A 12fy 3+ 11f, 2 +15f, 1 +4fn) (32)

Escrita, méas resumidamente, en forma de sumatorio:

k=n—-3

At
Iy =35 5f+13A+12 Y fi+ 11 fua+15f-1 +4fn) (33)
k=2

Si se compara la ecuacién (33) con la obtenida por W. F. Durand [2] (pag. 332) puede ob-
servarse que es la misma cuadratura. La cuadratura de W. F. Durand debe considerarse en el
calculo numérico, como regla de integracién parabdlica, en detrimento de la regla de Simpson
[3,4,5,6,7,8], que como se ha comentado no permite la integracién en los puntos con indice
impar del intervalo de definicién.

4. Acotacién del error de la aproximacién. Comparacion con el
error obtenido mediante la regla de los trapecios

Considérese la funcién Ei(s) : [0,At] — R, diferencia entre el valor de la integral de la
funcién aproximante f(t), pardbola definida mediante los puntos (tx_1, f(tc—1)), (tx f(t)),
(tke1, f(tkr1)), v el valor de la integral de la funcion f(t), en el intervalo [ty_q,fr_1 + 5] =
[ty — s, tg), siendo ty =ty 1 +Sytgg =t +5[9],conk=1,2,..,n

te_1+s tg_1+s
[ frwar [T pear sk

te—1 te—1

Ex(s) = t (34)
' fr (H)dt — ‘ f(t)dt ,sik=mn

tkfs tkfs

Definiendo cada sumando de (34) como:

/tt“ Fr(bdt, sik # n
Gis)={ (35)

te

fr(t)ydt ,sik=n

i’k—S
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/t::ﬁsf(t)dt =F(te—1+5) — F(te1),sik #n
Gi(s) = t
" f(8)dt = F(t) — F(ty —s) sik=n

i’k—S

siendo F(t) una primitiva de la funcién f(t), resulta:
Er(s) = Gi(s) — Gi(s)
Teniendo en cuenta (29):

= (5f (1) +8f (b1 +5) = flti1 +25)) sik #
Gi(s) =
5 (5 (t) + 8 (ke —5) — f(t — 25)) sik=n

Las derivadas sucesivas de G (s), primer sumando de (34), son:

S . . 1

15 8f (b1 +8) = 2f (1 +25)) + =5 (5f (Be-1) +
+8f(tk,1 +S) —f(tk,1 +25)) ,Sik 75 n
Gi(s) = 4 (Gi(5)) =

S

5 (=8F (b — ) + 2f (b — 25))+

+%(5f<tk) +8f(tk—s) — fty —25)),sik =n
25 (8 (t1 +5) —4f (b1 +25)+

+11*2(16f.(tk71 +5) —4f(tr_1 +25)),sik #n

15 (8F(t = 5) — 4f (t — 29)) +

(160 9) £ 47025 ik =

o (8F11 (b1 +5) = 811 (b1 +25))+

+%(24f(tk71 +5) - 12f.(tk,1 -I-ZS)), sik #n

(=81 (b — ) + 811 — 25))+

+%(24f(tk—5)—12f(tk—25)) ,sik=n
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Y las derivadas sucesivas de G (t), segundo sumando de (34), son:

, d f(ti—1+5s) ,sik#n
Gi(s) = - (Grls)) = (42)
fte—s) ,sik=mn
2 fltier+s) sik#n
Ci(s) = 5 (Gr(s)) = ' (43)
—fltx—=s)  ,sik=n
43 fltio1+s), sik#n
Gi!'l(s) = 5 (Ge(s)) = (44)
fltxk—s) ,sik=n
Por tanto, la derivada tercera con respecto del tiempo de la funcién Ei(s) es:
5 (81 (b1 +) = 8f11 (11 +25))+
+é(12f'(tk_1 +38) —12f (k1 +25)),sik #n
43
B!l (s) = 45 (B(s)) = (45)

15—2(—8f”1(tk —s) +8F1 (1, —2s))+

112(12f(tk —o) —12f(t—25)) ,sik=n
Aplicando el teorema del valor medio de Lagrange en (45):

2
B *%(fm(ﬂk))*Sliz(flv()\k),sik?gn
EM1(s) = g5 (Br(s) = 2 o
+2 pt) = B (1Y (), sk =

siendo Ay, g € [ty te+ |, sik #n y Ap, py € [te_1 — s, tx_q] sik =n.

Aplicando seguidamente la desigualdad triangular, |x 4+ y| < |x| + |y| en (46) se tiene que:

12s

8s2
> ‘f’” ‘ = )fIV(/\k) Vk=1,2,..,n (47)

‘E”I ‘

Integrando dos veces la funcién ’Ekl I(s) ‘ entre 0 y s, se obtiene:

. g3
o)l < % ‘f”l(yk ] = ‘f”’ M| V=121 (48)
Integrando ahora la funcién |Ex(s)| entre 0 y At, resulta:
i AE | 1y
|Ex(At)] ’f ’ o ’f )|, ¥k=1,2,..n (49)
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Eligiendo A, i € [a,b] tales que |/ (ue)| < |F1()| y |F1V(Ax)] < [fIV(A)], se define
E(At) como una cota de los valores |E;(At)]:

B(an) = A2 | + A5 v ()| 50)

Denotando By = ‘f”l(y)‘ y By = ’flv(/\)

, la cota de los valores | E;(At)| toma el valor:

A AP

Calculando ahora la funcién error de la aproximacién epa = |I,’§ — I |, se tiene:

epﬂ =

/ﬂb F(Ddt — /abf(t)dt’ -

s [ - [ (ﬂ‘”‘ !

t—1 te—1

k=1

/twAt FHdE— /tMt F(bdt

k=n—1 k=

=) |Ek(At)|+|En(At)|=i|Ek(At)|

k=1 k=1

(52)

+

Y teniendo en cuenta E(At), como una cota de los valores |E;(At)]:

k=n
€pa = ];1 |Ek(At)| < nE(At) (53)

Sustituyendo el valor de E(At):

Att AP
< - =
€pa S N ( 24 B1 + 90 BZ) (54)

Teniendo en cuenta que At = bn;“ y sustituyendo en (54), resulta la cota del error que se
queria demostrar:
(b—a),  (b—aP

243 DT g B2 (55)

epa <

A continuacién, se demuestra que esta cota de error obtenida para la regla de la pardbola
asimétrica es menor que la correspondiente a la regla de los trapecios. Para ello se consideran
las cotas de error Cp,(At) de (54), para la regla de la parabola asimétrica, y C;(At) de (2), para
la regla de los trapecios:

At AP
At)=n|—-—B;+ ——B
Cpa(At) n<24 1+ 30 2) (56)
AP
Si el cociente (%H((AA?) tiende asintéticamente a oo, cuando At — 0, entonces se puede decir que

el error de la regla de los trapecios es mayor que el error de la regla de la parabola asimétrica.
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Efectivamente, facilmente se observa que dicho limite tiende a oo:

Ct(At) , I’I%Kt

y ) 5 Ki
Iim ﬁ = lim 1 5 = lim T o\
At—0 Cpa(A) A0 (Azi By + A Bz) At—50 <%Bl Iy Bz)

=

(58)

Teniendo en cuenta que el paso de integracion en los registros de datos At es tipicamente
< 1, se puede asegurar que el error de la regla de la parabola asimétrica es inferior al error de
la regla de los trapecios, tanto mds cudnto menor sea el paso de integracién.

5. Aplicaciones. Resolucién de un caso particular

Son muchas las aplicaciones que pueden hacerse de esta regla en las distintas ramas de la
ingenierfa y las ciencias. Se destacan entre ellas, por ser las que han motivado este trabajo, las si-
guientes: teoria de la sefial, métodos experimentales en ingenieria, andlisis modal de estructuras
y filtrado de sefiales.

Seguidamente se va a aplicar la regla de la pardbola asimétrica a la resolucién de un pro-
blema tipico con un funcién arbitraria, comparando el resultado con la resolucién mediante la
regla de los trapecios. Este problema podria ser perfectamente un problema de determinacién
de velocidades a partir del registro de aceleraciones, de un punto de un puente o estructura
sometida a cargas externas, medidas por un acelerémetro.

Considérese la funcion de aceleraciones de un punto de una estructura f(f) = sen(f) en el
intervalo [a,b] = [0,1] y paso de integracién At = 0.1. La integral de esta funcién desde 0 hasta
el instante t proporciona las velocidades del punto y viene dada por la funcién F(t):

F(f) = /Otf(t)dt — 1 — cos(t) (59)

Para esta funcién se tienen los siguientes resultados:

Tubla 1. Resultados para la funcion f(t) = sen(t)

t Lexacta Lyegla—t Liegla—pa Cregla—t Cregla—pa

0 0 0 0 0 0
0.1 4.9958.1073 4.9917.1073 5.0000-1073 4.1639-107°  4.1486-10°
0.2 1993341073  19.9168:10~2  19.9417-10~3  16.6140-10~®  8.2406-10~°
0.3  44.6635-1073 4462631073  44.6757-1073  37.2258-107° 12.2349-10~°
04  789390-10~%  78.8732-10~3  78.9551-10~3  65.7935-10~® 16.0917-10~°
0.5 12241741073 122.3154-1073 122.4372-10~3 102.0315-10~¢ 19.7725.10~°
0.6 174.6644-103 174.5188-10~3 174.6876-10~3 145.5779-10~¢ 23.2404-10~°
0.7 23515781073 234.9618-1073 235.1843-1073 195.9975.10~° 26.4609-10~°
0.8 303.2933-1073 303.0405-1073 303.3227-10~3  252.7865-10~® 29.4018-10~°
0.9 378.3900-107% 378.0747-1073 378.4221-10~3 315.3776-10~® 32.0336-10~°

1 459.6977-1073  459.3145-1073  459.7272.10~3 383.1453-107% 29.4888-10~°

En la tabla 1 se muestran para la funcién f(t) = sen(t), los valores (redondeados al cuarto
decimal en potencia 1073) dela integral exacta loxactq, la integral aproximada obtenida mediante
la regla de los trapecios I eq, ¢, la integral aproximada obtenida mediante la regla de la para-
bola asimétrica Lyeg1;— pa, €l error de la aproximacién mediante la regla de los trapecios eyeq1s—¢ y
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el error de la aproximacion mediante la regla de la pardbola asimétrica €1, ps- Se puede com-
probar que el error obtenido mediante la regla de la pardbola asimétrica en todo el intervalo
[0,1] cumple la condicién (13), tomando como cotas By = | — cos(0)| =1y By = |sen(1)|:

€regla—pa(t =1) =29.4888-107° < 42.6016 - 10~° (60)

La figura 2 muestra los valores de la funcién integral de la funcién considerada como ejem-
plo f(t) = sen(t), en el intervalo [0, 1].

0.5

—&—RT
0.1749{ —e— RPA 1

—x— |E

0.1748}
0.1747}
0.1746
o17ast

01744
0.1743}
0.1742}

0.1741}

= : 0.174 :
0 0.5 1 0598  0.599 0.6 0.601

Figura 2. Funcién integral F(t) = 1 — cos(t) y sus aproximaciones: RT = regla de los trapecios, RPA = regla de la pardbola
asimétrica, IE = integral exacta. 1

6. Conclusiones

Mediante la regla de la pardbola asimétrica, mostrada en este trabajo, se ha obtenido un
método de integracion numeérica de funciones definidas en un intervalo equiespaciado de paso
de integracién At, con el que se obtiene un error, cuya cota superior se ha estimado en (13),
menor que el que resulta al aplicar la regla de los trapecios, estimado por una cota superior
dada en (2); de ahi su interés en incluirla como regla béasica en calculo numérico, sustituyéndola
por la famosa regla de Simpson, pues se ha mostrado la limitacién de esta tltima al no permitir
obtener la funcién integral en cada uno de los puntos de integracion.
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Resumen

En este articulo se analiza el proceso de obtencién de soluciones de ecuaciones no lineales,
mediante procedimientos iterativos, basados en los teoremas de punto fijo. Se proponen al-
goritmos de mejora para ser implementados en un lenguaje de programacién apropiado. Los
resultados parten de la imposibilidad de resolver ecuaciones algebraicas de grado superior a
cuatro mediante métodos puramente algebraicos. Este trabajo también se puede considerar
una introduccion a la teoria de sistemas dindmicos discretos.

Palabras Clave: Sistemas dindmicos, puntos fijos, algoritmos iterativos, convergencia.

Abstract

This article analyzes the process of obtaining solutions of nonlinear equations, through
iterative procedures, based on the fixed point theorems. The article proposes some improve-
ment algorithms to be implemented in an appropriate programming language. The results
are based on the impossibility of solving algebraic equations of degree higher than four using
purely algebraic methods. This work can also be considered an introduction to the theory of
discrete dynamical systems.

Keywords: Dynamic systems, fixed points, iterative algorithms, convergence.

1. El calculo de la raiz cuadrada de 2

Supéngase que se quiere determinar la rafz cuadrada de 2 sin una calculadora. Sélo se dispo-
ne de lapiz, papel y grandes dosis de paciencia. El problema se traduce en determinar la tinica
solucién positiva de la ecuacion cuadratica:

x>—2=0 1)

17


mailto:federico.ruiz2011@gmail.com
http://www2.caminos.upm.es/Departamentos/matematicas/revistapm/

Federico Ruiz Lopez Investigacion

Como es sabido, la solucién & = v/2, es un nimero real que trasciende al conjunto de los
numeros racionales. Por tanto, debe existir una expresién decimal en forma de serie infinita,

+o00
_ a ar an
— 107" = L
« n;)an ag + 10 + 10 107 +

donde a; # 0, para una cantidad no finita de términos. El primer objetivo es determinar un

algoritmo programable, con el fin de determinar la mayor cantidad de cifras del ndmero «,
recordando que:

a; € {0,1,2,3,..8,9}

son digitos.

1.1. Ejemplo 1 (Dindmicas inttiles)

Se puede observar que cualquier ntimero positivo que verifica la ecuacién 1, también verifica
la relacion:

2
x ==

esto es, se trata de un punto fijo de la funcién f(x) = % Graficamente se tendria la configu-
racién de la figura 1.

Il
15

-1

Figura 1. La solucién buscada se encuentra en la interseccion de la funcién y = % con la bisectriz del primer
cuadrante.

Esto motiva a definir la funcién real de variable real:

f:[1,2] = [1,2]

2
x = flx) =~
x
Es claro que f conserva el intervalo al tratarse de una funcién decreciente, que verifica:
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fM=2 f2)=1-f(12)c2

Denotando por I = [1,2] dicho intervalo, se puede considerar el par (I, f), que a partir de
ahora se denominard en este articulo «sistema dindmico».

Estudiar la dindmica generada por f en el intervalo I, consiste en determinar la estructura
topoldgica de los conjuntos que definen las érbitas de cada punto, esto es,

Orby(x0) = {x0, f(x0), f2(x0), £(x0) -~ |
paracada xg € I.

Para el caso mencionado, la dindmica generada es bastante simple, ya que todos los puntos
generan 6rbitas de longitud dos (ciclos de orden 2) y por tanto todas las iteraciones son cerradas.
En efecto, sixg € I = [1,2],

fon) =2 = fa) = (2) = 3 =

X0 x

=)

Por tanto,

2
Orby(x0) = {xo, xo}

Desde el punto de vista del cdlculo de la raiz mediante iteraciones, este es el peor de los es-
cenarios posibles, porque el punto fijo & no podra ser alcanzado nunca, a partir de sucesivas
iteraciones de valores racionales. En cambio desde el punto de vista de la teoria de sistemas dind-
micos, es la mejor de las situaciones, ya que se conoce perfectamente la dindmica generada por
cualquier punto y la estructura topolégica del sistema dindmico.

¢Cuadl es el objetivo? Establecer un sistema dindmico apropiado que encierre a la solucién de
la ecuacién como punto fijo, y que pueda ser alcanzado rdpidamente por sucesivas iteraciones
iniciadas desde cualquier punto relativamente préximo a él. Esto es particularmente interesante
desde una perspectiva computacional. En este sentido, se pueden encontrar muchos sistemas
(I, F) diferentes que cumplan dicho cometido, como se muestra en el siguiente ejemplo.

1.2. Ejemplo 2 (Atractores y repulsores)

Partiendo de la ecuacion 1, se pueden multiplicar por x > 0los dos miembros de la ecuacién
para obtener la equivalente:

¥ —2x=0 )

La tinica raiz positiva de dicha ecuacién ctibica es a. Dicha solucién también deberd cumplir
la relacién:

x = v2x, x>0 3)

Se transforma el problema de determinar « en un problema de punto fijo. En efecto, si se
conviene en denotar por | = [0,2], y:

F:J]—]
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x — F(x) = V2«
se tiene un nuevo sistema dindmico (], F). Puesto que F es una funcién continua y creciente
en]y:
F(0)=0, F(2)=V4<V8=2

se conserva el intervalo,

F([0,2]) C [0,2]

y, consecuentemente, se garantiza la existencia de al menos un punto fijo. La unicidad se
deriva de la monotonia de la funcién con valores positivos, aunque en realidad F tiene dos

puntos fijos, situados en el origen de coordenadas y en x = /2.

En efecto:

-L>O, Vx>0

V4x2

Gréficamente, la situacion aparece reflejada en la figura 2:

F'(x) =

WIN

B et o EE e e
N

Figura 2. El valor de « se determina como interseccion de la funcién y = ~/2x con la bisectriz del primer cuadrante.

Tanto de la expresion de la primera derivada, como de la gréfica de la figura 2, se observa
que existe una singularidad en x = 0, donde la funcién derivada no esta bien definida:

N

1
lim F/(x) = lim = - —— =
Jim, F(x) = lim 3 e

Esto hace que el origen se convierta en un punto fijo imposible de alcanzar por iteracién.

“+o00

¢Coémo es la dindmica generada por el sistema (], F) ?

Partiendo del valor inicial xo = 1 € ], se obtiene la érbita asociada:

Orbp(1) = {1, V2,32 \3@,} — {1,2%,2%,2%,2%,...232.3711,. . }
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donde:

n_ 1— 4
F'(1) = 255 — (\fz) 3
Por tanto, la sucesion de iteraciones de F tienden al valor de a:
13
lim F"(1) = lim (\fz) T V2
n——+o00 n——+o00

De hecho, todas las 6rbitas que parten de valores estrictamente positivos, muestran el mismo
comportamiento, i.e., tienden al punto fijo . En efecto, partiendo de un valor cualquiera xg €
(0,2], es relativamente sencillo probar que:

1

F'(xg) = (\6)1737 -xgi"

paran = 1,2,3.... En consecuencia dicho punto fijo se convierte en un atractor del sistema,
mientras que el origen se convierte en un punto fijo repulsor. Aunque los valores iniciales
estén proximos al origen, las sucesivas iteraciones se van haciendo cada vez mds préximas a

a =2

Esto se puede ver sin més que considerar la expresion de F en forma de potencia fraccionaria.
De este modo:

F(x)=25-x5, VYxe]=[02]

Definiendo la sucesién x, = F"(xg), los primeros valores son:

y en general:

Ahora bien, calculando la suma de los n primeros términos de una serie geométrica,

1
1.1 1 1 1 (1-4% 1.<1 1)

Sn=ztstost ot =3 =5 3

3 9 27 3 3 1_% 2

se tiene que:

y por tanto:
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lim x, = lim F"(xo) = V2, Vxg € ] — {0}

n—+-00 n—+00

La ventaja de este modelo frente al mostrado en el ejemplo 1, es evidente. Partiendo de
cualquier valor inicial, e iterando suficientemente la funcién, se puede aproximar el valor de
la raiz de 2, con tanta precisién como se quiera. No obstante, parece poco razonable que para
determinar el valor de una raiz cuadrada, se precise el calculo de infinidad de raices ctbicas,
cuyo algoritmo es, en principio, algo mas complicado. En efecto, se desconoce un algoritmo
simple que permita determinar la expresién decimal infinita del ntiimero:

Se debe recordar que lo que se pretende es obtener niimeros irracionales mediante aproxi-
maciones sucesivas cuyo célculo sea relativamente simple, como es el caso de aproximaciones
puramente racionales. Este planteamiento fuerza a buscar una tercera via.

1.3. Ejemplo 3: (El método de Newton)

Dada una funcién real de variable real f : I — I, se llamara transformada de Newton de f a la
nueva funcién:

f(x)
F(x) =x— , Vx el
RN (6
Se debe observar que, para que F esté bien definida en el intervalo, la funcién f debe ser al

menos de clase C!(I), con derivada no nula. El comportamiento de la derivada, determina en
cierto grado la dindmica topoldgica del nuevo sistema (I, F).

Ademés se cumple que:

flc)=0+« F(c)=c¢, cel

Por tanto determinar los ceros de la funcién f en el intervalo I equivale a determinar los
puntos fijos de F en dicho intervalo. Aplicado al caso que nos ocupa, para f(x) = x> —2, la
transformada de Newton sera:

cuya gréfica se puede apreciar en la figura 3.

Puesto que F no estd bien definida en x = 0, se puede considerar un entorno de x = 1,5, por
ejemplo el intervalo compacto

I=11,2]

No es complicado probar que
F([1,2]) € [1,2]
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Figura 3. Transformada de Newton de la funcion f(x) = x> — 2

De hecho, al ser

, se podria aplicar el Teorema de Rolle para probar que existe un valor ¢ € (1,2) donde la derivada
se anula:

F(1)=F(2)=3ce€[1,2]: F(c)=0

Lo curioso del caso, es que este valor es justamente el punto fijo del sistema. En efecto,
derivando F se obtiene:

1 1 x2-2
/ - -t~
F(x)72 x2 2x2

F(x) =022 -2=0¢x=+V2

Estos hechos son relevantes y paradigmaticos, porque el hecho de que el punto fijo tenga
derivada nula, mejora la velocidad de convergencia, como se verd mds adelante en su marco
tedrico.

Orbitas y convergencia

Si se toma como valor inicial xgp = 1, se puede probar que todas las ¢rbitas son conver-
gentes al punto estacionario de la funcién F. Por tanto, la dindmica generada por este sistema
es bastante util. Lo interesante es que, mediante este procedimiento, se pueden ir obteniendo
sucesivas aproximaciones racionales de o = \ﬁ

En efecto, cdlculos més o menos sencillos, permiten escribir los primeros valores iterados:

3 17 577 665857
Orbr(1) = {1’ 2’ 12' 408’ 470832 }
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Se debe recordar que
& = V2 = 1,414213562373095...

, v que el valor aportado tras la cuarta iteracién es una fraccién cuya expresién decimal es:

665857
470832

~ 1,41421356237464...

Es decir, con sélo cuatro iteraciones se obtiene una aproximacion de j11 cifras decimales exactas!, asi
como la curiosa aproximacién racional:

665857
V2w 470832

Se debe observar que la 6rbita del 2, enlaza con la del 1, a partir de la primera iteracién.
;Qué es lo que provoca esta velocidad tan rapida de convergencia?

Pues la cuestion es clara. Cuanto mds plana sea la curva en torno al punto estacionario mayor
serd dicha velocidad de convergencia. Y esto sucede con la transformada de Newton. En efecto, si
se deriva la expresion de F:

fr(x)? fr(x)?

Py 1 PO )10 ) f()

esto es:

oy ) f(x)
F'(x) e Vxel

Por tanto
f(e)=0«+F(c)=0

, 'y el punto fijo de F es punto estacionario y por tanto atractor, en un entorno reducido del
punto.

Estas consideraciones sugieren algoritmos que partan de transformadas de la forma
P = [T pr(y = 1D
8(x) 8(x)

cuya derivada se anula precisamente donde la funcién inicial f posee ceros, esto es, los
puntos estacionarios de F son los ceros de f. En estos casos la velocidad de convergencia mejora
notablemente.

1.4. Ejemplo 4: (A vueltas con el método de Newton)

Se va a mostrar un ultimo ejemplo, que puede servir para dar luz a estos asuntos. Se consi-
dera en este caso la funcién real de variable real

g(x) = x> —2x
cuyos ceros son precisamente

Z(g)z{—\@, 0, +\f2}
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Si se aplica a a gla transformada de Newton, en la forma

€ X -2 3 -2x—x0 420 227
¢ (x) 3x2 -2 3x2 -2 S 3x2-2

Puesto que G(1) =2y 1 < G(2) = 18 = 1,6 < 2, es claro que
G([1,2]) < [1,2]

tal como se aprecia en la grafica de la figura 4.
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Figura 4. Transformada de Newton de la funcion g(x) = x3 — 2x.

La érbita generada por el valor inicial x = 1, tiene como primeros valores

55’

U‘HOO
W

Orbg(1) = {1

En la cuarta iteracién se obtendria:

512
G <355> ~ 1,415012142...

lo cual es una aproximaciéon de & = V/2 bastante pobre, al no aproximar més alla de las
centésimas. Es decir, el algoritmo de Newton aplicado a esta funcién g se muestra bastante
ineficiente para determinar un elevado ntimero de cifras significativas del valor buscado.

En cambio, si se itera a partir de un valor relativamente préximo a «, la situaciéon cambia
completamente. En efecto, si se parte del valor inicial xg = 1,5, se obtendrian los valores:
x1 = G(1,5) = 1,42105
G(1,42105) = 1,414262
= G(1,41426) = 1,4142135
x4 = G(1,4142135) = 1,414213562

Xy =

Es preciso recordar que la calculadora ofrece la aproximacién

V2 ~ 1,414213562...
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lo cual confirma que en cada iteracién van surgiendo dos nuevas cifras decimales que coinciden
con el valor esperado. Aqui la convergencia es mucho mds fuerte que si se consideran érbitas
alejadas del punto estacionario «.

Cuestiones abiertas El analisis de los ejemplos mostrados lleva a plantear una serie de cues-
tiones, en las que se tratard de profundizar:

¢ Qué funcion es la mds apropiada para iterar?

¢ Como caracterizar la dindmica del sistema a partir de su derivada?

¢ El valor inicial condiciona la velocidad de convergencia?

¢ Como estimar el ervor cometido al realizar la aproximacion?

» ,Es posible mejorar el algoritmo aplicado?

El objetivo es demostrar que cualquier algoritmo de iteracion es mejorable, i.e., se puede en-
contrar un nuevo proceso que permite determinar el punto fijo del sistema, con mucha mas
rapidez. Se comenzara exponiendo los conceptos fundamentales que permiten fundamentar el
estudio de estas cuestiones para formalizar este notable resultado. Conceptos como algoritmo,
orbita o velocidad de convergencia, serdn definidos dentro de la topologia de la recta real. Una vez

precisados estos conceptos, se podrad dar una respuesta razonada a cada una de las cuestiones
planteadas.

2. Conceptos basicos sobre sistemas dindmicos

Def.:Sea I = [1,b] C R unintervalo compacto (cerrado y acotado) delarectarealy f : I — I
una funcién continua. Al par (I, f) se le llamaré sistema dindmico discreto.

Dado un punto xg € I, se define la 6rbita del punto, como el conjunto
Orbg(xo) = {x0, X1, X2, , Xn}

donde
xn = f*(x0), n=123,..

Def.: Se define el conjunto omega-limite del sistema dinamico (X, f) como

Q(f) = Ure1Orby (x)

esto es, como la unién de las 6rbitas de cada punto. Determinar la estructura topolégica de este
conjunto es el principal objetivo en la teoria de sistemas dindmicos discretos.

Ejemplo: La funcion f : [0,1] — [0,1] definida por f(x) = x? define el sistema

(0,1, f)

cuya dindmica es bastante simple. Posee dos puntos fijos,

fO)=0,  f(1)=1

y la 6rbita de cualquier punto x € (0,1), es convergente a cero. Por tanto x = 0 se convierte en
un punto fijo atractor y x = 1 un punto fijo repulsor.

Observacion 1: El concepto de sistema dindmico es mucho mds general que el que se va a
tratar aqui. Basta con extender la nocién a espacios topoldgicos X en los que haya definida una
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Figura 5. La funcién cuadrdtica y = x? genera una dindmica simple sin drbitas periddicas y dos puntos fijos.

métrica. En realidad toda aplicacién continua de un espacio topolégico en si mismo, produce
una transformacién que se puede interpretar como una dindmica de deformacién. La iteracién
de esa deformacion del espacio, a intervalos discretos de tiempo, es lo que se entiende como
dindmica discreta.

Observacion 2: Sila 6rbita de un punto es cerrada, en el sentido de que exista un k € IN, tal

que
f¥(x0) = x0

entonces se dice que existe un ciclo de orden k., siendo k el minimo de los nimeros naturales
que cumple tal condicién. Cuando k = 1, se obtiene un punto fijo de f, Para k = 2 ciclos de
orden 2, y asi sucesivamente. Es importante recordar que cuando X = R, la existencia de ciclos
de cierto orden, fuerza la existencia de ciclos de otros érdenes, de acuerdo con el teorema de
Sarkovskii.

Teorema de Sarkovskii

Sea una aplicacion continua f : R — IR. Si esta funcion tiene un punto periédico de orden k, entonces
tiene puntos periédicos de todos los periodos inferiores a k segiin el siguiente orden:

1<<2<<4<<8<<..<<2" 5 << 2B <<...<<2-5<<2-3<<---<<7<<5<<3

El orden debe ser interpretado de derecha a izquierda. En este sentido, si existe un ciclo de orden 8, existen
ciclos de orden 4, 2 y 1, pero no necesariamente de orden 16. Si existe un ciclo de orden 6 = 2 - 3, existen
ciclos de ordenes 10, 14, 18... pero no necesariamente de orden impar. En consecuencia, si existe un ciclo
de orden 3, existen drbitas periddicas de todos los periodos (Teorema de Li-Yorke).

Este teorema es 6ptimo, es decir, si m << k segiin el orden precedente, existen aplicaciones
continuas con puntos periddicos de periodo m pero sin punto peridédico de periodo k.

Este resultado implica que si se encuentra una funcién continua en un intervalo compacto,
conteniendo un ciclo de orden tres, habra 6rbitas de cualquier orden. Este hecho induce com-
portamientos caéticos en el sistema. Una de las expresiones conocidas por los teéricos de estas
cuestiones, es que “periodo tres implica caos”. Aunque realmente el concepto de caos, estd mas
bien asociado a la existencia de érbitas densas, o cierta dependencia sensible a las condiciones
iniciales.

Def.: Dado un sistema dindmico (I, f), se dice que existe una 6rbita densa, si para cierto
valor inicial xg € I, y para cada x € I
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Ve >0, Jk(e)eN: |[ff(xo)—x|<e

Un sistema dindmico con una Orbita densa se dice transitivo.

Def.: Sed dice que el sistema (I, f) presenta dependencia sensible a las condiciones ini-
ciales en el punto x € I, si existe una constante positiva € > 0, (constante de sensibilidad) tal
que

V6>0,3dyel: |y—x|<d—|[f"(x)—f"(y)| >e

para cierto n € IN. Cuando esta propiedad es extensible a cualquier x € I, se dice que el sistema
tiene dependencia sensible a las condiciones iniciales.

Intuitivamente, esta nocién sugiere que las érbitas generadas por puntos relativamente pro-
ximos se alejan de acuerdo con la constante de sensibilidad. Una primera intuicién puede hacer
pensar que las 6rbitas generadas por puntos préximos, deben ser muy similares, de manera que
bajo iteracion, la érbitas no se distancien demasiado. Esto no sucede en la realidad. Cuando un
sistema presenta dependencia sensible a las condiciones iniciales, estas érbitas pueden diferen-
ciarse tanto como se estime. Lo cual convierte este tipo de sistemas en impredecibles, desde el
punto de vista del determinismo numérico. Y poco ttiles para los propdsitos que se pretende
alcanzar.

En 1989, el matemadtico R. Devaney [7] formul6 la siguiente definicién, que trata de delimitar
la nocién de caos.

Sistemas caéticos

Sea X un espacio métrico, no finito y f : X — X una aplicacion. Se dice que el sistema (X, f)
es cadtico si se verifican las siguientes condiciones:

1. El conjunto de puntos periédicos de la funcién f es denso en X.
2. El sistema es topoldgicamente transitivo (posee una érbita densa).

3. El sistema tiene dependencia sensible a las condiciones iniciales.

Se debe observar que, mientras que la primera y segunda condicién son topoldgicas (se
pueden definir en espacios més generales), la tercera es métrica, por tanto, la nocién de caos
s6lo tiene sentido en espacios métricos. Aunque existen otras definiciones sobre caos, esta es,
hoy dia, la mas comtinmente aceptada.

Existen ciertas relaciones entre las condiciones. Banks [3] ha probado que cuando se trabaja
en espacios métricos, la primera y segunda condicién implican la tercera. Y cuando X es un
espacio métrico completo con base numerable, entonces la primera y segunda condicién son
equivalentes. Y como éstas implican la tercera, bastaria analizar si la tercera condicion implica la
primera para tener la equivalencia entre todas ellas (una cuestién que se analizard méas adelante
en profundidad). De este modo, en el caso particular X = R, la existencia de una 6rbita densa
implica dependencia sensible a las condiciones iniciales, y por tanto la existencia de caos.

3. Meétodos iterativos

Supdngase que se quiere resolver la ecuacion f(x) = 0, donde f : [a,b] — R es una fun-
cién real de variable real. Siempre es posible encontrar una funcién g, sobre cierto intervalo
compacto, de suerte que

fla) =0« g(a) =
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En efecto basta definir ¢(x) = x + f(x). De suerte que cualquier problema de determinar
los ceros de una funcién, se transforma en un problema de punto fijo. Sin embargo este no es el
tnico modo posible, lo que dota de interés nuestro estudio. Se necesita desarrollar herramientas
que permitan aproximar las raices de f por iteracién de g, acotando los errores cometidos.

3.1. Ejemplo 1: (La transformada de Newton-Raphson)

Sea f(x) una funcién de clase C?(I) y a una raiz en dicho intervalo, f(a) = 0. Se supone,
ademas, que f'(«) # 0. Se define la transformada de Newton-Raphson de f como la funcion:

P(x)—x—}{,((?), xeJcCl

En tal caso,
fla) =0+ F(a) =u

como se puede comprobar facilmente.

3.2. Ejemplo 2: (Generalizando)

Se puede tratar de generalizar el caso anterior y definir la transformada

F(x) = x+ f(x)-8(x)

de f, para cierta funcién derivable g en un entorno de « € I. Se supone, como antes, que
f(a) = 0. Si se quiere que dicho valor se convierta en punto critico de F,

F'(x) =1+ f'(x) - 8(x) + f(x) - §'(x)

Si se impone la condicion F/(a) = 0, se tendré:

1+ f'(a) - g(a) + fla)-g"@) =0

Esto es,

14+ f(a)-g(a) =0 = g(a) =
fi(a) - g(a) g(a) F(w)
Esto motiva definir,

g(x)Z—m, VXE]CI
y por tanto

F(x):xf,((fc)), xejJcl

En consecuencia, la transformada de Newton-Raphson es el prototipo de funcién que transforma
los ceros de f en puntos criticos de F.
3.3. Ejemplo 3: (El caso polinémico)
Se sabe que toda ecuacién ctibica se puede expresar en la forma
B 4px4g=0
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con p,q € R. Por comodidad en la notacién, se la puede suponer escrita en la forma
P=px+q, pgeR
Es preciso observar que las raices del polinomio, son los puntos fijos de la funcién
8§(x) = /px+q
En general, cualquier ecuacioén algebraica en la forma
pn(x) = x" + Ay 1" g, o2 b apx® 4 agx + ag € R[X]

se puede transformar en la expresién equivalente:

x = (/Pn_l(x) = ’\1/—11”_13(”*1 —ay X" 2 — . —apx?2 —ayx —ag
y por tanto determinar la raiz de un polinomio, se convierte, bajo este prisma, en un problema
de puntos fijos.

La cuestion que interesa es, de todas las transformaciones posibles de la ecuacién f(x) =
0 en g(x) = x, discernir aquellas cuya dinamica sea lo més precisa, en el sentido de que el
punto fijo sea un punto fijo fuertemente atractor. En este sentido, van orientadas las siguientes
definiciones y resultados.

Def.: Dada la sucesién de nameros reales {x,}, se dice que es convergente al ntimero real
« € R, tal que
Ve >0, dneeN:|x,—a|<e Vi > ne

En tal caso, se escribe
a= lim x,
n—-+co

Propiedad 1: El limite de una sucesién de ntimeros reales, de existir, es tinico. Basta aplicar
un sencillo argumento de acotacién para llegar a que

o — B| <e, Ve >0

para «, B posibles limites distintos.

Propiedad 2: Toda sucesién convergente de ntimeros reales estd acotada, i.e.,

|2, < M, Vn e N

Notacién: Para sucesiones convergentes, se define el error de aproximacién €, como

€n = |dn| =|xn—a]| >0 VneN

Teorema del punto fijo

Sea g : [4,b] — R una funcién derivable que verifica:

1. g((a,b]) C (a,b)
2. 1¢'(x)| <1, Vxe€lab]

Entonces, existe un tnico « € [4,b] tal que g(a) = «. Ademas, para todo xy € [a,0], la
sucesion {x, } generada por la iteracion

Xp+1 = §(xn), n=20,1,23..
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converge a «.

Demostracién: Sea h(x) = g(x) — x, para todo x € [a,b]. Entonces h(x) es una funcién
continua y derivable (aunque no se puede afirmar mucho mas acerca de la continuidad de la
derivada).

Por otro lado, es claro que
h(a) =g(a) —a >0, h(b) =g(b) —b <0

por lo que se verifican las condiciones del Teorema de Bolzano. En consecuencia, existe un
« € (a,b) tal que
h(e) =0+ g(a) =«

esto es, & es un punto fijo.

Para demostrar la unicidad, se supone que existen dos valores «, §, puntos fijos de g. En tal

caso
gw)=a,  g(p)=p
No es restrictivo suponer a < B. Aplicando el Teorema del Valor Medio, existe un ¢ € (a, ), tal

que
g(B) —gla) =g'(c)- (B—u)
Pero entonces
B—a=g'(c) (B—a) <= g'(c)=1

en contra de la hipétesis planteada en la segunda condicién.

Sea ahora {x, } la sucesion generada a partir del valor inicial xy € [a, b], mediante la iteracién
Xpi1 = (¥n)

Si se denota por
K = supyepplg (x)| <1
y por €, = |x, — «|, se puede escribir:
en = |xn —a| = [g(xy1) — g(a)| = |g’(cn)\ fxp1 —al <K-eyq <

<K e <K 3< <K' g

Tomando limites es claro que

Iim €, = lim K" ¢ =0
n——+00 n——+00

al ser 0 < K < 1, lo que prueba la convergencia del método [cqd].

Del teorema expuesto, se deduce que interesa trabajar con funciones al menos de clase C! en
el intervalo compacto, de suerte que la constante K sea lo méas pequefia posible. De este modo
se consigue acelerar la convergencia.

4. Orden de convergencia

Def.: Sea {x, } una sucesién de ntimeros reales convergente a « € R, con x,, # «, para todo
n € N.Sean p,A € R*.Si

lim 5l =2 #£0

n—+0 ¢y

entonces se dice que la sucesion {x, } tiene orden de convergencia p con constante de error asin-
tética A.
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= Sip =1, se trata de convergencia lineal.
= Sip =2, se trata de convergencia cuadratica.

= Si p = 3, se trata de convergencia ctbica.

y asi sucesivamente. Es claro que si la constante asintética A es menor que 1,

0<A<1—=e~A-eh, n— 400

El orden de convergencia marca de algtin modo, la velocidad de convergencia de la sucesion.
De manera que converger cuadraticamente es mds potente que converger de manera lineal. Y en
procesos iterativos de célculo esto implica que en cada iteracién se obtienen un mayor ndmero
de cifras decimales exactas. En efecto si

en <107 (kD)
la aproximacién obtenida tras la n-ésima iteracion, proporciona al menos k cifras decimales

exactas. Esto permite, conocida la expresioén para el error de aproximacién, determinar el nu-
mero de iteraciones necesarias para acotar el error cometido.

4.1. Ejemplo 1: (convergencia lineal)

Sea A € (0,1) y se define por recurrencia la sucesion
xXg =1, Xpt1 = A Xy, n=20,1,23..

Entonces x; converge linealmente a cero.

4.2. Ejemplo 2: (convergencia cuadratica)

Sea A € (0,1) y se considera la sucesion definida por la recurrencia
x0=1  xp1=A-(xx)%, n=0,1,23.

Entonces x,, converge cuadraticamente a cero. De hecho, se puede comprobar que la sucesién
tiene por término general

n_
Xy =AF 1

4.3. Ejemplo 3: (convergencia de orden p)

SeaA € (0,1), p > 2y se considera la sucesién definida por la recurrencia
x0 =1, X1 = A (xn)?, n=20,1,23..

Entonces x,, converge a cero con orden de convergencia p. La expresién que determina el tér-
mino general es de la forma

Xy =APT, n=1,2,3..
que generaliza los ejemplos anteriores.
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4.4. Velocidad de convergencia

Corolario: Las sucesiones geométricas convergentes, poseen un tipo de convergencia lineal.

Se supone que se tienen sucesiones convergentes al mismo ntimero real. No es restrictivo
suponer que dicho valor es nulo. Por ejemplo, se pueden considerar las sucesiones clésicas
1 b 1
a = — = — Cy = —
n n ’ n 7’12 ’ n Tlp
con p > 2. Es claro que

lim ay = lim bn - lim Cp = 0
n——4o00 n—-+400 n——+00

Ademas en general, el tipo de convergencia que presentan es lineal, al ser

1
P
Iim Sntl _ lim (P lim < " ) =1

n——+oo  Cy n——oo 7117 n—+oo \ 1+ 1

Pero es claro que dentro de los diferentes modos de aproximarse a cero, la aproximacién mas
répida es la generada por c;,, de suerte que

lim <%= lim " =0, Vp>2

n—+oo 4,  n—+oo E
Esto motiva la siguiente definicién.

Def.: (Velocidad de convergencia) Sean x, e y, dos sucesiones de ntimeros reales, conver-
gentes a un mismo valor real a. Se denota por

€n = |xn —af, én = |yn —«f, Vn € N

los correspondientes errores de aproximacioén. Se dice que y, converge a « con mayor rapidez
que X si:

é
lim =0
n—+oo €y
Si existe una constante A > 0 tal que
é
lim 2 =A#0
n—+o €y

se dice que las sucesiones poseen el mismo cardcter de convergencia. En el caso particular que
A =1 las sucesiones son convergentemente equivalentes.

El siguiente resultado establece algo esperado: a mayor orden mayor rapidez de convergen-
cia.
Proposicién Sean {x,} e {y,} dos sucesiones de niumeros reales convergentes a un mismo

valor & € R. Se supone que (x,) tiene orden de convergencia p e (y,) orden de convergencia g,
con 0 < p < g. Si existe el limite

lyn — «f

lim =A< 4o

n—+oo |x, — |

entonces A = 0, es decir, la sucesion (y,) converge al limite mas rapido que la sucesion (x;)
(donde son considerados solamente los valores de n para los que |x, — a| # 0).

Demostracién: Se definen, como antes, los errores de aproximacién
€n = |xn —a, én = |yn —al, Vn e N
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y la sucesion

é
Zy = —, con €,#0, VYneN
€n
En tal caso, se puede escribir:
A A N p A A p
_ €En41  Epng1 € €y €n _ €n41 €n 1 qa—p €n
Zpn+1 = =23 77 = —3 = .€ .
€n+1 En en 61’1 E'fl“rl 61’1 €n €n+1
esto es,
P
€n+1 q r €n
Zn41 7 n€p——, r=q—p>0
en €n+l

Si la sucesion z, es convergente a un valor A, en particular debe estar acotada por un cierto
valor M,
|zn| < M, Vn €N

entonces es convergente con valor nulo, ya que se tiene la acotacién

é}’l-}-l r €Z
|Zpt1| < —5= - MT-€ - , VneN
€n €nt1
y teniendo garantizada la existencia de los limites,
€ . € .
lim n‘—;l = Ay, lim ”;1 = A4, lim €, =0
n—+oo ¢ n—+o ¢y n—+00

se deduce por la propiedad de monotonia, que
0< lim |z,41| <A ~M7.i~ lim €, =0
= nSeo L= 72 A oo
esto es,

A= lim z,=0
n—-+oo

como se queria demostrar.

44.1. Ejemplo1:
Las sucesiones
Yn=2¢ ", p>0

convergen linealmente hacia cero (ambas son infinitésimos). En cambio la velocidad de conver-
gencia de la segunda es mucho mayor que la primera, al ser

e " n?
lim = lim S = lim = =0, VYp>0
n—4co Xp notoo n—-+oo e"

4.4.2. Ejemplo 2:

Las sucesiones
7371 721’[
Xy =277, Yn =37, Vn €N

convergen a cero. Pero mientras que la convergencia en la primera es ctibica, la segunda es
cuadratica. Por consiguiente,
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. Xn . -3 P 3%
Iim — = lim —; =

im — =0
n—too Yy  n—-+co 372 n—>4o0 23"

la velocidad de convergencia de la primera es mucho mayor que la segunda. Esto también
se puede comprobar observando que

3\" _ log(3)
(3) >y

En consecuencia

3" _ log(3) _ ,n . . .
2 7 Tog(2) O log(2) > 2" - log(3) — log(2%") > log(3*")
ie.,
23n > 32n o= 2—3” < 3—2”, Vn > 1

tal como se deduce del orden de convergencia.

4.4.3. Ejemplo 3:

Dado cualquier infinitésimo €,, entendido como sucesién de niimeros reales que tiende a
cero, siempre es posible encontrar otro infinitésimo que mejora la velocidad de convergencia.
En efecto basta considerar

yn:eﬁ, vnelN, p>1

y se prueba de manera trivial que

p
. . € . -1
lim 2% = 1im &= 1m £ =0
n—-+oo €y n—+00 €y n——+oo

5. Multiplicidad del cero de una funcién

Def.: Se dice que « € R es un cero de multiplicidad m (m € {1,2,3..}) de la funcién
f : [a,b] — R sila funcién se puede expresar en la forma

flx)=(x—a)" g(x), Vx#ua

con x € I(a) un entorno de a y

lim g(x) # 0

X—un

O también, si existe un entero positivo m, tal que verifica:

i S _
R r—af

&,

Vk <m, y chgrk Goa)

Cuando m = 1 se dice que « es un cero simple de f. Para funciones suficientemente deri-
vables, los siguientes criterios, obtenidos por aplicacién de los Teoremas de Taylor, permiten
caracterizar los ceros multiples de una funcién.

Criterio de cero simple Sea f € C'(a,b) y a € (a,b). Entonces f tiene un cero simple en & si

y sélo si
fl@y=0 'y fi(a)#0
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Criterio de cero miltiple Sea f € C"(a,b) y « € (a,b). Entonces f tiene un cero de multi-
plicidad m en « si y sélo si

fla)=f'(a)=f"(a)=-=f""Ha)=0 y f"()#0

Ejemplo:

Se considera la funcién f(x) = e* — x — 1 definida en un entorno del cero I. Se calculan las
dos primeras derivadas:
fl)=e-1,  flx)=¢

Ahora si se evaltian las funciones f, f/, f” en el punto a = 0:

f(0)=0, f(0)=0, f"(0)=1#0

Por los criterios establecidos, « = 0 es un cero de f de multiplicidad m = 2.

6. Teoremas sobre convergencia lineal y cuadratica

Teorema 1 (condicién suficiente para convergencia lineal)

Sea g € Cl[a,b] tal que g([a,b]) C [a,b] y |¢’(x)| < k para todo x € [a,b], donde k € (0,1).
Se denota por a un punto fijo de ¢ en el intervalo [a,b]. Si g’'(x) # 0, entonces para cualquier
xo € [a,b] —{a}, la sucesion (x,) definida por la férmula recursiva

Xni1 = §(xn), n=20,1,23..

converge linealmente al punto fijo .
Demostracién: Por la definicién de la sucesién x,, se pueden evaluar los errores de aproxi-
macién sucesivos, expresados en la forma:
€nt1 = [xn1 —af = [g(xn) — g(a)]

Aplicando el Teorema del Valor Medio a g en el intervalo de extremos x, y «, existe un niimero
real ¢, € [xp, ], tal que:

g (xn) — g(a)| = |&"(cn)] - |xn — &
Esto es,

€n+1 — 1o
€ 18" (cn)|

Ademas es claro que lim, . ¢, = &, al verificarse la desigualdad
0<|en —a| <|xy—al, Vne N

Como ¢’ es una funcién continua, se tendra entonces que

lim g'(cn) = g'(a)

n—+oo

Por tanto, en el paso al limite, se deduce que

lim <L =l |¢'(c,)| = [g/(2)] £ 0

n—4oo €y n—+00

Por consiguiente la convergencia (garantizada por el teorema del punto fijo) es lineal, como se
queria demostrar.
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Teorema 2 (condicién suficiente para convergencia cuadratica)

Sea g € C%[a,b] tal que g([a,b]) C [a,b] y |¢"(x)| < M para todo x € [a,b]. Se denota por a,
un punto fijo de g en el intervalo [a, b]. Si ¢’ (x) = 0, entonces existe un § > 0 tal que para todo
xo € [« — 6, + 0], la sucesion (x,) definida por la férmula recursiva

Xp1 = §(xn), n=0,1,23..

converge al menos cuadraticamente al punto fijo . Ademads, para valores suficientemente gran-
des de n,
M
€nt+1 < o €n
Demostracién: Al ser ¢ € C?[a, b], se puede aproximar g por su polinomio de Taylor de segun-
do orden , en torno al valor fijo a:

g(x) = gl@) +¢'(0)(x —a) + == a<f<x

Como g(a) = ay ¢’ (a) = 0, poniendo x = xy, se obtiene:

i
xn+1:g(xn):“+g (Zgn)(x”_"‘)zf < Gn < Xp
donde &, estd comprendido entre & y x,. Por consiguiente, el cociente de aproximaciones
€ntl _ |Xn41 — & _ 18" (&n)|
€2 |xy — al? 2

Suponiendo que la segunda derivada de g es continua, es claro que

18" (Sl _ 18"(a)]

lim

n—s+o00 2 2
Por lo tanto,
- "
lim 6n;1 — lim X011 02“ _ 18" ()| < +oo
n—+oo €4 n—-+oo Xy —tx‘ 2

lo que implica convergencia al menos cuadratica. La acotacién dada como tltima tesis del teo-
rema, es consecuencia de la acotacién de la segunda derivada en cierto entorno del punto fijo.

Teorema 3 (condicién suficiente para convergencia de orden p)
Sea g € CP[a,b] tal que g([a,b]) C [a,b]. Se denota por a un punto fijo de g en el intervalo
[a,b]. Si
) =@ = =g V@ =0, gV £0
entonces existe un 6 > 0 tal que para todo xg € [« — J,a + J], la sucesion (x,,) definida por la

férmula recursiva
Xpi1 =g(xn), n=0,1,273.

es convergente al punto fijo @, con orden de convergencia p. Ademas, si |¢(P)(x)| < M, para
todo x € [a, b], para valores suficientemente grandes de n,

M
€nt1 < o “€n
p-

Demostracién: Al ser ¢ € CF|a, b], se puede aproximar g por su polinomio de Taylor de orden
p en torno al valor fijo a:

g(x) =g(@) +g' (@) (x—a) + o= (x —a)’ + -+ 6<g<x
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Como g(a) = ay g'(a) = g"(a) = --- = ¢g(P~D(a) = 0, poniendo x = x,, se obtiene:
(p)
Xpa1 = g(xn) zvc—i—gp(,én)(xn—a)p, o< &< xp
Por tanto,
(p)
xn+1—a|—gp(‘€n)||xn—oc|p, < &p < xXp
esto es,
Entl _ |[Xn+1 — & _ 18P (&)
R P T

Suponiendo que la derivada p-ésima de g es continua, es claro que

8P ()l _ 18P (w)]

lim =
n——+oo p! p!
Por lo tanto,
n—too gf n—too |x, — |P p!

lo que implica convergencia de orden p.
Ejemplo: (Aproximaciones al ntimero de oro)

Se considera la sucesién de niimeros reales, definida por:

xo =1, Xpt1 = V14 xn, n=20,1,23..

La sucesién converge a la constante de oro,

S

1
Iim x, =® = +

n—+o0 2

~ 1,6180...

siendo ademds esta convergencia de tipo lineal. En efecto, basta considerar la funcién g : [1,2] —

R definida por:
g(x) =+V1+x

y observar que g([1,2]) C [1,2]. Ademas, g (P) = ®. La primera derivada es

, _ 1
g(x)—izm;&o, Vx € [1,2]

Por aplicacion del Teorema 1, se concluye que la convergencia es lineal.
Ejemplo: (Aproximaciones de +/c)

Sea ¢ > 1. Se considera la sucesién de ntimeros reales, definida por:

1
Xo=1, xn+1:2~<xn+c>, n=01,23.

Xn

La sucesion converge cuadraticamente a \/c.

Para demostrar esto, se considera la funcién

g(x):i-(x—i—;), xel
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siendo I un intervalo tal que [1,¢] C I. Hay que observar que

1<g(1):g(c)zc—i2_1<c, c>1

Ademas g tiene un tnico punto fijo dentro de este intervalo.

8(x)=xHx=§-(x+§)H2x=x+§—>x2=c—>x:i\ﬁ

Al considerar sélo valores positivos,

gx) =x < x=+c
Derivando esta funcién una vez,
1 c x?—c
/ = — . [ — —_—
g0 =3(1-2) =%
se comprueba que ¢’ (++/c) = 0. En consecuencia, aplicando el Teorema 2, se puede afirmar que

existe un entorno del punto fijo, donde la convergencia es al menos cuadratica.

Para ilustrar la velocidad de convergencia, se puede tomar para el altimo ejemplo, ¢ = 3.
Los valores numéricos obtenidos para las primeras iteraciones son:

xo=1 =2 x3=1732,  x;=173205
x5 =1,7320504,  x¢ = 1,732050806,  x7 = 1,732050808...

Puesto que v/3 = 1,7320508075688772... (Wolfram alpha), ya en la séptima iteracién se obtienen
8 cifras decimales exactas!

7. Andlisis del método de Newton-Raphson

Teorema de convergencia local

Sea f : [a,b] — una funcién de clase C? en un entorno de &, tal que

f@)=0,  f(a)#0

Entonces existe un nimero real § > 0 tal que para todo x, € (« — 3, + ) la sucesién definida
por la transformada de Newton-Raphson

X
Xn+l = Xn — J{/((X’;)), n=20,1,223..

converge a . Ademds si f es de clase C®[a, b] la convergencia es al menos cuadrética.

Este resultado local permite disefiar algoritmos para calcular raices de polinomios con bas-
tante eficiencia. No obstante, queda englobado en un resultado mds general, como el que se
expone a continuacion.

Teorema de convergencia global

Sea f : [a,b] — una funcién de clase C?[a, b] verificando:

1. f(a)- f(b) <O0.
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2. f'(x) #0, Vx € [a, b]
3. f'(x)-f"(y) 20,  Vx,y€ab]

@l 1) _
4. mx {0 ) <b—a

Entonces existe un tnico « € [a,b] tal que f(x) = 0y para cada xo € [a,b] la sucesién del
método de Newton-Raphson, definida por

X
Xp+1 = Xy — }{,((x’;)), n=0,1,23.

converge a . Ademds si f es de clase C®[a, b] la convergencia es al menos cuadrética.

Demostracién: Por la primera condicién, aplicando el Teorema de Bolzano, existe al menos
una raiz « para f. De la segunda condicién, aplicando el Teorema de Rolle se deduce que dicha
rafz debe ser tinica (de lo contrario la derivada tendria una raiz).

De las condiciones 2. y 3. se obtiene que, tanto f’ como f”, conservan su signo en [a, b].
Esto es, f mantiene la monotonia (o bien es creciente o bien siempre decreciente) y la curvatura
(céncava o convexa, y carente de puntos de inflexién). Se supone que f'(x) > 0y f”(x) > 0. El
analisis del resto de casos seria similar.

Se define la funcién g(x) = x — J[/((’;)) en [a,b]. Derivando
1
oy F) ()
=Ty

Por ser f creciente, con f(a) = 0 es claro que
f(x) <0, Vx € [a,a)
f(x) >0  Vxe (a,b]

Por consiguiente, ¢ es decreciente en [4,«) y creciente en («, b]. Entonces

Si xefan] > a=g) < g(x) < g(a)

Ahora bien, por la condicién (4),

Por tanto
x € [a,a] — g(x) € [a,b]

Andlogamente, como g es creciente en (&, ],
Si x€ab) —»a=ga) <g(x) <g(b)<b
Por tanto
x € [a,b] = g(x) € [a,b]

Es decir, en cualquiera de los dos casos, la sucesién generada por el método de Newton-Raphson
verifica
Xn € [a,b], Vn € N
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Ademas

f(xn)

Pl = 8] = Gy <

luego se trata de una sucesién estrictamente decreciente y acotada inferiormente. En consecuen-
cia debe ser convergente. Si se denota por 8 a dicho limite es claro que

X1 = 8(xn) = B =g(B)

y por la unicidad del punto fijo, debe ser

B= lim g(x,)=u

n——+oo

lo que prueba la tesis del teorema. Ademas, como ¢’ (a) = 0, por los resultados previos (secciéon
6, teorema 2), la convergencia es al menos cuadrética.

Aplicacién: (Célculo de la raiz positiva de un ntimero)

Para hallar la raiz cuadrada positiva del nimero real c, se considera la funcién f(x) = x> —c.
Sean a, b ntimeros reales, tales que

0<a®<c<t?
de suerte que a*> —c < 0y b? — ¢ > 0.

En tal caso se verifican las cuatro condiciones del teorema de convergencia global anterior.
En efecto,

1. f(a)- f(b) = (a®> —c) - (b®> —c) < 0.
2. fl(x)=2x>0, Vx € [a,b].

3. f'(x)=2>0, Vx € [a, b].

L£(b)] i PR—g? _ (b4a)(b—
e s e

En consecuencia, el método de Newton-Raphson aplicado a f(x) = x?

en las condiciones dadas, converge a la raiz positiva de c.

— ¢ en un intervalo [g, b]

Aplicacién: (Cédlculo de la raiz p-ésima de un nimero)

Para hallar la raiz p-ésima positiva del nimero real ¢ (p > 2), se considera la funcién f(x) =
xP — c. Sean a, b nameros reales, tales que

0<al <c<b?

Siguiendo un razonamiento similar al caso previo, es facil demostrar las hipétesis del teorema
de convergencia global.

1. f(a)- f(b) = (aP —c) - (b¥ —¢) < 0.
2. f'(x) =pxP~1 >0, Vx&lab].
3. f"(x) = p(p—1)xP=2 >0, Vx € [a,b].

4 [f(b)] b —c W—at ~p g

SO Ty S T =
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Para probar la tltima condicidn, se parte de la desigualdad
1<14+x+x2+---F+xP 1<y, Vx € [0,1]

0, de manera equivalente
xP —1

<
P <vp, Vx € [0,1]

1<

Alser 0 < a < b, se puede considerar x = § < 1, y se tendra:

(5)" -1 o bP — b
- < <p= — <
H-17" 7 P e et =Y
Esto es,
P — gP
b algb—a
p-or-

lo que equivale a afirmar

- P —gP
|f(b)]  bP—c < b? —a <b—u

FO " pbr T = T

siempre que 0 < a < b, con a’ < c < bP. Por tanto, el algoritmo de iteracién

0<|

1
xn+l:;' ((P—l)-xn—i—r]c_l), n=20,1,23..

Xn

con xg € [a,b], converge cuadraticamente al numero + {/c.

Calculo de v/2.
Por ejemplo, para p = 5y ¢ = 2, se obtendria la funcién

1 2
g(x) = 5 (4x+ x4>
que se podria considerar definida en el intervalo [1,2], al ser 1° < 2 < 2°. Partiendo del valor

inicial xg = 1, se obtendrian los valores numéricos

xo=1  x=g(1)=12 1 =g(12)=115290, x3=g(1,15290) = 1,14872

xg = g(1,1487) = 1,148675, x5 = g(1,148675) = 1,14869835, x¢ = 1,148698355
Ya en la séptima iteracion se observa que las primeras ocho cifras significativas no varfan,
x7 = ¢(1,148698355) = 1,148698355...
aproximdndose sucesivamente al valor real
V2 = 1,1486983549970350067986269467779275894438508890977975055137111184...
obtenido mediante el algoritmo de computacién (Wolfram Alpha).
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8. Aceleracién de convergencia

La cuestion que se plantea ahora es la siguiente: dada una sucesién de niimeros reales (x,,) que
converge con cierto orden al niimero real «, encontrar un algoritmo iterativo que mejore la velocidad de
convergencia, i.e,

im =2l
n=-+oo |x, — a|

para una cierta sucesion (y,) con limite «.

Diferencias progresivas

—+o0

Def.: Dada la sucesion (xy ), %,

se define la diferencia progresiva de primer orden Ax, por:

(AX)p == Xpy1 — Xn, n=20,1,23..
La diferencia progresiva de segundo orden, A*x es:

(A%x)y = (AX) i1 — (AX)y = Xpyo — 2Xpq + Xy,  1n=0,1,2,3...

En general, la diferencia progresiva de orden k, A¥x se define por la expresi6n recurrente:

(M), = (A" %), — (A" %),  1n=0,1,2,3..

Asi, la diferencia progresiva de orden 3, se obtiene del siguiente modo:

(A%x) = (A%%) 1 — (B%X)n = (Xp43 — 2%42 + Xpp1) — (Xng2 — 241 + Xp) =

3 3 3 3
= Xp43 — 3Xp42 +3Xp41 — Xy = 0 Xn+3 — 1 Xpy2 + ) Xn+1 — 3 Xn

No es complicado observar que, en general, estas diferencias obedecen a expresiones de la
forma:

k
(k
(&%), =Y (-1) <l) Xpik—i, n=0,1,23..

i=0

Por ejemplo, si se considera la sucesién x,;, = %, la diferencia de primer orden es una nueva
sucesion, de la forma:
1 1 -1

- <0

A = — Xy, = —— — =
(Ax)n = Xns1 = X n+1 n nn+1)

Esta nueva sucesiéon converge con mayor rapidez a cero. Las diferencias de segundo orden
serfan:
2
(A%x)n = (Ax)p1 — (AX)n = Xpi2 — 2Xp41 + X0 =

12 1 _nn+l)—2nn+2)+n+1)(n+2)
n+2 n+l n nn+1)(n+2) N
_n2+n—2n2—4n+n2—|—3n+2_ 2
N nn+1)(n+2) Cn(n+1)(n+2)

que aumenta la convergencia de la diferencia progresiva de primer orden. Esto es una propie-
dad general.
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Deduccién de la férmula de Aitken

Sea (x),f2) una sucesién de ntimeros reales que converge linealmente a «. Se supone que
las diferencias
ey = Xp — K
tienen el mismo signo (se puede suponer que son positivas). Entonces para valores suficiente-

mente grandes de n,
Xp+2 — &  Xpyp1 — &

Xpy1 — & Xn — &
ya que
e X -
lim 91— gy Fenmel g
n—+eo e,  no+toeo X, —af

al suponer convergencia lineal. En este caso, multiplicando en cruz,

2 ~
Xp g — 20X + 4 A XpyaXn — WdXpyn — QX 4+ 4E
~ 2
& (Xpgo = 2Xp41 + Xn) R Xpg2Xn — Xy g

o (Xpgo — 2% 41 + Xn) & (Xpg2Xn — 2Xp X1 + X5) — (X2, 1 — 22Xy i1 + X3)

@ (Xpg2 = 2201 + Xn) A X (Xpg2 — 2%p41 + Xn) — (g1 — xn)z

esto es, )
« - (Azx)n ~ Xy - (Azx)71 — ((Ax)y)

y por tanto

((Ax)n)?
(A%x),

a%xn_

Esto motiva definir la transformada de Aitken de la sucesion x;,,

2
((Ax)n)
Yo =Xp— o2 71=0,1,2,3...
(A2x),
Por lo anterior, es claro que la transformada de Aitken de una sucesién convergente, es una
nueva sucesién que converge al mismo limite. Lo interesante es que esta transformada acelera
la velocidad de convergencia, tal y como se prueba en el siguiente teorema.

Teorema sobre aceleracion de convergencia (Aitken, 1926)

Sea (x),/ una sucesi6n de ntimeros reales que converge linealmente al limite «, con cons-
tante de convergencia 0A < 1. Se supone que para todos los valores de n suficientemente gran-

des, se tiene
(xp —a) - (xp41 —a) >0

Entonces la sucesion (i, ), definida por

2
M n=0,1223..

yi’l:xi’l_ (A2x>n 7

converge a « con mayor rapidez que x;, en el sentido de que

T
n—+oo |x, —
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Demostracién: Se denota

€
kn — n+1

p— €n=|x,—a| #0

Por hipétesis, se sabe que
lim k, =A#0, Al <1
n—-+oo

Sea y,; la sucesién definida por el algoritmo de Aitken. Las aproximaciones sucesivas, en este caso,
son: )
A Xn+1 — Xn
En=Yn—a=2x,—a— (X ) =
Xpt2 = 2Xp41 + Xn

((xpg1—a) = (xn — “))2

= |\Xy — X&) — =
=)~ Gz =) =2t — ) + (5a =)
— e — (€nt1— en)z e — (knen — en)z _
" €nq2 — 2€441 + € ! kyti1knen — 2€nky + ey
e G- Kl k)

en - (knptkn —2ky +1) " kpytky — 2k, +1

Suponiendo que A # 1, se pueden tomar limites en la expresién previa y obtener:

lim <" = lim Kin(Kivt 1 — )

=0
n—+00 €n n—+00 kn+1kn - 2kn + 1

Observacién: Notese que en la demostracién anterior, es relevante la hipétesis sobre la cons-
tante asintotica
0<A«l

En efecto, se va a demostrar con un par de ejemplos que, si A = 1, el resultado no es valido, ni
se mejora la velocidad de convergencia del algoritmo.

Ejemplo: El caso x, = % Para la sucesién x;, = %, que es estrictamente decreciente y con-
vergente a & = 0, se dispone de las diferencias progresivas,

1 1 1
A = = -
(A)a n+1 n nn+1)
1 2 1 2
(Azx)n = +-=

T n4+2 n+1 ' n nan+1)(n+2)

La sucesion generada por el algoritmo de Aitken, es:
2
1 1
¥ 1 (‘ n(nJrl)) 1 ol Py

n
yn:xnif_ 2 -, 2 =
(A%x)n eI R S )
1 nn+1)(n+2) 1 n+2  2n+2-n-2 n 1

“n 2n2(n+1)2  n 2n(n+1) 2n(n+1)  2n(n+1)  2(n+1)
Es decir, la sucesién generada para acelerar la convergencia es

1
Yn = 2+ 1)

que si bien es convergente a cero, verifica

lim yl:%;éo

n—-+o00 Xn
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esto es, poseen la misma velocidad de convergencia y no se cumple la tesis establecida por el
teorema.

Ejemplo: El caso x;,, = %

El caso anterior es paradigmético de lo que sucede cuando A = 1. Para la sucesién x,, = nl—z,
que converge a cero con mayor velocidad que %, se puede comprobar que

7. 7. x
lim k, = lim 1 —1
n—-+oo n—+4oo Xy

El algoritmo ideado no mejora la velocidad de convergencia.

En efecto, clculos relativamente sencillos, permiten obtener en este caso, las expresiones:

(Ax) 1 _1__  2n4+1
T m+1)?2 n2 T n2(n+1)2
(A1), — 1 2 1 6n2 4+ 12n + 4
n = ==

n+22 (m+1)2 " n2 n2(n+1)2(n+2)2

Por consiguiente,

2
2041
o (@021 CEHR) 1 @u1per 122
ne A 2 T a2 e?+12n+d . 2 44 46712 -
(A%x), n m n n*(n+1)*(6n? +12n+4)
1 (2n 4 1)%(n +2)? _ (n+1)2(6n*+12n+4) — 2n+1)?(n+2)*
2 n2(n+1)2(6n2+12n+4) n2(n+1)2(6n2+12n+4) N

(n? 4+ 2n+1)(6n% +12n +4) — (4n> +4n +1)(n® + 4n + 4)
n?(n+1)2(6n% +12n +4)

_6n* +121% +4n® +12n° +24n% + 8n + 6n” +12n +4
B n2(n+1)2(6n2 +12n +4)

dnt - 16n° 160 +4n® - 16n* +-16n +n’ +4n+4
n2(n+1)2(6n2 +12n +4) N

2n* + 4nB + n? 2n? +4n+1

Con2(n+1)2(6n2 +12n+4)  (n+1)2(6n2 +12n +4)

Noétese que para n suficientemente grande, se puede tomar en buena aproximacién,

2n? +4n + 2 2(n® +2n+41)

YIS 12 (en +12n+4)  (n+ 1)2-2(3u% 1 61 +2)

2(n+1)? _ 1
2(n+1)2(3n2+6n+1) 3n2+6n+2

Aunque bien es cierto que

1

1
“3ftenia w2 TMEN

Yn
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no es cierto que aumente la velocidad de convergencia. La sucesién y,, posee el mismo caracter
de convergencia lineal que x;, al verificar

lim 7% = lim ”72—17%
n—+oo X, n—teo3n24+6n+2 3

Los ejemplos anteriores muestran las debilidades del algoritmo de Aitken. Lo cual insta a
buscar nuevos procesos de mejora, que suplan los casos mads restrictivos.

9. Meétodo de Steffensen

El método de Steffensen se puede considerar como una combinacién del método del punto fijo
y del método de Aitken. Para construir la sucesién de las aproximaciones x,, en todo tercer paso
se usa la formula de Aitken, y en el resto se va aplicando la iteraciéon

xn :g(xnfl)/ n #3

Ax)2
X3n4+3 = X3 — &233)‘:; n=20,1,23..

Esto aumenta considerablemente la velocidad de convergencia. Concretamente se probara
el siguiente resultado.

Teorema sobre convergencia de Steffensen

Sea ¢ : [a,b] — R una funcién de clase C3[a, b], con un punto fijo «, tal que

gla)=a,  g'(a)#1

Entonces existe un d > 0, tal que el método de Steffensen converge cuadraticamente para cualquier
xo € (x —6,a+9).

Aplicacién
Se considera la funcién g : [1,2] — R definida por

g(x) =V1+x

Al ser una funcién continua con g([1,2]) C [1,2], existe al menos un punto fijo en el intervalo.
Ademas, la derivada

¢ (x) 0, Vx >0

1
= >
33/(1+x)2
por lo que en el intervalo considerado se trata de una funcién estrictamente creciente. Esto

garantiza la unicidad del punto fijo. Por otra parte es claro que

¢(x) <1, Vx >0
En consecuencia, se puede aplicar el algoritmo de iteracién
Xp1 = g(xn), xo=1
que tenderd al tnico punto fijo « € [1,2]. N6tese que, en este caso,
a=vVitasad=1+a
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i.e., se estd obteniendo indirectamente la tinica raiz real positiva del polinomio

plx) =2 —x—1

en el intervalo [1,2].

Partiendo del valor inicial xg = 1, se obtienen los primeros valores de la sucesion x;:
x =1, xp = g(1) = V2 =1,25%..., x = g(1,2599) = 1,312293...
x3 = ¢(1,3123) = 1,322353, xg = g(1,3223) = 1,324268, x5 = ¢(1,32468) = 1,324632
xe = (1,324632) = 1,32470, xy = g(1,32470) = 1,3247148,
xg = g(1,3247148) = 1,324717372, x9 = g(1,324717372) = 1,324717846
x10 = £(1,324717846) = 1,324717936...

En la décima iteracion se obtienen 7 cifras decimales exactas, aproximéndose cada vez mds
al valor

’ x = 1,32471795724474609085...

obtenido con Wolfram Alpha.
Si se aplica el algoritmo de Steffensen, se deben fijar los tres primeros valores por iteracién:
X0 =1, x1 = g(1) = 1,2599, xy = g(1,2599) = 1,3123

Para el célculo de x3, se aplica el algoritmo de Aitken,

(Ax)3 (%1 — x0)?
=x9)— ———— = 1,32553
(A2x)0 o Xy —2x1 4+ Xg

X3 = Xg —

Continuando con el proceso, se itera el valor obtenido:
xy = g(x3) = g(1,32553) = 1,324872
x5 = g(xg) = g(1,324872) = 1,324747

(Ax)3 (x4 — x3)?
=x3 — ———2/ _ —1324717685...
(A%x)3 B s —2x 4

Xg = X3 —
y se sigue un nuevo ciclo,
x7 = g(x6) = (1,324717685) = 1,324717906

xg = g(x7) = g(1,324717906) = 1,324717947

Ax)? — x6)?
Ax)s _ (7 =%)" | 5h717056..

X9 = X¢g — =
? 6 (A2x)6 6 xg — 2x7 + X¢

obteniendo 8 cifras decimales exactas en la novena iteraciéon. No obstante, este método puede
ser mejorado, utilizando un mayor ndmero de veces el algoritmo de Aitken en el proceso.

Si se considera un proceso de iteracion de punto fijo, x,1 = f(x), que se supone conver-
gente a un cierto valor &, el método de Aitken se vuelve poco ttil, ya que se conoce la sucesion
recurrente, pero no se dispone, en principio, de la expresiéon general que permite determinar el
término n-ésimo de la sucesion

x, = F(n)
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Es por esto, que se puede realizar una pequefia variacion de la expresion discreta del algoritmo
y suponer la siguiente transformada de f,

e (@) P
803 75 0) —2f o+

conocida como transformada de Steffensen. De este modo, se dispone de una nueva sucesién de
iteraciones,

xel

oty — e ) —yn)? -
Ynt1 = 8(Yn) = Yn TG =27 () T =0,1,2,3..

conyy € I. Lo interesante de esta sucesion es que mejora la velocidad de convergencia, pasando
a ser al menos cuadrética, tal como se prueba en el siguiente teorema.

Teorema local de convergencia de Steffensen

Sea f : [a,b] — R una funcién de clase C? en (a,b), con un punto fijo « € (a,b), tal que

f@) =a,  f(&)#1

Entonces, existe un § > 0 tal que (« — J,a + ) C (a,b) y para cualquier yp € (« —J,a +6), el
algoritmo de Steffensen,

o (flyw) —yw)? 0
) B (R

estd bien definido y converge hacia « con orden de convergencia al menos p = 2.

Demostracién: La idea fundamental consiste en expresar la diferencia |y, 11 — «| en térmi-
nos de |y, — «|, utilizando los desarrollos de Taylor de f en un entorno del punto «.

Noétese que, en tal caso, si g es la transformada de Steffensen de f, se tiene:

lim |y7’l+l _ 0(| — lim g(x) - X
n—+oo |y, — al? = (x —a)?

Se probara que dicho limite tiene por valor una expresién de la forma,

o 80 —x @) f(@)
e (r-a)?  2f(@) 1)

lo que garantiza una convergencia, al menos cuadrética.

En lo sucesivo, se dird que €,(x) =~ o(x — «)?, es una funcién infinitesimal en torno al niimero
real «, si verifica:

Nétese ademés que se verifican las propiedades:
[P1]: o((x —a)P) +o((x — )9) = o((x — &)™ (P))y
[P2] 1 o((x —a)P)-o((x —a)7) = o((x — a)")
para todo p,q € N.

El polinomio de Taylor de segundo orden de la funcién f en torno al punto fijo «, es:

£ = £+ T8 ) L0 a2 o )
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Puesto que f(a) = «,

f) - = L0 o) L a2 o - )

para x en un cierto entorno de «. Elevando al cuadrado la expresion, se obtendra:
(f(x) —a)* = f(@)?*(x —a)® +o((x —a))?,  Vxe (a—6a+0)

Por otro lado,

(AF)(x) = £(x) —x = (£ (@0) = Dx —0) + T (x )2 4 o((x ~ )2

(Af?(x) = (f(x) =2)% = (f (&) = D> (x =)+ (f' (&) = 1) - f" () (x = @) +o((x — )

que proporciona la expresion para el numerador de la funcién g. Para el denominador, se
realizan los siguientes calculos:

FU) = 50 = (@) =D — 00+ T (73) = a? + of(x - )2

Restando las expresiones obtenidas,

(A2f)(x) = f(f(x)) = 2f(x) +x = (f(f(x) = f(x)) = (f(x) —x) =

= ()~ () )+ L () ) - (- 2] o2 - w))? =

= () - 02—+ (F@) - D a2+ T (1002 1) - w4 0((x - )2 =

= (@) - 02— )+ E (@) -1+ @) + 1) — 0)? +o((x )2 =
esto es,

(@200 = (') = 020~ )+ T (7 0) = 1700 + 20 - 02 + 0l - )

Considerando la funcién que define el algoritmo de Steffensen,

JORSNN 1 C s ) N () )
FFe) —2f) +x ~ 7 (A2)(x)

se tendr4, , , )
B (B2 (AF)()(x— ) — (AHPR)
sl —a =0 = ) = %)) -

40 (/(a) = ) () (x = 2)° + 0((x = 0)%)
(f/(lx) - 1)2(3( - Dé) + %(f/(“) _ 1)(]”(0() +2)(x —vc)Z +0((x _ “))2

_ L6 (£ =T f () (x — )3 + o((x — &)%)

U =TPR(x — @)+ T (=T (f (@) +2) (x — @) +o((x —w))?
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En consecuencia,

" —a)2
g(x) —w _ fT(!)f/(”‘)JFO(((;—ia))Z)

(x=a)  (pr(a) — 1) + SR (P (@) +2)(x — &) +o((x —a))!

Tomando limites, cuando x — «,

tim 89 =% _ i, 2 S+ _ f@f W

e @) () 1) + L (@) +2) (- ) +o((x -t 2@ =)

En definitiva, si f/(a) # 1, dicho limite existe con valor finito, como se queria demostrar.

Por tanto, ya sea un punto fijo atractor (f'(a) < 1), como repulsor (f'(a) > 1), el teorema
sigue siendo vélido.

Observacion 1: Nétese que el método de Steffensen permite trabajar directamente con la
funcién, con lo que mejora el algoritmo de Aitken, en el que hay que determinar los primeros
valores por iteracion antes de aplicar el algoritmo acelerado.

Observacion 2: Si la sucesién determinada por iteracion converge a un punto fijo linealmen-
te, la aceleracion de Steffensen lo hace al menos cuadréticamente. Si las iteraciones de punto fijo
convergen con orden de convergencia p > 1, las de Steffensen convergen con convergencia de
orden al menos 2p — 1.

Observacion 3: Si ademds se cumple que el punto fijo es estacionario, el algoritmo de Stef-
fensen tienen una convergencia de orden p > 3.

Métodos combinados

Dado un sistema dindmico de punto fijo «, (I, f), siempre es posible encontrar otro sistema
dindmico (I, g) con el mismo punto fijo, y que mejora la velocidad de convergencia. Por tanto,
se podria acelerar un algoritmo disefiando una funcién compuesta con otra de mayor orden de
convergencia. Esto presenta ciertas limitaciones como muestra la siguiente proposicion.

Proposiciéon

Sean f, g : [a,b] — R dos funciones con un mismo punto fijo . Se supone que el orden de conver-
gencia de f es p y el orden de convergencia g es g, esto es,

f) - o 8) —a
MGy ~M 70 MG =0 pgEN

Entonces el orden de convergencia de la funcion compuesta f o g es q.

Demostracion: Hay que observar en primer lugar que, efectivamente, la composicién tiene
el mismo punto fijo.
(fog)a) = f(g(a)) = f(a) = a
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Sean € N el orden de convergencia de la composicién considerada. En tal caso,

flgx) —x _ flg(x)) —g(x)  8(x) —x _

(x —a)" (x —a)" (x — )

flg(x) —g(x) (g(x) —a)P  g(x) —x (x—a)
) =)y (x=a)" (=) (x—a)"

flg(x) —g(x) (g(x) —w)P (x—a)PT  g(x) —x (x—a)!
gx)—a)r  (x—a)p (x—a)t  (x—a)] (x—a)

Se denota por [EQ] la ultima expresion obtenida. Se va a analizar lo que sucede con cada
uno de los sumandos al pasar al limite:

lim X 0" e (g(x)_"‘>p:/\§7éo

X—a (x — a)P’i X—a (x — (x)q

Si se supone que g > 1, entonces pq > 1, y en consecuencia

— n)Pq
lim [Cant Ol lim(x —a)P17" =0
x—a (x —a)" X

por lo que el primer sumando se anula. De igual modo, los limites que figuran en segundo
término deben valer:

x—a (x — )

— )i
lim (r=a)f = lim (x — a)7™
x—a (x — 1)()" xX—a

n

Para n < q este dltimo limite también es nulo. En cambio, si n = g, se obtiene para la expresion
general [EQ], un valor A no nulo. En consecuencia,

o FoR@ —x e —x [T
= (x—a)" x—a (x—a)” o si n>q

siendo por tanto el orden de convergencia de la composiciéon igual a 4.

La proposicién muestra que el orden en la composicién condiciona el orden de convergencia.
Se denota por Ord(f) el orden de convergencia de f, de suerte que, en la nueva notacién

(Ord(f)=p,  Ord(g)=q = Ord(fog)=O0rd(g) =q|

Aplicacién numérica

Las ideas anteriormente expuestas pueden servir para acelerar considerablemente los algo-
ritmos disefiados con el fin de determinar aproximaciones numéricas de ceros de una funcioén.

La idea resulta bastante sencilla: partiendo de la ecuacion funcional

f(x)=0
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se obtiene la transformada de Newton F,

F(x):Nf(x):x—M Vx el

de suerte que
fla) =04 F(a) =a

en un determinado intervalo I C R donde estd garantizada la convergencia ( verificar condiciones
del teorema del punto fijo).
A continuacién se aplica el algoritmo de Steffensen a esta funcién F. Si se denota, como antes

o () —xp?
S =8 =2y —ap e V!

es claro que se puede considerar la composicién

Y
Glx) = (570 Np(x) = g(F(x)) =2~ F(P(f)%x_) oF zc) Fx

Al iterar esta funcién, a partir de un valor inicial xg € I, la velocidad de convergencia del
método de Newton, que se sabe que es al menos cuadratica, es acelerada por el método de
Steffensen, por lo que se aumenta considerablemente la velocidad del proceso.

Para mostrar la eficiencia del proceso, considérese el problema de determinar un buen ni-
mero de cifras decimales de a = ++/2, raiz positiva de la ecuaciéon cuadratica

f(x)=x2-2=0

La transformada de Newton es

Ademas

2 2
1 2—x2
(3+1) - (%2)

C) =S (Fx) =~ faapse — 5 =% G 2
(212 x X L(x212) %
_2\2 _.2\2
_ () e+ ()
T e s ¢ (R2+2)2-16
4x(x242)

(2422 —16x — 25 - (2+22)2-xH)?  6xt—8x2—8

(x2+2)2-16 Coxe (x4 4x2 - 12)

La expresi6n racional obtenida para G = Sy o N,

6x*t—8x2—8

= = 1,2
Gx) x5 +4x3 — 12x7 x € [1,2]
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proporciona un algoritmo eficiente de aproximacién del punto fijo & = +1/2, con valores racio-
nales.

En efecto, partiendo del valor inicial xy = 1, se tiene:

_10

G(1) = — ~ 1,4285714...

c <1O> _ M4 1393 ) 14013198..

7) 780 985

que da una aproximacion en la segunda iteracién de 6 cifras decimales exactas. Iterando una
vez mas,

~ 1,4142135623730950488077373...

G 1393\ 15290740090
985 ) 10812186007

Hay que recordar que

V2 = 1,4142135623730950488016887242096980785696718753769480731766797379...

por lo que en la tercera iteracién se cuenta con {20 cifras decimales exactas! Esto constata la
potencia del método.

Idéntico proceso se podria seguir para determinar las raices ctibicas o n-ésimas de un ntiime-
ro real ¢ > 0. Basta considerar la funcién

flx) =" —c

y construir la composicién G = S¢ o N¢, como se ha explicado. De hecho, se podria aplicar
sucesivamente el proceso
SfOSfOONf

de suerte que se vaya acelerando progresivamente la convergencia. En el fondo lo que se esta
haciendo en esta composicién es agrupar en una funcién, aquella que se obtendria de ir iterando
la misma n pasos. Pero simplemente el hecho de combinar estos dos algoritmos, permite obtener
importantes aceleraciones en la convergencia al punto fijo.

10. Conclusiones

El andlisis de los métodos mostrados permite responder adecuadamente aquellas cuestiones
planteadas al final de la seccién primera.

{Qué funcién es la mas apropiada para iterar? Aquellas funciones de clase al menos C?
en intervalos cerrados por la composicién, que contienen un punto fijo &, siendo deseable que
dicho punto fijo sea atractor, i.e., f'(x) < 1. Cuanto més proximo el valor de esta derivada se
acerca a cero, mayor velocidad de convergencia.

(Coémo caracterizar la dindmica del sistema a partir de su derivada? En el caso real, si
|f'(«)] < 1 el algoritmo converge al menos linealmente, para casi todo valor inicial (punto fijo
atractor). Si |f'(a)| > 1 el algoritmo diverge para casi todo valor inicial (punto fijo repulsor). En
los casos en los que |f'(a)| = 1, no se puede asegurar nada.

¢El valor inicial condiciona la velocidad de convergencia? En general el valor inicial no
influye en la velocidad de convergencia, cuando se encuentra relativamente préximo al punto
fijo, y el sistema es atractor. En cambio depende en buena medida de dicho valor, para sistemas
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dindmicos caéticos. Discernir entre sistemas dindmicos que se comportan cadticamente, en el
sentido de dependencia sensible a las condiciones iniciales, abre las puertas de la moderna
teorfa de sistemas dindmicos.

(Como estimar el error cometido al realizar la aproximacién? Las diferencias definidas
€n = |xn — &, Vn € N

permiten estimar el error de aproximacién. El comportamiento de esta secuencia de errores
absolutos marca en cierto sentido la velocidad de convergencia. El andlisis de la potencia de
este tipo de infinitésimos permite establecer el orden de convergencia de la sucesion iterada.

(Es posible mejorar el algoritmo aplicado? En efecto, este modelo es una propuesta sen-
cilla, que sugiere la biisqueda de procesos de mejora, tipo Newton-Steffensen, donde en pocas
iteraciones se consigan aproximaciones numéricas con un error relativamente pequerio.

Un objetivo deseable serfa el determinar nuevos algoritmos (tipo Aitken-Steffensen) que re-
suelvan y superen las debilidades del método expuesto. El estudio de mejoras de algoritmos
es un problema matemédticamente interesante, de igual modo que lo es su desarrollo préctico
dentro de un lenguaje de programacién adecuado, tipo Python o C++. Nuestra linea de trabajo
va orientada en este sentido.
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1.

La funcién parte entera es utilizada en diferentes aspectos de la cotidianidad algunos conscien-
tes o inconscientes, otras situaciones son producto de aspectos estandarizados; por ejemplo, en
el sistema monetario COP (pesos), una cuenta que asciende a $8497 genera un pago total de
$8500 si éste se hace en efectivo, lo cual termina siendo el entero superior en dicho sistema mo-
netario que va de $50 en $50. Al preguntarse la hora a un transetinte, la mayoria responde en
intervalos enteros de 5 en 5 minutos (en un reloj analégico), asi a pesar de ser las 8:31 se suele
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Resumen

En este articulo se pretende analizar algunas de las propiedades de la funcién parte ente-
ra desde una componente algebraica, algunas de ellas se demuestran y en otras se hace uso
de la interpretacién geométrica para obtener una mejor explicacién de la propiedad o com-
plementar la misma. Adicionalmente, se estudian algunas aplicaciones y algunos contextos
matematicos donde dicha funcién toma sentido, es el caso de los puntos red, los ntimeros
complejos, las teselaciones, la teoria de ntimeros, la probabilidad, entre otros.

Palabras Clave: Funcién parte entera, mantisa, médulo, aditividad.

Abstract

This article aims to analyze some of the properties of the integer part function from an
algebraic component, some of them are demonstrated and in others the geometric interpreta-
tion is used to obtain a better explanation of the property or to complement it. Additionally,
some applications and some mathematical contexts where this function makes sense are stu-
died, such as network points, complex numbers, tessellations, number theory, probability,
among others.

Keywords: Function integer part, mantissa, modulus, additivity.
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decir que son las 8:30 (AM/PM). En cuyo caso estamos haciendo alusién al menor entero. Ocu-
rre algo similar con los pesos de verduras y frutas cuando se hace la compra, al comprar una
mercancia que cuesta $19990. Entre otras muchas situaciones donde recurrimos al redondeo,
pero de un ntimero entero, inconscientemente hacemos uso de la funcién parte entera. Algunas
de estas situaciones son culturales, otras mediadas por la divisa que maneje el pafs.

Pero la funcién parte entera no solo se aplica a situaciones de la cotidianidad, en la matematica
misma tiene mucha funcionalidad, en particular para los campos de teoria de ntimeros, proba-
bilidad, célculo, geometria, asi como una amplia gamma de contextos fisicos y matematicos. En
[4], por ejemplo, los autores estudian una clase simple de sistemas dindmicos en Z relaciona-
dos con las funciones de suelo y techo aplicadas en un problema combinatorio para un juego
de cartas y su tiempo de parada. En [9], los autores presentan algunas generalizaciones para
las funciones de parte entera de nlimeros racionales positivos usando el arbol Stern-Brocot y lo
asocian a un problema de generalizacion para la conjetura 4/3 de ciencias de la computacién.
En [11], el autor determina expresiones de forma cerrada para el enésimo término de algunas
secuencias y series de interés utilizando las funciones techo y suelo de manera individual y
combinada. Algunas referencias sobre los tltimos avances en el uso de las funciones de parte
entera se pueden encontrar en [6, 7, 10, 12, 13, 15].

En este articulo se muestran algunas aplicaciones de la funcién parte entera (Suelo/Techo) en
contextos matematicos. Pese a que la funcién parte entera es conocida y bastante estudiada,
en este trabajo se presentan situaciones desde un punto de vista geométrico asi como también
algunas propiedades que no son tan comunes. Ademas, en el presente escrito se utiliza una
metodologia en la cual, a partir de expresiones funcionales generales y el uso de su geometria
adyacente, se deducen propiedades para los reales. El método empleado para deducir propieda-
des para R (y en general para un conjunto), a partir de expresiones funcionales més generales
(ej. R?) y en consideracion de representaciones geométricas se denomina inferencia funcional
[14] y no se debe confundir con anélisis funcional o andlisis matematico. Otro aspecto meto-
dolégico que se utiliza en el presente estudio es considerar propiedades para la funcién parte
entera en el intervalo [0, 1] y luego se extienden como generalizacién en toda la recta numérica.
Esta técnica es viable ya que la mantisa asociada a un niimero real siempre es un valor entre 0 y
1y todo ntimero real es la suma de su parte entera mas su mantisa.

1.1. Funcién parte entera y Mantisa

La funcion parte entera, denotada |-|, es el mayor de todos los enteros que son menores o
iguales a un nimero real x; es decir, sin € Zy n < x < n+ 1 entonces | x| = n, equivalente a

[x] = méx{n < x}. @

La funcioén parte entera de x cumple la propiedad de involucién, a saber, | |x] | = |x]. Se suele
utilizar la expresiéon Floor (suelo) para denotar esta funcién en programacién. A diferencia de
la funcién [-] llamada funcién Ceil / Ceiling (techo), que es el menor de los enteros mayores o
iguales que un real dado x, es decir, [x]| = 122%1 {x < n}. Ambas funciones estan relacionadas

|x] = [x] sixeZ,
[x]+1=1T[x] six¢Z.

La funcién mantisa de x indica la parte decimal de este ntimero, se escribe como la diferencia
entre el nimero y su parte entera, es decir, m(x) = x — [x|. Para todo ntimero real x, se sa-
tisface la desigualdad x — 1 < |x] < x, de la cual se deduce que 0 < x — |x| < 1. Lo cual
implica que la funcién mantisa estd acotada para todo x € IR, acorde a las desigualdades se
cumple que |m(x)| = 0.Yaque |[x+ 1| = |x] + 1, entonces se satisface que m(x + 1) = m(x),
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lo cual implica que la funcién mantisa es una funcién periédica con periodo T = 1. En el inter-
valo [0, 1), tiene un punto de corte con los ejes en (0, 0) y una discontinuidad inevitable en x = 1.

De forma general, la funcién my(x) = kx — |kx| para k € IN, donde mj(x) = m(x), es peri6-
dica de periodo T = % y en el intervalo [0,1) tiene k intersecciones con el eje x para x = 0,
%, %, cer, k_Tl, cada uno de estos interceptos representa una discontinuidad no removible (no
evitable). El 4rea bajo la curva para my(x) en el intervalo [0,1) es 3, para todo valor de k. En

efecto, la funcién es discontinua para x = % que es el periodo, entonces

/01 my(x)dx = k~/ol1c mp(x)dx = k- lim b(kx— |kx|)dx = k- hm {/ kxdx —/ kxjdx] ,

(1)

como |kx | = 0 para todo x € [0, k) entonces se puede concluir que

/01 W(x )dx—k<k;)

A partir de la funcién mantisa es posible hallar la distancia de un x € R al entero mds proxi-
mo, la cual denotaremos d(x). Esta funcion es periddica con T = 1, ya que da igual hacer el
andlisis en el intervalo [0, 1] que en el intervalo [n, n + 1] para cualquier n € Z. Sin pérdida de

% paratodok € IN.

0

generalidad, se efectda el andlisis para x € [0,1]. Si x € [O, %} entonces dicha distancia es la
mantisa de x, d(x) = m(x) = 1 + (m(x) - %) Six € [%, 1} entonces estd mds cerca de 1y por

ende la distancia es la unidad menos la mantisa, es decir, d(x) = 1 —m(x) = 1 — (m(x) - %)

Unificando ambas expresiones, concluimos que la distancia de un ntiimero real x al entero mas
proximo es

1

a0) = 3 - ) - 3| =3~ |- 1 - 3 @

2 2

2. Contextos Matematicos

2.1. Geometria: Teselaciones

Consideremos dos poligonos regulares diferentes P; y P, con 17 y 1 lados respectivamente. Se
busca una condicién para los poligonos P; y P, de tal forma que teselen el plano. Sean X; y X»
el valor del angulo interior de cada poligono; sobre un punto Q en el espacio se satisface que

myXq + maXo = 360°, 3)

donde m y m; es el ntimero de poligonos del tipo P; y P> respectivamente que deben converger
alrededor del punto Q. Por las propiedades de la geometria Euclidiana se sabe que los angulos

centrales de estos poligonos son w; = 300 y 7w, = 360 y que la relacién entre el angulo X; y w;

son de la forma w; + X; = 180° parai = 1,2; es por ello que X; = 180° (1 - —) al sustituir en

(3), resulta
o 2 e} 2 (o)
180°mq (1— — ) +180°myp (1 — — ) =360°,
ny np
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simplificado se escribe como my + my = 2 + 21 4 21 ; va que cada m; es un entero entonces la
p 1 2 1o 1

n
igualdad se expresa como
my m
my +my = {2(1—1—1—1—2” .
ni ny
La expresion anterior permite identificar los tnicos casos en que es posible la situacién de estu-
dio, dado que obliga a que 2 (’Z—ll + @) sea un entero, esto es: 2 (’% + @> = {2 (m + @)J =

13 ny ny 13

U% + %J + U% + ':—22 + %J (ver subseccién 3.3) y considerando que n1,np > 2yn; #np; € N,

tenemos que, los tinicos valores para my, ny, my, 1 € IN, que cumplen la condicién 2 %1 + ’%) =

my + my — 2, son los presentados en la Tabla 1, en esta se resumen las posibilidades que se pue-
den presentar cuando convergen dos poligonos diferentes alrededor de un vértice y la cantidad
de tales poligonos.

Tabla 1: Posibilidades para mj + my

my + mp mq my ni ny X1 X2 POIigOI‘lOS
3 1 2 4 | 8 || 90° | 135° 1 cuadrado y 2 octdgonos
1 2 3 | 12 || 60° | 150° || 1 tridngulo y 2 dodecdgonos
4 2 2 3 | 6 || 60° | 120° || 2 tridngulosy 2 hexagonos
5 3| 2 3 | 4 || 60° | 90° 3 tridngulos y 2 cuadrados
4 1 3 | 6 | 60° | 120° 4 triangulos y 1 hexdgono

Andlogamente, es posible que en un punto Q incidan tres poligonos regulares diferentes, en
.z m m m
cuyo caso se debe presentar la expresion my 4 my + mz = {2 (1 +a tar Tt TS)J Para este

altimo caso solo se presentan dos opciones. En la primera, convergen alrededor de un punto,
un cuadrado, un hexdgono y un dodecagono. En la segunda, un tridngulo, dos cuadrados y un
hexdgono. En la Figura 1, se presentan las dos teselaciones posibles. Ambas configuraciones son
muy similares.

QO
g0 OO

Figura 1: Teselaciones: Tres poligonos regulares diferentes que inciden en punto.

2.2. Geometria: Puntos Red

Se asume un punto red en el plano como aquel cuyas componentes (x, i) son ambas enteras. Sea
f : R — R una funcién no negativa cuyo dominio es el intervalo [a, b] donde a y b son enteros
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tales que @ < b. Sea S el conjunto de puntos red (x,y) que satisfacena < x < b,0 <y < f(x). A
continuacién se deduce una expresién para determinar el ntimero de puntos red que pertenecen
al conjunto S.

Si se considera el hecho de que f sea una funcién no negativa, podemos afirmar que los puntos
del conjunto S en el plano serdn aquellos pertenecientes tanto al eje x como por encima de éste.
La cantidad de puntos red a lo largo del eje x en el intervalo [a, b] estdn dados por b —a + 1.

Por otra parte, considerando el hecho que y < f(x), entonces interesan también aquellos puntos
que estdn en la curva de la funcién (x, f(x)) y por debajo de esta. Asi, para cada valor entero
que asuma x en el intervalo [a, b] podemos afirmar que | f(x)| representa el nimero de puntos
red de S que estdn en la curva y por debajo de esta. Luego el total de estos puntos en el intervalo
[a,b] estd dado por:

M-

card(S) =Y [f())]+b—a+1, 4

1

a

donde card(-) hace alusién al cardinal o namero de elementos del conjunto S, el nimero de
puntos red debajo de la funcién no-negativa y = f(x) y definida en el intervalo [a, b].

2.3. Probabilidad

En [2], se encuentra el siguiente ejercicio, cuya solucién se basa en la funcién parte entera y
algunas de sus propiedades: "Hallar la probabilidad de obtener un mimero divisible por 2 0 3 en una
secuencia de niimeros del 1 al n. ; Qué sucede si n — oo?".

Sea A el evento que se describe en la situacién anterior, Sea A; el evento de obtener un niimero
par entre 1 y n, Az el evento de obtener un nimero divisible por 3 y Ag es el evento de obtener
un numero divisible por 6. En este caso se sigue que P(A) = P(A;) + P(A3) — P(Ag). Para saber
cuéantos nimeros divisibles por 7 € IN hay entre 1y 7, se tiene la relacion | Z |, es decir, la parte
entera del cociente entre la longitud del intervalo y el ntimero por el cual se estd analizando la
divisibilidad. Asi, hay | 5 | divisibles por 2, | | divisibles por 3y | %] divisibles por 6. entonces
la probabilidad del evento A es

4+ =°- _ =5
n n

Q)

2 ‘N\:
| I—

pay= 8L L8 L8 _ L3l L8118

Por las propiedades de la funcién parte entera se tiene que x — 1 < [x| < x, es por ello que se
tienen las siguientes desigualdades 4 —1 < [4] < §, E-1< L%J <fye—-1< L%J <z

Con estas desigualdades es posible acotar el numerador de la expresion para P(A) dada en (5)

i g de g 3ol <3 g

Al dividir por #n, en el término del medio nos queda la probabilidad del evento A, en los extre-
mos se hacen las operaciones necesarias para tener la desigualdad

2n—6 2n+3

P(A .
3n <()< 3n

De acuerdo al teorema de estriccién (regla del sandwich), se puede concluir que lgn P(A) = %
n—oo

Es decir, si efectuamos este experimento una gran cantidad de veces, podremos obtener un na-
mero divisible por 2 o por 3 en el 66 % de las extracciones. Es posible generalizar esta situacién
como sigue: Considere la secuencia de niimeros naturales consecutivos 1,2,3,...,n. La proba-
bilidad de obtener ntimeros divisibles por k € IN o r € IN, en dicha secuencia y denotada por
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P(B), esta dado por

P(B) _ n L%J \‘m.c‘nzl(k,r)J _ L%J + L%J o \‘m.c.l;:(k,r)J ’ ©)
n n n n

donde m.c.m(k,r) es el minimo comun multiplo de ambos ntiimeros. A medida que n — o

resulta la igualdad

o

) 1
m P(B) = r mem(k,r)’

n—s00 k

@)

2.4. Teoria de Nuimeros: Férmula de Polignac

Consideremos la cantidad de digitos ceros al final de n! y nombremos por conveniencia a es-
tos digitos como Ceros Estables, se denotan en adelante como C(n). Para ello se hace uso de la
descomposicién de n! en sus factores primos, resultado que recibe el nombre de férmula de
Polignac (también se le atribuye la férmula a Legendre [3, 5]). Consideremos los ntimeros na-
turales consecutivos del 1 al 5, en este intervalo hay un mdiltiplo de 2 y otro de 5, es por ello
que 5! debe terminar en cero ya que resulta un multiplo de 10. Para 21!, los nimeros se pueden
dividir en 4 intervalos de 5 nliimeros cada uno: 1 al 5, 6 al 10, 11 al 15 y 16 al 20, en cada uno

hay un maltiplo de 2 y 5, por ende, 21! debe terminar en 4 ceros, donde {%J = 4. En el caso

de 25!, hay 5 intervalos de 5 ndmeros cada uno, por lo que dicho factorial debe terminar en 5
ceros; sin embargo, 25 es 5 x 5, lo que implica que hay un 5 adicional que al multiplicarse por
uno de los pares de cualquiera de los intervalos, produce un cero adicional, es por ello que 25!

termina en 6 ceros. Para 25!, el total de ceros en los cuales termina es |2 | + E—EJ =5+1.Esta

situacién ocurre de nuevo cuando aparece otra potencia de 5 que es 125 = 5°. De acuerdo con
esto, la cantidad de ceros se puede encontrar como

con =y |21, ®

donde k € IN es el menor exponente tal que H—kJ = 0. Esta dltima expresién implica que
0< 5% < 1, aplicando algunas operaciones algebraicas se obtiene que Inn < kIn5, como k es

Inn
In5

estables es por la aplicacion sucesiva del algoritmo de Euclides en la direccién de un cambio de
base, en este caso en la base 5. En la Tabla 2, se muestran algunos de estos resultados:

el menor entero entonces k = L J = |logs 11]. Otra manera de obtener esta cantidad de ceros

Tabla 2: Numero de ceros al final de n!

[n] n [JC)] n ] n! | C(n) |
1 1 0 11 39916800 2
2 2 0 : : :
3 6 0 15 1307674368000 3
4 24 0 16 20922789888000 3
5 120 1 : : :
6 720 1 20 | 2432902008176640000 4
7 5040 1 : :

8 40320 1 n I(n+1)=n!
9 | 362880 1
10 | 3628800 2
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2.5. Sistemas numéricos: Niimeros complejos

Considere un niimero complejo z escrito en forma binémica como z = a + bi, donde a,b € R. Se
define la parte entera de z como [z| = |x]| + |y]i, donde se asume, por definicién, que |i| =iy
| —i] = —|i] = —i.Se analiza ahora la funcién compleja f(z) = |[z]|, donde | - | es el médulo de
dicho nimero complejo. Tal funcién f(z) se puede escribir como una funcién de dos variables
en la forma

f@) =Ilzll = x>+ ly]? = 8(x,y) - ©)

Con base en la definicién de la funcién parte entera de un namero complejo, la imagen |z] es
constante por rectdngulos en el plano de Argand (plano complejo), es por ello que la funcién
f(z) =||z]|, enelintervalo Iy y = [M, M +1) X [N,N +1) es f(z) = VM2 + N?, las fronteras
derecha y superior del rectdngulo, donde la suma W = M + N (como enteros no negativos)
permite escribir la funcién f como f(z) = /M2 + (W — M)2. Por ejemplo, si W = 4, entonces
se presentan para M y N las posibilidades 4y 0,1y 3,2y 2,3y 1, también O y 4 respectivamente.
Las imagenes bajo f son 4, v/10, /8, v/10 y 4 respectivamente. En la Tabla 3, se presenta esta
informacién y se asocia un color acorde a la suma que resulta para W.

Tabla 3: Valores de W en la funcién f(z) = ||z]|

W | M| N/ f(z) Color W | M|N| f(z) Color
0[0|0] 0 Rojo 1|2 5 | Amarillo
1 1 0 1 Azul 0 3 3 Amarillo

0 1 1 Azul 4 4 0 4 Verde
21210 2 Gris 3|11 +v10| Verde
111 V2 Gris 2 12| V8 Verde
02| 2 Gris 1|3 ]+V10| Verde
3 3 0 3 Amarillo 0 4 4 Verde
2 1 V5 | Amarillo

En la Figura 2 a), se presentan las imagenes del médulo de la parte entera de un ndmero com-
plejo, analice dicho grafico como una vista aérea de la funcién en tres dimensiones.

Considere ahora la funcién compleja g(z) = [|z|], es decir, la parte entera del médulo de un
numero complejo. Como |z| = /x2 + y? entonces ¢(z) se puede ver como una funcién de dos

variables de la forma h(x,y) = b /x? + yZJ .Ya que z = y/x2 + y? representa un cono, entonces
g(z) = h(x,y), es la parte entera de un cono. Por la definicién de la parte entera, si se tienen
las desigualdades M < /x?+y? < M + 1 con M entero, entonces b/ x2 + yZJ = M, las de-

sigualdades se cumplen siempre que M? < x* 4+ y? < (M + 1)2, es decir, para aquellos (x,y)
que se encuentran comprendidos entre dos circunferencias de radio M y M + 1, sin contener la
segunda circunferencia. Se forman asf anillos circulares. Como x? + y? es un valor no negativo
entonces, M es un entero no negativo. En la Figura 2 b), se ilustra esta situacién y en la Figura 3
a) y 3 b) se muestran vistas en 3D para ambos casos.

De acuerdo a los resultados para f(z) = ||z]|y g(z) = ||z|] y las Figuras 2 a) y 2 b), es posible
encontrar aquellos valores complejos para los cuales ||z || = ||z|]. Sea z = a + bi un nimero
complejo para el cual se cumple dicha igualdad, los posibles valores de este niimero complejo
son las porciones de las circunferencia para las cuales se satisface M — 1 < va? + b> < M, para
M € Ny a,b puede estar en cualquiera de los rectangulos [0,1) x [M —1,M) o [M — 1, M) X
[0,1). En la Figura 4 se ilustran estas opciones.
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a) Médulo de la parte entera, || z]|. b) Parte entera del médulo, | |z|].

Figura 2: Parte entera y médulo de un ndmero complejo.

5 5

a) Vista 3D del médulo de parte entera. b) Vista 3D de la parte entera del médulo.

Figura 3: Vista en 3D para ||z]| and | |z]].

3. Algunas Propiedades

3.1. Condiciones de Aditividad

Considérese a continuacién la funcién de dos variables dada por

fly)=x+yl = x] = ly]. (10)
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Figura 4: Valores que satisfacen | |z|| = ||z]] .

Se procede al analisis de los valores x, y para que la funcion f satisfaga la igualdad f(x,y) =0,
lo que conduce a hallar las condiciones para que se de la igualdad

lx+y| = [x]+[y] . (11)

Sea K = [x + v/, donde K debe ser un niimero entero acorde a la definicién de la funcién parte
entera. Sin pérdida de generalidad, se asumird que [x| = M+ Ky |y| = —M esto con el fin
que la ecuacién 11 se cumpla, donde M € Z. Por la definicién de la funcién parte entera se
presentan las desigualdades

K<x+y<K+1, M+K<x<M+K+1 y —-M<y<-M+1.

La primera desigualdad implica que son todos los (x,y) que estan por debajo de la recta y =
—x + (K +1) sin contenerla y que ademads estdn por encima de la recta y = —x + K conte-
niéndola. Las dos desigualdades restantes acotan los intervalos para x y y, en cuyo caso son los
rectangulos

IM,K = [M+K/M+K+1) X [7M/ *M+1) (12)

Se analizan algunos de los casos, sabiendo que K y M son ntimeros enteros. SiK = 0, f(x,y) =0
para aquellos valores por debajo de la rectay = —x + 1 y por encima de la recta y = —x, el rec-
tangulo admisible es Iy19 = [M, M + 1) x [-M, —M + 1). Se analizan algunas posibilidades
para M. Si M = 0, el intervalo se escribe como Iy = [0,1) x [0,1), mientras que f(x,y) = 0 se
cumple para un tridngulo rectangulo, el cual no contienen la hipotenusa. Para M = 1, el inter-
valoes I;1 o = [1,2) x [—1,0), el tridngulo rectdngulo que se forma contiene los vértices (1,0),
(1,-1)y (2,—1). Cuando M = —1, enelintervalo I_;y = [—1,0) x [1,2) se forma un tridngulo
rectangulo en el segundo cuadrante.

En la Figura 5 a) se ilustran los tres tridngulos rectangulos para M = —2,—1,0, 1,2, rectdingu-
los que no contienen la hipotenusa, pero si los vértices. De manera andloga, al extender este
razonamiento para cualquier valor de K y de M, se encuentra que f(x,y) = 0 para todos los
puntos que estdn en el interior de los tridngulos rectdngulos o en sus vértices pero sin contener
las hipotenusas. En la Figura 5 b) se presentan los diferentes casos de manera general para que
se satisfaga f(x,y) = 0.

Se elige ahora un punto que no esté en las regiones sombreadas de la Figura 5 b); es decir, una
pareja (x,y) para la cual f(x,y) # 0. Sin pérdida de generalidad, se puede tomar cualquier
punto (x,y) tal que [m(x) +m(y)| = 1, por ejemplo el punto (3, %), al calcular la imagen bajo
f se obtiene f(3,2) = [3+2%| —[3] — |4] = 2—-1-0 = 1. En términos generales, para
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AN

a)K=0. b) Interceptos con el plano x,y de la funcién f(x,y) .

Figura 5: Valores para los cuales |[x +y| = |x| + |y].

cualquier punto que no esté en dicha region, f(x,y) = 1, esto se demuestra facilmente siempre
que |m(x) +m(y)] = 1. Acorde con lo presentado hasta el momento, se puede concluir que
la funcién f estd acotada para todo valor de (x,y) € R? donde 0 < f(x,y) < 1,y por tanto
0<|x+y]—|x]—ly] <1, conlo cual se presentan las igualdades

lx+tyl=[x]+[y]+0 o |x+y|]=[x]+[y]+1 (13)

Por otra parte, como 0 < m(x) < 1y 0 < m(y) < 1, entonces 0 < m(x) +m(y) < 2, 1o
cual implica dos opciones, |m(x) +m(y)| = 0 o |m(x) +m(y)| = 1. Estos dos tltimos casos
permiten concluir (mediante sustitucion directa) en (13), que

x+y) =[]+ Lyl + m(x) +m(y)] = [x] + ] + x+y =[] = yl] - (14)

En la Figura 6, se presenta una porcién del grafico de la funcién f(x,y) a modo de ilustracion
del proceso asf construido.

g 0.0
Figura 6: Gréfica de la funcién f(x,y) = [x +y| — |x] — |y].
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Finalmente, nétese el hecho que si y es un entero, llamese 1, entonces |y| = ny m(y) = 0, luego
en la expresion (14) se tiene que |x +n| = |x] +n+ [m(x)], como 0 < m(x) < 1 se concluye
que

|x+n] =|x]+n. (15)

La expresion 14 puede generalizarse para dos niimeros complejos z1 y z; como

|21 +22] = |z1] + |22 + |21 + 22 — |z1] — [22]].

Otra version para la igualdad 13 estd dada por

lkx +x| = |kx] + [x| o |kx+x] = |kx|+ |x]+1, (16)

donde k € Z. La primera de ellas se cumple para 0 < m(x) < ﬁ siempre que k # —1.
Mientras que la segunda es cierta para klﬁ < m(x) < 1. Téngase en cuenta que si k = —1
resulta la expresion | —x| = —|x|six € Z,y | —x| = —| x| — 1 para cualquier real no entero.

3.2. Suma de partes enteras

De acuerdo con la igualdad 15 se puede demostrar una igualdad para la suma de las parte
entera de un real x y la parte entera de su siguiente; tal relacién depende del doble del ntiimero
real x y se escribe como

x|+ |x+1] =1+2|x]. (17)

Por medio de la igualdad 17 se hallard una serie para | kx| que dependa de |kx +i| parai € IN.
De acuerdo con la propiedad 17 es posible hallar expresiones para las sumas | kx| + |[kx + 1|
y |kx + 1| + |kx + 2], que al combinarse las mismas, conduce a una relacién entre kx, kx + 1
y kx +2, dada por |kx| = 2|kx + 1| — |kx +2]. Ya que |kx +2| + |[kx + 3| = 1 +2|kx + 2],
entonces |kx| = 2|kx+ 1] —2|kx + 2] + |kx + 3| — 1. Procediendo en forma inductiva, se
concluye la siguiente propiedad

[kx] =2|kx +1) —2[kx +2| +2|kx + 3] —2[kx +4| +... =2 Y (-1) P [kx +i] . (18)
i=1
Anélogamente, se puede demostrar que

(kx| :2%(—1)”1[1@“} (19)
i=1

Se presenta otra versién de la suma de partes enteras cuando tenemos fracciones con denomi-
nadores naturales. Ya que son ciertas las igualdades: |x] + [§] = {%J ylx]+ (5] = {%J,

es posible establecer la siguiente generalizacion: si n € IN, entonces

m+fkﬂ“+m“wa+“w. (20)

n n n

Para demostrar dicha igualdad, se procede de acuerdo con el principio de induccién matemati-
ca. Sin = 1 la proposicién se cumple ya que | x| es un entero. Se supone que la proposicién es
cierta para k € IN, se escribe

m+ﬁk¢m+%J. 1)
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Mientras que la tesis inductiva, estd dada por

lx] + {kilJ = ij +ka1J :

En primer lugar se asume que x > 0, en tal caso se presenta la desigualdad 77 < %, lo cual

conduce a {WJ < H . Como ambos términos son enteros, entonces existe un entero no nega-

tivo A, para el cual {k +1J = |%] —A. Yaque A € Z, se puede hacer uso de la propiedad 15 y
hacer uso de propiedades algebraicas como sigue

5+ g | =L+ [ - a= [+ B —a =+ Boa]

|x]| + {kilJ UXJ + kLiJl + % - kLiJl _)\J - UXJ + kL—T-Jl + k(kp-ﬂ 1) _AJ '

Si se demuestra que A = k(IL( -&1) entonces la tesis inductiva se cumple y por ende la igualdad 20

se satisface para todo n € IN. Ya que {leJ = | ¥ — A|, entonces se presenta la igualdad

X . X +E_ X = X +L—A
k+1] |[k+1 k k+1 o lk+1 0 k(k+1) ’

{kilJ = {kf—l + Licj(ktml()x) AJ - {kil +k(rircl(j:)l) +k(kpjrjn /\J '

o n(55) 2 |
m(x)

Ahora bien como [ ;-] = LMJ paratodong = 1,2,3,4, ... k € N, se cumple que m () + 5= <

1y como g7 < f entonces se cumple la desigualdad 0 < m ( A +l) + e g, luego

)
0= {m (k+1> + k(+1)J = {m (ﬁ) + kil) + OJ, entonces solo resta que k(gjll) —A=0.Lo
cual permite concluir la demostracién.
Algunas consecuencias de la igualdad 20 son
i VHMJ —nlx = |5+ 5]+ 5]+ 5]+ 2 22)
b i 1 2 3 4 nl’
e e R u e L R R I RS R PP

3.3. Parte entera de un miltiplo

Puesto que 0 < % < % < % < 1 entonces la funcién parte entera satisface las propiedades
1 1 2
|[2x] = |x] + x+5 0y |3x] = |x] + x—i—g + x—|—§ ,
de acuerdo a esta secuencia, es posible establecer la siguiente generalizaciéon

|nx| = [x]| + {x—i—iJ +{x+iJ +...+{x+n;1J = E{x—l—” . (24)

i=0
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para todon € Ny x € R. Se demostrard esta propiedad por medio del principio de induccién
matematica. La hipétesis inductiva tiene la forma

k-1 -
kx| =Y {erlJ . (25)
i=0 k
Mientras que la tesis de induccién la cual ha de ser probada, puede ser planteada como
£ i

De acuerdo con las ecuaciones presentadas en (16), se presentan dos casos
Caso1 |kx+ x| = |kx] + [x| +1, donde k%l <m(x) <1

Con base en la igualdad presentada en este primer caso y por la hipétesis inductiva se tiene

k-1 1 k—1 l
L(k+1)x] =lkx] + [x] +1=)_ {erkJ +x]+1=) {’ﬁkJ + [x+1]
i=0 i=0

k—1 i k k i
i=0 i=0
Puesto quei = 0,1,2,...,k, entonces para cada uno de estos valores de i fijos, se satisface 0 <

m < ﬁ < 1y como k% < m(x) < 1 entonces se tiene que H + m(x)J = {ﬁ +m(x)J

= x|+ H —l—m(x)J = |x| + {(kiﬁl) + m(x)J, = {x—i— H = {x + ﬁJ lo que permite con-
cluir para el caso 1, que

L(k—f—l)xj—i{x—i— : J .
= k+1
Caso2 |kx+ x| = |kx]| + |x|, donde 0<m(x)< klﬁ

Por la ecuacion 16, se cumple que | (k+1)x| = |kx + x| = [kx]| + | x], sustituyendo la hipétesis
inductiva en la anterior expresién y sabiendo que 0 < ﬁ < 1paratodo k € N, resulta

[(k+1)x] :ki {x+u + x| :2 {erkj_.lJ + | x|

i=0 i=
k—1 . k .
i k i
_ig {x+k+1J + {x+k+1J _;){’“rkﬂJ :

El lector puede notar que la propiedad dada en (24), permite expresar un ntimero entero como
una suma finita de partes enteras, por ejemplo, para el ntimero 8 se hace n = 4y x = 2 con lo

cual se obtiene 8 = |2] + {2—}— }IJ + |2+ %J + |2+ %J .

3.4. Suma de la parte entera de los multiplos de un namero

Sea x € R. El objetivo ahora es encontrar una expresion para la suma de la parte entera de los
multiplos de x hasta nx, donden € N

f(n,x) = |x| + |2x] + [3x] +... + |[nx] . (26)
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Este primer andlisis se lleva a cabo para x € [0,1) y para n = 4. Se halla primero A =
m.c.m.(1,2,3,4) que es el valor que determina el nimero de intervalos en que se subdivide
al intervalo [0,1), donde m.c.m.(1,2,3,4) = 12. A continuacién se presenta dicha subdivision y
en cada entrada de la tabla 4 se coloca el resultado que admite |ix| parai = 1,2,3,4 en cada
subintervalo.

Tabla 4: f(4,x) parax € [0,1)

Subintervalos || |x] | [2x]| | |3x] | [4x] || Suma
0,%) ol o] o] o 0
5.4) o] o | 0o | o 0
5,5) 0 0 0 0 0
3 4
) ol o] o1 1
%.%) o o | 1] 1 2
2, 5) 0 0 1 1 2
2. 5) 0 [ 1 1 2 4
EE)) 0 1 1 2 4
3 5) 0 1 2 2 5
9 10
5. 8) ol 1] 2] 3 6
10 11
B4) o 1] 2] 3 6
11
B o] 1| 2| 3 6

Algunas conclusiones en la Tabla 4, en la primera columna todos los valores son ceros. En la
segunda, se divide 12 entre dos, la primer mitad son ceros y la segunda mitad 1. Para la ter-
cer columna se hace 12 =3 = 4, se coloca 0, 1 y 2 cada 4 subintervalos. Finalmente, para la
cuarta columna los ntimeros se distribuyen en 0, 1, 2 y 3 cada 12 < 4 = 3 elementos. Por ejem-

plo, si x = 0.41, éste se encuentra en el quinto intervalo, es decir, x € [%, 15—2) y por ende
x|+ [2x] + [3x]| + [4x] = 2.

(Coémo encontrar el valor de f(n,x) sin recurrir a la tabla? Sea A = m.c.m.(1,2,3,...,n), na-
mero que determina el nimero de subintervalos. Dado x, es necesario saber en cudl de los A
subintervalos estard, para ello se encuentra el niimero w = xA, cuya parte entera determina el

subintervalo, ya que % <x< % Se hallan los multiplos de los extremos del intervalo

i % parai=1,2,...,n, se obtienen las parte enteras de estos resultados y se suma.
_ | L] [w] [w] [w]

equivalente a f(n,x) = f (n, {%D que depende del extremo izquierdo del intervalo que

contiene a x. El valor médximo que puede tomar la suma definida en (26), para x € [0, 1) es
1+2+...+n—1;espor ello que

0< [x]+[2x] + [3x] +...+ |[nx] gm

5 six €[0,1). (28)

Sea x un ntimero real arbitrario, el cual se puede escribir como un ntimero entero y un decimal
entre 0 y 1, se escribe x = N +m, donde N = |x| y m = m(x). Por la expresion 15 se tiene
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|nx| = [nN +nm]| = nN + |nm|, aplicando esto para cada valor de n resulta

f(n,x) = |x]+|2x| 4+ [3x] +...4+ [nx] = (N+ |m]) + 2N+ [2m]) + ...+ (nN + |[nm])
= (N+2N+3N+...4+nN)+ (|m] + [2m] + ...+ |nm]) = f(n,N) + f(n,m)

:Nii+f(n,m):w+f(n,m). (29)
i=1

A modo de ejemplo, se considera a x = 4.82. La idea es hallar la suma de los multiplos de x
hasta 9x, es decir, |x] + [2x] + ...+ [8x] + |9x]. El numero x se puede descomponer como
la suma x = 4+ 0.82, luego N = 4y m = 0.82. Se halla el minimo comtn miltiplo de los
numeros consecutivos hasta el 9, A = m.c.m.(1,2,3,4,5,6,7,8,9) = 2520, que es el numero de
subintervalos en que se divide [0,1). Se encuentra el extremo izquierdo del intervalo en que se

encuentra m, donde w = mA = 2066.4 y |w]| = 2066. El extremo izquierdo de este intervalo es

% = %, la parte entera de los nueve multiplos de estos extremos son

Ll =o, plg|=1, [sl)=2, [al] =3, |5i¢]=4,
| 7k glw olel) —7.

Sumando estos resultados se tiene que f(9,0.82) = 32, se sustituye N = 4y n = 9enla
expresioén 29 para concluir [x] + |2x] 4+ ...+ [8x] + [9x] = #5109 + 32 = 212,

3.5. Suma de las raices de los naturales consecutivos

En esta seccién se pretende acotar la suma VI+V2+... + \/n. Se denotard la suma parcial
[ee]

como Ry, la cual estd dada por R, = 1+V2+V3+V4+ \@—I—...—b—\/ﬁ,donde Y /nesuna
n=1

serie divergente. A continuacién se encontraran dos sucesiones a, y b, tales que a, < R, < by
y se encontrard un valor aproximado para |R,]. Sea w = |/n| paran € N.Sines1,203
entonces w = 1 ya que la raiz no supera las dos unidades. En la Tabla 5 se presenta la relacién
entre w y n.

Tabla 5: Valores de w = |/n].

w = [\/n] | Valores paran Total
1 1,2,3 3
2 4,5,6,7,8 5
3 9,10,11,12,13,14,15 7
4 16,17,18,19,20,21,22,23,24 9

De acuerdo con la tabla se sabe que estas partes enteras se presentan a través de una cantidad
impar de términos. Dado 1, la pretension estd en determinar cuantos bloques de ntimeros impa-
res hay antes de él y cudntos términos faltan por manipular. Por ejemplo, sin = 18 se puede de-
cirque w = L\/EJ =4y3+54+7+3= 18, es decir, enlasumal+v2+v3+...+ V17 +/18
hay tres términos cuya parte entera es 1, hay 5 cuya parte entera es 2 y hay 7 cuya parte entera
es 3, y hay 3 cuya parte entera es 4. En general, se puede considerar la expresién

3+5+74+9+...+f+k=mn, (30)

donde f es un ntimero impar que representa la cantidad de raices que tendrdn la misma parte
entera, mientras que k es el valor que le falta a dicha suma para obtener los n términos. El valor
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de f se puede encontrar como f = 2(w — 1) + 1, por lo que la igualdad 30 se escribe como
3+5+7+...4+(2(w—1)+1)+k = n. Ya que la suma de ntimeros impares consecutivos es
un ntimero cuadrado entonces [w — 1+ 1]2 — 1 + k = n. De donde se deduce que

k:n—l—l—wz:n—l—l—[\/ﬁjz. (31)

Se considera de nuevo el caso en que n = 18 (w = 4y k = 3) se puede establecer que la sucesién
R, estd acotada de la siguiente manera

1-342-543-7+4-3<14+V2+...+V17+/18<2-34+3-5+4-7+5-3.  (32)

Sean a, y b, dos sucesiones tales que a, < R, < by, con base en las multiplicaciones que se
presentaron en (32) es posible hallar expresiones para estas sucesiones, por ejemplo

a,=1-34+2-543-74+...+(w—1)f +wk,

a, =1-34+2-543-74+...+(w—1)2(w—1) + 1] + wk,
w—1 w—1

a,=2Y 4y i+wk
i=1 i=1

ay = —[w(w —1)(4w + 1)] + wk. (33)

=

Regresando a la desigualdad presentada en (32), es posible hallar una expresién para la sucesion
b, donde

by =2-243-5+4-74+...+wf+ (w+1)k,
by=2-24+3-54+4-7+...+w2(w—-1)+1]+ (w+ 1)k,
w—1 w
by=2)Y i(i+1)+ ) i+ (w+1)k,
i=1 i=2

by = -[ww+1)4w —1)] + kw + (k—1). (34)

N =

En las expresiones 33 y 34 se hallaron cotas paralasuma R, = 1+ V244 /1. Sin embargo, a
medida que # crece, la diferencia entre estas dos sucesiones aumenta también, se calcula b, — a,
para tener

b — = | ~[w(w+ 1) (4w — 1)] + kw + (k—l)] - [é[w(w—l)(élw—l—l)] k]

(o)}

- %[4w2—w+4w—1—4w2—w+4w+1]+k—1=w2+k—1:”' (35)

es decir, mientras n crece, la diferencia entre ambas sucesiones aumenta. En la Tabla 6, se pre-

senta esta situacion, donde se halla también el término @ y su parte entera para mostrar que
es una mejor aproximacién para | R, | que [a, | o |b,] en forma independiente.
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Tabla 6: Sucesiones a,, y by, paran =1,2,...,11

nilwl|kl|a,|bn| b,—ay, R, | Ry @ @
1 1111 2 1 1 1 1.5 1
2 112 2 4 2 2.4142 2 3 3
3 13| 3 6 3 4.14626 4 4.5 4
4 21115 9 4 7.8783 7 7 7
5 21217 |12 5 10.1143 10 9.5 9
6 2131]9 15 6 12.56387 12 12 12
7 2 14111 18 7 15.20962 15 14.5 14
8 215|113 |21 8 18.03805 18 17 17
9 311116 25 9 21.03805 21 20.5 20
10 3 12|19 | 29 10 24.2003 24 24 24
11 31312233 11 27.51695 27 27.5 27

Sin = 45, entonces Ry5 ~ 204.2398545 y es por ello que | Ry5| = 204. A través de las sucesiones
ay y by tenemos que w = [V45] = 6 yk = 45+ 1 — 62 = 10, con estos valores de w y k la

sucesion a, en (33) es equivalente a a45 = 185y b, en (34) es bys = 230, donde bgs — a45 = 230 —

. . . . b
185 = 45 que es una gran diferencia entre ambas sucesiones; el valor promedio es % =

a45+bys
2

207.5y es por ello que L = 207, que es una mejor aproximacion para | Rys | = 204.

3.6. Suma de las raices de los reciprocos de los naturales consecutivos

Considere la sucesién a,, = - yseaS; =1+ L 4+ L4 4+ L lasucesién de sumas par-
O\O/ﬁ V2 V3 NG

ciales de a,, donde la serie ) L
n=1 a

hallardn cotas para S, y | S |.

es divergente por el criterio de la p-serie. A continuacién se

En [8], Korovkin presenta una cota para S,, para ello demuestra que para todo n € NN, se
satisface la desigualdad

2Vn+ —2\/ﬁ<\}ﬁ<2\f—2\/n—1. (36)

Desigualdad que acota el término ﬁ de la sucesion de sumas parciales en el intervalo [n, n + 1]
para la expresion de la izquierda y [n — 1, 7] es el intervalo para el lado derecho. En los dos
casos se estd trabajando con intervalos de una unidad de longitud. A partir de (36) se tienen
cotas para S, de la forma

22 <1t 4L RN NS (37)
n

N RV ARy
de alli que [2/n —2] < |S,| < |2y/n —1]. En la desigualdad 37, nétese que S, estd acotada
entre dos sucesiones a,, y by tales que b, —a, = 1, es decir, en el intervalo [a,, b,] debe existir
por lo menos un entero; en el caso en que a, € IN entonces |S,| = |a], si a, ¢ IN enton-
ces |Sy| = |bn]. Por ejemplo, si n = 8 entonces ag = 3.656...y bg = 4.656. .., mientras que
Sg = 4.371..., se cumple asi que |Sg| = |bg] = 4 yaque ag ¢ IN. Si n = 25 entonces a5 = 8y
bys = 9, en tanto Sp5 = 8.6393.. ., de alli que |Sp5] = |a25] = 8, donde a5 € IN. Se deja como
ejercicio al lector demostrar que |S, | = |a, | para todo n = 4,9,16,25..., k> + 2k + 1, para todo
k € N.
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Se procura ahora encontrar una mejor cota para la parte entera de la sucesién S,. Para ello se
propone un intervalo de la forma [n,n + b] con 0 < b < 1 que minimice la diferencia entre S, y
a,, donde a, < 5. De igual manera se pretende minimizar la diferencia entre S, y b, para los
cuales S;; < b, para todo n € IN. Se hace el andlisis sobre la primera situacién, para ello se hara

a,=vVn+b—+/n= \/W+ 77y se define la funcién
1 2, 1 2

f(n,b) = W_Ea”_ 7 i v (38)

2 1. ¢
Como vn + b > \/n entonces i < v de allf que

j{m—ﬁ}<;ﬁ<§[f—m}. (39)
2

Expresién que puede ser escrita como 2a), < S, < #b), donde b}, = \/n — v/n — b para todo

n € IN. Y cuyas sumas conduce a b Z a, < Sy <2 Z bl. En el caso en que b = 1 se obtiene la
1 1
desigualdad de Korovkin presentada en (37) y las sumas parciales se transforman en telescépi-

cas. A medida que b — 0 la funcién f(n,b) definida en (38) se minimiza y por ende es posible
encontrar una mejor aproximacion para S, y | S, |. En la Tabla 7, se presentan las imégenes de
f(n,b) para valores particulares de b, a medida que b ~ 0 entonces f(1,b) se minimiza.

Tabla 7: Valores de f(n,b) sib — 0

[ neN | b=1 \ b= 15 \ b= 15
1 [ fa)~01715 [ (1 4) ~002 | £(14k) ~ 0.00248
2 f2,1)~0071 | f(2,4)~00086 | f(2 1(1)0§ ~ 0.00088
3 £(3,1) ~ 0041 | f (3, ) ~ 000047 | £ (3, 1) ~ 0.00048

A modo de ejemplo, se considera el caso en que b = %, la desigualdad (39) se escribe como
! <<V

\/E_\/H vn

Se toman valores de 7 y se suman las desigualdades encontradas

Se contintia este proceso hasta el n-ésimo término. Se suman logrando la desigualdad

{502 9]

i=1
4 —\V2i— )] (40)

M:

\4@ L_Zl (Vai+1-v2i) NG
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Noétese que cada sumatoria tiene 2n términos donde se estd sumando la diferencia entre las
raices de un niimero impar y uno par consecutivos o al contrario. Al expandir la suma del lado
izquierdo en (40) y reorganizar los términos se tiene

(\/2i+ —\@) = V3 V245 VAT N6+ 21—V 2n,
_ [1—\fz+x@—x/i+x75—\/8+...—\/ﬂ+\/2n+1} —1,
S caynvien,
i=1

n
i=1

La expresion 40 se escribe como

2n+1

2v2 ( Y (-1)*i- 1) <S5, <2V2 <i‘n‘(—1)ixﬂ> , (41)

i=1 i=1

{2\6 <2ﬁl(—1)i+lﬁ—1>J < [S,] < {2& <22n(—1)i\ﬂ>J : (42)

i=1 i=1

En el caso en que n = 25 se tiene que S, = 8.6393...y | S, | = 8. La suma del lado izquierdo en
(41) equivale a 8.3956 que es mds aproximada y su parte entera es la misma que la de S,,.

4. Conclusiones

Se puede concluir que la funcién parte entera estd presente en muchos contextos propios de
las matematicas y en situaciones cotidianas donde se suelen hacer aproximaciones al entero
mads proximo. A lo largo de la presentacién de este escrito, se pudo evidenciar la importancia
de la interpretacién geométrica de algunas de las propiedades que fueron estudiadas. En esta
misma linea, hacer el estudio como funcién de dos variables o hacer la reduccién al intervalo
[0,1], fue muy enriquecedor. El campo de aplicacion de la funcién parte entera es muy diverso,
desde los ntimeros complejos hasta la suma de partes enteras, desde las teselaciones hasta los
puntos red. La estructura presentada busca fomentar estudios similares sobre la btsqueda de
propiedades y relaciones matemadticas mediante la inferencia funcional para ntimeros reales
u otros conceptos matemaéticos. Para futuros trabajos se tiene la posibilidad de explorar otros
campos de aplicacién de la funcién parte entera.
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Resumen

Este articulo presenta la experiencia de la realizacién de una practica con ordenador en
la que los estudiantes de la clase se dividieron en grupos y cada grupo de estudiantes, de
segundo curso de ingenieria informatica, necesitaba el resultado del grupo anterior para
hacer su parte. La practica fomentaba, por tanto, el trabajo secuencial en equipo, que es el
que los alumnos se van a encontrar en el futuro cuando trabajen en empresas de ingenieria,
lo que pone en valor a la experiencia didactica.

La practica, encuadrada en la asignatura de Matematica Discreta, consistia en el cifrado
y descifrado de un mensaje utilizando el algoritmo RSA y un software matematico del
grupo Wolfram, como es el Mathematica. Este algoritmo se estudié en las clases de teoria
dentro del tema dedicado a la teoria de nimeros, como un ejemplo de “aplicacién a la vida
real” de conceptos clasicos que se estudian en este tema, como los nimeros primos, la
aritmética modular o el teorema de Euler. Por tanto, ademas de su importancia pedagdgica,
la practica proporcioné a los alumnos los medios para implementar esta aplicacion.

Palabras Clave: Trabajo en equipo, practicas con ordenador, Matematica Discreta,
algoritmos.

Abstract

This paper presents the work performed by the authors with the objective of carrying
out a practical experience with the students of the second course of Computer Engineering
degree in the computer room. In this experience, firstly, the students are divided into
groups. Due to the construction of the exercise, each group of students needed the results of
the previous group to do its part of the work. In this way, the practical session improves the
ability of the students to work by teams in a sequenced way. Since team working is one of
the main abilities that Engineering Companies value in their workers, this didactic
experience could be an interesting opportunity to enhance this skill in future engineers.
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The practice is framed in the field of Discrete Mathematics. It consists in encoding and
decoding a message by applying the RSA algorithm by means of Mathematica (the math
software of the Wolfram team). The algorithm was developed in the theoretical sessions
within the topic dedicated to the Number Theory as an example of the real life application
of classical concepts that are studied in this field, such as the prime numbers, the modular
arithmetic and the Euler theorem. Therefore, besides its didactical importance, the practice
also provides resources for the students to implement this application.

Keywords: Team working, practice with computers, Discrete Mathematics, algorithms.

1. Introduccion

La realizacion de practicas con ordenador es util en las asignaturas con contenido
matematico, ya que sirven para ilustrar con ejemplos algunos de los contenidos que se
explican en la clase tedrica. El ordenador permite, ademas, la realizaciéon de problemas con
numeros altos, lo que a veces se ajusta mas a casos de la vida real. Se fomenta ademas el
desarrollo de algunas competencias, como pueden ser el trabajo en grupo, la capacidad de
comunicacion, el uso del lenguaje matematico o cientifico y la participacion en clase.

La practica que se comenta en este articulo tuvo la particularidad de que los grupos de
trabajo buscaban un objetivo comun, para el que cada uno tenia que realizar la parte que le
correspondia, no pudiendo cada grupo realizar su cometido hasta que no tuviera el resultado
del grupo anterior, teniendo que comunicarse entre si para completar el ejercicio. Esto hizo
que el trabajo en equipo no se limitara al realizado en los distintos grupos constituidos, ya que
cada grupo debia interactuar con los demas, en lo que resulté una simulacion de la forma de
trabajar en las empresas, en las que se realizan proyectos donde diversos subgrupos hacen
partes del trabajo (tareas) que luego se ponen en comun. Esto resulta util para los estudiantes,
porque les adelanta el modo de trabajar que pueden tener en su vida profesional y porque les
prepara también a nivel personal para enfrentarse a situaciones en las que hay que trabajar en
comun por el bien de la comunidad.

2. La practica puesta en contexto

La practica que se comenta en la introduccion se realizdé el curso 2008-2009 en la
asignatura Matematica Discreta, perteneciente al segundo curso de la titulacion superior de
Ingenieria Informatica impartida en la Universidad Pontificia Comillas.

El objetivo de la practica era llevar a cabo un algoritmo de codificacién que se estudiaba
en las clases tedricas como una aplicacion de la teoria de nimeros, la parte mas clasica de la
Matematica Discreta. De esta forma, los estudiantes conocian una aplicacién actual de
conceptos, en principio muy teoricos, y ajenos a toda aplicacion practica.

En concreto, las definiciones y resultados de la teoria de ntimeros que se explicaban en el
tema y se utilizan en el algoritmo son (ver [1], [2] y [3]):

-Ntmero primo: nimero divisible sélo por él mismo y por la unidad (por ejemplo, 3 es
primo, 4 no es primo, 5 es primo...)

-Ntmeros primos relativos: nimeros que no tienen ningin factor primo comun (por
ejemplo, 3 y 8 son primos relativos, 6 y 10 no son primos relativos)
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-Ntmeros congruentes modulo n: dos niimeros cuya diferencia es multiplo de n (por
ejemplo 2 y 7 son congruentes modulo 5 y se escribe 2 =7(5), 3 y 7 no son congruentes
modulo 5)

- Inverso de a médulo 7: un ndmero b entre 1y 1 tal que a b es congruente con 1 médulo
n (es decir, un nimero b mayor o igual que 1 y menor que 7 tal que al dividir @ b entre n dé
resto 1. Por ejemplo, 3 es el inverso de 2 moédulo 5)

- Funcién ¢ de Euler: funciéon que a cada n le asigna el nimero de nimeros que hay

menores que 1 y primos relativos con n (por ejemplo, (0(4) =2)
- Teorema: a tiene inverso modulo n siy sdlosiay (p(n) son primos relativos

- Teorema de Euler: si elevamos un nimero 4, primo relativo con n, a (p(n), queda un

numero congruente con 1 mdédulo # (por ejemplo, 3 es primo relativo con 4 y 370 =32 =9
es congruente con 1 médulo 4).

El algoritmo que se implementd en la practica y que se comenta en la siguiente seccion es
un algoritmo de cifrado y descifrado conocido como algoritmo RSA (ver [4]).

3. El algoritmo RSA

Este algoritmo surgio por la necesidad de cifrar mensajes de una forma mas segura que la
que se hacia hasta ese momento, ya que la irrupcién de los ordenadores y la necesidad de
enviar desde ellos nimeros privados, como ntimeros de tarjetas de crédito, pins,... hacia que
fuera importante el crear un sistema de cifrado mediante una clave publica en el que sdlo el
interesado, con una clave privada, pudiera descifrar el mensaje.

Debe su nombre a las iniciales de los autores del algoritmo: Rivest, Shamir y Adleman,
investigadores del MIT (Instituto Tecnoldgico de Massachussets). Antes de describirlo,
necesitamos definir de forma rigurosa los conceptos de clave publica y clave privada
mencionados anteriormente:

Definicion. Clave publica

Una clave publica es un par (e,n) donde n=pgqg para dos numeros primos

determinados, € > 1 es cualquier ntimero primo relativo con (p(n) = ( p— 1) (q - 1)
Definicion. Clave privada

Una clave privada es un par (d " n) donde 7 es como en la definicién anterior, d es el

inverso de ¢ modulo (p(n) (existe porque € , (o(n) son primos relativos).

El algoritmo tiene dos partes, generacion de claves y cifrado y descifrado del mensaje (un
numero ). Sus pasos son:

-Generacién de claves

Paso 1: Tomamos dos primos mayores que m, p y q, y definimos n = p g

Paso 2: Hallamos (p(n) = (p - 1) (q - 1)
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Paso 3: Hallamos un nimero e > | primo relativo con (p(n)
Paso 4: Hallamos el inverso de e moédulo go(n) (le llamamos d)

Output: La clave publica es (e, n) y la privada (d , n), paralos e, d, n hallados.

- Cifrado y descifrado

Paso 1 (para cifrar, a partir de la clave ptblica): elevamos m (el nimero que queremos
cifrar) a e y tomamos mddulo n (para que no quede muy grande)

Paso 2 (para descifrar, a partir de la clave privada): elevamos el numero cifrado a d y
tomamos modulo n (obtenemos asi m)

Demostramos que el procedimiento para encontrar m es correcto utilizando el teorema de

Euler:

d
Tenemos que (me) =m°®. Como d es el inverso de e médulo (o(n), tenemos que

ed=1 ((0(11)), porloque ed =k go(n) +1 para cierto natural k. Entonces:

ed _ mk(p(n)+l _

k
m = (mw(")) m . Por otro lado, como m y n son primos relativos, por el

k
teorema de Euler tenemos que m?" =1 (n), por lo que m*! = (mw(")) m=m (n) y asi al

elevar el nimero cifrado a d y tomar mddulo 7, efectivamente da m.
Ejemplo
Supongamos que queremos cifrar m=2. Generamos primero las claves:
Paso 1: Tomamos, por ejemplo p=5y g=11, y definimos n =5x11 =155
Paso 2: Tenemos que (D(n) =4x10=40

Paso 3: Tomamos, por ejemplo, € =7 (primo relativo con 40).

Paso 4: Hallamos el inverso de e mdédulo 40: d=23

Entonces, la clave publica es (7, 55) y la privada (23, 55)

Cifrado: elevamos 2 a e =7 y da 128, que mddulo n=55 es 18: éste es el numero en clave

Descifrado: elevamos el numero cifrado: 18 a d=23 y tomamos modulo #=55.
Efectivamente da 2.

Observacion

En el ejemplo es facil descifrar porque n es el producto de dos primos pequenos, luego es

facil hallar (o(n), fundamental para descifrar porque te da la clave privada. En cambio sip y q

son grandes, es dificil factorizar n para poder hallar (p(n) Es por esto que son muy valiosos

los primos grandes.
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4. Desarrollo de la practica

La practica se llevo a cabo en una sesién de clase de 50 minutos, en un aula de
ordenadores. Para la misma se utilizd el software Mathematica 5.0, de Wolfram, del que se
hizo una breve introduccioén al principio de la practica.

Se hicieron cuatro grupos de tres o cuatro alumnos cada uno: el primer grupo cre6 n y

hallo go(n), el segundo creo la clave publica y la privada, el tercero cifroé y el cuarto descifrd.

Al primer y tercer grupo se les dio el namero a cifrar (). El primer grupo tuvo que hacer
las siguientes tareas:

1) Definir el namero n. Para ello, encontré dos primos p y g mayores que m utilizando dos
veces el comando NextPrime y los multiplicd

2) Hallar (p(n) Para ello, multiplic6 los nimeros p-1y g-1

Un representante del grupo dio la informacién de los nimeros n y qo(n) al segundo grupo

y la de p y g al profesor (para que éste pudiera comprobar los resultados). El segundo grupo
tuvo que realizar lo siguiente:

3) Hallar un niimero primo relativo con (D(n) Para ello, utilizé el comando FactorInteger

y busco un primo que no estuviera en la factorizacion en primos de qo(n) Se defini6 este

namero como e.

4) Hallar el inverso de e médulo (0(71) Para ello, utiliz6 el comando PowerMod. Se definio

este nimero como 4.

Un representante del grupo publico la clave (e, n) en la pizarra y paso la clave privada
(d , n) al grupo cuatro. El grupo tres se encargé de:

5) Hallar m® y pasarlo a médulo 7. Para ello, utiliz6 el comando Mod.

Un representante del grupo puso el nimero hallado (ntmero cifrado) en la pizarra. El
grupo cuatro tuvo que hacer lo siguiente:

6) Elevar el nimero cifrado a d y tomar médulo n.

Un representante del grupo dijo el nimero obtenido, que efectivamente era m, como
comprobaron los grupos primero y tercero y el profesor.

Observacion

El ntimero que se dio al grupo uno fue m=1532, para el que el grupo eligi6 p=1543, 4=1549,
con los que obtuvo n=2390107, ¢(n) = 2387016. El segundo grupo consiguié entonces los
valores e=5, d=1909693, por lo que el nimero cifrado escrito en la pizarra por el tercer grupo
fue 897447
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5. Conclusiones y lineas de mejora futura

Las sesiones practicas con ordenador realizadas en aulas de informatica constituyen
siempre una experiencia docente positiva, especialmente indicada en titulaciones con alto
contenido tecnologico como la Ingenieria Informatica.

La puesta en escena de la practica sujeta a estudio tuvo como aspectos notables el hecho
de que se realizara en grupos y de manera secuencial, ya que result6 ser una simulacién de la
forma de trabajar en los proyectos de las empresas de ingenieria, donde cada grupo de trabajo
depende de la calidad de los resultados que recibe del grupo anterior y debe enviar sus
resultados correctos al grupo siguiente, en busca de un objetivo final comun.

En los comentarios realizados por los alumnos sobre el desarrollo de la practica en una
tutoria llevada a cabo por el profesor de la asignatura, estos manifestaron su satisfaccién con
la experiencia, ya que les ayudd a tener una comprension mas profunda de los conceptos
explicados en las sesiones tedricas y les dio una visién mas practica de la teoria de ntiimeros, el
tema mas arido de la asignatura para la mayoria de los estudiantes. Trazaron sin embargo
unas lineas de mejora a tener en cuenta en el futuro y que se comentan a continuacion.

Como principal linea de mejora, destacar que la carga de trabajo no fue del todo
homogénea, no teniendo tanta actividad los grupos tres y cuatro como los dos primeros
grupos. Ademas, un efecto negativo del trabajo secuencial fue la pasividad de los grupos
cuando no les tocaba hacer su parte. A pesar de que se les anim6 a que fueran participes de
todo el proceso, los grupos se relajaban antes de hacer su parte y se desentendian del resto del
proceso una vez realizado su trabajo.

Para paliar esas deficiencias en el futuro, se propone llevar a cabo otro tipo de actividades
con contenido matematico realizadas en grupos que trabajan persiguiendo un objetivo comtn,
en las que cada grupo dependa en parte del trabajo del anterior pero a su vez tenga asignadas
unas tareas propias que pueda realizar independientemente de los demas grupos.
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Resumen

La musica y el arte constituyen dos de las formas de comunicaciéon mas intimas
y a la vez mas universales del ser humano. A través de ellas se pueden descubrir
realidades espirituales que ningtin otro lenguaje es capaz de expresar en toda su
magnitud.

El ritmo es el elemento motor de la musica. Histéricamente, constituyd, con todo
tipo de instrumentos rudimentarios como medio, la primera expresién musical
organizada del hombre primitivo. Musicalmente hablando, el ritmo es la expresién
de la duracién de los sonidos. Por supuesto, asi como no todos los sonidos tienen la
misma intensidad, tampoco todos los sonidos se prolongan durante un mismo
tiempo. Ademas, el ritmo es el elemento musical clave que se utiliza para distinguir
todos los estilos o géneros musicales. El uso de la secuencia ritmica como base de la
composicién se puede aplicar también a cualquier otra manifestacién del arte. Es
precisamente esa secuencia ritmica quien proporciona una determinada
personalidad a la obra de arte. Los silencios también son ritmos, igual que sucede
en el lenguaje hablado. Es necesario recurrir a pausas o silencios que ayuden a la
mejor comprension del texto o de cualquier manifestacion artistica.

En el arte es posible encontrar relaciones que establecen medidas de unidad, de
forma similar al compas musical. Asi, de la misma manera que el compas divide
una composicion en partes de igual duracidn, estableciendo un orden periodico y
regular, en la pintura o en la escultura se pueden establecer proporciones y
secuencias de acuerdo a determinados patrones que evolucionan y, a veces, se
repiten. Estos patrones tienen una caracterizaciéon geométrica a veces evidente y
otras de dificil apreciacién.

En este articulo se hace un recorrido por distintas manifestaciones del arte, ya
sea pintura, escultura, fotografia, moda, arquitectura, ingenieria, artes decorativas
y otras, recogiendo sus relaciones con los ritmos musicales y sus caracteristicas
geomeétricas.
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Palabras Clave: Ritmo, Arte, Geometria, Poliedro, Razén Aurea, Disefio, Proporcién, Belleza,
Mdsica, Guitarra, Ramirez, Caruncho, Nok, Akhuansi, Fibonacci, Numeros, danza, moda.

Abstract

Music and art constitute two of the most intimate and at the same time most
universal forms of communication of the human being. Through them you can
discover spiritual realities that no other language is able to express in all its
magnitude.

Rhythm is the driving force behind music. Historically, it constituted, with all
kinds of rudimentary instruments as a medium, the first organized musical
expression of primitive man. Musically speaking, rhythm is the expression of the
duration of sounds. Of course, just as not all sounds have the same height, neither
do all sounds last for the same time. In addition, rhythm is the key musical element
that is used to distinguish all musical styles or genres.

The use of rhythmic sequence as the basis of composition can also be applied to
any other manifestation of art. It is precisely this rhythmic sequence that provides
a certain personality to the work of art. Silences are also rhythms, just as they are in
spoken language. It is necessary to resort to pauses or silences that help to better
understand the text or any artistic manifestation.

In art it is possible to find relationships that establish measures of unity, similar
to the musical compass. Thus, in the same way that the compass divides a
composition into parts of equal duration, establishing a periodic and regular order,
in painting or sculpture proportions and sequences can be established according to
certain patterns that evolve and, sometimes, are repeated. These patterns have a
geometric characterization sometimes evident and others difficult to appreciate.

This article takes a tour of different manifestations of art, whether painting,
sculpture, photography, fashion, architecture, engineering, decorative arts and
others, collecting their relationships with musical rhythms and their geometric
characteristics.

Keywords: Rhythm, Art, Geometry, Polyhedron, Golden Ratio, Design, Proportion, Beauty,
Music, Guitar, Ramirez, Caruncho, Nok, Akhuansi, Fibonacci, Numbers, dance, fashion.

1. La onda musical y el analisis de la belleza

1.1 El sonido

El sonido constituye un fenémeno tan habitual en nuestra vida cotidiana que acostumbra a
pasar casi siempre inadvertido. Tanto que, a veces, ni tan siquiera se distingue la diferencia
entre sonido y ruido.

El sonido, representa un fendémeno eminentemente fisico. Su relacién con otros sonidos es
lo que le confiere su sentido musical; es decir, sélo cuando el sonido forma parte de una
estructura que implique multiples conexiones con otros sonidos podran darse las condiciones
para que exista la musica.
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El sonido se origina cuando un cuerpo entra en vibracién. Por tanto, todo cuerpo elastico,

puede originar sonido. Pero sélo cuando la vibraciéon que produce el cuerpo sonoro sea regular
y periodica se puede hablar de sonido. Si esta vibraciéon no es regular, se habla entonces de

ruido.

Cuando la vibracién del cuerpo sonoro se genda
propaga en el aire, se origina un movimiento  ruido
ondulatorio y es en ese momento cuando se
siente la sensacion sonora en el oido. Onda

sonido

La altura de un sonido depende de la
velocidad de vibracion y se denomina frecuencia.
Un sonido serd mas agudo cuanto mas alta sea su
frecuencia y mas grave cuanto mas baja sea ésta.

1.2 Larepresentacion de la belleza

Una aportacién importante a esta idea es la del
artista William Hogarth en su libro Analisis de la
belleza, publicado en 1753. Se trata de un estudio de
caracter empirico y demostrativo, con laminas
grabadas a las que se alude continuamente en el texto.
Hogarth defiende la importancia de la observacion
empirica frente a las actitudes que él habia percibido
con desagrado en los tratados de arte: la del filosofo,
que habla de generalidades estéticas; la del erudito,
que se refiere a hechos y anécdotas exteriores al arte; y
la del académico, que trata del valor de las reglas y

promueve la copia de los maestros antiguos.

El autor entiende que la verdadera razén de la
belleza soélo puede hallarse investigando en la
naturaleza y la encuentra en la curvatura natural del
cuerpo  humano, definiendo la linea que
llama serpentina como la base de la hermosura.
Hogarth busca ejemplos en la naturaleza, pero también
en el arte y en los objetos cotidianos, lo que le permite

P i,

Vi, S . Y
Wl &

Figura 1. Grdfica del ruido y del sonido. Fuente:

Auditorium, cinco siglos de miisica inmortal.
2002.

THE

ANEETSIS
B E AH 'E.X.

Written with & view of fxing the fluftvating Tngas of
TASTE

BY WILLIAM HOGHETH

S5 vary'd e, andiaf b Grdvess fraim e
Curl'd many o snanten et fu gt of B, -
T fure ber ey Miltan, ik

LONDON;

Printed by 7. REEFES fir the AUTHOR,
And Scld by Him st b5 Houk by Ly rceerer-rinsps

MDCCLIIL

Figura 2. Portada del libro Andlisis de la belleza de
William Hogarth. 1753.

valorar la pintura, la escultura y cualquier otro disefio atendiendo a su grado de adecuacién al
predominio de la curva serpentina. El autor considera, asimismo, que este principio gobierna
también la danza y el teatro, artes regidas por el movimiento.

Para William Hogarth, a través del analisis de la linea curva de seres u objetos podemos

determinar su grado de belleza o fealdad.
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Figura 3. Apolo sauréctonos Figura 4. Venus de Milo. Museo ~ Figura 5. Diana cazadora, Anne Hyatt

(matador de saurios). del Louvre. Creada en Huntington. 1943. Jardines de
Praxiteles. Museo del algin  momento entre la Facultad de Filosofia de la
Louvre, copia romana en los afios 130 a.C y 100 UCM. Foto: |. Alonso.

mdrmol del siglo I-II, a.C,. Se desconoce su

segiin original griego. autor, pero se ha

sugerido que pudiera ser
obra de Alejandro de
Antioquia.

obras, como Miguel Angel, y también los clasicistas bolofieses
del siglo XVII: Carracci y Guido Reni. Pero, sobre todo, esta
presente en la escultura antigua, asi se puede observar en el
Apolo de Belvedere, en el Laoconte, en el Hércules Farnesio, en
la Venus de Milo, o en el Apolo Sauroctonos y en otras muchas
obras obras de la antigiiedad clasica.

No parece descabellado asociar la onda musical del sonido
con la serpentina. Bastaria girar la figura 1 noventa grados y
alargar la amplitud de la onda de sonido para convertirla en una
serpentina. Tal vez esa sea la razén por la que para Hogarth,
aunque la serpentina es de dificil descripcion, éste la considera
una forma sublime que se manifiesta en el cuerpo humano. Un
objeto puede ser mas bello y gracioso cuanto maés curvado y
retorcido esté. Si la linea serpentina ademds posee curvas
espaciales que ocupan parte de su trazado, sugerira un juego
para la imaginacion y la vista. Esto puede aplicarse a la forma
humana, porque la mirada se anima a perseguir las lineas
serpentinas.

Figura 6. Apolo de Teneaa,
557-550 a.C . Museo
de Munich. Geometria
de elaboracion propia.
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Hay que tener en cuenta que las superficies de los objetos se estructuran en torno a lineas
intimamente conectadas. El constante uso de las lineas en el ambito artistico ha provocado que

creamos que éstas delimitan realmente a los objetos.

En contraste con todo ello, hay ejemplos
del arte antiguo que podrian cuestionar el
uso de la linea serpentina como fundamento
de belleza. Asi, por ejemplo, en la figura 6,
se puede apreciar la hermosura que tiene la
Imagen del Kuros de Tenea, expuesto en
Munich (Alemania). También
llamado Apolo de Tenea, se trata de una
escultura que data del afio 575 - 550 a.C.y
que fue esculpida por algtn artista de los
talleres de Corinto, ciudad de la Antigua
Grecia. En ella se pueden apreciar las
proporciones de la figura, siguiendo lo que
se podria llamar un ritmo geométrico que
responde a una secuencia de tridngulos que
responde a un patrén que agrupa sucesivos

poligonos triangulares desde la planta de

los pies hasta el punto mas alto de la

escultura en la propia cabeza.

Por tanto, no se puede, asegurar que Figura 7. Alegoria de la Escultura. Gustav Climt. 1989.
haya una relacién directa entre esa Trazados geométricos de elaboracion propia.
sensacion de movimiento que ofrecen las
figuras serpentinadas y las que no lo son. Tal vez, es mas real el concepto de belleza de finales
del siglo dieciocho, en el que se empieza a asistir a un proceso de subjetivacion del concepto de
belleza o, lo que es lo mismo, la belleza ya no es algo objetivo, sino que, por el contrario, la

nocion de belleza esta en observador que lo mira.

Es representativo de este hecho la pintura denominada alegoria de la escultura, de Gustav
Klimt (ver figura 7), donde el artista expresa en un mismo cuadro la belleza en la sensacién de
ritmo y movimiento que produce la intuicién de la serpentina a la vez que muestra la inmensa
belleza de la monumentalidad hieratica de esculturas del mundo clasico que invitan a
momentos de silencio. Asi se puede observar en la obra una mujer desnuda girada, como si se
tratara de una estatua, elegantemente adornada con un collar, un brazalete y una diadema, todo
en oro. En su mano izquierda sostiene la escultura en bronce de la Victoria. Tras ella se pueden
observar varias estatuas, a modo de columna, apreciandose el famoso espinario, la Atenea

Partenos de Fidias y la cabeza de la Hera Ludovisi. Un sarcofago cierra la composicion por la
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parte superior. La admiracion de los grandes artistas contemporaneos por el mundo clasico se

pone claramente de manifiesto en esta obra.

El espinario es una escultura de bronce realizada originalmente en bronce en el sigloI a.C,,
pero de la que conocemos copias muy numerosas en bronce y marmol que estan en numerosos
museos como el de Roma, Londres, Florencia o el Museo del Prado y representa a un joven
atleta sacandose una espina de un pie que apoya sobre una pierna, doblando el torso y la pierna
para observar. La fama de la obra dio lugar a que la leyenda le considere como un homenaje a
un joven corredor encargado de trasladar un mensaje que solo se detiene a descansar a quitarse
la espina después de terminar su mision. La luz crea zonas de brillo, pero también sombras en
los vacios existentes entre los brazos y las piernas. El espinario es una escultura de composicién

abierta que anima al espectador a rodear la obra y contemplar sus numerosos puntos de vista.

En su composicién existen varios elementos destacables que afectan a su geometria: al
apoyar una pierna sobre la otra crea un espacio vacio y un angulo recto que abre la obra hacia
fuera; los brazos también se despegan del cuerpo, creandose también vacios y también crean
angulos rectos que abren la obra hacia el exterior, hacia los lados; la pierna de apoyo, el brazo
y el hombro forman un esquema en zigzag; mantiene el equilibrio pues la diagonal del torso se

equilibra con las lineas vertical y horizontal de las piernas.

En la obra de Klimt también aparece la Atenea Partenos, diosa griega de la sabiduria, la
guerra y la artesania. Se trata de una gran escultura de oro y marfil de la diosa griega, realizada
por Fidias y sus ayudantes en el 447 a.C, y que se encontraba en el Partenén de Atenas. Segtiin
Plinio, media unos 11.5 metros de altura (26 codos). A lo largo del tiempo ha habido muchas
réplicas y obras inspiradas en la escultura, tanto en la antigiiedad como en la actualidad.
Lacares retir6 las laminas de oro en el afio 296 a.C. para pagar a sus tropas, y los reemplazé de

bronce por lo que fueron probablemente dorados a partir de entonces.

En la figura 7 se puede ver también la cabeza de la diosa Hera Ludovisi, del siglo I,

actualmente en el Palacio Altemps, Museo Nacional de Roma.

Por ultimo, la composicién escultdrica la completa una representacion de la diosa griega de

la victoria, Niké, en la mano de la figura femenina central de la composicion.

2. Ritmos y geometria en el arte

2.1. Conceptos geométricos

2.1.1 Numero aureo
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El nimero 4ureo es un nimero irracional, representado por laletra griega ¢ en honor
al escultor griego Fidias.

Se trata de un nimero algebraico irracional que posee muchas propiedades interesantes y
que fue descubierto en la Antigiiedad, no como una expresién aritmética, sino como relacién o
proporcién entre dos segmentos de una recta, es decir, una construccion geométrica. Esta
proporcién se encuentra tanto en algunas figuras geométricas como en la naturaleza: en las
nervaduras de las hojas de algunos arboles, en el grosor de las ramas, en el caparazon de un
caracol, etc. Una de sus propiedades aritméticas mas curiosas es que su cuadrado (P2=
2,61803398874988...) y su inverso (1/® = 0,61803398874988...) tienen las mismas infinitas cifras
decimales.

Asimismo, se atribuye un cardcter estético a los objetos cuyas medidas guardan la
proporcién aurea. A lo largo de la historia, se ha atribuido su inclusién en el disefio de diversas
obras de arquitectura y otras artes.

Vitrubio en el S. I escribe “En un rectangulo de lados x y 1, el todo es al lado mayor como el

lado mayor es al menor”, de ahi se puede deducir el valor del nimero aureo:

Donde la raiz negativa no se considera.

X

X+l _ X 5 y24g-0

X 1
1 1+vV12+4 1445
X = =
2 2
_1+5 _ _
Figura 8. Rectingulo de lados 1 y x. X = 2 1,61803398874... = @
Elaboracion propia. X, = 1—/5 -

2

Estudios han demostrado que la percepcion de la belleza radica en la proporcion aurea.
Aquello que matematicamente mas se aproxime al niimero ¢, se percibirda como mas bello y
perfecto.

En los violines, la ubicacion de las efes o eses (los “oidos” u orificios en la tapa) se relaciona
con el nimero aureo. También aparece en las relaciones entre altura y ancho de los objetos y
personas que aparecen en las obras de Miguel Angel, Durero y Leonardo da Vinci, entre otros.

En las estructuras formales de las sonatas de Wolfgang Amadeus Mozart, en la Quinta
Sinfonia de Beethoven, en obras de Franz Schubert y Claude Debussy. Muy probablemente
estos compositores compusieron estas relaciones de manera inconsciente, basandose en
equilibrios de masas sonoras.

2.1.2 Segmento aureo

Se llama parte aurea o segmento aureo de un segmento dado 4, a otro segmento x tal que es
media proporcional de a y (a-x). Asi, se cumple que:
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r_a-x x=0,62-a
a

Graficamente:

a

Figura 9. Construccién para obtener el segmento

dureo. Elaboracion propia.

2.1.3 Rectangulo aureo

Para hacer el rectdngulo dureo se dibuja un cuadrado. Sobre este cuadrado se marca el
punto medio de uno de los lados. A continuacion, trazando un arco de circunferencia cuyo radio
sea desde este punto medio, hasta el vértice superior tratando de encontrar la prolongacién del
lado inferior:

1 0,618
“ e A E B
-
H J G
D F oo C
Figura 10. Obtencion del rectingulo dureo a Figura 11. Obtencion de la espiral de Durero.
partir del cuadrado. Elaboracién propia. Elaboracién propia.

Si sobre este rectangulo aureo, se traza otro cuadrado, cuyo lado sea la longitud del lado mayor
del rectangulo, se obtiene un segundo rectangulo dureo. Estos rectangulos tienen una propiedad
interesante: al unir mediante arcos de circunferencias los vértices consecutivos de los
cuadrados, se obtiene una curva especial que se llama espiral de Durero o espiral de Fibonacci
(Véase la figura 11).

Esta espiral estd presente en multiples manifestaciones de la naturaleza vegetal y animal
(véase la figura 12), incluso en las proporciones del cuerpo humano.
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Figura 12. Espiral de Durero en la naturaleza. Figura 13. Espiral de Durero sobre la fachada del

Partendn. Fuente: Elaboracion propia.

Figura 14. Espirales de Durero en el cuadro de Las Meninas de Figura 15. Cesare de Toni. Curvismo dello

Veldzquez. Spazio. Coleccion particular.

La espiral de Durero esta presente en multitud de manifestaciones artisticas, es el caso del
Partenon griego (véase la figura 13), en el cuadro de las meninas de Velazquez (véase la figura
14) o en multitud de esculturas. Asi, por ejemplo, en la obra escultdrica “Curvismo dello Spazio”
(véase la figura 15), el artista Cesare de Toni hace una serie compositiva con referencia a la
geometria euclidiana, con especial atencién a la proporcion aurea y a las teorias numéricas de
la repeticion de simbolos, adoptando el método de secuencia de Fibonacci (0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13,
21, 34, 55, 89, 144, ...). Sucesion cuyo cociente entre un valor y el anterior se aproxima al nimero
aureo. Un razonamiento matematico que se materializa en la percepcion visual a través de un
lenguaje artistico personal: a través de la secuencia de color y no color, la linea curva propone
una idea de movimiento que va mas alla del espacio-tiempo. La escultura esta formada por 13
formas curvilineas pintadas a mano en madera contrachapada ensambladas con varios soportes
metalicos, descansando sobre un soporte de vidrio con base circular con un dispositivo giratorio
manual en el interior.
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2.2. Geometria en el arte y manifestaciones artisticas

2.2.1 La obra de arte

Definir lo que es una pieza de arte no es tarea sencilla, porque no es artista quien traza, con
habilidad, unos compases de musica, proyecta un puente o crea, de una mole de piedra, una
estatua. Sino quien, repitiendo muchas veces tal proeza, configura para siempre lo
desordenado, de manera que, como fruto de su esfuerzo, un organismo formal se impone a la
contemplaciéon humana y la nutre con sustancias esenciales. La forma, crear la forma
conscientemente: ahi esta la funcién definitoria del artista. Emociones, sentimientos, impulsos,
daran materia a la obra de arte. Proyectar, en el sentido de sacar fuera, de alumbrar una figura
perdurable: ahi esta la funcion del arte. No en la intencion; no en la vida; no en el impulso
dindamico de la corriente. No es lo que se mueve; sino lo que permanece y dura. Como escribid
Eugenio D’Ors: “;Qué es, en suma, una obra de arte? Una obra de arte es, en estricta definicidn,
una corriente, obturada por una figura”.

2.2.2 Manifestaciones artisticas contemporaneas

Hay muchos artistas que manifiestan en su arte ese juego numérico deducido de la seccion
aurea, dando ritmo a la representacion. Son muy ilustrativas las palabras de Anthony Ashley
Cooper, Conde de Shaftesbury, cuando escribié que “existe un poder en los nimeros, armonia,
proporcién y belleza de todo tipo que cautiva naturalmente al corazon, y eleva la imaginacion
hacia una opinion de algo majestuoso y divino”.

En ese sentido es paradigmatico el caso de Jo Niemeyer, artista y disefiador “concrete” (el
“movimiento concrete” fue fundado por Theo van Doesburg en 1924). El trabajo de Niemeyer
se basa en la observacion de la naturaleza a través del uso de las matematicas y, especialmente,
la seccién 4urea. Su principal interés se dirige a la percepcién del espacio, el tiempo, las
distancias y las proporciones y forma la sintesis entre arte y naturaleza que implica al final un
dialogo entre el hombre y la naturaleza. Sus obras se pueden encontrar en colecciones y museos
publicos y privados, incluidos el Louisiana Museum Humlebaek, Pinakothek der Moderne
Miinchen, Bauhaus Archiv Berlin, Stedelijk Museum Amsterdam y el Museo de Arte Moderno
de Nueva York. A modo de ejemplo, se puede observar la figura 16, en la que el artista,
utilizando construcciones geométricas, consigue, a partir de un cuadrado, hacer una
composicion final simple, con un desarrollo intermedio de mayor complejidad.

La obra muestra una representacién geométrica que invita al movimiento ritmico de un
cuadrado que evoluciona a otro que termina convirtiéndose en un tridngulo equilatero. Al mirar
el cuadro buscando aspectos geométricos mas alla de la simple transformacién, se pueden
encontrar relaciones que van produciendo la secuencia evolutiva a partir de la obtenciéon de los
segmentos aureos de los cuadrados y los puntos medios de ellos (véase la figura 16). Es un
ejemplo claro de que cuando una persona cambia la forma de mirar una obra de arte, esa pieza
cambia; cuando se mira la obra y se encuentra en ella belleza, poder y fuerza, el observador
siente que algo se mueve en su espiritu, apareciendo una comunicacion espiritual entre el artista
y la persona que admira su obra.
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Figura 16. Jo Niemeyer. Serigrafia. Construccion 512. Coleccién particular. Proceso

constructivo de elaboracion propia.
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Otra figura destacable en el ambito de la geometria, el arte, el ritmo y las matematicas es
Jacobus Verhoeff. Se trata de un matematico y artista visual holandés que, después de estudiar
matematicas en la Universidad Municipal de Amsterdam, trabajé en el Centro Matematico y la
Universidad Tecnolégica de Delft. Se doctord en 1969 con una tesis sobre correccién de errores
en cédigos decimales. Mas tarde abandond la investigacion y la docencia para dedicarse a la
escultura. Es autor de esculturas que siguen patrones geométricos de acuerdo a leyes que siguen
algunos codigos de programacion (véase la figura 17).

Figura 17. Jacobus Verhoeff. Distintas posiciones de figuras geométricas complejas Coleccion particular. Elaboracion propia

del dibujo de distintas geometrias en la imagen inferior derecha.

También es muy notable la aportacion de obras de autores como las del pintor y escultor
holandés Johannes Jacobus Schoonhoven (1914 - 1994). Una de sus mas bellas creaciones esla
titulada De Cirkel (1967). En ella se puede apreciar a la perfeccion la importancia de las
sombras, a medida que el ritmo de la sucesién de formas se acentiia por los efectos de la luz al
incidir sobre €l (véase la figura 18).

l
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Figura 18. Obras de Johannes Jacobus Schoonhoven. A la derecha la pieza titulada “De Cirkel “(1967), actualmente en el

Tate Museum de Londres.
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Figura 19. A.]. Moerman. Relieve geométrico. 2019.
Coleccién particular.

Siguiendo la estela de Schoonhoven, es notable
la obra de A.]. Moerman. Sus relieves 3D abstractos
de color blanco con un patrén repetitivo y mucha
textura, recuerdan a los disefios del estilo de la
Bauhaus y del grupo Zero de los afios sesenta. En la
figura 19 se puede apreciar un cuadro geométrico en
3D con 198 superficies blancas. Es una obra de arte
minimalista que invita al recogimiento interior. La
luz incidente proporciona profundidad y un patrén
de sombra que atrae porque cambia segun la hora
del dia.

En la figura 20, se puede apreciar un relieve en
forma de diamante donde A.]. Moerman sugiere
dentro del cuadro figuras geométricas alusivas a
poliedros, estrellas y paralelogramos. Asi, en azul
marino se aprecia un cubo visto con una diagonal
perpendicular al papel; en verde se puede ver un

tetraedro con una cara apoyada en el papel; en marrén dos caras contiguas de un dodecaedro
vistas en perspectiva; en morado dos caras contiguas de un icosaedro; en rojo un octaedro con
una arista apoyada en el papel y en azul claro las dos tridngulos equilateros girados 180°
correspondientes a las secciones de un cubo con una diagonal perpendicular al plano del papel,
al cortarlo por un plano a la distancia de los vértices que resulta de dividir por tres dicha
diagonal y de forma que dichos planos sean perpendiculares a ella.

Figura 20. A.]. Moerman. Relieve geométrico. 2013. Coleccion particular. Se han resaltado en colores distintas formas

poliédricas sugeridas en la obra. Elaboracién propia.
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Otras manifestaciones artisticas interesantes se pueden encontrar en obras de autores como
Lisanne Lammers. Las imagenes geométricas que muestra en sus obras (véase la figura 21) estan
realizadas en porcelana enrollada muy fina, creando composiciones formadas por patrones
repetitivos que conforman un conjunto de piezas ritmico que se conectan formando una
composicion arquitecténica dotada de un atractivo dinamismo para el espectador.

Hay que destacar también las
obras de porcelana cocida del
artista holandés Hans Meeuwsen.
Se trata de ritmicas obras de arte
donde la geometria tiene un papel
preponderante. Son obras muy
fragiles, cuyo grosor de la pared es
de aproximadamente un milimetro,
lo que hace de ellas delicadas piezas
en las que el constructivismo puede
llevar al artista a geometrias Figura 21. Lisanne Lammers. Esculturas geométricas.. 2019. Coleccion
rotatorias en unos casos |y particular.
estructuras reticuladas en otros, con
la presencia de hermosos patrones poliédricos que se repiten secuencialmente como si de una
composicion musical se tratara (véase la figura 22).

Figura 22. Obras de Hans Meeuwsen. 1919. Porcelana, cocida a oxidacién a 1240 grados centigrados. Coleccion

particular.

Las esculturas reticuladas de Meeuwsen recuerdan a las grandes estructuras de
edificaciones modernas, tal es el caso de la Biosfera de Montreal, que el gobierno de Estados
Unidos encargé a Richard Buckminster Fuller, un disefiador y arquitecto estadounidense, para
representar a su pais en la Exposicion Universal Montreal 67 (véase la figura 23), situado en la

Isla de Santa Helena. Se trata de una obra icénica de la arquitectura, que alberga un museo sobre
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el medio ambiente. Geométricamente, la ctipula es un icosaedro con 20 caras, cada una formada

por la intercalacion de pentagonos en una rejilla hexagonal. A su vez, las caras se dividen en

tridngulos equilateros.

Figura 23. Distintas vistas del pabellon que representé a Estados Unidos en la Exposicién Universal de Montreal 67,

situado en la Isla de Santa Helena. Richard Buckminster Fuller.

Es cierto que el interés por la tecnologia y la ciencia ha sido siempre la fuerza impulsora de
cualquier trabajo; ocurre también en el arte, se trata de visualizar lo que tiene capacidad de
atraer. Por eso hay artistas que se sienten fascinados cuando ven maquinas, herramientas e
instalaciones. Aunque el punto de partida de la tecnologia es la facilidad, el artista se desprende
de laidea de utilidad practica y social para poder trabajar libremente, emprender una aventura
y retratar su fascinacion desde un enfoque artistico. Es el caso del artista Jos Scholtes, con sus
obras cinéticas, como por ejemplo la denominada RockSteady (véase la figura 24). Se trata de
una obra de arte en movimiento impulsada por un pequefio motor de transmisién y un circuito
de intervalos. Esto permite ajustar con precision el intervalo de acciéon y pausa, asi como la
velocidad de movimiento de la estructura.

Estas estructuras cinéticas estan dotadas de una importante carga geométrica; ademas, el
movimiento de la escultura la dota de una singularidad especialmente atractiva para el
espectador.

Se Puede ver la imagen de la escultura funcionando en la direcciéon de youtube:
https://www.youtube.com/watch?v=dKky AzCX55Mé&list=PLNBZIH1HJ00Lo584mvX1fliA_r-
33zM60&index=1
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Figura 24. Jos Scholtes - Rock Steady. 2020. 50x30x20 cm. Coleccion particular. Obra cinética.

En contraste con el movimiento
ritmico, ya sea estatico o cinético que
se han repasado en este epigrafe, hay
artistas que se detienen en recoger
espacios de silencio y minimalismo,
representando elementos simples y
especialmente “euclidianos”, es el caso
del pintor y escultor Bernard Aubertin
(1934 — 2015), artista que formo parte
de la corriente “Grupo Zero” en
Diisseldorf. En una de sus esculturas
representa un clavo de 23 cm de altura,
fijado sobre una base a la que se le aplicd
una caja de metacrilato (véase la figura
25).

Figura 25. Bernard Aubertin. “Clous Géantes”. Escultura en hierro

coloreado. Coleccion particular.

Aubertin hace otras creaciones utilizando series de clavos que forman una “sinfonia”
euclidiana, creando matrices de filas y columnas; o bien estableciendo reticulas que responden
a una sintetizacion del espacio (véase la figura 26).

Figura 26. Bernard Aubertin. “Cuadro Clous” a la izquierda y un detalle en el centro. Afio 1969. A la
derecha “Monorosso”, 1982.
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2.2.3  Geometrias artisticas del pasado y su relacion con el presente

Son muchas las manifestaciones artisticas del
pasado. Se podria empezar por comentar la
geometria presente en el arte egipcio, pero eso
llevaria a extender demasiado el presente
articulo. S6lo como muestra, en la figura 27 se
puede ver la geometria de las piramides de
Egipto en esa secuencia ritmica inundada de
silencios en la inmensidad del desierto.
Construidas como criptas reales para los faraones
con bloques de piedra revestidos de caliza, eran Figura 27. Piramides de Egipto. Aiio 3000 a.C,
ala vista, grandes construcciones de color blanco.

Por ser menos conocido y muy representativo del arte y las geometrias del mundo primitivo
de Africa se exponen a continuacién de forma somera algunas de las mas primitivas culturas
africanas, mostrando, en algunos casos, relaciones muy directas con las representaciones
artisticas mas modernas.

Por ejemplo, es muy destacable el arte del pueblo mbuti del bosque Ituri en la Republica
Democratica del Congo. Sus habitantes utilizan la abstraccion geométrica para decorar telas
hechas con corteza de arbol que les sirve como vestimentas rituales. En sus representaciones
expresan la vida, el silencio, el movimiento y las formas que encuentran en su entorno cotidiano.

Los mbuti han vivido en la Selva de Ituri durante muchos afos, e incluso se estima que
podrian ser los habitantes mas tempranos de Africa. La principal referencia a ellos se encuentra
en un documento egipcio que hace referencia hacia su territorio, de alrededor del afio 2500 a.C.,
en el que se alude a los Mbuti como la “poblacion general de los arboles” y se les presenta como
individuos que cantan y se mueven.

Figura 28. Paios de corteza pintados por los mbuti. Coleccion particular.

Para los mbuti, el bosque es sagrado. Ellos se sienten hijos del bosque y es éste la fuente de
su existencia por ello los mbuti le hablan y le cantan al bosque con devocidén y alegria. Cantan
canciones sin letras, simplemente cantadas para despertar al bosque y alegrarlo con la belleza
del sonido.
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Los hombres preparan el pafio de corteza con la capa interior de la corteza de unas seis
especies diferentes de arboles que machacan con un mazo de marfil o madera. Después son las
mujeres quien preparan los tintes y pinturas utilizando raices, frutos y hojas que recogen en el
bosque. La pintura se aplica con ramas, hilos o con los dedos (véase las figuras 28 y 29).

Figura 29. Pafios de corteza pintados por los mbutis. Coleccion particular.

Las pinturas en los pafios conceptualizan el mundo de los mbutis; son expresiones
abstractas de los estados y las caracteristicas de los bosques. Las artistas transforman la
geometria fractal de los arboles, las hojas plegadas, las modulaciones sutiles de sonidos de
insectos, etc. en un lenguaje visual tnico. Las artistas combinan motivos animales con formas
geomeétricas que dan una impresiéon de movimiento, sonido y relieve dentro del paisaje forestal.

Actualmente hay claras
reminiscencias a estas formas
de representacion en pintores
contemporaneos. Es el caso
del pintor catalan Joaquim
Chancho. Su pintura esta muy
relacionada con los
movimientos internacionales
de abstraccién geométrica y
minimalismo. Su obra es a la

vez rica, pura, ritmica e
intensa. El rigor de la linea Figura 30. Grabados. 2006. Joaquim Chancho

recta y de la geometria, asi

como la riqueza de las texturas que emplea evocan el arte de los mbuti (véase la figura 30). Cabe
destacar que la obra de Chancho forma parte de importantes colecciones nacionales e
internacionales, entre las que destaca las del Stedelijk Museum de Amsterdam, el Museo de
Arte Contemporaneo de Barcelona, Fundaciéon Juan March de Madrid, Centro Atlantico de Arte
Contemporaneo de Las Palmas y la Fundaciéon La Caixa de Barcelona.

Otra manifestacién artistica del Africa primitiva y cuyas figuras sorprenden por su
geometria es la cultura de Nok, que aparecié en Nigeria aproximadamente en el afio 500 a.C y
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se desvaneci6 al final del primer milenio de nuestra era, sin que se haya encontrado una
explicacion razonable, quiza por alguna epidemia o por alguna hambruna. Las investigaciones
acerca de la estructura social de la cultura de Nok la considera extremadamente avanzada, a
pesar de su situacion relativamente alejada de otras grandes culturas, y que el resto de Africa
Occidental estaba, en esas fechas, asimilando el Neolitico.

Las piezas de arte que se han preservado a través del tiempo,
casi todas incompletas, son terracotas de una elegancia
espectacular, descubriendo un alto grado tecnolégico y artistico,
tanto en el modelado de la arcilla como en la coccién de la
ceramica. Los temas son generalmente figurativos y representan
lo que parecen ser lideres, antepasados, estelas funerarias o
amuletos (véase la figura 31). Este exquisito legado es el que ha
hecho famoso a esta misteriosa estirpe de artistas, conocidos en
todo el mundo por las figuritas tanto masculinas, como
femeninas estilizadas con posturas muy variadas, portando
numerosas joyas y con la cabeza desproporcionadamente
grande, cuyos peinados estan meticulosamente detallados.

Las figuras suelen aparecer rotas, ya que proceden de

estratos aluviales formados y destruidos por la erosion de
arroyadas esporadicas. Las terracotas suelen estar sepultadas, Figura 31. EI Pensador (Cultura
erosionadas, rodadas y rotas. Nok). Afio 298 acC.

Actualmente se encuentra

Es de destacar la geometria de los ojos y su entorno. Asi, el
modelado de losojos sigue un arco en el parpado superior,
superpuesto a un tridngulo invertido cuyo vértice es el parpado
inferior y en cuyo centro se inscribe un circulo. Esa geometria
puede desarrollarse partiendo del centro de la pupila y del radio
del iris, tal como puede apreciarse en la figura 32.

expuesta en la  Sala
Renacimiento del Palacio
de  Santa  Cruz de
Valladolid, dentro de las
colecciones de la Fundacion

Alberto  Jiménez-Arellano

En muchas de las terracotas Nok también se da la Alonso.

circunstancia  curiosa de  existir
proporcionalidades como las ya
comentadas en epigrafes anteriores,
por ejemplo, hay una relacion entre la
magnitud del cuerpo dela figuraylade
su cabeza, de forma que la cabeza tiene
como longitud el segmento aureo de la
longitud total de la escultura. Lo mas
curioso es que existen muchas dudas de
que en la época en la que existid la
cultura Nok y en ese recéndito lugar de
Africa alguien conociera algo acerca de
las proporciones aureas; mas bien cabe
pensar que las mujeres artistas
creadoras de estas hermosas piezas
encontraran  belleza en  esas

Figura 32. El Pensador (Cultura Nok). Geometria de elaboracion

propia.
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proporciones simplemente por el efecto estético intrinseco que producian. Véase las figuras 33
y 34.
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Figura 33. El Pensador Nok con las construcciones geométricas asociadas a la relacion entre la altura total de la escultura y la
longitud de la cabeza. Elaboracion propia.
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Siguiendo en el continente africano hay
que destacar también las esculturas
misteriosas cercanas al rio Cross. Este es un
importante rio costero del Africa occidental,
que discurre por Camerun y Nigeria. Corre
en su mayor parte por el sudoeste de Nigeria, /
donde atraviesa y da nombre al homénimo |
Estado de Cross River, en la frontera con |
Camerun, En esa zona se producen los |
Akwanshi (véase la figura 35), se trata de \
Monolitos esculpidos en la region de Ikom |
(Cross River) en Nigeria. \

Los monolitos estan esculpidos en roca
basaltica. Se considera que son monumentos
funerarios de reyes con atributos divinos. Su
tamafio varia entre los 30 cm y los 2 metros de
alto y tienen rasgos humanos: ojos, nariz,
boca, barba y marcas tribales. La mayor parte
de las esculturas tienen un ombligo
prominente. Se dan en lo que hoy son las
regiones de los municipios de Ogoja, Ikom y
Oburra.

Los monolitos han sido tradicionalmente
ignorados, aunque recientemente se han incluido en
la WMF (World Monuments Fund’s) — lista de sitios
en peligro de extincion - y se quiere incluir en la lista
de sitios que son patrimonio mundial por la UNESCO.

Hay estudios arqueoldgicos que estiman para
ellos una edad de 4.500 afios, lo que indicaria una
antigiiedad como las piramides de Egipto, incluso hay
quien sostiene que estos monolitos tienen 450.000
anos. La WMF dice que las piedras datan de 2.000
antes de Cristo, pero eso no esta claro.

Los monolitos Ikom con sus inscripciones
geométricas podrian ser la respuesta del Oeste de
Africa al Stonehenge britanico.

Historiadores mas modernos dicen que las mas
antiguas de las 300 piedras erigidas en el pueblo de
Alok fueron talladas probablemente a partir del siglo
XVI.

Es relevante comprobar cdémo éstas figuras
primitivas han podido servir de inspiracién para los
artistas contemporaneos. Son muchos los ejemplos,
como es el caso de los cuadros realizados por los
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Figura 34. Terracota Nok con las construcciones geométricas

asociadas a la relacién entre la altura del cuerpo de la
escultura inscrito en un cuadrado y la longitud de la

cabeza que completa el rectingulo dureo.. Elaboracion

Figura 35. Akwansi, donde pueden apreciarse la

simetria y las inscripciones geométricas a
lo largo del cuerpo y cabeza. Coleccién
particular.
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creadores del Orfismo, Robert y Sonia Delaunay, o Léger, Kupka y Picabia En ellos se puede
apreciar la reminiscencia Akwanshi al fijarnos en los circulos concéntricos (véase las figuras 36
y 37).

El Orfismo es una especie de cubismo
que va hacia la abstraccion total, donde
los colores y la luz toman forma y
movimiento como si fueran musica. Es la
representacion del ritmo que llevan
dentro todas las cosas, la esencia de la
vida.

El nombre es propuesto en 1913 por el
poeta Apollinaire, un tedrico ademas de
las cuestiones estéticas. Define a esta
nueva corriente como “el arte de pintar
conjuntos nuevos con elementos no Figura 36. Dos vistas de un Akwansi, donde pueden apreciarse la

tomados de la realidad visual sino simetria y las inscripciones geométricas a lo largo del
4
cuerpo y cabeza. Coleccion particular.

totalmente creados por el artista y
dotados por él de una poderosa realidad.
Es arte puro”. Apollinaire lo llama “orfismo” haciendo referencia a Orfeo, el personaje
mitoldgico que toca la lira de manera tan conmovedora que logra verdaderas hazafas.
Representa la conjuncion de la musica y la poesia (justamente, la palabra “lirismo”, que usamos
como sinénimo de poesia, viene de la palabra “lira”).

El orfismo, ademas de un antecedente de la pintura abstracta, es precursor también del arte
optico. El uso de los colores en
contrastes simultaneos (el
simultaneismo) hace que se
generen vibraciones Opticas y asi
se produzca un efecto de
movimiento.

Robert Delaunay (el
representante mas importante del
orfismo junto a su esposa Sonia),
explica que la idea del orfismo es
“una pintura que no tiene
técnicamente mas que color,
contrastes de color, pero que se
desarrollan en el tiempo y se
perciben simultaneamente, de un
solo golpe”.

Hay otros autores modernos,
como Sagrasse, que también
utilizan reminiscencias de los
Akwanshi.

Figura 37. Akwansi, donde se han resaltado los circulos concéntricos que

inspiran el cuadro abstracto de Sonia Delaunay (arriba a la derecha) y
el de Sagrasse (abajo a la derecha) pueden apreciarse la simetria y las
inscripciones geométricas a lo largo del cuerpo y cabeza. Coleccion
particular.
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Figura 38. Arriba a la derecha triptico de Sonia Delaunay. Obra de 1963 expuesta en el Tate Museum de Londres. Se han remarcado

los dos circulos, junto con el poligono mixtilineo adyacente para hacer la composicion que se adapta a la cabeza de la Figura

antropomorfa de 950-1200 d.C. correspondiente a la Cultura Mixteca.

En Mesoamérica también podemos encontrar reminiscencias primitivas para las obras
tipicas del morfismo. Asi, se pueden observar las composiciones del arte Mixteca, que tuvo sus
primeras manifestaciones en el periodo precldsico medio mesoamericano (siglo XII a.C - siglo
XX a.C) y concluyé con laconquista espafiolaen las primeras décadas del siglo XVI.

El territorio histérico de este pueblo es la zona conocida como La Misxteca, una region
montanosa que se encuentra entre los actuales estados mejicanos de Puebla, Oaxaca y Guerrero.

En la figura 38 se puede observar como los dos circulos junto con el
poligono mixtilineo se puede transformar mediante un giro de 180
grados y una copia simétrica en una composiciéon que encaja
perfectamente con la cabeza de la figura antropomorfa de la cultura
mixteca.

Sin salir de Mesoamérica, hay que destacar la geometria en el
arte de Chupicuaro. Esta zona arqueoldgica prehispanica se localizé
en la rivera del rio Lerma, en una zona entre las ciudades actuales
de Acambaro y Tarandacuao, en el estado de Guanajuato, México.
En los afios de 1946 y 1949, debido a la construccién de una presa, se
realizaron exploraciones y descubrimientos de objetos de ceramica
y tumbas. Actualmente el lugar se encuentra debajo de las aguas de
la Presa Solis, aunque existen zonas a los alrededores que siguen
siendo exploradas.

De acuerdo con varios autores, se estima que este asentamiento
tuvo lugar entre 500 a.C. a 300d.C. Esta cultura tiene mucha
importancia por la influencia que ejercié y que tuvo en la zona. Es

Figura 39. Figura femenina de
terracota de Chupicuaro.
Siglos VII-II a.C. Museo
del Louvre. Geometria de

elaboracion propia.
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posible que se extendio hasta el sur de Estados Unidos, 500 afios a.C. Existen teorias de que los
primeros habitantes de Guanajuato pertenecieron a esta cultura.

Figura 40. Figura femenina de pie en

Terracota. Arte de
Chupicuaro,  Guanajuato,
Meéxico. 400 a. C.-1004d. C.
Coleccion particular,
Barcelona.  Geometria  de
elaboracion propia.

Esta cultura destaco por ser un gran centro alfarero,
probablemente uno de los mejores de Mesoamérica, que
produjo ceramicas de fino acabado y multiples formas y colores,
predominando las decoraciones con motivos geométricos. Los
motivos eran deidades, maternidad, lactancia, personas y sus
ornamentos, animales y plantas. Del estudio de los estilos de las
ceramicas, se infiere el tipo de vestimenta que vestian, la pintura
corporal y facial que aplicaban, asi como diversos adornos como
collares, orejeras, narigueras o pendientes.

Las figuras tienen ricos colores con angulosas formas
geomeétricas.

Una postura amplia, con énfasis en los muslos, los pies con
los dedos delineados, las manos pegadas al pecho debajo del
pecho, a veces bultos de escarificacion en la parte superior de
los brazos, el rostro con una expresion a veces tranquila y a
veces bastante feroz.

La tradicion de las figurillas de Chupicuaro se caracteriza
por su fino modelado y especialmente por sus enigmaticos
rostros en los que se estilizan los ojos, presentes como grandes
rendijas que le dan un aspecto oriental. Suelen ser figuras
femeninas como la gran mayoria de esta tipologia, y tienen los
brazos colocados debajo del pecho. El cabello se recoge
adornado con una banda

horizontal. Los miembros inferiores estan ligeramente
definidos. (Véase las figuras 39 y 40).

Ademas de los detalles geométricos que se pueden
apreciar en la decoracion que cubre las ceramicas, en
muchos casos por completo, hay una caracteristica
proporcionalidad que se repite de forma generalizada y
es un encuadre rectangular entre hombros y pies,
divisible en tres partes iguales para encajar torso; caderas
y muslos; y piernas. La cabeza tiene forma de évalo y el
cuerpo tiene un eje de simetria vertical en todos los casos.

Se pueden encontrar secuencias ritmicas y geometrias
en la obra artistica de algunos contemporaneos. Es el caso
de las esculturas del artista chileno afincado en Italia
Alberto Olavarria. En la obra representada en la figura 41
se puede apreciar el rectangulo modular del cuerpo y la
parte ovalada de la cabeza que recuerda a las ceramicas
figurativas de Chupicuaro.

Figura 41. Agustin Alberto Olavarria.

Figura geométrica de pie en madera.
2008. 28/150. Coleccion particular.
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2.2.4 De nuevo con los ritmos, arte y geometria de la pintura contemporanea

También hay ritmo, geometria, matematicas, incluso se podria decir también que hay poesia
en los cuadros de los surrealistas: Max Ernst, Man Ray, René Magritte, Joan Mir6, Salvador Dali,
etc. (véase la figura 42).

Sin entrar en el andlisis de estos
genios de la pintura, merece la pena
hacer una parada en la figura de otro
artista, el espafol Luis Caruncho
(1929-2016). De sus diferentes estilos
artisticos, pero con el cubismo como
eje central, dio buena cuenta la
exposicion del Centro Cultural Conde
Duque que llevo por titulo “Caruncho,
postcubismo y atraccion geométrica”.

Fue su amigo el poeta y critico de
arte José Hierro quien bautizé la obra

de Caruncho como "geometria Figura 42. Cuadros de Max Ernst(los dos de arriba a la izquierda), Man
poética". Ray, Magritte, Miré y Dali, donde se pueden observar

, [titud de detall, ométricos.
A través de la muestra del Conde TILHIEIGE Gie Getaties geometricos

Duque, de las 50 obras, se pudo

apreciar la evolucién de una que figura en la estela
de Malevich y Mondrian, pero también de Pablo
Palazuelo y Rafael Canogar, de Ben Nicholson y la
Bauhaus, segin Fernandez-Cid. "No le interesan
tanto las imagenes como el pulso que hay tras
ellas, lo que plantean".

Hay una obra de Caruncho de extraordinaria
fuerza y grandeza, se trata del cuadro
denominado Azul sobre azul (véase la figura
43), titulo del que surgieron multiples variaciones,
pero todas con igual fulgor. Tampoco debe
obviarse la intromisiéon del papel de periddico y
del cartén, ni la escultura Metamorfosis n° 8, de
acero cortén autooxidado (véase la figura 44).

Figura 43. Azul sobre azul. Luis Caruncho. Coleccién
Rafael Canogar dijo de él: "Fue un trabajador particular.

inagotable, como lo fue su inspiracién. Tenia algo

de artista secreto, con innata facilidad para crear,

para concebir sus obras, para disefar, pero siempre desde un distanciamiento”. Caruncho decia
de si mismo: "hay pintores constructivistas mas rigurosos que yo, que son decididamente mas
frios; yo soy menos riguroso, pero en mis obras palpita mas la vida, son més cédlidas".

En la figura 44 se ve dibujados sobre la escultura una serie de poligonos con lados comunes
y de forma que siguen una serie numérica 3, 4, 5, 6, 7, 8.
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La serie numérica comentada suma el nimero 33, que es precisamente el anterior al 34. Es
precisamente el niimero 34 el denominado niimero magico de Durero por aparecer en el
grabado que el autor llamé Melancolia I (véase la figura 45). Se trata de
un grabado del pintor del Renacimiento aleman Alberto Durero. Es considerada la imagen mas
misteriosa disefiada por Durero y se caracteriza, como muchas de sus obras, por su iconografia
compleja y su simbolismo.

i

Figura 44. Escultura Metamorfosis n° 8, de acero cortén autooxidado. Luis Caruncho. Sobre la escultura se han
dibujado poligonos regulares que siguen la secuencia 3, 4,5, 6, 7, 8. Elaboracién propia. Coleccién particular.
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Figura 45. Grabado Melencolia I, del pintor del Renacimiento alemdin Alberto Durero. 1514.

Esta composicion alegorica, considerada una de las estampas mas famosas de los antiguos
maestros, ha sido objeto de mas interpretaciones modernas que casi cualquier otra imagen en
arte. José Pijoan afirmé “no hay otra imagen humana tan saturada de pensamiento”,
refiriéndose a la obra.

Se trata de una de las denominadas estampas maestras de Durero. Las estampas fueron
realizadas entre 1513 y 1514y son la culminacién de su trabajo como grabador. Se ha
interpretado como autorretrato en clave simbélica, que presentan la imagen que Durero tiene
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de si mismo como artista de caracter melancdlico. A su vez, el grabado simbolizaria la esfera
intelectual, dominada por el planeta Saturno, segun la tradicién astrologicaligado al
sentimiento de la melancolia, constituyendo una conexién entre el mundo racional de las
ciencias y el imaginativo de las artes.

Se ha sospechado que Melancolia I habria sido concebido bajo el sentimiento de duelo por
la pérdida de su madre. Incluso se ha dicho que los niimeros del cuadrado magico que aparece
en la parte superior derecha de la obra contendrian una referencia secreta a la fecha del
fallecimiento.

En cuanto al contenido de la imagen y su simbolismo se puede comentar lo siguiente: la
imagen central y mas importante es una figura alada pensativa, que puede ser considerada un
angel, sentada en el suelo y con el rostro ensombrecido. Esta dama apoya su cabeza — coronada
de hierbas y con el cabello despeinado — en su pufio izquierdo, mientras que con la otra mano
sostiene un compas. Del cinturdn cuelgan un conjunto de llaves revueltas.

A su lado se encuentra un putto (mediador entre la esfera terrenal y celestial), apoyado en
una piedra de molino, que escribe o dibuja sobre una tablilla.

En la parte inferior se encuentra un perro famélico, animal que se encuentra también en
otros grabados de Durero, durmiendo a los pies del personaje principal. Aunque
tradicionalmente el perro simboliza la lealtad, aqui un perro puede representar la melancolia o
la locura.

En el suelo, hay varios ttiles de carpinteria (martillo, cepillo, clavos y sierra) y arquitectura
(un tintero y una pluma) que se encuentran desordenados.

En el grabado hay muchos elementos relacionados con la geometria, la aritmética y la
medida del tiempo. Sobre el muro hay una esfera de madera torneada, un poliedro truncado de
cristal formado por pentagonos irregulares y tridngulos (en que se puede apreciar un rostro
humano difuminado), una regla, un reloj de arena, una balanza y un cuadrado magico de 4x4.
También hay una campanilla y una escalera de siete peldafios, que asciende hasta una torre o
edificio que no se vislumbra su final.

En el fondo se puede ver un poblado. Hay un contraste entre la sombra que proyecta la
Luna sobre los objetos y el brillo de un cometa, que se encuentra encerrado en un arco iris (se
ha considerado como simbolo de la reconciliacion y de la alianza entre Dios y los hombres).

Al fondo hay un murciélago sosteniendo una cartela con el texto “Melencolia I”, el titulo
del grabado.

El grabado ha tenido mucha repercusion en distintas manifestaciones artisticas posteriores.
Asi, por ejemplo, Gottfried Keller, inspirado por la obra de Durero, escribié el poema
Melancholy. En su estrofa uiltima, el poeta sugiere la forma de un angel como la encarnacién
artistica de la fantasia.

Inicialmente el filésofo Jean-Paul Sartre tenia la intencion de titular su novela La nausea
como Melancolia I, haciendo referencia a este grabado.

Thomas Mann sentia especial atraccion por uno de los numerosos simbolos que aparecen
en el grabado de Durero: el cuadrado magico. En la novela Doktor Faustus el protagonista,
Adrian Leverkiihn, cuelga dicho cuadrado sobre un piano alquilado.
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El ensayo de Giinter Grass titulado Del diario de un caracol termina con el discurso sobre
el grabado de Durero en la exposicion que titula “La inmovilidad en el progreso”, en la que se
dice: “Sélo quien conoce y cumple la inmovilidad en el progreso, quien ha cedido una vez,
varias veces, quien ha estado en el caparazon vacio del caracol y ha frecuentado el lado oscuro
de la utopia, es capaz de medir el progreso”.

En su obra Sor Juana Inés de la Cruz o las trampas de la fe, el escritor mexicano y Premio
Nobel de Literatura (1990), Octavio Paz, establece una relacidon entre el poema de sor Juana,
Primero sueno, y el grabado de Durero, Melancolia I. Para Paz, el poema y el grabado refieren
al mismo acto: al de conocer, pues su tema es el mismo: la contemplacion de la naturaleza y la
desazéon del espiritu. El escritor mexicano propone que ambas obras son confesiones
intelectuales de sus autores. Tanto Primero suefio como Melancolia I refieren al mismo niimero
porque es solo la primera fase de una imagen intelectual que, por abrirse hacia lo inacabado,
dibujan la misma figura: la interrogacion.

La banda alemana de metal sinfonico Haggard incluy¢ el grabado en la portada de uno de
sus albumes en 1997. El disco esta basado en la vida y obra de Michel de Notre-Dame en la
época de la peste negra.

En la novela de ficcién El simbolo perdido (2009), Dan Brown analiza los posibles enigmas
que encierra la estampa, en especial su cuadrado magico, que les servira para descifrar la
leyenda de la piramide Masoénica.

163 (201 13

(T

Figura 46. Disposiciones para la obtencién del niimero mdgico 34 como suma en las filas, columnas, diagonales principales, y

en las cuatro submatrices de orden 2.

El llamado cuadrado magico que aparece en el grabado esta considerado el primero de las
artes europeas. Es un cuadrado de orden cuatro en el que siempre se obtiene la constante magica
34 en las filas, columnas, diagonales principales, y en las cuatro submatrices de orden 2 en las
que puede dividirse el cuadrado, sumando los nimeros de las esquinas, los cuatro niimeros
centrales, los dos ntimeros centrales de las filas (0 columnas) primera y altima, etc. (Véase la
figura 46). Curiosamente las dos cifras centrales de la tltima fila, 1514, son el afio de ejecucion
de la obra.
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2.2.5 Arte y geometria en la arquitectura

Mucho se ha escrito de los rasgos dominantes del arte y la arquitectura islamica, la
importancia de la composicion espacial y la decoracion geométrica tanto de la mezquita de
Cordoba como de la Alhambra de Granada.

Figura 47. Detalle decorativo de las teselas de Figura 48. Detalle del proceso geométrico para la obtencion de
cerdmica en forma de pajarita utilizada en los bafios de la pajarita.
Comares en la Alhambra de Granada.

El culto islamico dio lugar a dos tipos de construcciones de caracter religioso: la mezquita,
el recinto donde la comunidad se retine para la oracidn, y la Madraza o escuela coranica. En la
arquitectura civil, destacan los palacios y las ciudades, planificadas de acuerdo a la necesidad
de canalizar el agua y proteger al pueblo contra el calor.

Una de las manifestaciones artisticas que alcanzé mayor esplendor dentro del arte isldmico
fue la ceramica, en la cual se puede observar un grado de creatividad e innovacién comparable
a las artes plasticas de otras culturas.

En este articulo no se entrara en el andlisis estético y geométrico de las impresionantes
edificaciones que son la mezquita de Cérdoba y la Alhambra de Granada, pero si, en algunos
detalles, por ejemplo, en el proceso geométrico para la obtencion de la denominada “pajarita
nazari” (véase la figura 47), como muestra de sus avanzados conocimientos en el arte
geomeétrico.

La geometria de la pajarita que constituye cada una de las teselas del mosaico es muy
interesante, ya que no es un proceso trivial. Se parte de un triangulo equilatero ABC como
patrén base; se dibujan las tres circunferencias que tienen por didametro el segmento definido
por el centro del tridngulo y cada uno de sus vértices. Estas circunferencias determinan los arcos
convexos de la pajarita. Después, al rotar cada una de estas circunferencias 60° con centro de
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rotacion para cada circunferencia el vértice por el que pasan, y en sentido de rotacion horario,
esas circunferencias rotadas determinaran los arcos concavos de la pajarita (véase la figura 48).

Figura 49. A la izquierda la fachada de la Capilla Pazzi en Florencia. 1429. Obra de Filippo Brunelleschi. A la derecha
encuadres geométricos de la obra. Elaboracién propia.

Con el fin de dar alguna otra pincelada sobre el arte y la geometria en manifestaciones
arquitectdnicas, se muestran a continuacion dos ejemplos representativos: por un lado la capilla
Pazzi en Florencia, obra de Filippo Brunelleschi (véase la figura 49); y por otro lado, La Basilica
de San Zendn (en italiano, Basilica di San Zeno, también conocida como San Zeno Maggiore)
(véase la figura 50) es el edificio religioso mas conocido de Verona, en la Italia septentrional. Su
fama descansa en parte en su arquitectura, y en parte en que segun la tradicion su cripta fue el
lugar donde se casaron Romeo y Julieta. Esta bajo la advocacion del santo Zenén de Verona.

Figura 50. A la izquierda la fachada de la Basilica de San Zendn en Verona. A la derecha construcciones geométricas que
la enmarcan. Elaboracién propia.

Si se hace un corte paralelo a la fachada conteniendo a su eje de simetria se puede observar
varios elementos geométricos, tales como un rectangulo dureo (en color verde); un cuadrado
(en color morado); un circulo (en color naranja). El cuerpo total de dicha seccion esta inscrito en
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el cuadrado y rectangulo dureo, las dos figuras estdn unidas por un circulo donde esté inscrita
la capula. Ademas, las proporciones siguen la sucesiéon de Fibonacci, pudiendo inscribir en la
seccion la espiral de Durero. En ésta obra se puede visualizar el interés de Brunelleschi en el
empleo de los modulos matematicos y en las distintas férmulas geométricas que se usaron para
crear las plantas y las elevaciones que cumplen el objetivo del artista de que todo tenga armonia.
Para la creacion de la Capilla Pazzi, Filippo Brunelleschi recurre a estas figuras perfectas para
expresar el significado de esta capilla, por ejemplo, usa los cuadrados (para reflejar al hombre)
y los circulos (para reflejar lo divino).

En la interesante geometria que enmarca la fachada de la Basilica de San Zenén sorprenden
los tres rectangulos de color amarillo en la figura que evocan a la misma divisién que se observa
en las ceramicas de la cultura de Chupicuaro como las reproducidas en las figuras 39 y 40 del
presente articulo.

3. Ritmos, arte y geometria en la fotografia

La fotografia es otra forma visual de mostrar la realidad,
en éste caso desde los ojos del fotdgrafo, que nos permite
encontrar ritmos, silencios y armonias manejando formas,
figuras, geometrias y otros elementos de la composicion,
eligiendo el punto de vista adecuado segun el efecto que
quiera conseguir. En la figura 51, por ejemplo, la fotdgrafa
Dasha Pears, muestra una imagen tomada en Ztrich, Suiza, en
2018.

Dasha Pears es una galardonada fotégrafa rusa de bellas
artes conceptuales que actualmente reside en Helsinki,
Finlandia. Las obras de Dasha se han exhibido en Rusia,
Francia, Polonia, Austria, Italia, Espafia y Finlandia. Las bitulada Geometrias. Impresicn de prueba
fotografias de Dasha se pueden encontrar en portadas de ;.. ap)ges5+14Pen papel Fuji
libros publicados en Europa, Estados Unidos y América del  cyqpa1 itk rchive.

Sur.

Figura 51. Dasha Pears . fotografia

Se muestran a continuaciéon algunas fotografias del fotégrafo Wiepke Folkerts (véase las
figuras 52, 53, 54, 55 y 56). Para él, en un mundo donde el tiempo y la tranquilidad son una
rareza, deja que sus imagenes fotograficas fusionen inquietud y dinamica en una unidad,
reduciéndolas a un ritmo que los humanos pueden captar.

Figura 52. Wiepke Folkerts — Fotografia titulada Breakwater. Tamario 30 x

45 cm. Coleccion particular.
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Figura 53. Wiepke Folkerts — Fotografia titulada Figura 54. Wiepke Folkerts — Fotografia titulada
No Boat. 30 x 30 cm. Coleccién particular. Elaboracién Two Rows. 40 x 40 cm. Afio 2017. Coleccion
propia de la linea de horizonte y las alineaciones. particular. Elaboracién propia de la linea de horizonte y

las alineaciones.

Figura 55. Wiepke Folkerts —Fotografia titulada Bridge #1s. 26 x 46 cm. Aio 2017. Coleccién particular. Elaboracién

propia de la linea de horizonte y las alineaciones.

Para ello utiliza largos tiempos de exposicion. El vacio, el silencio y la armonia atemporal
de imégenes costeras quedan plasmados en una imagen. En ese vacio hay elementos u objetos
hechos por el hombre que han surgido de la funcion que les ha tocado cumplir y por lo tanto
adquieren una singularidad y una belleza que no aburre, sino que puede llegar a fascinar. El
algunas de ellas se ha marcado las alineaciones rectas (en linea roja de trazo continuo)
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correspondientes a las paralelas que se encuentran en los puntos de fuga, asi como la linea de
horizonte, que pasa por dichos puntos y es paralela al suelo (en linea roja de trazo discontinuo).

Figura 56. Wiepke Folkerts —Dos imdgenes de la serie “Stills”: La Route; Silence

El mismo autor se recrea en espacios infinitos. En sus fotografias de caminos, se puede
observar que un paisaje se desarrolla y cambia con el tiempo. El fotdgrafo captura un momento
al fotografiarlo, una instantanea como un fotograma de una pelicula. Una imagen sin pasado,
una imagen sin futuro, solo presente. Un paisaje esta en movimiento, pero el fotdégrafo quieto,
crea un momento de paz y quietud. Su serie 'Stills' trata sobre esa calma y quietud con imagenes
que contienen poco o ningun estimulo, para permitir una experiencia més profunda. Son partes
del paisaje con su propia intimidad y carécter. Es un reflejo de la forma en que el fotégrafo
experimenta el paisaje, pero también ofrece al espectador una interpretacion tnica y la
oportunidad de pensar en las cosas esenciales de la vida. La fotografia parte de observar la
realidad, las fotos no son una representacion exacta de ella, es la interpretacion del fotégrafo,
su perspectiva y por lo tanto reflejan una parte de él.

Su inspiracién proviene de otros fotdgrafos relevantes, como son Michael Kenna, Michael
Levin y Josef Hoflehner.

En la imagen de la derecha de la figura 56 se observan los arboles del borde derecho del
camino en su configuracién geométrica fractal y al fondo otros cinco arboles dispuestos en
sentido transversal a la via como si de notas musicales se tratara en un pentagrama musical.

Aunque no se trate de una fotografia, algunos artistas juegan en sus obras con la vision del
que mira como si de una fotografia se tratara, estableciendo distintos puntos de vista para el
espectador, creando sensacion de movimiento y dando un cierto ritmo a la obra. Eso se puede
apreciar en la imagen de la figura 57. En ella el autor crea un espacio visual con dos puntos de
vista diferentes, estableciendo por lo tanto dos lineas de horizonte distintas, lo que crea una
sensacion que modifica el espacio de silencio de la obra. Este trabajo geométrico esta hecho de
cerdmica. Es un juego de lineas apretadas en el relieve que, ademas crea un hermoso efecto de
sombra ligera.
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Figura 57. Lisanne Lammers. Relieve blanco "Rayas” n® 3. Escultura mural de cerdmica. Las dimensiones son 35 x 35 x
2 cm. Coleccion particular. En azul se han dibujado las alineaciones correspondientes a un punto de fuga y su linea de horizonte.

En rojo las correspondientes a otro punto de fuga y su linea de horizonte. Elaboracion propia.

Figura 58. Carla Sutera Sardo. Fotografia titulada Geometria perfecta. Dimensiones: 70 x 70 cm. Coleccion particular. Se
ha dibujado sobre ella el contorno de las nubes, la montaia, la silueta del cuerpo y la silueta del vestido. Elaboracién propia.

Hay fotografias que invitan al espectador a ver geometrias en las figuras y elementos que
la constituyen. Asi, en la fotografia de la figura 58, se ha dibujado el contorno de varios
elementos de la imagen, todos ellos constituyendo una secuencia de formas semejantes que
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dotan a la obra de ritmos en medio del silencio del entorno
personaje.

desértico en el que se enclava el

Esta misma técnica de jugar con las formas que enmarcan las figuras de la imagen ya las
utilizé en su momento en sus cuadros ese extraordinario artista que fue Cézanne (1839 — 1906).

Desde el Renacimiento, casi todos los cuadros habian obedecido a una convencion —el punto

de fuga de la perspectiva-. Se trataba de un sistema
geométrico para representar la ilusion de realidad, basado en
el hecho de que las cosas parecen volverse mas pequefias
cuanto mas se alejan de nuestro ojo. Una vez conocidas las
reglas para representar una perspectiva escénica, las cosas
pueden dibujarse en una superficie plana de un papel como
si estuvieran en el espacio, en sus dimensiones y posiciones
correctas. Para los artistas del siglo XV, la perspectiva era la
piedra filosofal del arte; jamas se habia inventado una
herramienta mas poderosa para la composicion de la
experiencia visual en términos de ilusion; en realidad, la
perspectiva en el siglo XV era a veces vista no solamente como
una rama de las matematicas sino como un proceso casi
magico que producia asombro (véase las figuras 59 y 60).

Sin embargo, hay convenciones en la perspectiva. Eso
presupone un cierto modo de ver las cosas, y esa mirada no
siempre concuerda con el modo en que realmente las vemos.
Esencialmente, la perspectiva es una forma de abstraccién.
Simplifica la relacion entre el ojo, el cerebro y el objeto. Es una
panoramica ideal, imaginada como si fuera vista por un

Figura 59. Estudio de perspectiva por
Piero della Francesca, 1470.

tuerto, una persona inmdvil que esta claramente independizada de lo que ve. Eso convierte al

espectador en alguien en quien Converge el mundo entero, el observador inmoévil. La

Figura 60. A la izquierda fundamento de la perspectiva cénica en un dibujo, donde se muestra el punto de vista del

observador que mira el suelo embaldosado, el punto de fuga, la linea de horizonte y la figura ajedrezada que finalmente ve el

observador en el plano del cuadro (el lienzo del dibujo). Fuente: Philippe Comar, La perspective en jeu. A la derecha, dleo sobre

lienzo,hacia 1860/80, que representa el interior de un café morisco con fumadores en cachimba de una coleccién particular.
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perspectiva retine los hechos visuales y los estabiliza, lo cual los convierte en un campo
unificado. Evidentemente, el ojo es diferente de ese campo, asi como el cerebro esta separado
del mundo que ese 6rgano contempla.

A pesar de su aparente precision, la perspectiva es una generalizacion con respecto a la
experiencia. Esquematiza nuestra percepcion, pero realmente no representa el modo en que
vemos. Miramos un objeto: nuestro ojo nunca estd quieto. Parpadea, involuntariamente
inquieto, moviéndose de un lado a otro. Tampoco nuestra cabeza esta quieta en relacion con el
objeto; cada momento trae consigo un fraccionario cambio en su posicidn, lo cual deviene en
una minuscula diferencia de aspecto. Cuanto mas se mueve uno, mayores son los cambios y las
diferencias. Si se lo pido, mi cerebro puede aislar una perspectiva dada, congelada en el tiempo;
pero su experiencia del mundo que estd mas all4 de la retina se parece mas a un mosaico que a
una perspectiva estructurada, un mosaico de multiples relaciones, ninguna de las cuales (por lo
que a la vision se refiere) esta enteramente establecida. Cualquier visién es una suma de
diferentes atisbos. Y, por tanto, la realidad incluye los esfuerzos del pintor para percibirlos.
Ambos, espectador y vision, forman parte de la misma esfera. En pocas palabras, la realidad es
una interaccion.

La idea de que el espectador influye en la vision se da por sentada actualmente en la
mayoria de los campos de investigacion cientifica. El ojo y su objeto habitan el mismo plano, el
mismo campo, y uno influye en el otro reciprocamente. A finales del siglo XIX, en general, esa
idea no era aceptada como cierta. Sin embargo, hacia 1900, mientras esa idea se desarrollaba en
su forma cientifica en la obra de F.H. Bradley, Alfred North Whitehead y Albert Einstein,
también un artista, cientificamente analfabeto, desconocedor de la obra de aquellos cientificos,
viviendo lejos del mundanal ruido, en su retiro del sur de Francia, en Aix-en-Provence, estaba
trabajando para explorar esa concepcion, dandole una forma estética, y finalmente basando en
ella su obra. Se llamaba Paul Cézanne.

Es por eso que todavia hoy sea considerado como el padre de la pintura moderna. “Todos
hemos salido de Cézanne”, declaré un dia Georges Braque, junto a Fernand Léger y Jacques
Villon, dando a entender con tales palabras lo que el gran maestro decia de si mismo: “yo
seguiré siendo el principio del camino que he descubierto”.

En los afios de Cézanne en Paris, algunos estudiosos de su vida afirman que el fantasma
azulado de la Sainte Victoire flotaba al borde de su pensamiento y caminaba con él en el
horizonte de todos sus paisajes. Pero el fantasma de la Sainte-Victoire no gravita solo sobre sus
paisajes. El pintor André Masson observaba sobre los bodegones de Cézanne: “Mirad estas
naturalezas muertas, siguen el consejo de la Sainte-Victoire: son geoldgicas”. (véase las figuras
61y 62).
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Figura 61. Cézanne. A la izquierda, lechera y manzanas. 1879-1880. Museo de Arte Moderno de Nueva York. Ala
derecha, La Sainte Victoire, vista desde los Infernets, c.1895. Museo del Hermitage. Se ha dibujado en color rojo, en ambos
cuadros, las siluetas del paiio blanco y de las montarias en esa obsesién de Cézanne por su paisaje. Elaboracién propia.

Figura 62. Cézanne. A la izquierda, Naturaleza muerta con tetera. 1902-1906. Museo Nacional de Gales. A la derecha,

el monte Cengle. c. 1904-1906. Foundation E.G. Biihrle. Se ha dibujado en color amarillo, en ambos cuadros, las siluetas del
pafio en el bodegdn y en el paisaje exterior. Elaboracion propia.

4. Ritmos, arte y geometria en el disefio de moda

En el disefio de moda también es facil encontrar elementos geométricos, a veces de forma
explicita, y otras veces de forma implicita en las proporciones que sugiere el disefio. Se muestra
a continuacion, en la figura 63, tres dibujos en los que se pueden apreciar dichas relaciones
geomeétricas.

En la primera imagen de la figura se observa el triple encuadre triangular considerando los
hombros, el apoyo del bastén y la posicion de los pies.

En la segunda imagen, Erté ofrece un disefio en el que la modelo se inscribe desde los pies
a su cintura en un cuadrado (en rojo) de forma que la visual de la mirada de dicha modelo se
dirige a un vértice del rectangulo aureo (en violeta), asociado al cuadrado anterior. Asimismo,
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la disposicion corporal de la modelo se adapta a la serpentina de la que se habl6 en el epigrafe
1.2.

e Shr Aadasimonny

Figura 63. A la izquierda disefio de Antonio Rius (afio 1893); en el medio, disefio de Romain de Tirtoff, conocido como Erté
(1920). A la ferecha, disefio de Sonia Delaunay (1985). Las construcciones geométricas son de elaboracién propia.

En la tercera imagen de la figura, se observa la maestria de la disefiadora, incorporando
detalles geométricos al modelo de forma totalmente explicita. Asi, crea un vestido a partir de
veintidds triangulos que siguen una secuencia ritmica.

Otros autores han utilizado obras de arte de la
pintura como inspiracion para sus disefios. Es el
caso del disefiador espafiol Cristobal Balenciaga
Eizaguirre (1895 — 1972), conocido simplemente
como Balenciaga, que es considerado uno de los
creadores mas importantes de laalta costura.
Contemporaneo de Coco Chanel y Christian Dior
es elmodista de alta costuraespanol mas
importante de la historia junto a Manuel Pertegaz.

. TR
e

En las figuras 64 y 65 se muestra la inspiracion Figura 64. A la izquierda la Infanta Margarita de
pictorica en cuadros de los grandes maestros de la  nifia, obra del pintor Diego Veldzquez. A la derecha
pintura espafola que tiene Balenciaga en algunos  diseio de Balenciaga. Fuente: Hamish Bowles, John E.
de sus disefios. En la figura 64, se puede observar  Buchanan - Balenciaga and Spain: Spanish Master —
como la serie ondulada que decora el vestido dela 2011
Infanta Margarita inspira el disefio de la
decoracién en la botonadura de la chaqueta de la modelo que exhibe el disefio de Balenciaga.
Mientras que en la figura 65 se puede apreciar la influencia de los pliegues de la figura de San
Juan en el cuadro de El Greco para el disefio del vestido que exhibe la modelo.

Balenciaga fue un creador incansable. De una profunda y perdurable influencia en la
cultura, la historia y el arte de Espafia. Cre6 una obra innovadora que transformo la forma de
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vestir de las mujeres e inicié un camino nuevo para las generaciones de los nuevos disefiadores
que han encontrado en su trabajo un referente de primer nivel.

Figura 65. A la izquierda, el cuadro de La Crucifixion de El Greco A la derecha diseiio de Balenciaga. Fuente:
Hamish Bowles, John E. Buchanan - Balenciaga and Spain: Spanish Master —2011.

Figura 66. Bocetos de Balenciaga. Fuente: Hamish Bowles, John E. Buchanan - Balenciaga and Spain: Spanish Master —
2011.

En la figura 66 se pueden ver algunos de sus disefios, junto con algunos de sus bocetos. En
sus creaciones hay ritmo, hay armonia, hay geometria y hay arte.
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5. Ritmos, arte y geometria en la danza

La danzase compone de diversos elementos
interrelacionados que son interpretados por el ptblico
como un lenguaje expresivo. Su utilizacién no es
siempre uniforme, y en un baile puede predominar
uno sobre otro. En la danza hay movimiento al
cambiar de posicion los cuerpos a lo largo del espacio
determinado para el baile. También hay ritmo debido
a la secuencia temporal entre los pasos especificos a
seguir, para que el baile ocurra de manera
sincronizada con la musica o con su propio tempo.
Por otro lado, la danza esta dotada de estilo o
inclinacién estética, personal, social o de moda en la
ejecucion del baile. En ese estilo hay configuraciones
geomeétricas (véase la figura 67) muy relacionadas con

la expresion corporal, ya que hay una escenificacién
del cuerpo, utilizando el cuerpo como vehiculo de

ciertos sentidos o significados, a través de posiciones

concretas. Figura 67. Del libro titulado Janine Charrat :
Antigone de la danse. Editions d’Art H. Piazza
(1970). Construccion geométrica de elaboracion

Enla figura 67 se puede observar la configuracion
geomeétrica que se establece entre los tres bailarines al
posicionarse en una forma determinada. Aparecen formas triangulares (en amarillo), que
forman un conjunto estrellado, una circunferencia (en violeta) y un trapecio (en verde). Dicha
geometria crea espacios de silencio y a la vez establece una comunicacion artistica con el
espectador con un lenguaje espiritual.

En las figuras 68 y 69 se muestra una vision
de la configuracion geométrica que ofrece el
bailarin en sus posiciones durante la ejecucién
de su arte. En el primer caso, se muestra al
bailarin Vaslav Nijinsky, que fue un bailarin de
ballet y coredgrafo ruso nacido en Polonia. Sus
contemporaneos que lo vieron bailar quedaron
impresionados por su transformabilidad, su
virtuosismo, su gracia y su técnica de salto.
Desde la perspectiva actual, sus saltos no se
consideran enormes en su escala espacial, sino
impresionantes por la impresiéon de su
detencion temporal. Para el espectador, el
esfuerzo requerido para ello no era visible. La
impresion de saltos ingravidos se vio reforzada
por su capacidad para realizar aterrizajes
silenciosos y suaves. Hasta el dia de hoy, el
nombre Nijinsky es sindnimo de arte de danza Figura 68. Vaslav Nijinsky actuando. Fuente: Balett-

perfecto. En la ﬁgura 68 se puede observar el Fotobook de Lincoln Kirstein con Ensayos de Jaques Riviere y
Edwin Denby. (1981). La geometria es de elaboracién propia.
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arco perfecto sobre la que se asienta la cabeza y el pie, estando el centro de la circunferencia que
lo contiene en el dedo de la mano.

Mas actual es el bailarin Roberto Bolle,
quien se convirtid en una estrella en lo mas
alto de la fama internacional y en un icono
popular que llevd el ballet fuera de los
teatros, al Coliseo, a los Juegos Olimpicos,
al patio de laiglesia de la Catedral de Milan,
provocando el frenesi de miles de fans. En
la figura 69 se le muestra en una actuacién
en uno de sus saltos. La posicién del punto
mas alto de su cabeza y las puntas de los
pies definen un tridngulo; mientras que los
dedos de ambas manos definen una recta
que se apoya en los lados de un triangulo
que resulta ser el anterior girado 220 grados

alrededor del punto mas alto de la cabeza y

trasladado después al largo de su altura.

hasta colocarlo en dicho punto. Figura 69. Roberto bolle actuando. Fuente: Roberto Bolle

alla Scala, libro de Valeria Crippa. La geometria es de elaboracion

propia.

6. Ritmos, arte y geometria en los instrumentos musicales. El caso
de la guitarra Ramirez

Es bastante general en los instrumentos musicales la presencia de geometrias caracteristicas
y sofisticados disefios artisticos, la ritmica que produce el instrumento como motor de su musica
es muy caracteristico de cada uno de ellos. Como ejemplo destacado de esta idea, se ha elegido
hablar de la guitarra Ramirez.

Aunque todos los paises reivindican su intervencion en la invencion de la guitarra, aspectos
tales como la forma, la estructura y la afinacién, derivan directamente de la guitarra tal como
los espafioles la disefiaban.

Es a mediados del siglo XIX cuando la historia de la guitarra moderna alcanza un gran
apogeo gracias al espanol Francisco Tarrega, creador de la escuela moderna y autor del cambio
en el uso del posicionamiento de las manos y la manera de pulsar las cuerdas. También, hacia
1850 empezo el trabajo de Antonio de Torres con el apoyo de Julidn Arcas, con sus aportaciones
a los soportes estructurales de la guitarra, incluyendo siete varas extendidas bajo la tapa
armonica, el aumento del tamafio de la caja de resonancia y el ancho del mastil. Estas
innovaciones influyeron en la mejora del volumen del sonido y la respuesta en los bajos.

Es un poco después cuando aparecen otros excepcionales guitarreros. Es el caso de la
familia Ramirez, que empezd su andadura con la figura de José Ramirez, quien proporcioné en
su tiempo los modelos mas cotizados por los grandes concertistas de guitarra a nivel mundial.
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En la saga Ramirez hay que mencionar al maestro lutier José Ramirez Martinez (1922 — 1995),
conocido como José Ramirez III, quien creé un modelo basado en proporciones aureas y
numeros magicos dotados de una simbologia especial configurando una geometria
diferenciadora que la dotaba de una sonoridad tinica. El modelo parte de la longitud mayor del
cuerpo de la guitarra y del radio de las circunferencias de las concavidades en su cintura, lo que
permite definir un contorno basado en tangencias entre circunferencias, rectas y arcos.
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Figura 70. El hombre de Vitrubio segtin Leonardo da Vinci y el Modulor de Le Corbusier.

La proporcion durea en la guitarra Ramirez III esta en toda su fase de disefio; y no solo eso,
sino que utiliza algunas series numéricas armonicas. El maestro Ramirez III sabia que con la
razon aurea y la magia de algunos nimeros aplicados a las medidas de su guitarra conseguia
una mayor percepcion de la belleza, no sélo en la forma, sino también en la frecuencia de
vibracion de sus cuerdas y en la transmision de los sonidos.

José Ramirez III sigue la estela de los grandes artistas T
de la antigiiedad y, sin duda, también es conocedor de A

uno de los grandes genios del arte moderno, el pintor y
arquitecto Charles-Edouard  Jeanneret-Gris  —mas
conocido como Le Corbusier—que en 1948 lanz una de
sus publicaciones mas famosas titulada El modulor,

seguido por El modulor 2 (1953). En estos textos, Le :

Corbusier dio a conocer su aporte a la investigacion que 5 2

tanto Vitrubio como Da Vinci y Leon Battista Alberti ;’%’

habian comenzado en un esfuerzo por encontrar la & x

relacion matematica de las medidas del hombre con la
naturaleza. De cierta manera es una busqueda

antropométrica de un sistema de medidas del cuerpo

humano en que cada magnitud se relaciona con la
anterior por el nimero aureo, todo con la finalidad de que
sirviese como medida base en las partes de la
arquitectura.

Figura 71. Dibujo del cuerpo de la guitarra
Ramirez I, a partir del radio de las circunferencias
correspondientes a la concavidad de su cintura.
Fuente: elaboracién propia.
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Para Le Corbusier las medidas parten desde la medida del hombre con la mano levantada
(226 cm) y de su mitad, la altura del ombligo (113 cm). Desde la primera medida multiplicando
sucesivamente y dividiendo de igual manera por el nimero aureo (1,618) se obtiene la llamada
serie azul, y de la segunda del mismo modo la roja. Siendo cada una sucesién de Fibonacci y
permitiendo miles de combinaciones armonicas. (véase la figura 70).

Serie azul, en metros: ..., 9,57; 5,92; 3,66; 2,26; 1,40; 0,86; 0,53; 0,33; 0,20; ...
Serie roja, en metros: ..., 4,79; 2,96; 1,83; 1,13; 0,70; 0,43; 0,26; 0,16; 0,10; ...

En la guitarra Ramirez III la longitud mayor del cuerpo de la guitarra es de 480 mm (4,8
dm)- obsérvese la relacion con el primer namero de la serie roja de Le Corbusier - Por otro lado,
el cociente entre la longitud mayor del cuerpo de la guitarra (AB = 480 mm) y el radio de las
circunferencias de concavidad en su cintura (50 mm) es 9,6 — redondeo del nimero del primer
término de la serie azul de mas arriba -.

Siguiendo un esquema parecido al de Vitrubio, Da Vinci y mas tarde Leon Battista Alberti
o Le Corbusier, José Ramirez Il crea el cuerpo de su guitarra tan s6lo con dos datos: la magnitud
mayor y el radio de las circunferencias correspondientes a la concavidad de su cintura (véase la
figura 71). Todo lo demads es consecuencia de razones aureas, proporciones y relaciones
numeéricas (véase la figura 72). Asi, se cumple que:

La longitud mayor del cuerpo de la guitarra es AB = 480 mm y coincide con su eje de
simetria.

Las dos circunferencias, C1 y C2, correspondientes a las concavidades, tienen un radio de
50 mm y sus centros distan entre si 6,5 (13/2) veces su radio; ademas, dichos centros estan
situados a una distancia x del punto mas bajo de la guitarra que se sabe es media proporcional
entre “AB” y “(AB - x)”. El maestro Ramirez III quiso dejar constancia del nimero 13 en su
guitarra, pero sin mostrarlo explicitamente para indicar que la guitarra es un camino, una
evolucion hacia un estado de mayor comprensién o de crecimiento personal.

La construccién grafica para obtener el segmento aureo del diametro de la circunferencia
de concavidad permite obtener tres puntos J, K y L de referencia: los dos primeros por
interseccion de la recta que une el extremo V del diametro con el centro de la circunferencia de
igual didmetro tangente en el otro extremo, y el tercero como extremo del segmento aureo. Los
puntos J y K cortan perpendicularmente al eje de simetria de la guitarra en dos puntos J' y K’
que equidistan del centro O de la boca de la guitarra.

La circunferencia C3 de centro V y radio VJ define en su punto mas alto la linea de centros
correspondiente a las circunferencias superiores del cuerpo de la guitarra y que, ademas,
resultan ser de radio precisamente VJ. El maestro Ramirez III establecio que las circunferencias
C4 y C5 pasaran cada una de ellas por el centro de la otra.

La distancia entre el punto L y su simétrico respecto del eje de simetria de la guitarra, define
la anchura maxima del cuerpo de la guitarra, la cual determina un segmento que se puede
dividir en tres partes, siendo los extremos del intervalo central los centros de las circunferencias
C6 y C7 que conforman las circunferencias inferiores del cuerpo de la guitarra. El centro de la
circunferencia C6 se encuentra en la recta WR, siendo R el punto de interseccién de la
circunferencia C1 y la de centro V y mismo radio.

Definidas las circunferencias C1, C2, C3, C4, C5, C6 y C8 el contorno del cuerpo de la
guitarra es tangente a ellas de tal forma que el tramo de tangencia superior lo es a C3 y C4
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Xmm

Figura 72. Dibujo de la guitarra Ramirez 111 a partir de razones dureas, proporciones y relaciones numeéricas. Fuente:

elaboracion propia.

pasando por el punto A y el tramo de tangencia inferior lo es a C6 y C7 pasando por el punto
B. El contorno se completa con segmentos tangentes a C1 y C4 y a C1 y C6, asi como con sus
simétricos respecto al eje AB.

Para dibujar la circunferencia C8 correspondiente al hueco de la boca de la guitarra se
determina el punto N que resulta de hallar la interseccidn de la circunferencia de didmetro AB
tangente al punto mas alto de la guitarra con la recta que une el punto O con el centro de dicha
circunferencia. La circunferencia C8 es la de centro O y radio ON.

Laboca de la guitarra sirve de limite para la zona de mosaico y marqueteria, que se extiende
hasta el contorno de la circunferencia C9 concéntrica con la anterior y tangente a la de centro V
y mismo radio que CI.
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La distancia entre el punto L y su simétrico respecto del eje de simetria de la guitarra define
la anchura maxima del cuerpo de la guitarra, la cual determina un segmento que se puede
dividir en tres partes, siendo los extremos del intervalo central los centros de las circunferencias
C5 y C6 que conforman las circunferencias inferiores del cuerpo de la guitarra. Otra vez el 3!.
El maestro Ramirez III pensaba en términos de energia, frecuencia y vibracion.

Las proporciones y las relaciones numéricas que establece José Ramirez III representa un
esfuerzo por devolverle la armonia a la guitarra clasica con respecto al cuerpo humano, al orden
estético y a la belleza.

Como escribié Anthony Ashley Cooper, Conde de Shaftesbury: “existe un poder en los
numeros, armonia, proporcidn y belleza de todo tipo que cautiva naturalmente al corazoén, y
eleva la imaginacion hacia una opinién de algo majestuoso y divino”.

José Ramirez III pone sobre la mesa una leccién importante: la importancia del idealismo y
la confianza, la creencia de que siempre hay territorio para explorar y la sensacion de que el
guitarrero puede encontrar las metaforas necesarias para un cambio radical en lo que parecia
inalterable. El maestro pensd que era necesario seguir redibujando las lecciones de los
antecesores para descubrir qué es lo que se adapta a nuestro contexto, para poder encontrar lo
que falla y seguir descubriendo todo lo que nos rebasa cuando algo nuevo surge.

Cuando uno se enfrenta a la personalidad de José Ramirez III, se da cuenta de que estamos
ante un genio, porque todo gran genio retne, estudia y crea a partir de los problemas y
planteamientos de su época. El sabia que la belleza no es una cualidad estatica o material; es el
disefio que produce la mente; es el movimiento y energia de su creador - el artista-.

Como escribid Baillie en el siglo XVIII: “la imaginacién no tiene limites de su propia
inmensidad, y la mente corre hacia el infinito creando continuamente a partir del patron”.

Tal vez la obsesion que tuvieron los artistas de vanguardia por representar la guitarra en
sus lienzos fue gracias a José Ramirez III. Asi, en el cubismo la guitarra fue protagonista de
primer nivel. El cubismo es color, complejidad, pasion y sobre todo innovacién. Este
movimiento artistico de vanguardia naci6 con el siglo XX y, a pesar de tener su origen en
Francia, el cubismo tiene dos representantes espafoles de gran poderio: Pablo Picasso y Juan
Gris.

La presencia de los instrumentos musicales es numerosa y significativa en todas las fases
del cubismo. La presencia de la musica en la pintura del cubismo sintético de Pablo Picasso
hasta 1914. En esa ruptura con todo lo anterior en el arte, en la busqueda de un nuevo espacio
pictérico y una exploracién sin limites de un nuevo lenguaje pictdrico, esta siempre presente la
musica: en los volimenes, objetos, letras y signos. Enlazar diversas disciplinas ayuda a tener
una visién mas profunda, amplia y creativa.

La musica, por tanto, aparece en las obras cubistas en forma de partituras, bailarines y si
esas obras son creadas por espafoles, ensalzan un instrumento por encima de todos: la guitarra.
(Véase a modo de ejemplo las figuras 73, 74, 75 y 76).

La presencia de la guitarra en la obra de Picasso ha motivado exposiciones, como la del
MoMa de Nueva York en 2011, llamada Guitarras 1912-1914, en la que se podian observar
guitarras fabricadas en tres dimensiones con la estética propia del artista.

Por su parte, Juan Gris, cuya obra se caracterizé por introducir papeles en sus cuadros —
papier collé- destacd la figura de este instrumento en numerosas pinturas.
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La mayoria de los historiadores del arte dan crédito a la serie Guitar como la transicion
definitiva del cubismo analitico al sintético. Después de un examen de todos los collages y
construcciones, se puede oservar que la serie Guitar (que incluye también algunos violines)
cristalizé la marca de cubismo de Picasso. La serie establece un repertorio de signos que se
mantuvo activo en el vocabulario visual del artista a través de los bocetos obras cubo-
surrealistas de los afios veinte.

Figura 73. Cuadro de guitarras y violines Figura 74. Cuadro de guitarra

por Pablo Picasso. por George Braque.

No se sabe exactamente
cuando comenz¢ la serie Guitar. Los
collages incluyen fragmentos de
periodicos de noviembre y diciembre
de 1912. Fotografias en blanco y
negro del estudio de Picasso en el
Boulevard Raspail, publicadas en Les
Soirées de Paris, n. 18 (noviembre de
1913), muestra la guitarra de
cartulina de color crema rodeada de
numerosos collages y dibujos de
guitarras o violines colocados uno al
lado del otro en una pared. Figura 75. Cuadro de guitarra por Juan Gris.
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Figura 76. Luis Caruncho. Mural creado para las Galerias Maria Pita de A Corufia en 1962. Manifiesta esa intencién

unificadora de vanguardia y la sintonia con Malevitch, Mondrian o Nicholson. Se expuso en la Galeria Monzon de Madrid

6. Ritmos, arte y geometria en los puentes romanos

En este epigrafe se quiere
plasmar la importancia de la
geometria en el  disefio
estructural de los puentes de
fabrica que construyeron los
excepcionales ingenieros del
Imperio Romano. Puentes que
hablan desde el silencio de sus
pilares y sus arcos.

En Espana hay dos puentes

especialmente singulares por su
grandiosidad: el Puente de
Alcantara en Extremadura y el
puente sobre el rio Bibei en
Galicia.

Figura 77. Vista frontal del puente romano de Alcdntara. Construido
entreel 95y el 105d.C

El puente de Alcantara (véase las figuras 77 y 78), es el puente romano mas alto del mundo,
del que en el s.XII el gedgrafo musulmén Al-Idrisi dijo que era una de las maravillas del mundo.
Construido hace casi dos milenios, todavia perdura con muy pocas actuaciones de
mantenimiento. “Durara mientras dure el mundo”, es lo que hizo grabar su constructor Cayo
Julio Lacer “Pontem perpetui mansurum in saecula mundi”.

El puente mide 197 metrosy esta apoyado sobre cinco pilares de diferentes alturas
adaptados a la orografia del terreno. La anchura de sus dos arcos centrales sigue impresionando
hoy dia: unos 48 metros. Solamente dos de estos soportes estan anclados en el rio, por lo que,
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durante el estiaje quedan protegidos de la corriente el resto de apoyos. Esta es una de las razones
que explica su éptima conservacion.

En el centro del puente, sobre el pilar central, se eleva un Arco del Triunfo de unos 13 metros
de altura. Aunque ha sido modificado en varias ocasiones a lo largo de la historia, conserva
algunas inscripciones, una dedicatoria al emperador Trajano y varias lapidas conmemorativas
de diferentes reconstrucciones del puente.

La ingenieria romana muestra en el Puente de Alcantara su gran capacidad para construir
infraestructuras perennes. El puente se asienta sobre unos sélidos pilares cubiertos por sillares
almohadillados dispuestos a soga y tizén (se alternan por su lado mas largo (soga) y otros por
el mas corto (tizén), una técnica después utilizada por los arabes), con unas dimensiones de 60
x 120 cm. El resultado es una obra armdnica y precisa.

Figura 78. Vista en perspectiva del puente romano de Alcdntara. Construido entre el 95y el 105 d.C

El otro puente monumental romano es el puente del Bibei (véase la figura 79 y 80). Se trata
de un puente en arco de medio punto por el que la carretera OU-636 cruza el rio Bibei. Esta
situado en el municipio gallego de Puebla de Trives.

El puente se compone de tres arcos cuyas luces son de 6.09 m (orilla Oeste), 18.51 m (central)
y 8.77 m (orilla Este) respectivamente. La luz del arco central viene determinada por la
profundidad del rio a la altura del pilar Este, ya que habria sido necesaria cimentacién a mayor

profundidad en caso de menor luz. Es un puente ancho, de 6.5 m, mientras que la longitud total
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es de 75 m. La altura del puente
desde el lecho al arco central es
de 225 m, suficiente para
desaguar las crecidas del rio,
que transcurre encajonado en el
lugar. Los pilares exhiben la
estructura de fébrica “opus
quadratum” de silleria granitica
almohadillada. Las sillerias

estan talladas y apiladas sin

juntas ni cunas, con lo que se
consigue una resistencia Figura 79. Vista frontal del puente romano del Bibei. Construido entre el
parecida ala de la propia piedra.  114yel 1194d.C.

Las pilas tienen tajamares

triangulares aguas arriba rematados por unos sombreretes que se afiadieron en 1861 con motivo
de unas reformas. A ambos lados del rio se levantaron sendos muros de contencion de 9 metros
de longitud (orilla Oeste) y 17 metros (orilla Este).

El puente fue construido para el
paso de la Via Nova o via XVIII del
itinerario de Antonino, cuyo trazado
se finalizo sobre el afio 80 d.C.
Probablemente el puente fue
levantado durante tiempos de
Trajano (114-119 d.C.), dada su
semajanza con el de Alcantara y
diversas inscripciones dedicadas al
emperador halladas en la zona. Al ser
la fecha de construccion posterior al

de la Via Nova, se cree que el puente

actual se levantd sobre uno anterior
del que nada ha quedado. Para su Figura 80. Vista en perspectiva del puente romano del Bibei.
construccién, se eligi6 un lugar  Construidoentreel 114 y el 119 d.C.

donde el rio Bibei transcurre

encajonado, siendo el lecho bastante uniforme con una profundidad de 3 metros. En este punto

la roca aflora a la superficie, lo que permitié una buena cimentacion.

Desde tiempos romanos, nunca ha perdido su funcién de obra 1til, siendo este hecho clave

en su conservacion.
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", El intradds se divide
M. entrespartesiguales
\,

n‘"'Por ese punto
debe pasar el
apoyo

Figura 81. Vista frontal del puente romano del Bibei. Construccién geométrica para la obtencion del espesor del pilar

y el punto de apoyo de los arcos adyacentes. Elaboracion propia.

Como ejemplo de que la geometria por si misma ha funcionado como elemento que desde
antiguo sustituy¢ a los calculos numéricos, se superpone a continuacién una vista frontal del
puente del Bibei con su construccion geométrica (véase la figura 81), lo que permitié establecer
condiciones para las formas del puente. Asi, la anchura de los pilares sobre los que se asentarian
los arcos de medio punto quedaba definida aplicando una regla geométrica muy simple: se
divide el arco en tres partes iguales y con centro en el extremo del didmetro y radio desde ese
punto al primer punto de la divisidn del arco se traza una circunferencia. El punto resultado de
la interseccidn de esta circunferencia con la recta que une los dos puntos anteriores, determina
el punto de paso del espesor de la pila.

Este principio geométrico, de uso extendido en Europa, serd replicado incluso por los
ingenieros del siglo XVIII, quienes como Gautier (1765) valoraban el uso del algebra como
herramienta para el analisis estatico de las estructuras abovedadas. Sea como fuere, parece que
los ingenieros romanos utilizaron esa regla geométrica y hoy dia sorprende la longevidad de la
obra, todavia en uso por cualquier vehiculo que pase por la carretera.

El ingeniero romano artista, se encontr6 siempre en la imposibilidad de olvidar la triple
misiéon que un bidgrafo de Ledn Battista Alberti, Paul-Henri Michel, dio de la obra de
arquitectura o ingenieria. Escribié que la obra debe ser indiligentibus moles (refiriéndose a
edificaciones estaticas y grandiosas); assiduis numerus (refiriéndose a que sus nimeros deben
estar bien calculados); y edoctis musica (deben mostrar expresién musical).

El matematico, fildsofo y premio nobel de literatura en 1950, Bertrand Russell (1872 — 1970)
en una reflexion muy personal al cumplir ochenta afios dijo: “He vivido en busca de una visién
personal: cuidar lo que es noble, lo que es bello, lo que es amable; permitir momentos de

intuicion para entregar sabiduria en los tiempos mas mundanos”.
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En esa linea y para finalizar quiero enfatizar la idea de que la musica, el arte y la geometria
nos hace un poco mas navegable el futuro, nos ensefia que el mundo puede ser ain mas
agradable y mas lleno de sentido. Bajo sus luces, las cosas, las ideas, las formas, empiezan a
hacernos sefias, como cdmplices de un destino comiin que siempre nos acompafiard en el
camino de la vida.

Creo que el arte, los ritmos musicales, la fuerza y la belleza presentes en muchas obras, las
transforma en elocuentes palabras gracias al lenguaje de la geometria y pueden curar el alma

de quien las admira.
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Resumen

Es sabido que los Premios Nobel se conceden en seis modalidades distintas y ninguna
de ellas es la de Matematicas. No obstante, ello no es dbice para que muchos matematicos
hayan sido galardonados con ese Premio. En esta comunicacién se muestran las biografias
de aquellos matematicos que llegaron a ser premiados en algunas de las modalidades en las
que estos Premios se conceden, no solo cientificas, como Fisica o Quimica, sino también en
Economia o incluso en Literatura, como es el caso del prestigioso escritor espanol José de
Echegaray, el primero de todos los matematicos que consiguid ese galardoén.

Palabras Clave: Premio Nobel, Matematicos galardonados con el Premio Nobel, Historia de
las Matematicas.

Abstract

It is well-known that Nobel Prizes are awarded in six modalities and none of them is
Mathematics. However, this is not an obstacle for many mathematicians to have been
awarded that Prize. This communication shows the biographies of all those mathematicians
who came to be awarded in some of the modalities in which these Awards are granted, not
only scientific, such as Physics or Chemistry, but also in Economics and even in Literature,
as it is the case of the prestigious Spanish writer José de Echegaray, the first mathematician
awarded that distinction.

Keywords: Nobel Prize, Mathematicians awarded the Nobel Prize, History of Mathematics.

Introduccion

El Premio de mayor categoria a nivel mundial que puede recibir una persona en las

diferentes modalidades en las que se otorga es, sin ninguna duda, el Premio Nobel. Sin
embargo, y como es bien sabido, no existe este Premio en Matematicas, pues tinicamente se
concede para las modalidades de Fisica, Quimica, Medicina y Fisiologia, Literatura, Economia
y Paz. Por ello, ningin matematico ha podido obtener tal distincion en Matematicas, aunque
si hay varios matematicos que lo han conseguido en otras disciplinas, entre los cuales merece
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ser destacado nuestro compatriota José de Echegaray e Izaguirre (1832-1916), licenciado en
Matemadticas y premio Nobel de Literatura en 1904, en razén de su vastisima produccion
literaria, en torno a 70 obras de teatro (para una mayor informacién sobre las razones por las
que no existe el Premio Nobel en la categoria de Matematicas, el lector puede consultar
(Nunez, 2019), entre otras referencias, por ejemplo).

En esta comunicacion y con el objetivo principal de realzar el papel de los matematicos
ante la sociedad, se muestran unas breves biografias de todos aquellos matematicos que
consiguieron ser galardonados con el Premio Nobel gracias a sus trabajos sobre las
aplicaciones de las Matematicas a otras disciplinas, no solamente cientificas como cabria
esperar, como Fisica o Quimica, sino también en Economia o incluso en Literatura, como es el
caso del ya indicado prestigioso escritor espanol José de Echegaray, el primero de todos los
matematicos que consiguio ese galardon.

La metodologia que se ha seguido ha sido en la mayoria de los casos la de completar las
biografias de matematicos existentes bien en “Mac Tutor de la Universidad de Saint
Andrews”, elaboradas por J. J]. O'Connor, and E. F. Robertson, bien en “Biografias y Vidas. La
enciclopedia biografica en linea” o bien en “MCN Biografias” (véanse las referencias al
respecto), con datos procedentes tanto de otras biografias como de la propia investigacion, y
luego extractar los resultados finales a fin de conseguir una razonable extension del articulo.
En los casos de los galardonados para los que no existian biografias significativas, se han
elaborado estas a partir de las investigaciones realizadas y de los escasos retazos existentes,
indicandose explicitamente en el texto la procedencia de los datos que se incluyen. Las
imagenes en el texto se han tomado asimismo de esas biografias.

La Tabla 1, que se muestra seguidamente, incluye la relacién completa de matematicos
galardonados con el Premio Nobel y la Tabla 2 la de otros galardonados que también
recibieron ese Premio, quienes sin ser propiamente matematicos (casi todos son graduados en
Fisica), poseian unos grandes conocimientos de Matematicas, que les valieron para conseguir
esa distincién (Morales, sin fecha). Si es conveniente, no obstante, aclarar al respecto que
algunos de ellos aparecen como matematicos en las biografias de O'Connor and Robertson, si
bien no queda completamente constatado que se hubiesen graduado en Matematicas.

Tras esas tablas y en las diferentes secciones se incluyen las biografias de todos los
matematicos galardonados con el Premio Nobel en todas las modalidades, salvo en la de
Medicina y Fisiologia y en el de la Paz, en las que no hubo ninguno.

Tabla 1. Matemdticos galardonados con el Premio Nobel

Galardonado Modalidad Afio
Hendrik Antén Lorentz Fisica 1902
Marie Curie Fisica 1903
José Echegaray y Eizaguirre Literatura 1904
Marie Curie Quimica 1911
Paul Adrien Maurice Dirac Fisica 1933
Bertrand Arthur William Russell* | Literatura 1950
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Max Born Fisica 1954
Walter Bothe Fisica 1954
Eugene Paul Wigner Fisica 1963
Richard Phillips Feynman Fisica 1965.
Leonid Kantordvich Economia 1975
Subrahmanyan Chandrasekhar Fisica 1983
Herbert Aaron Hauptman Quimica 1985
John Forbes Nash Economia 1994
Reinhart Selten Economia 1994.
John Anthony Pople Quimica 1998
Israel Robert John Aumann Economia 2005
Leonid Hurwicz Economia 2007
Eric Maskin Economia 2007
Roger B. Myerson Economia 2007
Lloyd Shapley Economia 2012
Roger Penrose Fisica 2020

Tabla 2.

Otros ganadores del Premio Nobel no matemdticos, pero con una gran formacién matemitica
Galardonado Modalidad Afio
Pieter Zeeman Fisica 1902
Pierre Curie Fisica 1903
Henry Becquerel Fisica 1903
John William Strutt Raileigh Fisica 1904
John Strutt Fisica 1904
Adolf von Baeyer Quimica 1905
Joseph John Thompson Fisica 1906
Ernest Rutherford Quimica 1908
Johannes van der Waals Fisica 1910
Wilhelm Carl Fritz Franz Wien Fisica 1911
Max Planck Fisica 1918
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Johannes Stark Fisica 1919
Albert Einstein Fisica 1921
Niels Bohr Fisica 1922
Louis Victor de Broglie Fisica 1929
Werner Heisenberg Fisica 1932
Erwin Schrodinger Fisica 1933
Peter Debye Quimica 1936
Wolfgang Ernst Pauli Fisica 1945
John Cockcroft Fisica 1951
Nikolai Semiénov Quimica 1956
John Bardeen Fisica 1956
Pavel Cherenkov Fisica 1958
Lev Davidovich Landau Fisica 1962
Maria Goeppert-Mayer Fisica 1963
Hans D Jensen Fisica 1963
Julian Schwinger Fisica 1965
Sin-Itiro Tomonaga Fisica 1965
Jan Tinbergen Economia 1969
Ragnar Frisch Economia 1969
John Hicks Economia 1972
John Bardeen Fisica 1972
Tjalling Koopmans Economia 1975
Abdus Salam Fisica 1979
Walter Gilbert Quimica 1980
Kai Siegbahn Fisica 1981
William Alfred Fowler Fisica 1983
Jerome Karle Quimica 1985
Dudley Robert Herschbach Quimica 1986
John Harsanyi Economia 1994
Harold Kroto Quimica 1996
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Myron Scholes Economia 1997
Steven Chu Fisica 1997
John E Walker Quimica 1997
Walter Kohn Quimica 1998
Walter Kohn Quimica 1998
Kurt Wiithrich Quimica 2002
Frank Wilczek Fisica 2004
Clive Granger Economia 2003
Edward C Prescott Economia 2004
Thomas C Schelling Economia 2005
Albert Fert Fisica 2007
Alvin E Roth Economia 2012
Peter Higgs Fisica 2013
Reinhard Genzel Fisica 2020
Andrea Mia Ghez Fisica 2020

2. Matematicos galardonados con dos Premios Nobel en
modalidades diferentes

2.1 Marie Curie, Premio Nobel de Fisica en 1903 y de Quimica en 1911

Marie Curie, fisica, quimica y matematica polaca (nacionalizada francesa), recibié el
Premio Nobel de Fisica en 1903 “por sus investigaciones conjuntas sobre los fenomenos de la
radiacion descubiertos por el profesor Henri Becquerel”. Ese premio fue compartido con su marido
Pierre Curie y con el fisico francés Henri Becquerel, quienes lo recibieron “por su
descubrimiento de la radiactividad espontinea”. También recibi6 el Premio Nobel de Quimica en
1911 “por el descubrimiento del radio y el polonio, el aislamiento del radio y el estudio de la naturaleza
y compuestos de este destacable elemento quimico”.

Al respecto del Premio Nobel en Fisica (Curie fue la primera mujer que recibia un Premio
Nobel), es conveniente sefialar que, al principio, el comité seleccionador pretendia premiar
solamente a Pierre y Henri, negandole el reconocimiento a Marie por ser mujer. Uno de los
miembros de la Academia, el matematico Magnus GoOsta Mittag-Leffler, avis6 a Pierre de la
situacion y Pierre dijo que rechazaria el premio Nobel si no se reconocia también el trabajo de
Marie. Esa respuesta hizo que la incluyeran en la nominacion.

Dado que casi con toda seguridad Maria Salomea Sktodowska-Curie, més conocida como
Marie Curie al acoger el apellido de su esposo Pierre Curie, es la persona mas reconocida por
la sociedad en general de entre todos los galardonados con el Premio Nobel que se presentan

Volumen XII, Numero 1, Abr'22, ISSN 2174-0410 Revista “Pensamiento Matemdtico” | 143



Juan Nifiez Valdés, Luis Rabasco Gonzilez Historias de Matemdticas

en esta aportacion y que por tanto su figura suele ser bastante conocida, los autores no vamos
a extendernos mucho en su biografia y si solo realzar su condiciéon de matematica
galardonada con el Premio Nobel (Figura 1), licenciatura que también poseia ademas de las ya
sabidas de Fisica y Quimica. Marie habia obtenido la Licenciatura en Fisica en 1893 y la de
Matematicas un afo después, ambas en la Universidad de La Sorbona.
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Figura 1. Premio Nobel de Fisica, en 1903 (izquierda) y de Quimica, en 1911 (derecha) concedidos a Marie Curie

Maria Salomea Sklodowska-Curie nacié el 7 de noviembre de 1867 en Varsovia,
Polonia. Era la quinta hija del profesor de Fisica y Matematicas, Wtadystaw Sktodowski, y de
la maestra Bronistawa Boguska. Marie estudié en la “Universidad flotante” de Varsovia, una
institucion clandestina patridtica de educacién superior que admitia mujeres estudiantes, en la
que también se ensefiaba la cultura polaca, dado que en la Polonia de aquel tiempo, sometida
por la Rusia zarista, se les negaba a las mujeres acceder a estudios superiores y comenzé su
formacion cientifica en dicha ciudad, sintiéndose muy atraida por la Fisica y las Matematicas,
lo que le hizo decidirse a tratar de salir de su pais para poder estudiar Ciencias Fisicas.

Para ello, Marie acordd con su hermana mayor, Bronistawa, que ella le iba a ayudar
econdémicamente con sus estudios de Medicina en Paris a cambio de que esta le ayudara a ella
de igual forma dos afios mas tarde. Debido a eso, Marie trabajé durante dos afos de profesora
particular y como institutriz de nifios en Varsovia (O’Connor and Robertson, sin fecha).

De acuerdo con ese trato, cuando su hermana Bronistawa se casdé en 1890 llamo a
Marie para que se fuese a vivir con ellos en Paris, pero ella no pudo reunir el dinero suficiente
para poder viajar. Lo hizo a finales de 1891 y nada mas llegar a Francia se matriculd en la
Universidad de la Soborna y para poder integrarse cambi6 su nombre por el de Marie (Figura
2, izquierda). En ese tiempo tenia 24 afos y tras vivir un tiempo con su hermana y su cufiado,
consiguid alquilar una habitacion en el Barrio Latino de Paris, cercano a la Universidad. Alli
pudo estudiar intensamente durante el dia y dar clases por la noche para su subsistencia, lo
que la llevé a conseguir su licenciatura en Fisica en 1893 y en Matematicas un afo después.

En 1894, Marie conoci6 a Pierre Curie, un cientifico francés que trabajaba de instructor
en la Escuela Superior de Fisica y de Quimica Industriales de Paris (Figura 2, derecha). Los
presento el fisico polaco Jozef Kowalski-Wierusz, quien se habia enterado de que Marie estaba
buscando un laboratorio con mayor espacio de trabajo y pens6 que Pierre podia buscarle algo,
lo que este encontro en la propia Escuela. Durante un afio trabajaron juntos en el laboratorio
de la misma y se casaron el 26 de julio de 1895, recorriendo toda Francia en bicicleta como
viaje de luna de miel. La boda se celebréd en Sceaux, de forma sencilla y sin ceremonia
religiosa, recibiendo dinero de los invitados en lugar de regalos. A su regreso, el matrimonio
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se centrd en una gran actividad cientifica, para lo que convirtieron su casa en un laboratorio e
invirtieron todo su tiempo libre en ir avanzando en sus investigaciones.

Figura 2. Marie Curie (izquierda) y Pierre y Marie Curie en 1903 (derecha)

El nacimiento de su primera hija, Irene, en 1897 no le afect6 a Marie en sus
investigaciones. Ese mismo afo terminé sus estudios universitarios y fue becada. Public6 su
primer trabajo cientifico, una monografia sobre la imantacién del acero templado. Ademas,
Marie, que estaba buscando un tema interesante para su tesis doctoral, se encontré con un
descubrimiento casual que habia hecho Antoine Henri Bequerel en febrero de 1896: la
radiactividad natural. A partir de ahi, el matrimonio empezd a investigar ese fenémeno,
descubriendo que no solo el uranio emitia los rayos descubiertos por Becquerel, sino que la
pechblenda, un mineral que es extraido del uranio, era mucho mas radioactivo que este.

En 1898, los Curie descubrieron el gas radon y la radiactividad del torio y anunciaron
en julio de ese afio el descubrimiento de un nuevo elemento también radioactivo, al que Marie
nombro6 “polonio” en honor a su tierra natal (pais que en ese momento estaba repartido entre
tres imperios). A finales de ese afo, los Curie descubrieron también otro nuevo elemento
quimico, el radio, del que afirmaron que emitia una reacciéon que era muchisimo mayor a la
del uranio. Aunque esos descubrimientos les dieron un gran reconocimiento mundial, el
matrimonio se negd a patentarlos para que la Ciencia pudiese profundizar mas en ellos
(O’Connor and Robertson, sin fecha).

Para finalizar estas notas y aunque su hija no era matematica, es conveniente indicar
que Irene Joliot-Curie (Paris, 1897 - 1956), la hija de Marie, fisica y quimica francesa, y su
esposo Frédéric Joliot, fueron galardonados con el Premio Nobel de Quimica en 1935 “por sus
trabajos en la sintesis de nuevos elementos radiactivos” (Figura 3).
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Figura 3. Fréderic e Iréne Joliot-Curie

3. Matematicos Premios Nobel en la modalidad de Fisica

3.1 Hendrik Anton Lorentz, Premio Nobel de Fisica en 1902

Hendrik Antoon Lorentz (Figura 4, izquierda), fisico y matematico neerlandés, recibi6 el
Premio Nobel de Fisica en 1902 junto a su alumno Pieter Zeeman (Figura 4, derecha) “por su
investigacion conjunta sobre la influencia del magnetismo en la radiacion, originando la radiacién
electromagnética”.

Lorentz nacié en Arnhem, Holanda (Paises Bajos), el 18 de julio de 1853, en el seno del
matrimonio que formaban su padre, Gerrit Frederik Lorentz y su madre Geertruida van
Ginkef. Cuando €l contaba con cuatro afnos de edad, su madre murid, y en 1862 su padre se
volvid a casar con Luberta Hupkes.

En 1866 ingreso en el primer centro de ensefianza media que se inaugurd en Arnhem y al
finalizar su quinto afio se incorporé a la Universidad de Leyden en 1870, en la que se licencio
en Matematicas y Fisica, recibiendo el correspondiente titulo en 1871.

Obtuvo su grado de doctor en 1875, con 22 afios, con una tesis en la que trataba los
fendmenos de reflexion y refraccion de la luz desde un punto de vista muy novedoso para la
época. Tres afios mas tarde fue nombrado profesor titular de la catedra de Fisica Tedrica de la
Universidad de Leyden y en 1878 consiguié la catedra de Fisica Matematica de esa
Universidad (Biografia y Vidas, sin fecha). En 1881, se casé con Aletta Catharina Kaiser. El
matrimonio tuvo dos hijas y un varén.

En 1892 publicé su muy conocida obra “La théorie électromagnétique de Maxwell et son
application aux corps mouvants” y en 1895 publicé “Ensayo de una teoria sobre los
fendmenos eléctricos y Opticos en los cuerpos en movimiento”. El afio 1902 recibié el Premio
Nobel en Fisica, compartido con su discipulo Pieter Zeeman (Biografia y Vidas, sin fecha).

Lorentz, quien en 1904 descubri6 las actualmente denominadas “transformaciones de
Lorentz" en su honor, fallecio el 4 de febrero de 1928, en Haarlem. Presidié hasta el dia de su
muerte, los Congresos Solvay y, en el afio 1923, fue elegido miembro permanente del "Comité
de intelectuales para la cooperacion internacional” de la Liga de las Naciones, constituido,
Unicamente por los “siete investigadores mas destacados del mundo”. Lorentz lo presidi6 en
1925 (O’Connor and Robertson, sin fecha).
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Figura 4. Hendrik Lorentz (izquierda) y Pieter Zeeman (derecha)

3.2 William Lawrence Bragg, Premio Nobel de Fisica en 1915

El matematico, quimico y fisico australiano, aunque de nacionalidad inglesa (también se le
reconoce su nacionalidad australiana) William Lawrence Bragg (Figura 5, derecha) recibi6 el
Premio Nobel de Fisica en 1915, junto con su padre, el fisico William Henry Bragg (Figura 5,
izquierda) "por sus contribuciones a la cristalografia de rayos X".

William Lawrence Bragg nacié en Adelaida, Australia Meridional, el 31 de marzo de 1890.
A los 15 afios, en 1904 empez6 estudiar Matematicas, Fisica y Quimica en la Universidad de
Adelaida, graduandose en 1908, a los 18 afios.

Ese mismo afio su padre fue contratado por la Universidad de Leeds, por lo que su familia
se traslado6 a Inglaterra y en el otofio de 1909 ingreso en el Trinity College de Cambridge, en el
que se gradud en Matematicas a pesar de estar en cama con neumonia cuando tuvo que hacer
el examen. Mas tarde, estudi6 Fisica, y se gradud en 1911. Fue profesor de la Universidad
Victoria de Manchester entre los afios 1919 y 1937 y director del Laboratorio Nacional de
Fisica en el curso 1937-1938. En 1938, la Universidad de Cambridge lo contraté como profesor
de Fisica Experimental, siendo alli donde continué investigando tras la Segunda Guerra
Mundial.

En 1915 recibi6 el premio Nobel de Fisica junto con su padre. William Henry Bragg,
siendo con 25 afios la segunda persona mas joven que ha recibido ese premio. Ademas, fue
galardonado en 1931 con la medalla Hughes de la Royal Society “por su trabajo pionero en la
elucidacion de la estructura cristalina mediante andlisis de rayos X” y en 1941 le fue concedido el
titulo de Sir. Las investigaciones que estaba llevando junto a su padre sobre los fendmenos de
refraccion y difraccion de los rayos X, le llevaron a desarrollar la actualmente conocida como
“Ley de Bragg” (O’Connor and Robertson, sin fecha).

William Lawrence Bragg Falleci6 en Ipswich, Inglaterra, 1 de julio de 1971 y en su honor,
se le puso su nombre, Bragg, al asteroide 11150.
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Figura 5. Willam Henry (padre, a la izquierda) y William Lawrence (hijo, a la derecha) Bragg.

Dado que su padre, William Henry Bragg (Wigton, Cumberland, 1862 - Londres, 1942)
compartio el Premio Nobel con él, indicamos a continuacién unas breves notas biograficas del
padre, aunque este fue fisico y no graduado en Matematicas.

William Henry Bragg estudid en el King William's Collage, en la Isla de Man, y en el
Trinity College de Cambridge. Fue profesor de Fisica y Matematicas en las Universidades de
Adelaida (1886-1908), Leeds (1909-1915) y Londres (1915-1923). Fue también profesor de
Quimica en el Real Instituto de Gran Bretafia (1923-1942) y director del laboratorio de
investigacién Davy-Faraday. Fue uno los primeros investigadores en el estudio de los rayos X.
Cuando su hijo descubri6 la ley de reflexion de los rayos X de una longitud de onda
determinada al incidir en una superficie cristalina, él modificoé un espectrémetro de Kirchhoff
situando un cristal en la posicion del prisma para estudiar el fenomeno. Ese aparato fue el
primer difractémetro equipado con un detector en posicion variable y permitié al padre y al
hijo determinar la posicion de los atomos en varias clases de cristales (O’Connor and
Robertson, sin fecha).

3.3 Paul Adrien Maurice Dirac, Premio Nobel de Fisica en 1933

El ingeniero eléctrico, matematico y fisico tedrico britanico Paul Adrien Maurice Dirac
(Figura 6, izquierda) recibié el Premio Nobel de Fisica en 1933, junto al fisico Erwin
Schrodinger, por “el descubrimiento de nuevas formas productivas de la teoria atémica”.

Paul Dirac naci6 en Bristol (Inglaterra), el 8 de agosto de 1902. Tuvo una hermana
pequefia, Beatrice, y un hermano mayor, Reginald Charles Felix, que se suicid6 a los 26 afios,
en 1924. Su infancia no fue muy dichosa debido a la rigidez y autoritarismo de su padre.

Tras realizar sus primeros estudios en la Bishop Primary School y en el Merchant
Venturers Technical College, se gradud primero en Ingenieria Eléctrica en la Universidad de
Bristol en 1921 y mas tarde, haciendo caso a su verdadera vocacién, en Matematicas en la
misma Universidad, en 1923. Habiendo sido admitido en la Universidad de Cambridge para
hacer el doctorado, desarrollé en 1926 una versiéon de la Mecanica Cuantica en la que unia los
trabajos previos de Werner Heisenberg y Erwin Schrodinger en un tinico modelo matematico
que describe el estado fisico del sistema. Ese trabajo le valié su doctorado en Fisica por la
Universidad de Cambridge.
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En 1928 encontro la “ecuaciéon de Dirac”, una ecuacion relativista que le permitié predecir
la existencia de la antiparticula del electrén, el positron y dos afios mas tarde publico su libro
“Principios de la Mecanica Cuantica”, que pronto se convirtié en uno de los mejores libros de
la materia. También introdujo la notacion “corchete” y la funcion “delta de Dirac”. Por estos y
otros descubrimientos, Dirac fue galardonado con el Premio Nobel en Fisica en 1933, que
compartié con Erwin Schrodinger. Antes habia obtenido la catedra Lucasiana de Matematicas
de la Universidad de Cambridge, en la que ejercié como profesor de 1932 a 1969.

Los ultimos afos de su vida los pasé en la Universidad Estatal de Florida en Tallahassee,
Florida, ciudad en la que falleci6 el 20 de octubre de 1984. En 1995 se coloco una placa en su
honor en la Abadia de Westminster en Londres (O’Connor and Robertson, sin fecha).

Dirac era muy preciso, taciturno y callado (de hecho, se acund una unidad, el dirac, para la
unidad minima de palabras que se podian decir en una conversacion. Graham Farmelo, en
una reciente biografia que ha publicado sobre él, “The strangest man”, ha sugerido que tenia
Sindrome de Asperger, ya que su lenguaje era muy literal y no solia hablar mucho.

Ademas de su modestia, eran notorias sus dificultades para relacionarse, su falta de
empatia y su desinterés por las mujeres, aunque se cas6 en 1937 con la hermana del también
fisico Eugene Paul Wigner, con la que tuvo dos hijas, ademas de otros dos hijos que ella
aportd de un matrimonio anterior y que adoptaron su apellido.

Aunque Dirac era un ateo reconocido, en 1963 declar6 que consideraba a Dios como
“un gran matemdtico que habia usado una ciencia avanzada para crear el universo”. Y en una
conferencia en 1971 mostré su escepticismo ante el hecho de que la vida hubiese resultado por
casualidad y dijo que “se debe asumir que Dios existe” en relacion a las leyes de la Fisica
Cuantica (O’Connor and Robertson, sin fecha).

Figura 6. Paul Dirac (izquierda), Max Born (centro) y Walther Bothe (derecha)

3.4 Max Born, Premio Nobel de Fisica en 1954

El fisico y matematico Max Born (Figura 6, centro) y el fisico Walter Bothe (Figura 6,
derecha) recibieron el Premio Nobel de Fisica en 1954 “por sus investigaciones fundamentales
sobre la mecdnica cudntica y, especialmente, por su interpretacion estadistica acerca de la funcién de

Volumen XII, Numero 1, Abr'22, ISSN 2174-0410 Revista “Pensamiento Matemdtico” | 149



Juan Niifiez Valdés, Luis Rabasco Gonzilez Historias de Matemdticas

ondas” 'y por su “desarrollo del método de coincidencias y por sus descubrimientos relacionados con
este”, respectivamente.

Max Born nacid el 11 de diciembre de 1882 en Breslau (Alemania). De complexion muy
débil, no fue a la escuela publica, sino que recibi6 formacion basica en su casa hasta que pudo
asistir al Gimnasio Konig Wilhelm. Estudi6 Fisica y Matematicas en las Universidades de
Breslau, Heidelberg, Ziirich y Gotinga y se doctord en esta ultima en 1907, bajo la direccion
del matematico Felix Klein. En la Universidad coincidié con David Hilbert y Hermann
Minkowski.

En 1909 empez6 a estudiar la teoria de la relatividad especial de Albert Einstein y en 1912
se casé con Hedwig Ehrenberg, con quien tuvo seis hijos, si bien su relacién no fue buena y a
menudo él y su esposa vivian separados. En 1919, fue nombrado profesor titular en la
Universidad de Frankfurt am Main, y en 1921 Profesor de Fisica Tedrica en la Universidad de
Gotinga. Entre sus alumnos se encuentran figuras posteriores de talla mundial como
Wolfgang Pauli, Werner Heisenberg, Pascual Jordan, Enrico Fermi, Fritz London, P.A.M.
Dirac, Victor Weisskopf, J. Robert Oppenheimer, Walter Heitler y Maria Goeppert-Mayer. A €l
se le debe el conocido “ciclo de Born-Haber” (O’Connor and Robertson, sin fecha).

Born permaneci6 en Gotinga hasta abril de 1933, hasta que se trasladé junto a su familia a
Inglaterra debido a la persecucion nazi. Alli se convirtié en ciudadano britanico en 1939 y
permaneci6 en Edimburgo hasta su jubilacién en 1953. El y su esposa volvieron finalmente a
Gotinga al afio siguiente, donde falleci6 el 5 de enero de 1970 (Lopez, 2017).

Sobre Born se cuenta la siguiente curiosa anécdota. Es sabido que el fisico Albert Einstein
(Ulm, Alemania, 1879 - Princeton, EEUU, 1955), considerado actualmente como el cientifico
mas importante y popular del siglo XX, obtuvo el Premio Nobel de Fisica en 1921 por sus
explicaciones sobre el efecto fotoeléctrico y sus numerosas contribuciones a la fisica teérica (no
por la Teoria de la Relatividad, como erréneamente se cree). Lo que ya no es tan conocido es
que €l y Born fueron muy amigos, aunque mantuvieron notables discrepancias cientificas
sobre la descripcion de la naturaleza a partir de la mecanica cudntica, ya que Einstein no creia
que la naturaleza estuviese regida por leyes estadisticas. De hecho, Born fue la persona a
quien Einstein le dirigio la famosa frase “Dios no juega a los dados”. Born mantuvo toda su
vida una admiracion inmensa por Einstein, al que consideraba un maestro, reconociéndole
una influencia incalculable en su trabajo y siempre tratdo de difundir la Teoria de la
Relatividad, cuyo desarrollo consideraba genial y como él mismo afirmo, “decidi no trabajar en
la Teoria de la Relatividad porque nunca podria llegar a la aportacion genial de Einstein”.

3.5 Walther Wilhelm Georg Bothe, Premio Nobel de Fisica en 1954

El matematico, fisico, quimico e informatico aleman Walther Wilhelm Georg Bothe recibio
el premio Nobel de Fisica en 1954, junto con Max Born, por “la invencién del método de las
coincidencias en el empleo del contador Geiger, para el estudio de las radiaciones corpusculares, lo que le
permitid sequir trayectorias mds largas de rayos duros”.

Walther Wilhelm Georg Bothe nacid el 8 de enero de 1891 en Oranienburg (Alemania).
Entre 1908 y 1912 estudid Fisica, Quimica y Matematicas en la Universidad de Berlin, en la
que también se doctoré en Fisica, en 1914, bajo la direccion de Max Planck, con una Tesis que
trataba sobre la teoria molecular de la refraccién, la reflexién, la dispersion y la extincion.
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Durante la Primera Guerra Mundial, sirvié como artillero en el ejército aleman y en 1915
fue capturado por los rusos y enviado a Siberia. Aprovechd su cautiverio para aprender ruso y
continuar sus investigaciones, al tiempo que también se casé en 1920 con Barbara Below, que
vivia en Mosct, con la que tuvo dos hijas.

Tras su regreso a Alemania en 1920, junto con su esposa, trabajo en el laboratorio
radiactivo de Physikalisch-Technische Reichsanstalt, del que llegd a ser director en 1927.
Durante ese tiempo, también fue profesor en la Universidad de Berlin. En 1931 obtuvo una
catedra en la Universidad de Giessen y en 1934 se convirtié en director del Instituto de Fisica
del Instituto Max Planck de Investigacion Médica en Heidelberg. Se traslad6 a vivir a esa
localidad, trabajando también en su universidad desde 1946 hasta 1957.

En 1929 investigé mas el “efecto Compton” y en 1930 descubri6é una nueva forma de
radiacion de berilio, lo que llevé a Sir James Chadwick a descubrir el neutréon en 1932. Mas
tarde, durante la Segunda Guerra Mundial investigo6 sobre la energia nuclear y uso el ciclotron
aleman para producir isétopos radiactivos para sus estudios médicos. Fue galardonado con la
medalla Max Planck en 1953 y con el Premio Nobel en Fisica en 1954. Muri6 el 8 de febrero de
1957, a los 66 afios de edad, en Heidelberg, Alemania (O’Connor and Robertson, sin fecha).

3.6 Eugene Paul Wigner, Premio Nobel de Fisica en 1963.

El fisico y matematico hiingaro Eugene Paul Wigner (Figura 7, izquierda) recibi6 el
Premio Nobel de Fisica en 1963 “por sus contribuciones a las teorias del niicleo atomico y de las
particulas elementales y, en particular, el descubrimiento y aplicacidn de estas mediante los principios
fundamentales de simetria” Wigner compartid el Premio con la fisica estadounidense Maria
Goeppert-Mayer y el fisico aleman ]J. Hans D. Jensen, ambos “por sus descubrimientos
relacionados con la estructura nuclear de capas”.

Eugene Paul Wigner naci6 en Budapest el 17 de noviembre de 1902. Mas tarde, adquirio la
nacionalidad americana en 1937. Obtuvo el titulo de Dr. Ingeniero Licenciado en la Technische
Hochschule de Berlin y desde 1938 fue Profesor de Fisica Matematica en la Universidad de
Princeton hasta su jubilacién, en 1971.

Entre 1936 y 1937 estuvo casado con Amelia Frank. Mas tarde, en 1941 se casd con Mary
Annette Wheeler, con la que tuvo dos hijos, David y Martha. El matrimonio duré hasta 1977 y
dos afios mas tarde, volvié a casarse, esta vez con Eileen Clare-Patton Hamilton, con la que
vivié hasta 1995. Erika Zimmerman fue la tercera de sus hijos (Wightman, 1995).

Wigner fue uno de los cinco cientificos que informaron al presidente de los Estados
Unidos Franklin D. Roosevelt en 1939 de la posible utilizacion militar de la energia atdmica y
durante la Segunda Guerra Mundial, entre 1942 y 1945, trabajo en el Proyecto Manhattan en la
Universidad de Chicago, contribuyendo al disefio de reactores de plutonio. En 1947 se
convirtid en Director de Investigacion y Desarrollo en los Laboratorios Clinton.

Aparte del Premio Nobel en Fisica, que obtuvo en 1963, Wigner ha sido reconocido
también por sus investigaciones con muchos otros premios. Entre ellos, la Medalla Max Plank,
la Medalla al Mérito de los Estados Unidos, en 1946, el Premio Enrico Fermi, en 1958 y el
Premio Atomos para la Paz, en 1960.
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Wigner se jubilé como profesor de Fisica en la Universidad de Princeton en 1971,
aunque sus actividades no disminuyeron ya que fue profesor visitante y conferenciante en
diversas instituciones. Fallecié de neumonia el 1 de enero de 1995, a los 92 afios, en Princeton
(Estados Unidos), siendo sepultado en Nueva Jersey (O’Connor and Robertson, sin fecha).

Como anécdota, indicar que Paul Dirac, otro de los matematicos ya citados en esta
aportacion, que también fue Premio Nobel en Fisica, junto a Erwin Schrodinger, en 1933, fue
primero un gran amigo de Wigner y mas tarde seria su cufiado. Los dos se conocieron en las
frecuentes visitas que Dirac hizo a la Universidad de Princeton a partir de la década de 1930.
Ambos se hicieron muy amigos, respetando cada uno de ellos las cualidades del otro y Wigner
le presentd a Dirac a su hermana menor, con quien este se casé en 1937 (Wightman, 1995).

RICHARD P. FEYNMAN

¢Esta usted

de broma,
Sr. Feynman?

Figura 7. Eugene Paul Wigner (izquierda) y Richard Feynman (derecha)

3.7 Richard Phillips Feynman, Premio Nobel de Fisica en 1965.

El fisico y matematico estadounidense Richard Phillips Feynman (Figura 7, derecha)
recibié el Premio Nobel de Fisica en 1965 “por su trabajo fundamental en Electrodinimica
Cudntica, con profundas consecuencias para la fisica de las particulas elementales”. Feynman
compartio el Premio con el también fisico estadounidense Julian Schwinger y el fisico japonés
Sin-Itiro Tomonaga, ambos “por sus trabajos sobre la teoria de renormalizacion”.

Richard Feynman naci6 el 11 de mayo de 1918 en el barrio de Manhatan, en Nueva
York. Tanto su padre, Melville, como su madre, Lucille, eran miembros de familias judias, si
bien su padre habia nacido en Minsk (Bielorusia) y su madre en Estados Unidos. A los 5 afios,
Feynman tuvo un hermano que falleci6 solo al mes de nacer, lo cual le afecté mucho. Después,
a sus 9 afos, con la familia ya viviendo en Far Rockaway, naceria su hermana Joan, Desde el
principio, su padre, muy interesado en la ciencia, y su madre, maestra, trataron de inculcarle
ese gusto por la ciencia a su hijo: “Meluville de aporté a la familia conocimiento y seriedad, Lucille, el
humor y la narracion de historias” (O’Connor and Robertson, sin fecha).

Richard Feynman, o Ritty, como sus amigos lo llamaban, aprendié mucha ciencia en la
Enciclopedia Britanica y estudioé por su cuenta matematicas elementales antes de entrar en la
escuela. Incluso se construyd un laboratorio en su casa para experimentar con la electricidad.

Ya en la Far Rockawaay High Schoool, Feynman estudié muchas Matematicas y en su
altimo afio ganod el Concurso de Matematicas de la Universidad de Nueva York. Sin embargo,
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tuvo bastantes problemas para entrar en la Universidad por ser judio, aunque finalmente
pudo acceder al Instituto de Tecnologia de Massachusetts (MIT) en 1935, donde obtuvo su
grado en 1939, interesandose entonces mucho mas por la Fisica que por la Matematicas, en
especial por la Teoria de la Relatividad. De hecho, en 1937, a Feynman le habia entusiasmado
la lectura de “Los Principios de la Mecanica Cuantica” de Dirac, a quien admird y respeto
después durante toda su vida (O’Connor and Robertson, sin fecha).

Feynman empezé el doctorado en el MIT, siendo después aceptado en Princeton por
recomendacién de uno de sus profesores, si bien fueron muchisimas las dificultades que tuvo
para conseguir esa aceptacion, solo por el hecho de ser judio: “;Es Feynman judio? Nosotros no
tenemos reglas definidas sobre los judios, pero tenemos que mantener una proporcion razonablemente
pequefia de ellos en nuestro departamento debido a la dificultad de sacarles una plaza después”.

Sus estudios de doctorado, versados en las ideas que él habia desarrollado durante su
estancia en el MIT. fueron supervisados por John Wheeler. A su primera conferencia asistieron
nada mas y nada menos que Einstein, Pauli y von Neumann. Al respecto, Pauli comentd al
final de la charla que: “Yo no creo que esta teoria sea correcta”.

Feynman se doctord en Princeton en junio de 1942, poco antes de que los Estados Unidos
entraran en la II Guerra Mundial. En aquel tiempo estaba trabajando también en la
construccion de la bomba atémica (1941-42) y luego lo hizo en Los Alamos (1943-45). Como
anécdota al respecto, decir que Feynman declaré muchos afos después, en referencia al dia 6
de agosto de 1945, cuando una bomba atdémica aniquilaba de manera instantanea a mas de
70.000 personas en la ciudad japonesa de Hiroshima, que:

Yo estaba envuelto en esta juerga, bebiendo también y tocando borracho un tambor
sentado en el capd de un Jeep; tocando el tambor con excitacion mientras recorriamos Los
Alamos al mismo tiempo que habia gente muriendo y luchando en Hiroshima.

En aquel tiempo, Feynman se casd con su novia de siempre, Arlene Greenbaum, quien
poco después enfermé de tuberculosis, falleciendo en 1945. Después, él se casaria dos veces
mas, teniendo tuvo dos hijos con su tercera esposa (O’Connor and Robertson, sin fecha).

Tras finalizar la Guerra mundial, Feynman pasé por varios empleos, entre ellos profesor
de Fisica Tedrica en la Universidad de Cornell en 1945 y en el Instituto de Tecnologia de
California, aunque los primeros diez meses de ese trabajo los pasé en Brasil.

La principal contribucion de Feynman fue a la Mecanica Cudntica, siguiendo el trabajo de
su tesis doctoral. Introdujo los ahora llamados “diagramas de Feynman”, que son graficos
analogos a las expresiones matematicas que permiten describir el comportamiento de los
sistemas de particulas que interacttian. Todo ello le valié ser galardonado con el Premio Nobel
en Fisica, en 1965, junto con Schwinger y Tomonoga. También, aparte de ese premio, Feynman
recibié muchas distinciones por su trabajo. Fue elegido miembro de la American Physical
Society, la American Association for the Advancement of Science, la National Academy of
Science, y la Royal Society of London Entre otros premios que también recibié se encuentran
el Albert Einstein Award, 1954, y el Lawrence Award, 1962.

Al principio de 1979, su salud empezd a deteriorarse al detectdrsele un cancer de
estdmago. Tras la operacion se recuperd por un tiempo corto, pero a finales de 1987 el cancer
se reprodujo de nuevo, esta vez en el abdomen. Fallecié en Los Angeles el 15 de febrero de
1988.
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3.8 Subrahmanyan Chandrasekhar, Premio Nobel de Fisica en 1983

El fisico teorico, astrofisico y matematico estadounidense de origen indio Subrahmanyan
Chandrasekhar (Figura 8, izquierda), usualmente conocido por Chandra, recibié el Premio
Nobel de Fisica en 1983, por “sus estudios tedricos sobre los procesos quimicos importantes para la
estructura y evolucion de las estrellas”. Compartié ese Premio con el fisico estadounidense
William Alfred Fowler, “por sus estudios tedricos y experimentales sobre las reacciones nucleares de
importancia en la formacion de elementos quimicos en el universo”.

Subrahmanyan Chandrasekhar (Chandra en adelante) nacié el 19 de octubre de 1910 en
Lahore, India (ahora Pakistan), pero paso su nifiez en Madras. Chandra tuvo nueve hermanos.
Un tio paterno suyo fue Sir Chandrasekhara Venkata Raman, ganador del premio Nobel en
1930 por su descubrimiento dos afios antes de la “dispersién Raman y el efecto Raman”.

Chandra estudio en el Presidency College, University of Madras, junto a una vecina suya,
Lalitha Doraiswamy, con quien mds tarde se casaria. Antes, obtuvo una beca del gobierno
indio para estudiar en Inglaterra, en el Trinity College, en 1930. Desde 1933 a 1937 estuvo en
Cambridge, aunque regres6 en 1936 a Madras para casarse. El matrimonio no tuvo hijos

Chandra se gradud en la Universidad de Madras y se doctordé en la de Cambridge.
Después, trabajé en la Universidad de Chicago desde 1937 hasta su muerte, acaecida el 25 de
agosto de 1995 en Chicago, Illinois. Su esposa y €l ya se habian nacionalizado alli en 1953.

Chandra publicé mas de 400 articulos y muchos libros sobre temas de investigacion muy
variados. Entre 1971 y 1983 investig6 sobre la teoria matematica de los agujeros negros, y en la
ultima etapa de su vida, trabajo en la teoria de las ondas gravitacionales en colision. Fruto de
ese enorme trabajo fueron las distinciones y premios que recibié. Ademas del Premio Nobel
de Fisica en 1983, fue condecorado con las Medallas Real de la Royal Society (1962), Copley
(1984), Bruce, de la Sociedad Astronémica del Pacifico, Henry Draper, de la Academia
Nacional de Ciencias y la Medalla de Oro de la Real Sociedad Astronémica.

Chandra se jubild en 1980 y continu6 viviendo en Chicago, donde fue nombrado profesor
emérito en 1985. Falleci6 el 21 de agosto de 1995 y fue enterrado en esa ciudad, después de
sobrevivir a su esposa Lalitha (O’Connor and Robertson, sin fecha).

Figura 8. Subrahmanyan Chandrasekhar (Chandra, a la izquierda) y Roger Penrose (derecha)
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3.9 Roger Penrose, Premio Nobel de Fisica en 2020

El matematico inglés Roger Penrose (Figura 8, derecha), recibié el Premio Nobel de Fisica
en 2020 por “el descubrimiento de que la formacion de agujeros negros es una prediccién robusta de la
teoria general de la relatividad”. Compartié ese Premio con el astrofisico aleman Reinhard
Genzel y con la astréonoma estadounidense Andrea Mia Ghez por “el descubrimiento de un objeto
compacto supermasivo en el centro de nuestra galaxia”.

Roger Penrose (nombrado Sir) nacid el 4 de agosto de 1931 en Colchester, condado de
Essex (Inglaterra). Su padre era fisico y matematico y sus hermanos son Oliver, fisico, Shirley,
bidloga genética y Jonathan, gran maestro de ajedrez

Penrose paso su nifiez en London, Ontario (Canada) donde trabajaba su padre en plena II
Guerra Mundial y estudié en el University College School y en el College London, sacando las
maximas calificaciones en Matematicas. Con 24 afios, cuando todavia era estudiante, introdujo
la conocida como “(matriz) inversa de Moore-Penrose” y en la Universidad de Cambridge, en
1958, finalizo su Tesis Doctoral en Matematicas titulada “Métodos tensoriales en Geometria
Algebraica”, que fue dirigida por el profesor de Geometria y Astronomia Sir W. V. D. Hodge.

En esa década de los afios 50, Penrose ide6 y popularizé el conocido como “triangulo de
Penrose” (un tridngulo que parece un solido tridimensional, pero que en la realidad no lo es),
que describié como "la imposibilidad en su forma mas pura". Ese descubrimiento se gesté con
motivo de su asistencia a una conferencia en Amsterdam, en 1954, durante la cual pudo visitar
una muestra de las representaciones de objetos imposibles del artista holandés M. C. Escher,
que lo inspiraron y con quien pasd a mantener frecuentes intercambios de ideas. A su vez,
Penrose también fue una fuente de inspiracion para Escher cuando él y su padre le enviaron a
Escher una copia de un articulo que ellos habian publicado sobre el disefio de una escalera
que simultaneamente sube y baja. Sirviéndose de ese articulo, Escher produjo sus dos obras
maestras: las cascadas ascendente y descendente.

Desde el curso 1956-57 hasta el 1986-87, Penrose trabajo en diferentes Universidades
inglesas y americanas, realizando notables descubrimientos. Entre ellos, en 1974 introdujo los
“mosaicos de Penrose”, formados a partir de dos mosaicos que solo pueden enlosar el plano
de forma no periddica, y que son los primeros mosaicos que tienen una simetria rotacional
quintuple. Otra notable invencion son las “redes de espin” en 1971, presentes en la geometria
del espacio-tiempo en la gravedad cuantica de bucles. Asimismo, popularizé lo que
actualmente se conoce como los “diagramas de Penrose” (O’Connor and Robertson, sin fecha).

En Fisica, sus variados trabajos sobre la relatividad general han permitido la comprension
de los agujeros negros. Su “teoria de Twistor” ha producido avances en el conocimiento de las
ecuaciones clasicas de la fisica matematica y sus teselaciones del plano son la base de los
cuasicristales recientemente descubiertos. Toda esa gran obra cientifica le permitié ser
galardonado con el Premio Nobel en Fisica en 2020, premio al que le han seguido muchisimos
otros mds y numerosas distinciones. Entre ellos, la Commandino Medal de la Urbino
University (2017) por sus contribuciones a la historia de la ciencia, Doctorados Honorarios por
las Universidades de Varsovia y Catdlica de Leuven, en 2005 y la Universidad de Nueva York
en 2006, la Dirac Medal de la Universidad New South Wales en ese mismo afio, la Copley
Medal (2008), el Premio Fonseca de la Universidad de Santiago de Compostela (2011), la Ernst
Medal (2012) y la De Morgan Medal por sus contribuciones a la Fisica Matematica.
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Y previamente a la concesion del Nobel, Penrose fue también galardonado en 1971 con el
Dannie Heineman Prize for Astrophysics. Fue elegido Fellow of the Royal Society en 1972. En
1975, junto con Stephen Hawking, fue galardonado con la Eddington Medal of the Royal
Astronomical Society. En 1988 y también junto a Stephen Hawking, obtuvo el Wolf
Foundation Prize for Physics. En 1989, obtuvo la Dirac Medal y el Prize of the British Institute
of Physics. En 1990 la Albert Einstein Medal, en 1991, el Naylor Prize of the London
Mathematical Society. Y desde 1992 hasta 1995, Presidente de la International Society on
General Relativity and Gravitation

Actualmente, Penrose es Profesor Emérito de Matematicas en la Universidad de Oxford,
miembro emérito de Wadham College, Oxford, y miembro honorario del St John's College,
Cambridge, y de la University College London (O’Connor and Robertson, sin fecha).

4. Matematicos Premios Nobel en la modalidad de Quimica

4.1 Herbert Aaron Hauptman, Premio Nobel de Quimica en 1985

El matematico estadounidense Herbert Aaron Hauptman (Figura 9, izquierda) recibi6 el
Premio Nobel de Quimica en 1985, junto a su antiguo profesor, director de su tesis y mas tarde
colaborador, el quimico estadounidense Jerome Karle “por sus destacados logros en el desarrollo
de métodos directos para la determinacion de estructuras cristalinas”.

Herbert Aaron Hauptman nacio en el barrio del Bronx, en Nueva York, el 14 de febrero de
1917. Se gradud en 1937 en la Universidad de Nueva York e hizo un un master en la
Universidad de Columbia en 1939. Tras participar en la II Guerra Mundial, se doctord en
Matematicas en la Universidad de Maryland en 1954, con una tesis titulada “An n-
Dimensional Euclidean Algorithm”, dirigida por quien luego seria su acompafiante en recibir
el Premio Nobel, Jerome Karle. En 1947 se matricul6 también en el programa de doctorado en
Filosofia de la misma universidad, obteniendo ese titulo en 1954.

Desde 1947, Hauptman colabord con su director de tesis y antiguo profesor Jerome Karle
en el Laboratorio de Investigacién Naval de Washington en el desarrollo de métodos directos
para la determinacién de estructuras cristalinas, obteniendo los espectros correspondientes de
difraccion electrénica mediante instrumentos practicos de su propia invencién y utilizando
para su interpretacién métodos probabilisticos originales. Segtin €l mismo cuenta en su
biografia, “nuestra colaboracién se demostrd fructifera, pues su formacion como fisico-quimico, y la
mia como matemdtico, se complementaban muy bien” .

En 1970 se uni6 al grupo de investigacion de la Fundacion Médica de la Universidad
Estatal de Nueva York en Bufalo, en la que fue profesor de Biofisica y después Director de
Investigacion en 1972. En 1985 fue galardonado con el Premio Nobel de Quimica, junto a
Karle. Aparte de ese premio, recibi6é otros numerosos reconocimientos y fue Doctor Honoris
Causa por varias universidades (O’Connor and Robertson, sin fecha).
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Figura 9. Herbert Hauptman (izquierda) y Anthony Pople (derecha)

4.2 John Anthony Pople, Premio Nobel de Quimica en 1998

John Anthony Pople (Figura 9, derecha), quimico y matematico inglés, recibié el Premio
Nobel de Quimica en 1998 “por su desarrollo de métodos computacionales en quimica cudntica”.
Compartié ese Premio con el fisico tedrico austriaco, nacionalizado estadounidense, Walter
Kohn, quien lo recibid “por su desarrollo de la teoria del funcional de densidades”.

John Anthony Pople nacié en Burnham-on-Sea, Inglaterra, el 31 de octubre de 1925. Tras
interesarse desde muy joven por las Matematicas, ingres6 con una beca en la Universidad de
Cambridge en 1943, graduandose en Matematicas en 1946 y doctorandose mas tarde en
Quimica en 1951.

Estuvo en el Trinity College de Cambridge, desde 1951 a 1958, y fue profesor de
Matematicas alli desde 1954 a 1958. Dirigid la Basic Physics Division of the National Physical
Laboratory en Middlesex, Inglaterra, desde 1958 a 1964. A mediados de la década de los 60 del
siglo pasado se trasladé a Estados Unidos, quedandose a trabajar y a vivir alli el resto de su
vida. En 1961 fue nombrado miembro de la Royal Society de Londres.

Desde 1964 hasta 1993 fue profesor de la Carnegie-Mellon University en Pittsburgh,
Pennsylvania y también lo fue desde 1986 hasta 1993 de la Northwestern University en
Evanston, Illinois. En 2003 fue nombrado Sir por parte de la reina Isabel II de Inglaterra.

Su investigacion se centr6 en la Quimica Cuantica. Primeramente, desarroll6 una teoria de
los célculos aproximados de los orbitales moleculares sobre sistemas de enlace pi en 1953, que
era muy similar a la introducida por Rudolph Pariser y Robert Parr el mismo afio, razén por la
cual fue denominada “método Pariser-Parr-Pople” (O’Connor and Robertson, sin fecha).

También trabajé en métodos de computacion cuanticos, que permitieron el desarrollo de
la Quimica Computacional, que permite investigar las propiedades de las moléculas en los
procesos quimicos. Esas aportaciones le valieron ser galardonado con el Premio Nobel de
Quimica en 1998, seis afios antes de que falleciera el 15 de marzo de 2004 en su residencia de
Sarasota, en el estado de Florida.
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5. Matematicos Premios Nobel en la modalidad de Economia

El nombre oficial del Premio Nobel de Economia es el de “Premio del Banco de Suecia en
Ciencias Econdmicas en memoria de Alfred Nobel”. La Economia no estaba inicialmente en las
modalidades de los premios Nobel que se entregaban, y el premio antes citado empezd a
entregarse en 1969.

5.1 Leonid Kantorovich, Premio Nobel de Economia en 1975

En 1975, el economista, matematico e ingeniero Leonid Kantordvich (Figura 10, izquierda)
fue el primer, y de hecho tnico, ciudadano de la Unidn Soviética en recibir ese galardén. Lo
compartio con el estadounidense de origen holandés Tjalling Koopmans “por sus contribuciones
a la teoria de la asignacion dptima de recursos”.

Segin él mismo indicd en su autobiografia (Kantordvich, 1975), Leonid Vitaliyevich
Kantoroévich nacié en San Petersburgo (Leningrado), el 19 de enero de 1912, cuando la ciudad
aun era la capital del Imperio ruso. Se doctor6 en Matematicas en 1930, en la Facultad de
Matematicas y Mecanica de la Universidad Estatal de Leningrado, con tan solo 18 afios.
Cuatro afios mas tarde, obtuvo plaza de profesor en la misma universidad, en la que
permanecio hasta 1960.

Kantordvich trabajé principalmente en analisis funcional, teoria de la aproximacién y
teoria de operadores, y se acerco a lo que ahora se conoce como programacién lineal,
previamente a que esta fuera descubierta por George Dantzig. Empezd a tener contactos con la
economia en 1938, cuando el laboratorio de la firma Plymood le encargo el analisis de la
distribucion de materias primas para la maximizacion del equipo productivo, para lo cual se
plante6 maximizar una funcién lineal sujeta a restricciones sobre un politopo convexo,
dandose cuenta de que esa funcion podia ser aplicada también para resolver algunos
problemas de caracter econdmico. Escribié un libro en 1939 sobre métodos matematicos de
organizacion y planificacion de la produccién, que no seria publicado hasta después de la
guerra, en 1959. Dirigi6 en Instituto de Matematicas de la URSS y el Instituto de Control de la
Economia Nacional.

Se cas6 con Natalie Iljina, fisica, en 1938 y tuvo dos hijos. En 1965 fue reconocido con el
Premio Lenin, a pesar de que siempre sufrié muchas dificultades con sus escritos debido a la
situacion politica de su pais, dada la hostilidad general de las autoridades hacia sus principios
sobre la economia matematica. Obtuvo el Premio Nobel de Economia en 1975 y fallecié el 7 de
abril de 1986, en Mosct1.

\

Figura 10. Leonid Kantorévich (izquierda) y John Nash (derecha)

158 | Revista “Pensamiento Matemdtico” Volumen XII, Niimero 1, Abr’22, ISSN 2174-0410



Matemiticos galardonados con el Premio Nobel Juan Niifiez Valdés, Luis Rabasco Gonzilez

5.2 John Forbes Nash, Premio Nobel de Economia en 1994

John Forbes Nash, matematico estadounidense (Figura 10, derecha), recibi6 el Premio
Nobel de Economia en 1994, “por sus aportes a la teoria de juegos y los procesos de negociacién”. Lo
compartié con el también matematico estadounidense Reinhard Selten y con el farmacdlogo,
empresario y profesor de economia hingaro de origen judio John Harsanyi. También recibi6
el Premio Abel en 2015, junto al matematico canadiense Louis Nirenberg “por sus sorprendentes
y seminales contribuciones a la teoria de ecuaciones diferenciales parciales no lineales y sus aplicaciones
para el andlisis geométrico”.

John Forbes Nash nacié en Bluefield, Virginia Occidental, el 13 de junio de 1928. Su padre
habia estudiado Ingenieria Eléctrica y su madre habia sido profesora durante diez afos antes
de casarse, el 6 de septiembre de 1924. De pequeno era un nifio solitario e introvertido, al que
le gustaban mucho los libros y muy poco jugar con otros nifios.

En 1941, cuando ya habia empezado a mostrar gran interés por las Matematicas y la
Quimica, entrd en el Colegio Bluefield y mas tarde, tras ganar una beca en el concurso George
Westinghouse, se matriculd en 1945 en la actual Universidad Carnegie Mellon para estudiar
Ingenieria Quimica, aunque su profesor John Synge, que reconoci6é su especial talento, le
convencio para que se especializara en Matematicas (O’Connor and Robertson, sin fecha).

Tras licenciarse en Matematicas en 1948 fue aceptado para realizar estudios de postgrado
en las universidades de Harvard, Princeton, Chicago y Michigan. El creia que la mejor opcién
era Harvard, pero se decidié por Princeton al serle ofrecida una beca mejor, por lo que entré
alli en septiembre de 1948. En 1949, mientras preparaba su doctorado, escribio el articulo por
el que seria premiado cinco décadas después con el Premio Nobel. Se doctor6 en 1950 con una
tesis de menos de treinta paginas titulada "Juegos No-Cooperativos", realizada bajo la
direccién de Albert Tucker, en la que describia lo que hoy se conoce como “equilibrio de Nash” .

Al afo siguiente empezd a trabajar para la RAND Corporation (una instituciéon de la
Fuerza Aérea de los Estados Unidos dedicada a la investigacion estratégica) y en 1952 entrd
como profesor en el Massachusetts Institute of Technology. Tres afios mas tarde acepté una
beca de la Universidad de Princeton. La carta de recomendacién que presentd contenia una
Unica frase: “Este hombre es un genio”.

En 1952 conoci6 a una enfermera, Eleanor Stier, con la que tuvo un hijo, John David Stier,
del que se desentendio y se negd a casarse con ella. En 1957 se caso con una exalumna suya
del MIT, la salvadorefa Alicia Lardé Lépez-Harrison, con la que tuvo a su segundo hijo, John
Charles Martin Nash, que tuvo esquizofrenia.

Tras un afno de matrimonio se le diagnosticd a él mismo esquizofrenia y a partir de ahi su
vida dio un vuelco muy grande. Inicialmente, su enfermedad mental fue calificada de
paranoia. Mas tarde, su comportamiento era erratico. Nash parecia creer que todos los
hombres que usaban corbatas rojas formaban parte de un grupo de comunistas que lo
perseguian y conspiraban contra él: los criptocomunistas”. Finalmente, en uno de sus
discursos sobre la Hipotesis de Riemann en la Sociedad Estadounidense de Matematica de la
Universidad de Columbia en 1959, Nash se mostrd incomprensible en sus palabras, lo que
hizo darse cuenta a sus colegas de que algo estaba mal (O’Connor and Robertson, sin fecha).

Entre 1959 y 1970, Nash estuvo internado en numerosos hospitales y centros psiquiatricos
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de Nueva Jersey, en los que entraba y salia, hasta que decidié suspender su tratamiento con
farmacos, lo que causo la reaparicion de las alucinaciones. Al respecto de esa época de su vida,
Nash, quien se cur6 parcialmente, escribié en 1994 lo siguiente:

He estado alrededor de cinco a ocho meses en hospitales de Nueva Jersey, siempre en
contra de mi voluntad y siempre tratando de dar algiin argumento legal para salir de
ellos. Y sucedia que después de haber estado hospitalizado por un tiempo bastante largo, al
fin lograba renunciar a mis hipdtesis delirantes y volvia a concebirme a mi mismo como
un ser humano de circunstancias mds convencionales; podia volver asi a mis
investigaciones matemdticas; en estos periodos, por asi decirlo, de racionalidad forzada,
tenia éxito en realizar algunas investigaciones matemdticas respetables. De esta manera
fue posible la investigacion para Le probléme de Cauchy pour les équations différentielles
d'un fluide général; o trabajar sobre la idea a la cual el profesor Hironaka llamé "la
estallante transformacion de Nash”; y la investigacion parala estructura de arco de las
singularidades y analiticidad de las soluciones de problemas de funcion implicita con
datos analiticos.

Pero tras mi retorno a las hipétesis delirantes, que parecian suefios a finales de la década
de 1960, me transformé en una persona de pensamiento delirante, aunqgue de
comportamiento relativamente moderado; y eso me ayudaba a evitar las hospitalizaciones
y el tratamiento directo de psiquiatras.

Y asi transcurrié algo mds de tiempo. Gradualmente empecé a rechazar inteligentemente
algunas lineas de pensamiento que estaban influenciadas de manera delirante y que
habian sido caracteristicas de mi orientacién. Esto comenzd a notarse mds claramente con
el rechazo del pensamiento orientado politicamente como algo que es esencialmente un
desperdicio initil de esfuerzo intelectual. Asi que, actualmente, he vuelto a pensar de
manera racional, en el estilo que es caracteristico de los cientificos.

Con referencia a las Matematicas, Nash trat6 varias ramas ademas de la Teoria de Juegos.
Entre ellas, la Geometria Diferencial, en la que dio nombre al “teorema de inmersion de
Nash”, que dice que toda variedad Riemanniana puede embeberse isométricamente en el
espacio euclideo y propuso la conjetura que resolvieron los matematicos espafnoles Javier
Fernandez de Bobadilla y Maria Pe Pereira en 2011. También tiene publicaciones sobre
ecuaciones en derivadas parciales.

Gracias a todas esas numerosas publicaciones y contribuciones a las areas de Matematicas
y Economia, Nash, y aparte de ser galardonado con el Premio Nobel de Economia en 1994 por
sus trabajos sobre Teoria de Juegos, Nash recibié6 también otros numerosos premios y
distinciones a lo largo de su vida. De entre ellos, pueden destacarse el Premio de Teoria John
von Neumann, en 1978, el Premio Leroy P. Steele de la Sociedad Americana de Matematicas,
en 1999 y el Premio Abel, en 2015.

Precisamente, puede decirse que la concesion del Premio Abel fue la causante indirecta de
su muerte, pues Nash fallecid junto a su esposa, Alicia Lardé Lopez-Harrison, el 23 de mayo
de 2015, en un accidente de trafico en Turnpike, en el peaje de Nueva Jersey, cuando volvian
en el viaje de regreso tras haber recibido el Premio Abel de manos del rey Harald V, en Oslo
(O’Connor and Robertson, sin fecha).
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En 1998, Sylvia Nasar publico la novela “A Beautiful Mind” (publicada en espafiol en 2012
bajo el titulo “Una mente prodigiosa”. En 2001 se estren¢ la pelicula homoénima, dirigida por
Ron Howard y protagonizada por Russell Crowe (la pelicula se tituldé “Una mente
maravillosa” en Espana y “Una mente brillante” en América Latina). Esa pelicula estaba
basada en la vida de John Nash y gand cuatro Oscars, incluyendo la categoria de mejor
pelicula. No constituia una biografia exacta, ya que existen varias diferencias entre la realidad
y la ficcion (Figura 11). A este respecto, el propio Nash declaro:

Tiene errores y licencias, incluso en los lugares de rodaje. Por ejemplo, no se rodd en la
Universidad de Princeton, que es donde yo estudié, aunque si aparece un edificio que hace
pensar en Princeton. Sin embargo, reconoce que lo positivo fue que supo llamar la
atencién en todo el mundo sobre la esquizofrenia.

_
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Figura 11. El libro y la pelicula sobre John Nash

5.3. Reinhard Selten, Premio Nobel de Economia en 1994.

El matematico y economista aleman Reinhard Selten (Figura 12, izquierda) recibid el
Premio Nobel de Economia en 1964 “por su precursor andlisis del equilibrio en la teoria de los
juegos no cooperativos”. Selten compartié el Premio con los estadounidenses John Harsanyi y el
anteriormente citado John Forbes Nash, ya que los tres realizaron trabajos complementarios
sobre la misma teoria.

Reinhard Selten naci6 en Breslau en 1930. Estudié Matematicas y Ciencias Econémicas en
la Universidad de Francfort, en la que se doctoré en 1961, inicid su carrera docente y trabajo
durante diez afios como profesor ayudante. En 1969 pas6 a ser profesor de Economia en la
Universidad Libre de Berlin y de alli se traslad6 en 1972 al Instituto de Economia Matematica
de la Universidad de Bielefield, y en 1984, a la Universidad del Rhin Friedrich Wilheln de
Bonn, como catedratico de Ciencias Econdmicas. En ella impartié docencia y se jubil6 después
de finalizar su etapa docente como profesor emérito.

Selten se interes6 por la teoria de los juegos aplicada al mundo de las relaciones
econdmicas complejas y centrd sus estudios en juegos de sociedad, "donde se utilizan estrategias
basadas en lo que hardn los contrarios". Para Selten, la suya "es una teoria matemdtica de conflicto y
cooperacion”, con la que trata de analizar matematicamente el comportamiento de
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protagonistas racionales, de desarrollar estrategias de decision y formas de actuacién en
situaciones conflictivas. Fue el primero en perfeccionar el equilibrio de Nash en su aplicacion
a la interaccion estratégica, teoria que utiliz6 para analizar la competicién entre un ntimero
limitado de vencedores (O’Connor and Robertson, sin fecha). Su nocién de equilibrio, el
“equilibrio de Selten” se convirtié en referencia para juegos secuenciales, aunque él mismo
publicd posteriormente un articulo mostrando que, si bien su equilibrio perfecto tenia sentido
desde el punto de vista de la 16gica matematica, su capacidad predictiva del comportamiento
real de las personas no era muy grande. Respecto a los juegos cooperativos dijo lo siguiente:

En juegos de cooperacion cada negociador debe empezar por ceder en algo para que todos
obtengan mds de lo que tenian antes de empezar a negociar. Todos ceden, pero todos
acaban ganando mds de lo que ceden.

Selten también destacd por su trabajo en racionalidad limitada, y puede ser considerado
como uno de los padres de la economia experimental. Desarrolléo un ejemplo de un juego
llamado "El caballo de Selten" a causa de su extensa forma representativa. Fue un conocido
defensor del idioma internacional esperanto, lengua que hablaba en su familia. De hecho, la
Sociedad Espafiola de esperanto le dedicéd un perfil necrolégico en su pagina web tras su
fallecimiento, acaecido el 23 de agosto de 2016 en Poznan.

Figura 12. Reinhard Selten (izquierda), Robert Aumann (centro) y Lloyd Shapley (derecha)

5.4 Israel Robert John Aumann, Premio Nobel de Economia en 2005

El matematico aleman de nacionalidad estadounidense e israeli Israel Robert John
Aumann (Figura 12, centro) recibi6 el Premio Nobel de Economia en 2005, que comparti6é con
el economista estadounidense Thomas C. Schelling, de la Universidad de Maryland, “por
ampliar la comprensién del conflicto y la cooperacion a través andlisis basados en la Teoria de Juegos”.

Israel Robert John Aumann naci6 en Francfort del Meno, Alemania, el 8 de junio de 1930.
Ocho anos después, su familia emigré a Estados Unidos huyendo del nazismo. Se gradud en
Matemadticas en el City College de Nueva York, en 1950. Obtuvo la maestria en 1952 y el
doctorado en 1955, ambos en el Instituto Tecnoldgico de Massachussets. Unas conferencias de
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George Whitehead fueron las causantes de que decidiese hacer su doctorado sobre la Teoria
de los Nudos. Su tesis fue publicada en 1956 en los “Annals of Mathematics”.

Aumann es miembro de los “Profesores para un Israel Fuerte”, grupo politico de la
derecha israeli, contrario a la retirada unilateral israeli de la Franja de Gaza en 2005. También
se ha prodigado en los medios israelies defendiendo la idea de que dar tierra a los palestinos
es erroneo desde el punto de vista de la Teoria de Juegos, a la que ha dedicado sus principales
investigaciones.

Actualmente es miembro de las Academias Nacionales de Ciencias estadounidense, israeli
y alemana y profesor del centro para el Estudio de la Racionalidad de la Universidad Hebrea
de Jerusalén, en Israel. Fue presidente de la Unién Matematica de Israel y el primer miembro
de la Sociedad de la Teoria del Juego, sociedad internacional para profundizar en el desarrollo
de esta teoria y sus aplicaciones (O’Connor and Robertson, sin fecha).

5.5 Lloyd Shapley, Premio Nobel de Economia en 2012

Lloyd Shapley (Figura 12, derecha), matematico y economista estadounidense, recibid el
Premio Nobel de Economia en 2012, compartido con el también economista estadounidense
Alvin E. Roth, “por su trabajo en la teoria de las asignaciones estables y el disefio de mercado”. Su
trabajo se ha centrado en teoria de juegos, de la cual esta considerado un gran especialista.

Lloyd Stowell Shapley, hijo del astronomo Harlow Shapley, naci6 el 2 de junio de 1923, en
Cambridge (Massachussets), Con 20 anos, siendo estudiante en la Universidad de Harvard,
fue reclutado por el ejército de los EE. UU y nombrado sargento del Cuerpo Aéreo del Ejército
en Chengdu, China. Al finalizar la guerra, se matriculé en la Universidad de Harvard y se
graduo6 con un titulo B.A. en Matematicas en 1948. Después, trabajé durante un afo en la
RAND Corporation y volvid a la Universidad de Princeton, donde finalizé su doctorado en
Filosofia en 1953.

En su tesis, siguiendo las ideas de Francis Ysidro Edgeworth, introdujo el conocido como
“valor de Shapley” y otros conceptos de la Teoria de Juegos. Tras la misma, continud en
Princeton un corto espacio de tiempo antes de volver a la Rand corporacion, donde estuvo
desde 1954 hasta 1981. Desde esa fecha fue profesor en la Universidad de California en Los
Angeles (UCLA), finalizando su etapa docente como profesor emérito de los departamentos
de Matematicas y Economia (Roth and Shapley, 2012).

Slapey se casé con Mariam y tuvieron dos hijos. En 1950, junto a Mel Hausner, John
Forbes Nash y Martin Shubik, patentd el conocido juego de mesa “So Long Sucker” y es
considerado por muchos expertos como la personificaciéon misma de la teoria de juegos.
Fallecio el 12 de marzo de 2016, en Tucson (Arizona), a los 92 afos de edad, a consecuencias
de la fractura de una cadera.

5.6 Leonid Hurwicz, Eric Maskin y Roger B. Myerson, Premios Nobel de
Economia en 2007

Leonid Hurwicz, Eric Maskin y Roger B. Myerson (Figura 13), matematicos
estadounidenses (Hurwicz era de ascendencia polaca), recibieron conjuntamente el Premio
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Nobel de Economia en 2007 “por establecer las bases de la teoria del disefio de los mecanismos, que
determina cudndo los mercados estin trabajando de manera efectiva”.

Leonid Hurwicz naci6é en Moscd, el 21 de agosto de 1917, en el seno de una familia
polaca judia, que al poco de nacer Leonid volvié a Varsovia, pero que al ser perseguida por su
condicion de judios tuvo que escapar nuevamente de Polonia en 1939. Leonid fue obligado a
trabajar en un campo de trabajo soviético. Después se refugio en Suiza, luego en Portugal, y
finalmente pudo emigrar a Estados Unidos, donde se reencontrd con su familia en 1940.

Por peticion de su padre, obtuvo su titulo en Derecho por la Universidad de Varsovia
en 1938. Sin embargo, su verdadera vocacion se gesto en las clases que recibia de economia.
Realizd cursos en Inglaterra, en la London School of Economics, y en Ginebra, en el Institute of
International Studies. Ya residiendo en Estados Unidos, estudié en las Universidades de
Chicago y de Harvard. En la primera de ellas conocié a su esposa, Evely Jensen, que le habia
sido asignada como asistente. El matrimonio tuvo 4 hijos (MCN biografias, sin fecha).

Su investigacion se centrd en la Economia Matematica, la Teorla de Modelos y la
Teoria de la Empresa. Asi, fue uno de los primeros economistas en reconocer la importancia
de la Teoria de Juegos, y fue pionero en su aplicacion.

Hurwicz fue hospitalizado en junio de 2008, por una insuficiencia renal, falleciendo a
la semana de su ingreso, en Minneapolis, el 24 de junio.

Eric S. Maskin nacio el 12 de diciembre de 1950, en Nueva York. Obtuvo su titulo de
Licenciado en Matematicas en la universidad de Harvard en 1972, el de doctor en Matematicas
Aplicadas en 1976, y realizé un master por la Universidad de Cambridge en 1977.

En los afios 1976 y 1977 trabajé como investigador en la universidad de Cambridge,
luego ensefio en el MIT desde 1980 hasta 1984. En 1985 se traslad6 a la Universidad de
Harvard para ocupar la prestigiosa catedra Louis Berkman de Economia. Desde el afio 2000 es
profesor en el Institute for Advanced Study en Princeton y actualmente es el editor de la
prestigiosa publicacion Economic Letters.

A mediados de los afios 70 del siglo pasado comenzd a trabajar en lo que se conoce
como el area de la teoria de "la implementacion”. En su discurso de aceptacion del premio
Nobel en 2007, el 8 de diciembre de ese afio, Maskin explicéd que la teoria de mecanismos
puede ser entendida como la parte de "ingenieria" en la teoria econémica.

El tercero de la terna de matematicos galardonados con el Premio Nobel en Economia
en 2007 es Bruce Roger Myerson

Myerson nacié el 29 de marzo de 1951 en Wilmette, Illinois y estudiéd en la
Universidad de Harvard, donde obtuvo el grado summa cum laude en Matematicas
Aplicadas en 1973 y el doctorado en 1976. Su tesis doctoral se titulaba “Una teoria de los
juegos cooperativos”.

Fue profesor de Economia en la Kellogg School of Management de la Universidad de
Northwestern durante 25 afios, desde 1976 a 2001. Alli desarroll6 la investigacion que le
condujo a la obtencién del Nobel. También fue investigador en la Universidad Bielefeld entre
1978 y 1979 y profesor visitante en la Universidad de Chicago en dos etapas: de 1985 a 1986, y
de 2000 a 2001. Este ultimo afo fue nombrado profesor de Economia de esa Universidad.
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Es miembro de la Academia Americana de las Artes y las Ciencias, la Academia
Nacional de Ciencias, y el Consejo de Relaciones Exteriores. Recibi6 varios titulos honorificos,
y el Premio Jean-Jacques Laffont en 2009.

| ;
Figura 13. Leonid Hurwicz (izquierda), Eric Maskin (centro) y Roger Myerson (derecha)

6. Matematicos Premios Nobel en la modalidad de Literatura

Solo hay un tinico caso hasta el momento de que un matematico haya sido galardonado
con el Premio Nobel de Literatura: el matematico y literato espafiol José Echegaray y
Eizaguirre.

6.1 José Echegaray y Eizaguirre, Premio Nobel de Literatura en 1904

El ingeniero de caminos, canales y puertos, dramaturgo, politico y matematico
esparfiol José Echegaray y Eizaguirre (Figura 14) recibié el Premio Nobel de Literatura en 1904
“como reconocimiento a las numerosas obras que, de forma individual y original, han revivido las
grandes tradiciones del teatro espafiol”. Fue el primer espafiol que recibi6 ese premio y a pesar de
ser Literatura la modalidad en la que lo recibio, esta considerado como el matematico espariol
mas grande del siglo XIX. El insigne matematico espafiol Julio Rey Pastor afirmaba de €l lo
siguiente: “Para la matemdtica espaiiola, el siglo XIX comienza en 1865 y comienza con Echegaray”.
José Echegaray comparti6 ese Premio con el escritor francés Frédéric Mistral, “en
reconocimiento a la originalidad fresca e inspiracion verdadera de su produccién poética, la cual refleja
fielmente el escenario natural y espiritu nativo de su gente, y, adicionalmente, su trabajo significativo
como un filologo provenzal”.

José Echegaray y Eizaguirre nacié en Madrid el 19 de abril de 1832, aunque por
razones familiares pas6 su infancia en Murcia. Fue en esa ciudad, en el Instituto de Segunda
Ensefianza, donde comenzé su aficién por las Matematicas. Después, se trasladé a Madrid,
consiguiendo el titulo de Bachiller en el Instituto San Isidro e ingresé en 1848 en la Escuela de
Caminos, obteniendo alli el titulo de Ingeniero de Caminos, Canales y Puertos con el niimero
uno de su promocidn, desplazandose seguidamente a Almeria y Granada para incorporarse a
su primer trabajo (Sanchez, 2003). En aquel tiempo leia las obras tanto de Goethe, Homero y
Balzac, como las de matematicos como Gauss, Legendre y Lagrange.

Volumen XII, Numero 1, Abr'22, ISSN 2174-0410 Revista “Pensamiento Matemdtico” | 165



Juan Nifiez Valdés, Luis Rabasco Gonzilez Historias de Matemdticas

En 1854 fue profesor de la Escuela de Ingenieros de Caminos, de la que fue Secretario
y también simultaneo esas clases con las de la Escuela de Ayudantes de Obras Publicas. Con
32 afios de edad fue elegido miembro de la Real Academia de las Ciencias Exactas. Durante
esa etapa y hasta su fallecimiento publicé muchas obras sobre Fisica y Matematicas.

Figura 14. Echegaray pintado por Joaquin Sorolla

Echegaray tuvo también una destacada participacion en politica. En 1868 fue
nombrado Director General de Obras Ptblicas y al afio siguiente Ministro de Fomento (1870-
1872) y de Hacienda (1872-74). En este ultimo ministerio realizd la Ley de Bases de
Ferrocarriles y se le concedié al Banco de Espafa el caracter de banco nacional con el
monopolio de emision de billetes (Figura 15).
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Figura 15.Antiguo billete de curso legal con la imagen de Echegaray en un tiempo posterior

En 1865, comenzd su actividad literaria, fruto de la cual fueron sus mas de 70
aportaciones fundamentalmente obras de teatro, algunas de ellas en verso. En 1896 fue
elegido miembro de la Real Academia Espafiola.

En 1904, le fue concedido el Premio Nobel de Literatura, que compartié con el escritor
y poeta francés en lengua occitana Frédéric Mistral (1830-1914), convirtiéndose asi en el
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primer espanol en recibir un premio Nobel. El premio le fue entregado en Madrid, el 18 de
marzo de 1905, por el rey y la comisiéon sueca organizadora. Su concesion, no obstante,
escandalizd a las vanguardias literarias espanolas y en particular, a los escritores de la
generacion del 98, aunque sus obras triunfaban en ciudades como Londres, Paris, Berlin y
Estocolmo.

Echegaray ocupd numerosos cargos durante toda su vida. Fue presidente del Ateneo
de Madrid (1898-1899), Presidente de la Asociacion de Escritores y Artistas Espafioles (1903-
1908), miembro de la Real Academia Espafola, donde ocupd el sillén "e" mintscula entre 1894
y 1916, Senador vitalicio (1900) y dos veces presidente de la Real Academia de Ciencias
Exactas, Fisicas y Naturales (1894-1896 y 1901-1916). Fue el primer presidente de la Sociedad
Espafiola de Fisica y Quimica, creada en 1903, catedratico de Fisica Matematica de la
Universidad Central de Madrid (1905), Presidente de la seccion de Matematicas de la
Asociacion Espanola para el Progreso de las Ciencias (1908) y primer Presidente de la
Sociedad Matematica Espafiola (1911). En 1907, a propuesta de Ramoén y Cajal, la Academia
de Ciencias creo la “Medalla Echegaray” concediéndosele a €l la primera (Sanchez, 2003).

Echegaray mantuvo una gran actividad hasta el mismo dia de su muerte, el 14 de
septiembre de 1916, en Madrid. Asi lo atestiguan los 25 o 30 tomos de Fisica Matematica que
escribid en la etapa final de su vida. Con 83 afios, él mismo comentaba: “No puedo morirme,
porque si he de escribir mi Enciclopedia elemental de Fisica matemdtica, necesito por lo menos 25 afios.”

6.2 Bertrand Arthur William Russell, Premio Nobel de Literatura en 1950

El filésofo, matematico, logico y escritor britanico Bertrand Arthur William Russell
(Figura 16) recibi6 el Premio Nobel de Literatura en 1950 “en reconocimiento a sus variados y
significativos escritos en los que defiende los ideales humanitarios y la libertad de pensamiento”.

Bertrand Arthur William Russell, Tercer conde de Russell, nacid el 18 de mayo de 1872 en
Trellech, Monmouthshire, en el seno de una de las familias aristocraticas mas prominentes del
Reino Unido. Sus padres fueron John Russell, vizconde de Amberley y Katrine Louisa Stanley.
Su abuelo paterno fue lord John Russell, primer conde de Russell, quien fue dos veces primer
ministro con la reina Victoria. Su abuelo materno fue Edward Stanley, 22 barén Stanley de
Alderley. Ademas, era ahijado de John Stuart Mill, quien, aunque nunca conocidé a Russell,
ejercié una profunda influencia en su pensamiento politico a través de sus escritos.

Russell quedd huérfano a la edad de seis afios, tras fallecer primero su madre y su
hermana de difteria y seguidamente su padre, quien no pudo recuperarse de esas pérdidas. El
y su hermano Frank se fueron a vivir con sus abuelos paternos, donde él pasé6 mucho tiempo
en la biblioteca, empezando alli su amor por la Literatura y la Historia. No asisti6 a ningtin
colegio, siendo educado por tutores y preceptores. Llevaba una vida muy solitaria y escribia
en griego sus reflexiones sobre la vida en un cuaderno. También aprendié muy rapidamente
francés y aleman. A los 11 afios su hermano lo instruyd en geometria euclidiana, teoria que le
entusiasmo, aunque se quedé decepcionado cuando su hermano le dijo que para poder
demostrar una proposicion tendria que aceptar primero ciertos axiomas, lo cual llegd a
asumir, aunque sus dudas sobre dichos axiomas marcarian su obra.

En 1890, Russell ingresé en el Trinity College de Cambridge para estudiar Matematicas y
durante su cuarto ano, en 1894, también Ciencias Morales (el nombre por el que entonces se
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denominaba a la Filosofia). El mismo afio de su graduacion se cas6 con la estadounidense Alys
Pearsall Smith, varios afios mayor que él. Mas tarde contrajo otros tres matrimonios, con Dora
Black, en 1921, Patricia Spencer, en 1936 y Edith Finch, en 1952, ya con 80 anos,
respectivamente, teniendo un total de tres hijos (O’Connor and Robertson, sin fecha).

En 1900, escribid “Los principios de la Matematica” y poco después comenzaria su
colaboracion con su profesor de Cambridge, el matematico A. N. Whitehead, con quien
escribio los tres voliumenes de los Principia Mathematica, la que seria su obra cumbre y en la
que deseaba reducir la Matematica a la Logica.

En 1950, Russell recibié el Premio Nobel de Literatura por su vasta obra en la que
defendia los ideales humanitarios y la libertad de pensamiento. Excepto en la tltima etapa de
su vida, él siempre fue un destacado activista social pacifista contra la guerra y defendi6 el
antiimperialismo. Por ello, en la Primera Guerra Mundial fue encarcelado durante seis meses
por la publicacién de articulos y panfletos. Después le cogid la Segunda Guerra Mundial en
Chicago, adonde habia ido en 1938, invitado por la Universidad para dar unas conferencias de
Filosofia y fue alli cuando pasé de su pacifismo habitual a un apoyo claro a las fuerzas aliadas
contra el ejército nazi. Tras esa guerra, se dedicd plenamente a tratar de evitar la guerra
nuclear y asegurar la paz mediante una adecuada organizacién internacional, iniciando una
etapa de activismo politico que provocaria su segunda encarcelacion a los 90 anos.

Figura 16. Bertrand Russelll en 1957

Con respecto a su obra relacionada con la Légica y las Matematicas, Russell tuvo una gran
influencia en la légica matematica moderna. Su primer libro matematico, “Ensayo sobre los
fundamentos de la geometria” lo publicé en 1897. En él, muy influido por Kant, se mostraba
contrario al esquema espacio-tiempo de Einstein. Muy interesado en la definicién de namero,
Russell estudio los trabajos de George Boole, Georg Cantor y Augustus De Morgan y entre
1897 y 1903 publicé varios articulos. Su tultimo trabajo, “Introduccién a la filosofia
matematica”, lo escribié a mano mientras estaba en la carcel por sus actividades antibélicas
durante la Primera Guerra Mundial (O’Connor and Robertson, sin fecha).
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Russell falleci6 el 2 de febrero de 1970 en Penrhyndeudraeth, Gwynedd, con 97 afios de
edad, en brazos de su cuarta esposa, Edith Finch. Tras su fallecimiento, el Trinity College de
Cambridge, su segundo hogar, le rindié un homenaje, colgando en sus paredes una placa
conmemorativa en su memoria.
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Resumen

En 1965 se publicé el libro «Vedic Mathematics», de Bharati Krishna, con una recopilacién
de procedimientos que permiten la realizaciéon de célculos aritméticos de manera mental, sin
lapiz ni papel. El autor afirma que se trata de una recopilacién de los métodos matematicos
descritos en los antiguos Vedas. Hay serias dudas acerca de la veracidad de dicha afirmacion,
pero los procedimientos descritos en el libro ofrecen una herramienta valiosa que puede fa-
vorecer el aprendizaje de las matematicas entre los mas pequerios. En este articulo se explican
los fundamentos de algunos de estos algoritmos matematicos.

Palabras Clave: Matematicas védicas, Célculo mental, Calculo aritmético

Abstract

In 1965, the book «Vedic Mathematics», by Bharati Krishna, was published with a com-
pilation of procedures that allow arithmetic calculations to be carried out mentally, without
pencil or paper. The author claims that it is a compilation of the mathematical methods des-
cribed in the ancient Vedas. There are serious doubts about the veracity of this statement, but
the procedures described in the book offer a valuable tool that can favour the learning of
mathematics among the little ones. This article explains the fundamentals of some of these
mathematical algorithms.

Keywords: Vedic Mathematics, Mental arithmetic, mental calculation.

Introduccion

Sri Bharati Krishna Tirthaji fue un monje hindt que vivié en India entre 1884 y 1960. Sus
conocimientos de sanscrito le permitieron estudiar en profundidad los «Vedas», los antiguos
textos sagrados del hinduismo. En 1965, cinco afios después de su muerte, se publicé su libro
«Matematicas Védicas» [1]. Bharati Krishna afirmaba haber redescubierto el antiguo método
matematico de los Vedas a partir los escritos originales en sanscrito. Afirmaba que el sistema
estaba basado en dieciseis sutras, o férmulas matemaéticas, que abarcan todas las ramas de las

matematicas puras y aplicadas.

171


mailto:santiago.higuera@upm.es
http://www2.caminos.upm.es/Departamentos/matematicas/revistapm/

Santiago Higuera de Frutos Juegos y rarezas matemdticas

El libro de Bharati Krishna describe diversos procedimientos para realizar operaciones arit-
méticas que facilitan la utilizacién de cdlculos mentales, sin utilizar lapiz y papel. El método se
podria comparar a otros existentes, como el método Trachtenberg [2], los descritos por Meyer
[3] y los sefialados por Stigler [4].

En el prefacio del libro de Bharati Krishna, el propio editor
alude a las dudas acerca de la veracidad de que los métodos de
célculo descritos provengan realmente de los Vedas. S. G. Dani,
profesor en el Indian Institute of Technology de Bombay, ase-
gura que no hay evidencias cientificas de que los métodos des-
critos por Bharati Krishna fueran conocidos en la época men-
cionada de los Vedas (entre 200 y 800 A.C) e incluso sefiala que
algunos de los procedimientos matemaéticos descritos se basan
en conceptos posteriores que no eran conocidos en esa época.
No obstante, considera que se trata de un trabajo de gran valor,
producto de los conocimientos matematicos de Bharati Krishna
y de su dilatada experiencia en la experimentacién con nimeros

[5].

Alex Bellos, en su libro «Alex’s adventures in numberland» [6], e i
menciona haber encontrado algunos de los procedimientos dg Fiqura 1. Portada de Ia edicién actul
célculo de Bharati Krishna en el libro de Fibonacci «Liber Abaci» del libro Vedic Mathematics de Sri
[7], por ejemplo el correspondiente al sutra «En vertical y cruzan- Bharati Krisna
do». Es claro que algunos de los artificios matemaéticos descritos
en el libro de Bharati ya eran comunes en Europa durante el renacimiento. Lo que no se sabe es
si estos métodos procedian de India. Conviene recordar que el libro de Fibonacci fue el primero
que recogi6 en Europa el sistema de numeracién indo-ardbigo.

Al margen de la veracidad o no de que los métodos de célculo descritos procedan de la
antigiiedad, o sean una recopilacién de procedimientos de célculo mental realizada por el autor,
hay que destacar el valor que pueden aportar para ensefiar matemadticas a los nifios. El propio
Bharati Krishna menciona este asunto en el prélogo de su libro.

Nacho Ruiz destaca algunas de las ventajas que aportan los métodos de calculo aritmético
de las Matematicas Védicas, frente a los métodos tradicionales [8]:

—_

Sencillez: son féciles de ensefiar y de aprender

Flexibilidad: se pueden utilizar métodos diferentes para hacer las mismas cosas

3. La unién de sencillez y flexibilidad favorece la creatividad de los alumnos, que pueden
desarrollar sus propios métodos de resolucién de los problemas

4. Las operaciones se resuelven en una sola linea, lo que permite la realizacién de los calcu-

los de manera mental, sin ldpiz ni papel, favoreciendo el desarrollo de la memoria y la

agilidad y capacidad mental

N

En los afios posteriores a la publicacién del libro de Bharati Krishna, diversos matematicos
han profundizado y desarrollado los métodos védicos. Si bien las principales aplicaciones tienen
que ver con las operaciones aritméticas (suma, resta, multiplicacién, divisién, exponenciaciéon
y extraccién de raices), existen aplicaciones a la trigonometria, la geometria, la derivacién, la
integracion y la resolucién de sistemas de ecuaciones, entre otras [9; 10].

Existen algunos intentos de utilizar la algoritmia de los procedimientos de célculo de las
matematicas védicas para su aplicacion a cdlculos con ordenador. Algunos autores afirman que
la implementacién de las técnicas de las matematicas védicas en la arquitectura de alguno de los
componentes de los procesadores aumenta la velocidad en las operaciones y reduce el tamario
de los mismos [11; 12; 13; 14]. También se han desarrollado filtros para el tratamiento de sefiales
[15].
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Los métodos védicos son interesantes y les resultaran divertidos a los amantes de la arit-
mética. Se trata de técnicas operativas que se pueden aplicar para la realizacién de calculos
mentales, como gimnasia del cerebro o como métodos para constatar algunas propiedades de
los ndimeros enteros. Los métodos més sencillos pueden ayudar a motivar a los més pequefios
en el aprendizaje de las matemadticas. Permiten la utilizacién de diferentes procedimientos para
la resolucién de las operaciones, y ello favorece la utilizacién de la competicién y el juego a la
hora de practicar la aritmética.

El objetivo de este articulo es dar a conocer el método védico a las personas que no lo cono-
cen. A modo de muestra, en los siguientes apartados se explicaran algunas de las técnicas que
se pueden utilizar para realizar algunas operaciones aritméticas. El lector interesado en pro-
fundizar mds sobre las mateméticas védicas encontrara en el libro «Multiplica como nadie» de
Nacho Ruiz una buena introduccién [8]. También son muy interesantes y se han utilizado en la
preparacion de este articulo las referencias [9; 10; 16; 17].

2. Multiplicaciones de nimeros de dos cifras

Los ntimeros de dos cifras van desde el nimero 10 hasta el nimero 99. El producto de dos de
estos niimeros estard comprendido entre 100 y 9801. El resultado de estas multiplicaciones sera
siempre un ndmero de 3 o de 4 cifras. Sea a la primera cifra del primer operando y b su segunda
cifra. Esto es, el primer operando sera el ntimero ab, donde a y b son sus dos cifras y cada una de
ellas puede valer: 0,1,2..9. Andlogamente, sean c y d las dos cifras que componen el segundo
operando, cd. Si se realiza la multiplicacién con el algoritmo tradicional, las operaciones que
hay que realizar son las siguientes:

abxcd=dxb+dxax10+cxbx10+c x a x 100

Por ejemplo, si los operandos fueran 32 y 74, su producto seria:

32x74=(4x2+4x3x10)+ (7 x2x10+7 x 3 x 100) = 128 -+ 2240 = 2368

Se puede ver que hay que hacer cuatro productos de dos cifras y luego sumar un ndmero
que puede tener 2 o 3 cifras con otro que puede tener 3 o 4 cifras. Las multiplicaciones por 10 o
por 100 realmente no se hacen, van sobreentendidas por la forma en que se colocan los niimeros
al operar el algoritmo. En la parte izquierda de la figura 2 se muestra el algoritmo tradicional
para esta operacion.

Reordenando las operaciones individuales, el resultado de la multiplicacion de ab x cd se
puede calcular de la siguiente manera:

abxcd=axcx100+ (axd+bxc)x10+bxd

Para el mismo ejemplo anterior, su producto seria:

32 x74=3x7x100+ (3x4+2x7)x10+2 x4 =2100+ 260+ 8 = 2368

El esquema que hay que seguir para realizar la operacion es el de la parte derecha de la figura
2, que en la literatura sobre matematicas védicas se asocia al sutra «En vertical y cruzando».
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32 32 )
x 74 x 74 |

128 2168
224 2 | ><
2368 2368 © @@

Figura 2. Izda: algoritmo tradicional para multiplicar dos miimeros de dos cifras. Centro: algoritmo védico. Dcha: esquema de la
operacion realizada segiin el sutra «en vertical y cruzando»

Esta forma de organizar la operacién tiene la ventaja de que se pueden ir calculando las cifras
del resultado de manera individual, con lo que se facilita realizar la operacién en la cabeza, sin
utilizar lapiz y papel. Ademads, las cifras del resultado se pueden calcular operando de izquierda
a derecha o de derecha a izquierda. La manera de proceder para calcular las cifras del resultado
es la siguiente:

» Lado izquierdo: a X c.

» Cifra central: a X d + b X c. Si el resultado de esta operacién es mayor que 9, las decenas re-
sultantes hay que sumarselas a la cifra izquierda dejando como cifra central del resultado
solo las unidades

= Cifra derecha: b x d. Como antes, si el resultado fuera mayor que 9, las decenas se sumaran
a la cifra central. Si como consecuencia de ello, la cifra central pasara de 9, las decenas se
pasardn al lado izquierdo.

En la descripcién anterior se ha puesto «lado izquierdo» pues, segtin la operacién concreta,
podrd constar de 1 o de 2 cifras. La parte central de la figura 2 muestra cémo se podria organizar
el algoritmo si se hace con lapiz y papel. Se ha calculado primero 7 x 3, y se ha escrito 21. A
continuacion se ha calculado 3 x 4 +7 x 2, que da 26, escribiendo el 2 debajo del 1 del resultado
anterior. Por dltimo, se ha calculado 4 x 2, escribiendo el 8 en su lugar. La suma muestra el
resultado final.

Resulta més dificil explicarlo con palabras que hacerlo siguiendo el esquema de la parte
derecha de la figura 2. Al principio se puede practicar utilizando lapiz y papel, pero es facil
ejercitarse a hacerlo de cabeza. A algunas personas, al hacerlo de cabeza, les resulta més sencillo
calcular primero la cifra central, y luego el resto. Al principio puede parecer mas sencillo operar
de derecha a izquierda, pero con un poco de préctica, se opera mejor de izquierda a derecha.

3. Multiplicacién de nimeros de 3 cifras

Los nameros de tres cifras van desde el 100 hasta el 999. El resultado de multiplicar dos
nameros de tres cifras estard comprendido entre 10000 y 998001, con lo que tendra 5 o 6 cifras.
El esquema para realizar la operacién segtin el método védico es el de la parte izquierda de
la figura 3. Como en el caso de los productos de ntiimeros de dos cifras, al operar con ldpiz y
papel se irdn escribiendo las cifras individuales del resultado en una linea, pudiendo operar de
izquierda a derecha o de derecha a izquierda. En la parte derecha de la figura 3 se puede ver la
aplicacion a un caso concreto.

Con tres cifras, operar de cabeza es mas complicado, pero con un poco de préctica también
se pueden obtener buenos resultados. En cualquier caso, si se hace con lapiz y papel, resulta
bastante mds sencillo que el algoritmo tradicional.

Un caso particular es el de tener que multiplicar un ntimero de 3 cifras por uno de 2 cifras.
En ese caso, se opera como indica la figura 4. Se omite el calculo de la cifra central. Las cifras del
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Figura 3. Izda: esquema védico para el producto de dos niimeros de tres cifras. Dcha: aplicacion a un caso concreto y forma de
operar con ldpiz y papel

lado izquierdo se calculan alineando el ntimero de dos cifras al lado izquierdo y utilizando los
dos esquemas de productos de la izquierda. Las cifras del lado derecho se calculan alineando
el nimero de dos cifras al lado derecho y operando con los dos esquemas de la derecha del
método general.

@ & © | @ ® © @ 6 ® |& B8 @
h b
@ @ g ® @ ® @ ®
235 235
42 a2
8660
121
9870

Figura 4. Esquema védico para el producto de un niimero de tres cifras por uno de dos cifras

Aunque el método descrito para calcular el producto de un numero de 2 cifras por uno
de 3 cifras es sencillo, también se podria utilizar el método general para niimeros de 3 cifras,
poniendo un cero delante del niimero de 2 cifras para convertirlo en un niimero de 3 cifras.

4. Multiplicacién de nameros de cuatro cifras

Los ntimeros de cuatro cifras son los comprendidos entre el 1000 y el 9999. El producto de
dos de estos nimeros estara comprendido entre 1000000 y 99980001. Por tanto, estos resultados
siempre tendrdn 7 u 8 cifras. El esquema para realizar la multiplicacién es el de la figura 5,
donde se indica cémo calcular las siete cifras. La octava, de haberla, se obtendra cuando la cifra
de la izquierda sea mayor que 9.

o O O o 0 O O o_©O O O o_<Ca O 0O o o _0 O o 0 O © o O O O

[ I G - G ==l D=

o O O o O O O o O O O o O O ©O c O 0 © o O o © o O C© O

Figura 5. Esquema védico para el producto de dos niimeros de cuatro cifras

El esquema puede parecer complicado, pero la operaciéon que resulta es més sencilla de
realizar que con el algoritmo tradicional. En la parte izquierda de la figura 6 se muestra la
operacién para un caso concreto utilizando el algoritmo tradicional; en la parte derecha de la
figura se muestra la misma operacién realizada con el esquema védico.
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6545
x 3278 6545 x 3278
52360 18746870
45815 260764
13090 1
19635 21454510
21454510

Figura 6. Izda: multiplicacién tradicional de dos niimeros de cuatro cifras. Dcha: multiplicacion de dos niimeros de cuatro cifras
utilizando el algoritmo védico

Una vez mads, el algoritmo védico, ademds de ser mds sencillo, permite realizar la operacién
en menos lineas y operando de izquierda a derecha o de derecha a izquierda. Si se realiza un
conteo de las operaciones individuales de cada algoritmo, en ambos casos se realizan 16 pro-
ductos de dos nimeros de una cifra, 2 sumas de una cifra, 2 sumas de dos cifras y 2 sumas de
tres cifras. Pero mientras que en el algoritmo tradicional hay que realizar 2 sumas de cuatro
cifras, en el algoritmo védico se realiza una sola de esas sumas.

El caso particular de la multiplicacién de un ntimero de 4 cifras por uno de 3 cifras se mues-
tra en la figura 7. Como se hacia en el apartado anterior al multiplicar un nimero de 3 cifras
por uno de 2 cifras, hay que ir desplazando el niimero de menos cifras y utilizar solo una parte
de los esquemas de multiplicacién. Algo similar sucede al multiplicar un nimero de 4 cifras
por uno de 2 cifras. En la figura 8 se muestra un ejemplo resuelto, indicando los esquemas de
operaiones que hay que realizar en cada desplazamiento del ndmero de 2 cifras.

237 6545 x 237
1285735
26543
1551165

Figura 7. Esquema védico para el producto de un niimero de cuatro cifras por uno de tres cifras

2368 2368
32 32

2368 x 32
63466
1231
75776

Figura 8. Esquema védico para el producto de un niimero de cuatro cifras por uno de dos cifras

En cualquier caso, se podrian afiadir ceros delante de los ntimeros con menos cifras y utilizar
el esquema general de célculo.
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5. Realizacion de restas

Existe un método general para la realizacion de cualquier tipo de resta, que puede ser muy
did4ctico para practicar con los més pequerios. Para un adulto que sepa restar por el método
tradicional, seguramente no aporta muchas ventajas. Se puede consultar la referencia [9] pa-
ra aprender su funcionamiento. Aqui solo se va a describir cémo realizar determinados tipos
concretos de restas, que permiten su realizacién de cabeza de manera sencilla, y que resuelven
problemas habituales en la vida cotidiana.

En la literatura sobre matematicas védicas se denominan «bases primarias» a los niimeros
multiplos de 10, por ejemplo, 10,100, 1000, .... Se denominan «bases de trabajo» o también «ba-
ses secundarias», a los ntimeros acabados en 0 que no son potencia exacta de 10, por ejemplo
50,250, 500, ....

Se va a explicar como restar un ntimero de una base. Para ello, los libros sobre matemaéticas
védicas dicen que se utiliza el sutra «todos de nueve y el iiltimo de diez», por el motivo que quedara
claro a continuacién.

Supéngase que se quiere realizar la resta 100 — 17. El resultado se obtiene, de izquierda a
derecha, restando cada cifra del sustraendo (17) de 9, excepto la tltima que se restara de 10. En
el ejemplo indicado, el resultado de la resta sera 83 (Se ha hecho de izquierda a derecha 9 — 1y
10 — 7). La figura 9 muestra el esquema de la operacién aplicado a otro caso concreto.

Para que funcione el método, el ntimero de cifras del sustraendo -
tiene que ser igual que el ntimero de ceros de la base. Si tuviera 1000-468
menos, se completard a la izquierda con ceros. Por ejemplo, 1000 — | |

17 = 1000 — 017 = 983. 9910

Se puede utilizar como minuendo una base que no sea primaria. | |
Por ejemplo, si se quisiera hacer la resta 5000 — 248, se podria des- 532
componer (mentalmente) en 4000 + (1000 — 248), lo que equivale ‘ _

a restar de 1000 y poner a la izquierda del resultado una unidad 8% - Ejemplo de resta de
izquierda a derecha con el método
menos que la base, esto es: 5000 — 248 = 4752. «Todos de nueve y el iiltimo de

: : . - . . diez»
Si el sustraendo tuviera el mismo ntmero de cifras que el mi-

nuendo, habria que ajustar la cifra de la izquierda de acuerdo a la
operacion concreta, por ejemplo, 3000 — 1732 = (2000 — 1000) + (1000 — 732) = 1268

Si el nimero que hay que restar acaba en cero, se hace la resta quitando el altimo cero a la
base y al sustraendo y se afiade un cero al resultado: 100 —30 — 10— 3 =7 — 70.

El lector puede comprobar lo sencillo que resulta hacer las operaciones de cabeza. Puede ser
de utilidad para calcular «las vueltas» de pequefias compras. Por ejemplo, para calcular cudnto
dinero se debe devolver al pagar con un billete de 20 euros una compra de 6,45 euros, se puede
hacer 2000 — 645 = 1355 — 13,55 euros.

6. Multiplicacién de nimeros préximos a una base

Se va a explicar un procedimiento sencillo para multiplicar de cabeza dos ntmeros que se
encuentren cercanos a una base primaria. En la figura 10 se muestra el esquema de lo que se va
a explicar a continuacién.

Supoéngase que se quiere multiplicar 12 x 14. Son nimeros préximos a la base 10. El procedi-
miento consiste en formar un cuadro, poniendo a la derecha de cada ntimero su diferencia con
la base, con su signo. La parte izquierda del resultado se obtiene sumando uno de los ntimeros
con la diferencia a la base del otro. Da igual cudl de los dos operandos se escoja, el resultado es
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el mismo. En el ejemplo, la parte izquierda del resultado serfa 12 -4 = 14 42 = 16. La parte
derecha del resultado se obtendra multiplicando con su signo la columna de las diferencias. En
el ejemplo, la parte derecha del resultado serfa 2 x 4 = 8. Aljuntar la parte izquierda y la parte
derecha se obtiene el resultado de la multiplicacién, en este caso 168.

] 12 +2

>< 14 +4
O

16 / 8

168

Figura 10. Ejemplo de multiplicacién de dos nmiimeros proximos a una base

Un caso particular serfa cuando el producto para obtener la parte derecha de un ndmero
mayor que 9. En ese caso, las decenas se anadiran a la parte derecha. Por ejemplo, para multi-
plicar 13 x 17, la parte izquierda da inicialmente 13 +7 = 17 + 3 = 20. Al operar la columna de
las diferencias se obtiene 3 X 7 = 21, con lo que el 2 habra que sumarlo a las decenas de la parte
izquierda, resultando finalmente 13 x 17 = 221.

Otro caso particular se da si uno de los operandos estd por encima de la base y el otro por
debajo de la base. Por ejemplo, al operar 13 x 9. En este caso, el producto de las diferencias
da —3. Lo que habra que hacer es extraer una decena de la parte izquierda y dejar como parte
derecha el complemento a 10. La figura 11 muestra el procedimiento.

13 +3
9 -1

12 / -3
11/ 7
117

Figura 11. Caso particular de multiplicacién de dos niimeros proximos a una base

Al operar la columna de las diferencias hay que tener en cuenta que la parte derecha del
resultado tiene que tener tantos digitos como ceros tenga la base. Por ejemplo, para operar
103 x 107, la base es 100 y, por tanto, la parte derecha del resultado tiene que tener dos cifras.
En este caso, la parte izquierda serfa 103 + 7 = 107 + 3 = 110, y la parte derecha serfa3 x 7 = 21,
con lo que el resultado seria 11021. Si hubiera menos cifras, se completan con ceros. Puede ser
cémodo, para no olvidarse, poner ya las diferencias con los ceros necesarios. Por ejemplo, para
operar 102 x 104, la parte izquierda serfa 102 44 = 104 + 2 = 106; las diferencias serian +02 y
+04. El producto de las diferencias seria 08 y el resultado total de la operacién 10608.

Cuando los ntimeros estan préximos a una base secundaria, hay que utilizar una base pri-
maria de referencia. Por ejemplo, suponga que se quiere multiplicar 48 x 47. Ambos nimeros
son proximos a la base de trabajo 50. El procedimiento se esquematiza en la parte izquierda de
la figura 12. Se escoge una base primaria que servird para fijar el ntimero de cifras de la parte
derecha del resultado y el factor por el que habrd que multiplicar o dividir la parte izquierda
que se obtiene. Solo se aplica el factor a la parte izquierda. En el ejemplo que nos ocupa, si se
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escoge como base primaria 10, el resultado obtenido para la parte izquierda habra que multipli-
carlo por 5. La parte izquierda serd inicialmente: 48 — 3 = 47 — 2 = 45, que multiplicado por 5
da como resultado 225. La parte derecha serd como siempre —3 x —2 = 6. Tiene una cifra, como
la base primaria es 10, que tiene un solo cero, no hay que hacer nada més. Al unir las dos partes
dara el resultado: 48 x 47 = 2256.

Base primaria: 10 Base primaria: 100
Base trabajo : 50 Base trabajo : 50

Factor: 50/10 = 5 Factor: 50/100 = .5

48 -2 48 -02

a7 -3 47 -03

45 /| 6 45 / 06

225 / 6 22.5 / 06

2256 22 / 56
2256

Figura 12. Multiplicacion con base de trabajo secundaria. Izda: la base de trabajo es mayor que la base de referencia. Dcha: la base
de trabajo es menor que la base de referencia

Suele ser méds cémodo elegir la base primaria de referencia menor que la base de trabajo,
para que el resultado de la parte izquierda haya que multiplicarlo y no dividirlo. Por ejemplo,
la operacién anterior se podria haber hecho con base de referencia 100, resultando el esquema
de célculo de la parte derecha de la figura 12. Se puede ver que hay que dividir por 2 el resultado
obtenido para la parte izquierda con lo que da un ,5, que hay que pasar como decenas a la parte
derecha, resultando un poco més engorrosa la operacién mental.

En todos los casos, aunque se trate de ntimeros préximos a una base, se podria utilizar
también el método general de multiplicacién «En vertical y cruzando» que se explic6 en apartados
anteriores.

7. Algunas casos particulares de multiplicaciones

7.1. Multiplicaciones por 11

Cuando el ntimero tiene una cifra, simplemente se repite dos veces. Por ejemplo, 7 x 11 = 77.

5i el ntimero tiene dos cifras, serdn la primera y la tiltima cifra del resultado. La cifra central
del resultado se obtendrd sumando ambas cifras. Si esta suma da mayor que 9, habra que pasar
la decena a la primera cifra del resultado. Los siguientes ejemplos aclaran la cuestion:

12x11=1[1+2]2=132

_ B 1
98x11=9]9+8|8=1078

Si el nimero tiene mas de dos cifras, el procedimiento es similar. La primera y la tltima cifra
se mantienen. En medio se van sumando dos a dos:

175x11=1[147|7+5|5=1925

Otra forma de entender el procedimiento es situar poner un cero antes y después del nimero
a multiplicar e ir sumando desde la derecha cada ntimero con el que tiene a su izquierda:

2745 x11=027450 — 30195
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Con esta técnica, se puede multiplicar por 111. Para ello, hay que poner dos ceros delante y
otros dos detras del niimero e ir sumando los niimeros de tres en tres. En todos los casos, si la
suma da més de 9, se pasan las decenas a la siguiente suma:

34x11=003400— 3744

Similar es multiplicar por 1111. Se ponen tres ceros delante y detrds del ntimero y se van
haciendo sumas de cuatro cifras:

2172 x1111=000217200 0 — 2413092

7.2. Multiplicacién por 5, 50, 25, 125, 625

Para multiplicar por 5, se aflade un cero y se divide por 2:

42 x5 =420/2 =210

Para multiplicar por 50, se afiaden dos ceros y se divide por 2:

47 x 50 = 4700/2 = 2350

Para multiplicar por 25, se afiaden dos ceros y se divide por 4. La divisién por 4 se puede
hacer dividiendo dos veces por 2. Por ejemplo:

16 x 25 =1600/4 = 800/2 = 400

Para multiplicar por 125, se pueden afadir tres ceros y dividir por 8. Una vez mads, dividir
por 8 se puede hacer dividiendo tres veces por 2:

624 x 125 = 624000/8 = 312000/4 = 156000/2 = 78000

Para multiplicar por 625, se afiaden cuatro ceros y se divide por 16:

428 x 625 = 4280000/16 = 2140000/8 = 1070000/4 = 535000/2 = 267500

7.3. Producto de niimeros cuyas dltimas cifras suman 10 y el resto son igua-
les

Se dividen los niimeros en dos partes: la parte izquierda con las cifras que son iguales y la
parte derecha con la dltima cifra. La parte derecha del resultado sera el producto de las dltimas
cifras de los ntimeros. La parte izquierda serd el producto de la parte izquierda por la parte
izquierda mas 1:

46 x 44 = (4 x (4+1)) | (6 x 4) = 2024

113x117 = (11 x (1141)) | (3 x 7) = 13221 @)
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7.4. Elevar al cuadrado un niimero que acaba en 5

Sea el ndmero a5, donde a representa su primera cifra. El resultado constard de la parte
derecha, que es 52 = 25, y la parte izquierda que serd a x (a +1):

852 = (8 x (8+1)) | 25 = 7225

Si el ntimero tiene mas de dos cifras, el procedimiento es el mismo:

1152 =(11 x (11 +1)) | 25 = 13225 )
245% =(24 x (24 +1)) | 25 = 60025

7.5. Cuadrado de un nimero préximo a una base

El resultado consta de dos partes: la parte izquierda sera la suma del niimero mas la des-
viacién con la base, con su signo; la parte derecha sera el cuadrado de la desviacién. La parte
derecha tiene que tener el mismo ntimero de cifras que los ceros de la base. Si tiene mds, se
pasan a la parte izquierda. Si tiene menos, se afiaden ceros a la izquierda. Algin ejemplo:

132 — Base = 10, Desv = 3 — (1343) | 9 = 169

16> — Base = 10, Desv = 6 — (16 +6) | 36 = (16 +6+3) | 6 = 256
912 — Base = 100, Desv = —09 — (91 —9) | 81 = 8281

972 — Base = 100, Desv = —03 — (97 — 3) | 09 = 9409

4)

8. Comprobacién de resultados: sacando nueves

Con cualquier ntimero entero se puede hacer la operacién denominada «sacar nueves». Con-
siste en sumar las cifras de un nimero entero de manera recursiva, eliminando los nueves hasta
que solo quede un digito menor que 9. Se debe eliminar cualquier cifra 9 que haya. También
se pueden eliminar, para facilitar la operacién, cualquier combinacién de cifras que sume 9. Al
final tiene que quedar una tinica cifra menor que 9, o 0. Vea un ejemplo:

754236 — 27 —+9 — 0

Se han ido sumando todas las cifras, al final al eliminar el 9 queda 0. Pero se podrian haber
eliminado el 7 y el 2, que suman 9, y el resultado seria el mismo:

754236 — 5436 — 36 — 0

En una operacién aritmética entre ndmeros enteros se cumple que, si se operan los resul-
tados de sacar nueves a los operandos, se obtiene el mismo valor que si se sacan nueves al
resultado de la operacién. Esto se cumple con la suma, la resta, la multiplicacién, la exponen-
ciacién y otras. Esta propiedad se conoce con el nombre de «teorema de los restos chinos». El
teorema de los restos chinos se conoce desde el siglo III y se atribuye al matematico chino Sun
Tzu. En la literatura védica, al ndmero que resulta de sacar nueves se le llama el «Navasesh».
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Por ejemplo, en la operacion 123 x 145 = 17835, si se sacan nueves de 123 se obtiene 6, si se
sacan nueves de 145 se obtiene 1 y si se sacan nueves del resultado se obtiene 6. Observe que el
Navasesh del resultado es igual al producto de los Navasesh de los operandos.

Si los valores coinciden, no se tiene garantizado que la operacién esté bien hecha, pero si no
coinciden, si que se tiene garantizado que la operacion estd mal hecha. Es una técnica sencilla
para comprobar el resultado de las operaciones, al menos, para detectar resultados incorrectos.

9. Conclusiones

Hay otras técnicas de célculo en la literatura védica que no se han explicado en este articulo.
La intencién no era mostrarlas todas, sino mostrar algunas de ellas con el fin de despertar la cu-
riosidad del lector. En la bibliografia que acompafia a este articulo se puede encontrar material
para ampliar conocimientos sobre el tema.

Si se ha mostrado en el articulo, en opinién del autor, lo suficiente para poder valorar la
utilidad de los métodos propuestos, tanto para ejercitar el cerebro mediante el cdlculo mental,
como para que la ensefianza de las matemaéticas en las edades tempranas se pueda hacer de una
forma mds amena que simplemente forzando a los chicos a repetir interminables operaciones
de multiplicar con el algoritmo cldsico. Los métodos que se muestran en este articulo no tratan
de sustituir a métodos los clasicos, sino mds bien complementarlos.

Recuerdo que cuando yo tenia diez afios, mi abuelo me ensefi6 el algoritmo de la raiz ctibica.
Mi abuelo lo habia aprendido en el colegio. A mi, en el colegio me ensefiaron el algoritmo para
calcular raices cuadradas. Desconozco si se sigue ensefiando. Lo que si puedo asegurar es que,
a excepcion de los ejercicios que hice en el colegio, nunca he utilizado dicho algoritmo para
calcular una raiz cuadrada. A dia de hoy, ya no recuerdo cémo se hace. Prefiero calcular las
raices tanteando multiplicaciones de ntimeros cercanos. Las matemdticas védicas disponen de
un método similar de tanteo para calcular raices cuadradas y ctibicas, aunque no se ha explicado
en este articulo. Mucho me temo que, lo que me ha pasado a mi con el algoritmo de la raiz
cuadrada, le pasa hoy en dia a un niimero importante de personas con los algoritmos de la
multiplicaciéon y de la divisioén. Las personas que necesitan hacer multiplicaciones y divisiones
en su trabajo o en su vida diaria, utilizan una calculadora.

Los métodos de calculo descritos en este articulo, y otros similares que no se han descri-
to, son faciles de aprender y de utilizar. Pero quizds, lo méds importante es que desarrollan la
inventiva y la imaginacién de los aprendices, haciéndoles utilizar y entender propiedades de
los niimeros. Quién sabe si alguno de ellos no vera en estas propiedades un campo interesante
de profundizacién. Saber hacer de manera sencilla y de cabeza pequefias operaciones podria
propiciar que algunas veces no sientan la necesidad de utilizar la calculadora para realizar de-
terminados célculos.

Es por ello que creo que, sin dejar de ensefiar los métodos cldsicos para realizar las opera-
ciones aritméticas, se deberfa dedicar algo de tiempo a provocar en los alumnos el ejercicio del
calculo mental y de la comprensién de las propiedades de los ntimeros.

Problemas parecidos a los indicados para el caso del aprendizaje de la aritmética en la ense-
fianza primaria, han sido detectados por el autor en la ensefianza de las matemadticas superiores
en los estudios universitarios de ingenieria. Pero esa es otra historia, y no corresponde abordarla
aqui.
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Resumen

Se presenta un cuento infantil, orientado a nifios de 6 a 9 afios (de 6 afios principalmente)
en el que se introducen las operaciones aritméticas basicas de forma amena, mediante un
espectaculo infantil.

Palabras Clave: Cuentos con contenidos matematicos, método de aprendizaje cldsico,
operaciones matematicas bésicas.

Abstract

A tale for children is presented. It is oriented for children from 6 to 9 years old (mainly
for 6 years old). In the tale the basic arithmetic operations are introduced in a funny way, by
means of a children’s show.

Keywords: Mathematical tales, classical learning method, basic mathematical operations.

El cuento

1.1 Goro el ogro

- A continuacion, con todos ustedes, jGoro el ogro y Gora la ogra!
(Sintonia)

Goro el ogro, se arranca las patas, se arranca las cejas, se arranca la barba, se arranca los

dientes, se arranca las napias, se arranca, se arranca todo.

Gora la ogra, se arranca las patas, se arranca las cejas, se arranca la barba, se arranca los

dientes, se arranca las napias, se arranca, se arranca todo.

No tengas miedo y juega con ellos, da saltos muy altos, que lleguen al cielo, y tdpate un ojo,

y tirate al suelo y muérdete, muérdete un codo.
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No tengas miedo y juega con ellos, da saltos muy altos, que lleguen al cielo, y tapate un ojo,
y tirate al suelo y muérdete, muérdete un codo.

(voz de nifo) Juego con ellos, y no me da miedo.
No me dan miedo, pues son ogros buenos

Son un poco feos, pero yo los quiero.

Son mis amigos, jy bailo con ellos!

(acelerado) Goro el ogro se arranca las patas, se arranca...
- iHola, nifios!

- Holaaaa

- ;Sabéis quiénes somos?

- Goro y Gora.

- (Qué somos, marido y mujer?

- No, si, no, nooo

- (Somos padre e hija?

- Si, no, sii...

- ¢;Somos madre e hijo?

- Noo..., sii..., no sé...

- ;Somos hermanos?

- Sii..., Noo...

- ;Somos amigos?

- Noooo... Sii.. .i...

- Nadie sabe lo que somos. Pero no nos importa. Lo que importa es que vamos a pasarlo
bien. A ver, ;qué queréis hacer? ;Qué os gusta? ;Os gusta el ftbol?

- Si,,i,,4

- ;Os gustan los juguetes?
-Siddd

- ;Os gusta jugar al pilla-pilla?
-Si.d.d

- .Y jugar con las mufiecas?
-Siddd

-'Y las mates, ;también os gustan?
-Noo...o...0

- (Qué me decis? ;No os gustan las sumas y las restas?
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-Noo...00...0...0

- Pero si puede ser muy divertido. Sobre todo, si lo hacemos rapido. A ver quién gana...
(cinco mas tres?

- Ochoooo...
- Muy bien. ;Cuatro mas dos?
- Seiiis... Siete...

- Pero bueno, ;quién ha dicho siete? Bueno, no pasa nada, eso es porque lo estamos haciendo
rapido. A ver ahora, ;seis mas tres?

- Nueveee....

- (Quince mas cinco?

- Pero bueno, ;jnadie sabe cuantas son quince mas cinco? Mirad que me enfado, jeh?
- Goro, que son pequeios. Sélo saben sumar nimeros de una cifra.

- iPero si es muy facil! jTienen que saberlo!

(Goro se tira al suelo y patalea)

- No os preocupéis, os voy a ensefiar un truco para hacer quince mas cinco y que Goro deje
de patalear. ;sabéis contar?

-Si..dad.

- ;Hasta cuanto?

- Hasta treinta..., hasta cuarentaaa, hasta veinteee...
- ./ Todo el mundo sabe contar hasta veinte?
-Sid..

- Bueno, pues entonces vamos a hacer una cosa. Vamos a contar, y cuando lleguemos a
quince sacamos la manita y contamos con los dedos hasta que tengais la mano abierta.
jEmpezamos!

- Unooo, dos..., treeesss, ..., ..., ..., quinceeee...

- jAhora, la mano!

- Dieciseis..., diecisiete..., ..., veinte...

- iMuy bien, ya esta! ;Cuanto son quince mas cinco?

- Veinteeeeeee. ..

(Goro se incorpora de un salto y empieza a dar palmas)
- iGenial, chicos! ;Qué se le dije a Gora?

- jGracias, Gora!

- ¢(No veis que las matematicas estan bien? ;Qué os gusta mas ahora, las mates o el futbol?
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- El futbooool...

(Goro y Gora se echan la mano a la cara).
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Resumen

En este articulo se realiza una resefia del Proyecto Colaborativo CuentaMates, que forma
parte del Laboratorio Ciudadano Experimentamates, realizado en el mes de noviembre de
2021, en la Escuela de Caminos de la UPM. Se trata de un proyecto en el que se pretende
realizar una pagina web que sea un repositorio de cuentos matematicos para distintas edades
y clasificado por métodos didacticos y/o contenidos.

Palabras Clave: Cuentos, matematicas, material manipulativo, laboratorio ciudadano

Abstract

In this paper a report about the Collaborative Project MathTales is performed. This Project
took part of the Citizen Laboratory Experimentamates, carried out in November, 2021 in the
Polytechnical University of Madrid. The Project consists on the creation of a web page that
stands as a repository of mathematical tales oriented to different ages as well as classified by
didactic methods and contents.

Keywords: Tales, mathematics, manipulative material, citizen laboratory.
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1. Introduccion y descripcion

1.1 Laidea

La idea de este proyecto surge después de que una de las autoras de la presente resefia,
Alejandra Fernandez, llevara 10 afos escribiendo en su blog www.unaprofe.com. Hasta

entonces habia creado muchas entradas y compartido muchas ideas en internet. Durante los
ultimos 3 afios se habia empezado a especializar en el area de matematicas, compartiendo su
experiencia con el uso del Método Singapur en el aula de primaria. Y es entonces cuando se da
cuanta de lo importante que es leer en matematicas, y de los beneficios que tiene el conseguir
que el estudiante sea el protagonista de su propio aprendizaje, dandole a conocer diferentes
modelos y métodos para poder resolver los problemas que vayan apareciendo en el momento.

Empieza a tener interés por las matematicas divulgativas, leyendo libros cémo La sonrisa
del conocimiento de José Antonio Fernandez Bravo ' [1] o La poesia de los niimeros, de Daniel
Tammet 2 [2] y se engulle en la btisqueda de cuentos matematicos y empieza a leerlos y
clasificarlos por tematica. Cuando ya cree haber encontrado todos los cuentos matematicos que
existen se pone a escribir sus propios cuentos matematicos, como Los 3 arboles de Navidad o
El tapon de leche que cobr6 vida. Pero se da cuenta que sigue siendo poco, que con los cuentos
que hay, o lo que pueda ir creando ella, no va a conseguir llegar a todos los nifios y nifias y es
ahi, donde llega la idea.

¢(Por qué ponerse a escribir cuentos ella sola? ;Por qué no crear una comunidad educativa
de personas que amen las matematicas? ;Por qué no abrir la idea a los demas?

Y es asi como Alejandra se pone manos a la obra y crea el Proyecto Colaborativo
CuentaMates. Con el proyecto quiere crear un repositorio de cuentos matematicos para que
docentes, familias y estudiantes puedan llegar a entender las matematicas usando su lado mas
lingiiistico. Después de darle muchas vueltas y de presentar su idea por las redes sociales para
ver qué pensaba la gente sobre el proyecto, decide crear una web para asi poder almacenar de
forma gratuita todos los cuentos matematicos que le lleguen.

Como Alejandra siempre ha sido de las que piensan que no se pierde nada por intentarlo,
decide presentar su Proyecto de CuentaMates a la convocatoria de Laboratorios Ciudadanos
Experimentamates y cual es su sorpresa, que el 4 de octubre de 2021 es informada de que su
propuesta ha sido aprobada y durante el mes de noviembre podra ser desarrollada en los
talleres de produccion del Laboratorio Ciudadano ExperimentaMates.

Y es ahi cuando empieza la gran aventura de CuentaMates.

1 Fernandez Bravo, José Angel. La sonrisa del conocimiento, Editorial CCS, Madrid , 2019.

2 Tammet, Daniel. La poesia de los nimeros. Cémo los nimeros cambiaron mi vida, Blackie Books, Barcelona, 2017.
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2. Nuestro paso por Experimentamates

El laboratorio ciudadano Experimentamates, es un espacio multidisciplinar, abierto al
didlogo y a la reflexion sobre las matematicas tedricas, experimentales y sobre todo
manipulativas.

Para Cuentamates se convirtio en el punto de partida para consolidar un proyecto.
Nuestro equipo estuvo formado por tres integrantes:

e Alejandra Férnandez, protomora de la iniciativa “Cuentamates”
e Javier Rodrigo, mentor del laboratorio Experimentamates
e Verodnica Navarro, colaboradora

Durante el mes de gestacion de Cuentamates, tuvimos tres reuniones presenciales en el
laboratorio ciudadano Experimentamates, ademas de continuas reuniones online, email y
llamadas telefénicas.

2.1 Punto de partida

Nuestra primera reunién presencial estuvo marcada por tres fases,

una primera fase de acercamiento y conocimiento sobre nuestra
trayectoria profesional, una segunda fase de presentacion de la idea
original por parte de Alejandra, y para terminar un “brainstorming”
del que surgieron grandes avances y tareas para continuar en casa, CUE N
como revision de articulos bibliograficos, y revisiéon de cuentos J& B [ |
Proyecto Colaborativo

matematicos en diferentes portales de busqueda activa como

Pensamiento Matematico.

Figura 1. Logo de participacién en el proyecto

Se realiz6 también un listado de los cuentos que ya estaban a disposicion del proyecto y de
los potenciales participantes en la propuesta, asi como un reparto de las tareas pendientes
acorde a las habilidades y preferencias de los integrantes del proyecto y una peticion, a los

responsables del laboratorio, de materiales indispensables para seguir trabajando.

2.2 Desarrollo y analisis

La segunda reunidn presencial se centrd en organizar y dar forma a la pagina web

www.cuentamates.com, estructurdndola por contenidos, rango de edad, y métodos

matematicos como Singapur o ABN.
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Figura 1. Segunda reunién en el laboratorio ciudadano Experimentamates.

2.3 Resultado y consolidacion

La tercera reunién fue una revisiéon individual y grupal de todos los objetivos planificados,
evaluacion y control de los cuentos aportados, consolidando asi el proyecto en una pagina web

abierta al usuario a dia de hoy.

3. El resultado final

Un mes después de finalizar el Laboratorio Ciudadano salié a la luz la web
www.cuentamates.com [3] fue un trabajo duro y largo, pero gracias a la labor de los tres

participantes en el proyecto, se consiguié. Ahora queda la parte mas dificil, aunque no lo
parezca, ahora hay que llenar la web de cuentos matematicos y conseguir que, si no todos, si la
mayoria, vayan acompafados de una guia didactica, de una propuesta de material
manipulativo, de su traduccidn a otros idiomas, del audiolibro, de ilustraciones, ...

En una idea ambiciosa, pero su primer pasito lo dio gracias a Experimentamates. Esperemos
que, dentro de unos afios, la web sea una herramienta mas en las aulas de todos nuestros centros
y un recurso para todas las familias que lo necesiten.

Nl
®

[P @

ot r\o\_/.

Bienvenidos a

VCUENTAMATES

La web donde encontraras un cuento para cada uno de
los contenidos de matemticas que conozcas

Cuentos

Guia para familias y
docentes

‘Cada cuento ird acompafiado de
una guia para que asf puedas
sacarle todo el partido que quieras
al cuento que leas.

Figura 3. Imagen de la portada de la web www.cuentamates.com
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Resumen

En este articulo hablamos con Pablo Daniel Pajares Galeano, divulgador y docente extre-
mefio que nos cuenta su experiencia.

Palabras Clave: divulgacién, entrevista, monélogos cientificos, docencia.

Abstract

In this article we interview Pablo Daniel Pajares Galeano, science communicator and tea-
cher from Extremadura who tells us about his experience.

Keywords: science communication, interview, scientific monologues, teaching.

Pedro Daniel Pajares Galeano (Céceres, Sep. 1993) es graduado
en matemadticas por la Universidad de Extremadura (UEX), profe-
sor de secundaria y divulgador cientifico, ganador del prestigioso
Famelab en 2017. Su presencia es mas que notable en redes socia-
les (@Pedrodanielpg) y a través de su canal de Youtube «A todo
Gauss». Suele colaborar en algunos podcast, como «A Ciencia Cier-
ta», y otros programas de radio y televisién. Ademas hace poco, sus
paisanos y compafieros docentes y los que le conocemos tenemos
el orgullo de verle «crecer», hemos visto como ha sido elegido uno
de los j6venes extremefios mds influyentes.

— En primer lugar Pedro agradecerte que te hayas prestado a nuestra
entrevista. Pedro Daniel

Muchas gracias a vosotros por la invitacién y por la presenta-
cién. Los profesores y los divulgadores estamos acostumbrados a
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hablar y expresar nuestras opiniones, y aunque ahora mismo no tenga demasiado tiempo libre,
siempre se puede sacar un huequito para hablar con vosotros.

— Confieso que, aiin siendo compafiero docente cacerefio tuyo, no te conoct hasta que lo hicimos en el
canal de Telegram de la Sociedad Extremefia de Educacion Matemdtica «Ventura Reyes Prosper». Fue
entonces cuando vi que en Extremadura teniamos un «chaval» (espero que te lo tomes en el buen sentido)
paisano nuestro que habia sido ganador del famoso FameLab en 2017. Cabe decir que hay un referente
ganador del mismo prestigioso concurso como el gran divulgador Eduardo Sdenz de Cabezon, con lo
cual nuestros lectores pueden hacerse una idea de la importancia de este concurso. Nos gustaria que nos
comentaras sobre tu participacién en él, y sobre la experiencia posteriormente internacional.

Pues solo tengo buenas palabras para todo ello. Antes de FameLab ya hacia divulgacién en
algunas actividades de la universidad como la noche de los investigadores o en redes socia-
les, pero FameLab me permitié conocer a mds gente con la que compartiamos motivaciones y
consejos. Fue un apoyo mutuo y muy productivo, por ello mi experiencia fue buena, tanto la
organizacién como el resto de comparfieros estuvieron siempre ahi para echar una mano o dar
algunos consejos, porque aunque esto era un concurso, nosotros no éramos competidores sino
companeros.

En la edicién internacional fue similar, aunque actualmente tengo mds contacto con mis
compafieros espafioles que con los del resto de paises.

— ;Cuéntanos como es eso de ser ponente en bares? Nos estamos refiriendo a tu experiencia en «Pint
of Science» para que nuestros lectores se ubiquen.

Pint of Science es algo tinico, te permite hablar de ciencia en un bar ante un montén de
personas curiosas que estdn ahi con ganas de aprender algo nuevo y de tomar algo fresquito.
Solo pude participar en una edicién como ponente, pero como oyente he estado en muchas, y
es algo que recomiendo a todos, porque el ambiente de este evento lo hace diferente a las tipicas
ponencias cientificas, y eso es muy propicio para despertar la curiosidad del publico.

— Quizds uno de tus logros de mayor repercusion medidtica haya sido la de colaborar con Cremades
en «Raiz de cinco», ;jcomo te llego la oportunidad hacerlo?

A Santi lo conocia ya de redes sociales, pero fue a través de FameLab cuando lo conoci en
persona. El forma parte de Big Van Ciencia y de mil cosas més, y cuando me ofrecié colaborar
ocasionalmente en el tinico programa de espafia que trata integramente sobre matematicas solo
pude decir que si. Ademads, es un programa que ya escuchaba antes, por lo que me hizo especial
ilusion.

— Qué consideras que nos falta en Espafia en cuanto a la divulgacién para estar al nivel de otros paises
como los EE.UU, donde alguien puede permitirse el lujo de ganarse la vida con el mero hecho de divulgar
conocimientos. Estards de acuerdo conmigo que en nuestro pais a no ser que tengas el respaldo docente,
resulta muy dificil vivir iinicamente de la divulgacion.

Exacto, es complicado vivir de la divulgacién. Yo soy profesor de secundaria, es el trabajo
que disfruto y gracias al que vivo. Aunque a veces pueda usarlo de forma complementaria a la
ensefianza, la divulgacién para mi es un hobby, y precisamente porque me gusta la ensefianza
no me planteo ni actualmente ni a futuro dedicarme exclusivamente a la divulgacién. Desco-
nozco como estd actualmente la divulgaciéon en EE.UU, pero todos mis compafieros que viven
gracias a ella mezclan pasion, dedicacién y esfuerzo a partes iguales. Ser divulgador puede ser
algo bastante sacrificado, y también tienes que tener un poquito de suerte para dar los primeros
pasos.

— Bueno llegados a este punto de nuestra entrevista, resultard mds que evidente para nuestros lec-
tores tu versatilidad como divulgador. Me gustaria que nos contaras ;en qué momento decidiste que las
matemdticas podrian ser la forma de ganarte la vida? y ;por qué especificamente las matemdticas y la
docencia?
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Pues fue precisamente a través de la divulgacion. En mis tltimos afios como estudiante de
matematicas descubri que desde la Universidad de Extremadura se hacfan algunas actividades
divulgativas, y decidi apuntarme a muchas de ellas. Dedicarme a la docencia siempre habia
sido una opcidn, pero todo esto me empujé y animé a seguir, y no me arrepiento de ello.

— Centrémonos en la docencia. ; Qué opinas de los cambios drdsticos que se estdn produciendo no solo
a nivel curricular en la secundaria? Vaya por delante que a mi personalmente me parece una aberracion
ciertos puntos que la nueva LOMCE baraja, y que desde mi punto de vista tira por tierra la cultura del
esfuerzo y la meritocracia y que nos iquala a todos «por abajo». Tii eres muy joven, pero para docentes mds
mayores como yo, echamos mucho de menos tiempos pasados, y muchos de nosotros tenemos la impresion
de ser cada vez mds burdcratas y que cada vez tenemos menos tiempo para poder elaborar contenidos de
calidad y atractivos para nuestros chavales.

Bueno, a fecha de hoy atn no se han publicado los nuevos curriculos, y aunque si hay bo-
rradores prefiero no opinar sobre los contenidos hasta que sea definitivo, pero respecto a la
motivacién de esta nueva ley en cuanto a la cultura del esfuerzo he de decir que yo también
pensaba asi, pero tras hablar con muchas personas mi opinién ha cambiado bastante en los
altimos meses. Actualmente la educacién hasta los 16 afios es obligatoria, pero no todos los
alumnos tienen los mismos intereses, motivaciones o capacidades, y hay determinados alum-
nos que terminan aislados en determinadas modalidades o atrapados en bucles de repeticiones
hasta que cumplen los 16 afios y se van sin el titulo, es decir, el sistema les aparta del resto. La
ley educativa actual iba atin mads all4 (con las paralizadas revélidas), pero la nueva va en senti-
do contrario, haciendo que sean los contenidos los que se adapten al alumno. Esto va a darnos
mads trabajo a los profesores, claro, pero va a proporcionar un equilibrio entre la inclusién y la
comprension del temario que, al menos teéricamente, deberia beneficiar al alumno. Todo esto
es sobre el papel, hasta que la ley no esté en vigor no podremos saber si funcionaré o no, pero
no hay que olvidar que en Espafia tenemos un ndmero de alumnos que repiten muy superior al
de otros paises, y que la repeticién deberia ser la dltima opcién, por lo que si un alumno repite
curso debe significar que todas las demés opciones han fallado.

— ¢No has tenido nunca la sensacién que cada vez somos mds cuidadores de adolescentes y menos
docentes?

Bueno, para algunas personas trabajar con grupos de 20 nifios o adolescentes durante varias
horas al dia es algo complicado. Para nosotros es un martes mas. Un docente debe saber ensefiar
su materia, pero también gestionar su aula.

— Volvamos a tu época estudiantil. Un pajarito (te confieso que ha sido nuestro amigo Juan Medina de
lasmatemdticas.es y fundador de Shurmdticos a quien entrevistamos ya hace unos cuantos afios) nos ha
dicho que la rama que mds te gusta quizds sea la Geometria, aunque reconoces no ser un extraordinario
«dibujante», la Topologia para ser mds exacto ;por qué? ;cémo le explicarias a uno de tus alumnos de
secundaria que un donut y una taza son lo mismo desde un punto de vista topolégico?

Es cierto, la geometria y el dlgebra son de mis ramas favoritas. El ejemplo de la taza y el
donut es sencillo de explicar, este homeomorfismo puede interpretarse geométricamente como
una distorsion que conserva la propiedad de “tener un inico agujero”, y ademads en este ejemplo
concreto hay bastante apoyo visual. Estamos haciendo algo de trampa porque realmente esto es
topologia muy geométrica y los topdlogos tendran las manos en la cabeza, pero no querria ser
yo quién explicase topologia algebraica en una clase de secundaria ...

— Yo personalmente como bien sabes publiqué hace mucho tiempo un articulo sobre «Hamilton y
el descubrimiento de los Cuaterniones» al que le tengo un especial carifio, y sé que tu TFG versaba
precisamente sobre este hecho. Explicales a nuestros lectores porqué elegiste este tema.

En bachillerato ya escuchas hablar de un tipo especial de ntimeros llamados complejos que
existen mds alld de la recta real, pero en ningtin momento se me ocurrié pensar sobre si habia
algo mads alla o no. Un dia después de clase un profesor me hablé sobre una serie de documen-
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tales matemadticos que acababan de estrenar en una plataforma de streaming. Era “The Code”,
de Marcus du Sautoy. En un capitulo se mencionaba muy levemente a los ntimeros hipercom-
plejos, y esto me despert6 la curiosidad porque no habian dado mucha informacién sobre ellos
y para mi era algo nuevo. Hasta tal punto me pic6 la curiosidad que terminé empapandome de
ellos durante varios meses para escribir mi TFG sobre ellos.

— Sabemos que conoces un poco la antigua Prusia oriental (actualmente Polonia occidental), y ciuda-
des como Pozna#i cuna de criptégrafos polacos como Marian Rejewski, Jerzy Rozycki o Henryk Zygalski
entre otros. Cuéntanos un poco sobre tu experiencia alli como Erasmus.

Fue una experiencia maravillosa, y cualquier persona que haya ido de Erasmus dird lo mis-
mo. Es una oportunidad que todo el mundo tiene y que quien decida aprovecharla no se arre-
pentird, porque conocerd a gente maravillosa en contextos muy distintos y convivird con otras
culturas, aprendiendo mucho en el proceso. Ademds, académicamente me permitié aprender
sobre algunas asignaturas que no existian en mi universidad, como Teoria de grafos o Teoria de
juegos.

— Eres docente desde hace muy poquito. Imaginate que tuvieras la oportunidad de gestionar cambios
en la educacion como legislador, ;qué cambios estructurales fundamentales llevarias a cabo?

Sinceramente, no sabria por donde empezar, pero tengo muy claro que no seria yo solo quien
tomase la decisién, pues lo primero que haria seria preguntar a mis compafieros por los mejores
puntos de la ley actual y aquellas cosas que deberian mejorarse o que se echan en falta. En las
leyes educativas deberia haber consenso para conseguir que duren en el tiempo.

— ¢ Qué opinas de que un alumno titule ya no solo en secundaria obligatoria, sino incluso en bachille-
rato con las matemdticas pendientes?

Esta pregunta no tiene una respuesta facil. Creo que aqui hay algo més importante que tener
un 3, un 5 o un 7: las matemadticas no solo te ensefian a calcular el méximo comuin divisor de
dos ntmeros, la derivada de una funcién, o el nimero de aristas de un poliedro determinado;
te ensefian a razonar y a pensar. Si alguien no es capaz de razonar de forma légica, de verificar
informacién o de extraer conclusiones, es mucho mads ficil de engafiar y de manipular, y esto es
un problema porque si no es capaz de esto sus decisiones no serdn suyas. ;Me encantaria que
todos los alumnos que tengan el titulo de bachillerato tengan por lo menos un 5 en matematicas?
jPor supuesto! Pero, ;puedo asegurar todo lo anterior con ese 5?

— ¢Como les trasmites a tus alumnos la importancia, y lo que es mds importante la utilidad, de nuestra
materia?

Creo que te he respondido un poco a esta pregunta en la anterior, pero ya que has mencio-
nado antes a Eduardo Sdenz de Cabezdn, él tiene una frase que resume impecablemente esta
importancia: “aquel ciudadano que tiene el rigor de las matematicas es mas dificil de manipular,
es mas libre, es un ciudadano critico”.

— ¢Qué recomendarias a un recién graduado en matemdticas que duda entre dedicarse o no a la
docencia?

La docencia te tiene que gustar. No hay que caer en ese mito de tienes que tener la vocacién
desde recién nacido: hay quien lo tiene claro a los 3 afios y quien lo ve a los 23, pero te tiene
que gustar, porque si no te gusta dar clase no vas a estar cémodo en tu dia a dia, y tus alumnos
lo van a notar. Por suerte, para ser profesor hay que hacer un periodo de practicas donde vas
a dar clase durante algunos meses. En ese momento es en el que confirmas que te gusta, y que
ademds te gusta mas de lo que pensabas.

— Bueno y llegado a este punto creo que es clave preguntarte como se siente un docente joven como
tii que ha sido elegido «uno de los jovenes extremerios mds influyentes», ;sientes mucha responsabilidad
sobre tus hombros?

iPor supuesto! me enteré en febrero, estamos en marzo y creo que de momento en este mes
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no he metido la pata, asi que espero seguir asi unos cuantos meses mas. Es algo que me ha
hecho mucha ilusién, y asf lo agradezco ptiblicamente a todo el que me pregunta.

— ¢ Qué nos depara el futuro en la educacion Pedro? ;Te ves dando clases hasta los 67 afios?

Pues todo parece indicar que las tecnologias van a estar cada vez més dentro del aula, y esto
es algo bueno. Ya poco a poco estamos levantando el veto a las calculadoras, y quizas lo préximo
sea permitir el uso de teléfonos moéviles como herramienta en el aula (aunque me consta que
ya se usan en determinadas actividades). Me queda mucho para llegar a los 67 afios, pero me
gustarfa ver como habra cambiado todo para aquel momento.

— Bueno Pedro, cuéntanos algo en tus proyectos de futuro, dénde te gqustaria llegar, qué te gustaria
hacer, etc.

Pues este afio que estoy un poco mas libre (no mucho, pero un poco sf) estoy retomando la
divulgacién. El afio pasado me fue imposible al estar dando clases y preparando oposiciones a
la vez, pero como ya no voy a tener que volver a hacer lo segundo, puedo volver a centrarme
en divulgar. Ademds, también quiero seguir formadndome porque tengo dos espinitas clavadas
que quiero quitarme pronto: la formacion en estadistica y en didéctica de las matematicas. Es-
tadistica porque me gustaria saber mas de lo que sé, y didactica porque creo que actualmente
es aquello de lo que menos formacién tengo.

— Llegados a este punto, no nos queda otra cosa que agradecerte tu atencion y requerirte un tinico
compromiso, que nunca dejes de hacer lo que haces y sequir metiéndote en todos los «fregaos» que te metes
y permitirnos disfrutar de todo lo que haces y nos trasmites con tu pasién. Un fuerte abrazo compariero.

Muchisimas gracias a vosotros. Ha sido una entrevista muy completa que me ha hecho parar
a pensar mds de una vez. jUn abrazo!
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