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Resumen

En este articulo se analiza el proceso de obtencién de soluciones de ecuaciones no lineales,
mediante procedimientos iterativos, basados en los teoremas de punto fijo. Se proponen al-
goritmos de mejora para ser implementados en un lenguaje de programacién apropiado. Los
resultados parten de la imposibilidad de resolver ecuaciones algebraicas de grado superior a
cuatro mediante métodos puramente algebraicos. Este trabajo también se puede considerar
una introduccion a la teoria de sistemas dindmicos discretos.
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Abstract

This article analyzes the process of obtaining solutions of nonlinear equations, through
iterative procedures, based on the fixed point theorems. The article proposes some improve-
ment algorithms to be implemented in an appropriate programming language. The results
are based on the impossibility of solving algebraic equations of degree higher than four using
purely algebraic methods. This work can also be considered an introduction to the theory of
discrete dynamical systems.

Keywords: Dynamic systems, fixed points, iterative algorithms, convergence.

1. El calculo de la raiz cuadrada de 2

Supéngase que se quiere determinar la rafz cuadrada de 2 sin una calculadora. Sélo se dispo-
ne de lapiz, papel y grandes dosis de paciencia. El problema se traduce en determinar la tinica
solucién positiva de la ecuacion cuadratica:

x>—2=0 1)
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Como es sabido, la solucién & = v/2, es un nimero real que trasciende al conjunto de los
numeros racionales. Por tanto, debe existir una expresién decimal en forma de serie infinita,

+o00
_ a ar an
— 107" = L
« n;)an ag + 10 + 10 107 +

donde a; # 0, para una cantidad no finita de términos. El primer objetivo es determinar un

algoritmo programable, con el fin de determinar la mayor cantidad de cifras del ndmero «,
recordando que:

a; € {0,1,2,3,..8,9}

son digitos.

1.1. Ejemplo 1 (Dindmicas inttiles)

Se puede observar que cualquier ntimero positivo que verifica la ecuacién 1, también verifica
la relacion:

2
x ==

esto es, se trata de un punto fijo de la funcién f(x) = % Graficamente se tendria la configu-
racién de la figura 1.

Il
15

-1

Figura 1. La solucién buscada se encuentra en la interseccion de la funcién y = % con la bisectriz del primer
cuadrante.

Esto motiva a definir la funcién real de variable real:

f:[1,2] = [1,2]

2
x = flx) =~
x
Es claro que f conserva el intervalo al tratarse de una funcién decreciente, que verifica:
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fM=2 f2)=1-f(12)c2

Denotando por I = [1,2] dicho intervalo, se puede considerar el par (I, f), que a partir de
ahora se denominard en este articulo «sistema dindmico».

Estudiar la dindmica generada por f en el intervalo I, consiste en determinar la estructura
topoldgica de los conjuntos que definen las érbitas de cada punto, esto es,

Orby(x0) = {x0, f(x0), f2(x0), £(x0) -~ |
paracada xg € I.

Para el caso mencionado, la dindmica generada es bastante simple, ya que todos los puntos
generan 6rbitas de longitud dos (ciclos de orden 2) y por tanto todas las iteraciones son cerradas.
En efecto, sixg € I = [1,2],

fon) =2 = fa) = (2) = 3 =

X0 x

=)

Por tanto,

2
Orby(x0) = {xo, xo}

Desde el punto de vista del cdlculo de la raiz mediante iteraciones, este es el peor de los es-
cenarios posibles, porque el punto fijo & no podra ser alcanzado nunca, a partir de sucesivas
iteraciones de valores racionales. En cambio desde el punto de vista de la teoria de sistemas dind-
micos, es la mejor de las situaciones, ya que se conoce perfectamente la dindmica generada por
cualquier punto y la estructura topolégica del sistema dindmico.

¢Cuadl es el objetivo? Establecer un sistema dindmico apropiado que encierre a la solucién de
la ecuacién como punto fijo, y que pueda ser alcanzado rdpidamente por sucesivas iteraciones
iniciadas desde cualquier punto relativamente préximo a él. Esto es particularmente interesante
desde una perspectiva computacional. En este sentido, se pueden encontrar muchos sistemas
(I, F) diferentes que cumplan dicho cometido, como se muestra en el siguiente ejemplo.

1.2. Ejemplo 2 (Atractores y repulsores)

Partiendo de la ecuacion 1, se pueden multiplicar por x > 0los dos miembros de la ecuacién
para obtener la equivalente:

¥ —2x=0 )

La tinica raiz positiva de dicha ecuacién ctibica es a. Dicha solucién también deberd cumplir
la relacién:

x = v2x, x>0 3)

Se transforma el problema de determinar « en un problema de punto fijo. En efecto, si se
conviene en denotar por | = [0,2], y:

F:J]—]
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x — F(x) = V2«
se tiene un nuevo sistema dindmico (], F). Puesto que F es una funcién continua y creciente
en]y:
F(0)=0, F(2)=V4<V8=2

se conserva el intervalo,

F([0,2]) C [0,2]

y, consecuentemente, se garantiza la existencia de al menos un punto fijo. La unicidad se
deriva de la monotonia de la funcién con valores positivos, aunque en realidad F tiene dos

puntos fijos, situados en el origen de coordenadas y en x = /2.

En efecto:

-L>O, Vx>0

V4x2

Gréficamente, la situacion aparece reflejada en la figura 2:

F'(x) =

WIN

B et o EE e e
N

Figura 2. El valor de « se determina como interseccion de la funcién y = ~/2x con la bisectriz del primer cuadrante.

Tanto de la expresion de la primera derivada, como de la gréfica de la figura 2, se observa
que existe una singularidad en x = 0, donde la funcién derivada no esta bien definida:

N

1
lim F/(x) = lim = - —— =
Jim, F(x) = lim 3 e

Esto hace que el origen se convierta en un punto fijo imposible de alcanzar por iteracién.

“+o00

¢Coémo es la dindmica generada por el sistema (], F) ?

Partiendo del valor inicial xo = 1 € ], se obtiene la érbita asociada:

Orbp(1) = {1, V2,32 \3@,} — {1,2%,2%,2%,2%,...232.3711,. . }
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donde:

n_ 1— 4
F'(1) = 255 — (\fz) 3
Por tanto, la sucesion de iteraciones de F tienden al valor de a:
13
lim F"(1) = lim (\fz) T V2
n——+o00 n——+o00

De hecho, todas las 6rbitas que parten de valores estrictamente positivos, muestran el mismo
comportamiento, i.e., tienden al punto fijo . En efecto, partiendo de un valor cualquiera xg €
(0,2], es relativamente sencillo probar que:

1

F'(xg) = (\6)1737 -xgi"

paran = 1,2,3.... En consecuencia dicho punto fijo se convierte en un atractor del sistema,
mientras que el origen se convierte en un punto fijo repulsor. Aunque los valores iniciales
estén proximos al origen, las sucesivas iteraciones se van haciendo cada vez mds préximas a

a =2

Esto se puede ver sin més que considerar la expresion de F en forma de potencia fraccionaria.
De este modo:

F(x)=25-x5, VYxe]=[02]

Definiendo la sucesién x, = F"(xg), los primeros valores son:

y en general:

Ahora bien, calculando la suma de los n primeros términos de una serie geométrica,

1
1.1 1 1 1 (1-4% 1.<1 1)

Sn=ztstost ot =3 =5 3

3 9 27 3 3 1_% 2

se tiene que:

y por tanto:
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lim x, = lim F"(xo) = V2, Vxg € ] — {0}

n—+-00 n—+00

La ventaja de este modelo frente al mostrado en el ejemplo 1, es evidente. Partiendo de
cualquier valor inicial, e iterando suficientemente la funcién, se puede aproximar el valor de
la raiz de 2, con tanta precisién como se quiera. No obstante, parece poco razonable que para
determinar el valor de una raiz cuadrada, se precise el calculo de infinidad de raices ctbicas,
cuyo algoritmo es, en principio, algo mas complicado. En efecto, se desconoce un algoritmo
simple que permita determinar la expresién decimal infinita del ntiimero:

Se debe recordar que lo que se pretende es obtener niimeros irracionales mediante aproxi-
maciones sucesivas cuyo célculo sea relativamente simple, como es el caso de aproximaciones
puramente racionales. Este planteamiento fuerza a buscar una tercera via.

1.3. Ejemplo 3: (El método de Newton)

Dada una funcién real de variable real f : I — I, se llamara transformada de Newton de f a la
nueva funcién:

f(x)
F(x) =x— , Vx el
RN (6
Se debe observar que, para que F esté bien definida en el intervalo, la funcién f debe ser al

menos de clase C!(I), con derivada no nula. El comportamiento de la derivada, determina en
cierto grado la dindmica topoldgica del nuevo sistema (I, F).

Ademés se cumple que:

flc)=0+« F(c)=c¢, cel

Por tanto determinar los ceros de la funcién f en el intervalo I equivale a determinar los
puntos fijos de F en dicho intervalo. Aplicado al caso que nos ocupa, para f(x) = x> —2, la
transformada de Newton sera:

cuya gréfica se puede apreciar en la figura 3.

Puesto que F no estd bien definida en x = 0, se puede considerar un entorno de x = 1,5, por
ejemplo el intervalo compacto

I=11,2]

No es complicado probar que
F([1,2]) € [1,2]
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Figura 3. Transformada de Newton de la funcion f(x) = x> — 2

De hecho, al ser

, se podria aplicar el Teorema de Rolle para probar que existe un valor ¢ € (1,2) donde la derivada
se anula:

F(1)=F(2)=3ce€[1,2]: F(c)=0

Lo curioso del caso, es que este valor es justamente el punto fijo del sistema. En efecto,
derivando F se obtiene:

1 1 x2-2
/ - -t~
F(x)72 x2 2x2

F(x) =022 -2=0¢x=+V2

Estos hechos son relevantes y paradigmaticos, porque el hecho de que el punto fijo tenga
derivada nula, mejora la velocidad de convergencia, como se verd mds adelante en su marco
tedrico.

Orbitas y convergencia

Si se toma como valor inicial xgp = 1, se puede probar que todas las ¢rbitas son conver-
gentes al punto estacionario de la funcién F. Por tanto, la dindmica generada por este sistema
es bastante util. Lo interesante es que, mediante este procedimiento, se pueden ir obteniendo
sucesivas aproximaciones racionales de o = \ﬁ

En efecto, cdlculos més o menos sencillos, permiten escribir los primeros valores iterados:

3 17 577 665857
Orbr(1) = {1’ 2’ 12' 408’ 470832 }
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Se debe recordar que
& = V2 = 1,414213562373095...

, v que el valor aportado tras la cuarta iteracién es una fraccién cuya expresién decimal es:

665857
470832

~ 1,41421356237464...

Es decir, con sélo cuatro iteraciones se obtiene una aproximacion de j11 cifras decimales exactas!, asi
como la curiosa aproximacién racional:

665857
V2w 470832

Se debe observar que la 6rbita del 2, enlaza con la del 1, a partir de la primera iteracién.
;Qué es lo que provoca esta velocidad tan rapida de convergencia?

Pues la cuestion es clara. Cuanto mds plana sea la curva en torno al punto estacionario mayor
serd dicha velocidad de convergencia. Y esto sucede con la transformada de Newton. En efecto, si
se deriva la expresion de F:

fr(x)? fr(x)?

Py 1 PO )10 ) f()

esto es:

oy ) f(x)
F'(x) e Vxel

Por tanto
f(e)=0«+F(c)=0

, 'y el punto fijo de F es punto estacionario y por tanto atractor, en un entorno reducido del
punto.

Estas consideraciones sugieren algoritmos que partan de transformadas de la forma
P = [T pr(y = 1D
8(x) 8(x)

cuya derivada se anula precisamente donde la funcién inicial f posee ceros, esto es, los
puntos estacionarios de F son los ceros de f. En estos casos la velocidad de convergencia mejora
notablemente.

1.4. Ejemplo 4: (A vueltas con el método de Newton)

Se va a mostrar un ultimo ejemplo, que puede servir para dar luz a estos asuntos. Se consi-
dera en este caso la funcién real de variable real

g(x) = x> —2x
cuyos ceros son precisamente

Z(g)z{—\@, 0, +\f2}
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Si se aplica a a gla transformada de Newton, en la forma

€ X -2 3 -2x—x0 420 227
¢ (x) 3x2 -2 3x2 -2 S 3x2-2

Puesto que G(1) =2y 1 < G(2) = 18 = 1,6 < 2, es claro que
G([1,2]) < [1,2]

tal como se aprecia en la grafica de la figura 4.
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Figura 4. Transformada de Newton de la funcion g(x) = x3 — 2x.

La érbita generada por el valor inicial x = 1, tiene como primeros valores

55’

U‘HOO
W

Orbg(1) = {1

En la cuarta iteracién se obtendria:

512
G <355> ~ 1,415012142...

lo cual es una aproximaciéon de & = V/2 bastante pobre, al no aproximar més alla de las
centésimas. Es decir, el algoritmo de Newton aplicado a esta funcién g se muestra bastante
ineficiente para determinar un elevado ntimero de cifras significativas del valor buscado.

En cambio, si se itera a partir de un valor relativamente préximo a «, la situaciéon cambia
completamente. En efecto, si se parte del valor inicial xg = 1,5, se obtendrian los valores:
x1 = G(1,5) = 1,42105
G(1,42105) = 1,414262
= G(1,41426) = 1,4142135
x4 = G(1,4142135) = 1,414213562

Xy =

Es preciso recordar que la calculadora ofrece la aproximacién

V2 ~ 1,414213562...
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lo cual confirma que en cada iteracién van surgiendo dos nuevas cifras decimales que coinciden
con el valor esperado. Aqui la convergencia es mucho mds fuerte que si se consideran érbitas
alejadas del punto estacionario «.

Cuestiones abiertas El analisis de los ejemplos mostrados lleva a plantear una serie de cues-
tiones, en las que se tratard de profundizar:

¢ Qué funcion es la mds apropiada para iterar?

¢ Como caracterizar la dindmica del sistema a partir de su derivada?

¢ El valor inicial condiciona la velocidad de convergencia?

¢ Como estimar el ervor cometido al realizar la aproximacion?

» ,Es posible mejorar el algoritmo aplicado?

El objetivo es demostrar que cualquier algoritmo de iteracion es mejorable, i.e., se puede en-
contrar un nuevo proceso que permite determinar el punto fijo del sistema, con mucha mas
rapidez. Se comenzara exponiendo los conceptos fundamentales que permiten fundamentar el
estudio de estas cuestiones para formalizar este notable resultado. Conceptos como algoritmo,
orbita o velocidad de convergencia, serdn definidos dentro de la topologia de la recta real. Una vez

precisados estos conceptos, se podrad dar una respuesta razonada a cada una de las cuestiones
planteadas.

2. Conceptos basicos sobre sistemas dindmicos

Def.:Sea I = [1,b] C R unintervalo compacto (cerrado y acotado) delarectarealy f : I — I
una funcién continua. Al par (I, f) se le llamaré sistema dindmico discreto.

Dado un punto xg € I, se define la 6rbita del punto, como el conjunto
Orbg(xo) = {x0, X1, X2, , Xn}

donde
xn = f*(x0), n=123,..

Def.: Se define el conjunto omega-limite del sistema dinamico (X, f) como

Q(f) = Ure1Orby (x)

esto es, como la unién de las 6rbitas de cada punto. Determinar la estructura topolégica de este
conjunto es el principal objetivo en la teoria de sistemas dindmicos discretos.

Ejemplo: La funcion f : [0,1] — [0,1] definida por f(x) = x? define el sistema

(0,1, f)

cuya dindmica es bastante simple. Posee dos puntos fijos,

fO)=0,  f(1)=1

y la 6rbita de cualquier punto x € (0,1), es convergente a cero. Por tanto x = 0 se convierte en
un punto fijo atractor y x = 1 un punto fijo repulsor.

Observacion 1: El concepto de sistema dindmico es mucho mds general que el que se va a
tratar aqui. Basta con extender la nocién a espacios topoldgicos X en los que haya definida una
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Figura 5. La funcién cuadrdtica y = x? genera una dindmica simple sin drbitas periddicas y dos puntos fijos.

métrica. En realidad toda aplicacién continua de un espacio topolégico en si mismo, produce
una transformacién que se puede interpretar como una dindmica de deformacién. La iteracién
de esa deformacion del espacio, a intervalos discretos de tiempo, es lo que se entiende como
dindmica discreta.

Observacion 2: Sila 6rbita de un punto es cerrada, en el sentido de que exista un k € IN, tal

que
f¥(x0) = x0

entonces se dice que existe un ciclo de orden k., siendo k el minimo de los nimeros naturales
que cumple tal condicién. Cuando k = 1, se obtiene un punto fijo de f, Para k = 2 ciclos de
orden 2, y asi sucesivamente. Es importante recordar que cuando X = R, la existencia de ciclos
de cierto orden, fuerza la existencia de ciclos de otros érdenes, de acuerdo con el teorema de
Sarkovskii.

Teorema de Sarkovskii

Sea una aplicacion continua f : R — IR. Si esta funcion tiene un punto periédico de orden k, entonces
tiene puntos periédicos de todos los periodos inferiores a k segiin el siguiente orden:

1<<2<<4<<8<<..<<2" 5 << 2B <<...<<2-5<<2-3<<---<<7<<5<<3

El orden debe ser interpretado de derecha a izquierda. En este sentido, si existe un ciclo de orden 8, existen
ciclos de orden 4, 2 y 1, pero no necesariamente de orden 16. Si existe un ciclo de orden 6 = 2 - 3, existen
ciclos de ordenes 10, 14, 18... pero no necesariamente de orden impar. En consecuencia, si existe un ciclo
de orden 3, existen drbitas periddicas de todos los periodos (Teorema de Li-Yorke).

Este teorema es 6ptimo, es decir, si m << k segiin el orden precedente, existen aplicaciones
continuas con puntos periddicos de periodo m pero sin punto peridédico de periodo k.

Este resultado implica que si se encuentra una funcién continua en un intervalo compacto,
conteniendo un ciclo de orden tres, habra 6rbitas de cualquier orden. Este hecho induce com-
portamientos caéticos en el sistema. Una de las expresiones conocidas por los teéricos de estas
cuestiones, es que “periodo tres implica caos”. Aunque realmente el concepto de caos, estd mas
bien asociado a la existencia de érbitas densas, o cierta dependencia sensible a las condiciones
iniciales.

Def.: Dado un sistema dindmico (I, f), se dice que existe una 6rbita densa, si para cierto
valor inicial xg € I, y para cada x € I
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Ve >0, Jk(e)eN: |[ff(xo)—x|<e

Un sistema dindmico con una Orbita densa se dice transitivo.

Def.: Sed dice que el sistema (I, f) presenta dependencia sensible a las condiciones ini-
ciales en el punto x € I, si existe una constante positiva € > 0, (constante de sensibilidad) tal
que

V6>0,3dyel: |y—x|<d—|[f"(x)—f"(y)| >e

para cierto n € IN. Cuando esta propiedad es extensible a cualquier x € I, se dice que el sistema
tiene dependencia sensible a las condiciones iniciales.

Intuitivamente, esta nocién sugiere que las érbitas generadas por puntos relativamente pro-
ximos se alejan de acuerdo con la constante de sensibilidad. Una primera intuicién puede hacer
pensar que las 6rbitas generadas por puntos préximos, deben ser muy similares, de manera que
bajo iteracion, la érbitas no se distancien demasiado. Esto no sucede en la realidad. Cuando un
sistema presenta dependencia sensible a las condiciones iniciales, estas érbitas pueden diferen-
ciarse tanto como se estime. Lo cual convierte este tipo de sistemas en impredecibles, desde el
punto de vista del determinismo numérico. Y poco ttiles para los propdsitos que se pretende
alcanzar.

En 1989, el matemadtico R. Devaney [7] formul6 la siguiente definicién, que trata de delimitar
la nocién de caos.

Sistemas caéticos

Sea X un espacio métrico, no finito y f : X — X una aplicacion. Se dice que el sistema (X, f)
es cadtico si se verifican las siguientes condiciones:

1. El conjunto de puntos periédicos de la funcién f es denso en X.
2. El sistema es topoldgicamente transitivo (posee una érbita densa).

3. El sistema tiene dependencia sensible a las condiciones iniciales.

Se debe observar que, mientras que la primera y segunda condicién son topoldgicas (se
pueden definir en espacios més generales), la tercera es métrica, por tanto, la nocién de caos
s6lo tiene sentido en espacios métricos. Aunque existen otras definiciones sobre caos, esta es,
hoy dia, la mas comtinmente aceptada.

Existen ciertas relaciones entre las condiciones. Banks [3] ha probado que cuando se trabaja
en espacios métricos, la primera y segunda condicién implican la tercera. Y cuando X es un
espacio métrico completo con base numerable, entonces la primera y segunda condicién son
equivalentes. Y como éstas implican la tercera, bastaria analizar si la tercera condicion implica la
primera para tener la equivalencia entre todas ellas (una cuestién que se analizard méas adelante
en profundidad). De este modo, en el caso particular X = R, la existencia de una 6rbita densa
implica dependencia sensible a las condiciones iniciales, y por tanto la existencia de caos.

3. Meétodos iterativos

Supdngase que se quiere resolver la ecuacion f(x) = 0, donde f : [a,b] — R es una fun-
cién real de variable real. Siempre es posible encontrar una funcién g, sobre cierto intervalo
compacto, de suerte que

fla) =0« g(a) =
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En efecto basta definir ¢(x) = x + f(x). De suerte que cualquier problema de determinar
los ceros de una funcién, se transforma en un problema de punto fijo. Sin embargo este no es el
tnico modo posible, lo que dota de interés nuestro estudio. Se necesita desarrollar herramientas
que permitan aproximar las raices de f por iteracién de g, acotando los errores cometidos.

3.1. Ejemplo 1: (La transformada de Newton-Raphson)

Sea f(x) una funcién de clase C?(I) y a una raiz en dicho intervalo, f(a) = 0. Se supone,
ademas, que f'(«) # 0. Se define la transformada de Newton-Raphson de f como la funcion:

P(x)—x—}{,((?), xeJcCl

En tal caso,
fla) =0+ F(a) =u

como se puede comprobar facilmente.

3.2. Ejemplo 2: (Generalizando)

Se puede tratar de generalizar el caso anterior y definir la transformada

F(x) = x+ f(x)-8(x)

de f, para cierta funcién derivable g en un entorno de « € I. Se supone, como antes, que
f(a) = 0. Si se quiere que dicho valor se convierta en punto critico de F,

F'(x) =1+ f'(x) - 8(x) + f(x) - §'(x)

Si se impone la condicion F/(a) = 0, se tendré:

1+ f'(a) - g(a) + fla)-g"@) =0

Esto es,

14+ f(a)-g(a) =0 = g(a) =
fi(a) - g(a) g(a) F(w)
Esto motiva definir,

g(x)Z—m, VXE]CI
y por tanto

F(x):xf,((fc)), xejJcl

En consecuencia, la transformada de Newton-Raphson es el prototipo de funcién que transforma
los ceros de f en puntos criticos de F.
3.3. Ejemplo 3: (El caso polinémico)
Se sabe que toda ecuacién ctibica se puede expresar en la forma
B 4px4g=0

Volumen XII, Nuimero 1, Abr’22, ISSN 2174-0410 Revista “Pensamiento Matemdtico” | 29


mailto:federico.ruiz2011@gmail.com

Federico Ruiz Lopez Investigacion

con p,q € R. Por comodidad en la notacién, se la puede suponer escrita en la forma
P=px+q, pgeR
Es preciso observar que las raices del polinomio, son los puntos fijos de la funcién
8§(x) = /px+q
En general, cualquier ecuacioén algebraica en la forma
pn(x) = x" + Ay 1" g, o2 b apx® 4 agx + ag € R[X]

se puede transformar en la expresién equivalente:

x = (/Pn_l(x) = ’\1/—11”_13(”*1 —ay X" 2 — . —apx?2 —ayx —ag
y por tanto determinar la raiz de un polinomio, se convierte, bajo este prisma, en un problema
de puntos fijos.

La cuestion que interesa es, de todas las transformaciones posibles de la ecuacién f(x) =
0 en g(x) = x, discernir aquellas cuya dinamica sea lo més precisa, en el sentido de que el
punto fijo sea un punto fijo fuertemente atractor. En este sentido, van orientadas las siguientes
definiciones y resultados.

Def.: Dada la sucesién de nameros reales {x,}, se dice que es convergente al ntimero real
« € R, tal que
Ve >0, dneeN:|x,—a|<e Vi > ne

En tal caso, se escribe
a= lim x,
n—-+co

Propiedad 1: El limite de una sucesién de ntimeros reales, de existir, es tinico. Basta aplicar
un sencillo argumento de acotacién para llegar a que

o — B| <e, Ve >0

para «, B posibles limites distintos.

Propiedad 2: Toda sucesién convergente de ntimeros reales estd acotada, i.e.,

|2, < M, Vn e N

Notacién: Para sucesiones convergentes, se define el error de aproximacién €, como

€n = |dn| =|xn—a]| >0 VneN

Teorema del punto fijo

Sea g : [4,b] — R una funcién derivable que verifica:

1. g((a,b]) C (a,b)
2. 1¢'(x)| <1, Vxe€lab]

Entonces, existe un tnico « € [4,b] tal que g(a) = «. Ademas, para todo xy € [a,0], la
sucesion {x, } generada por la iteracion

Xp+1 = §(xn), n=20,1,23..
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converge a «.

Demostracién: Sea h(x) = g(x) — x, para todo x € [a,b]. Entonces h(x) es una funcién
continua y derivable (aunque no se puede afirmar mucho mas acerca de la continuidad de la
derivada).

Por otro lado, es claro que
h(a) =g(a) —a >0, h(b) =g(b) —b <0

por lo que se verifican las condiciones del Teorema de Bolzano. En consecuencia, existe un
« € (a,b) tal que
h(e) =0+ g(a) =«

esto es, & es un punto fijo.

Para demostrar la unicidad, se supone que existen dos valores «, §, puntos fijos de g. En tal

caso
gw)=a,  g(p)=p
No es restrictivo suponer a < B. Aplicando el Teorema del Valor Medio, existe un ¢ € (a, ), tal

que
g(B) —gla) =g'(c)- (B—u)
Pero entonces
B—a=g'(c) (B—a) <= g'(c)=1

en contra de la hipétesis planteada en la segunda condicién.

Sea ahora {x, } la sucesion generada a partir del valor inicial xy € [a, b], mediante la iteracién
Xpi1 = (¥n)

Si se denota por
K = supyepplg (x)| <1
y por €, = |x, — «|, se puede escribir:
en = |xn —a| = [g(xy1) — g(a)| = |g’(cn)\ fxp1 —al <K-eyq <

<K e <K 3< <K' g

Tomando limites es claro que

Iim €, = lim K" ¢ =0
n——+00 n——+00

al ser 0 < K < 1, lo que prueba la convergencia del método [cqd].

Del teorema expuesto, se deduce que interesa trabajar con funciones al menos de clase C! en
el intervalo compacto, de suerte que la constante K sea lo méas pequefia posible. De este modo
se consigue acelerar la convergencia.

4. Orden de convergencia

Def.: Sea {x, } una sucesién de ntimeros reales convergente a « € R, con x,, # «, para todo
n € N.Sean p,A € R*.Si

lim 5l =2 #£0

n—+0 ¢y

entonces se dice que la sucesion {x, } tiene orden de convergencia p con constante de error asin-
tética A.
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= Sip =1, se trata de convergencia lineal.
= Sip =2, se trata de convergencia cuadratica.

= Si p = 3, se trata de convergencia ctbica.

y asi sucesivamente. Es claro que si la constante asintética A es menor que 1,

0<A<1—=e~A-eh, n— 400

El orden de convergencia marca de algtin modo, la velocidad de convergencia de la sucesion.
De manera que converger cuadraticamente es mds potente que converger de manera lineal. Y en
procesos iterativos de célculo esto implica que en cada iteracién se obtienen un mayor ndmero
de cifras decimales exactas. En efecto si

en <107 (kD)
la aproximacién obtenida tras la n-ésima iteracion, proporciona al menos k cifras decimales

exactas. Esto permite, conocida la expresioén para el error de aproximacién, determinar el nu-
mero de iteraciones necesarias para acotar el error cometido.

4.1. Ejemplo 1: (convergencia lineal)

Sea A € (0,1) y se define por recurrencia la sucesion
xXg =1, Xpt1 = A Xy, n=20,1,23..

Entonces x; converge linealmente a cero.

4.2. Ejemplo 2: (convergencia cuadratica)

Sea A € (0,1) y se considera la sucesion definida por la recurrencia
x0=1  xp1=A-(xx)%, n=0,1,23.

Entonces x,, converge cuadraticamente a cero. De hecho, se puede comprobar que la sucesién
tiene por término general

n_
Xy =AF 1

4.3. Ejemplo 3: (convergencia de orden p)

SeaA € (0,1), p > 2y se considera la sucesién definida por la recurrencia
x0 =1, X1 = A (xn)?, n=20,1,23..

Entonces x,, converge a cero con orden de convergencia p. La expresién que determina el tér-
mino general es de la forma

Xy =APT, n=1,2,3..
que generaliza los ejemplos anteriores.
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4.4. Velocidad de convergencia

Corolario: Las sucesiones geométricas convergentes, poseen un tipo de convergencia lineal.

Se supone que se tienen sucesiones convergentes al mismo ntimero real. No es restrictivo
suponer que dicho valor es nulo. Por ejemplo, se pueden considerar las sucesiones clésicas
1 b 1
a = — = — Cy = —
n n ’ n 7’12 ’ n Tlp
con p > 2. Es claro que

lim ay = lim bn - lim Cp = 0
n——4o00 n—-+400 n——+00

Ademas en general, el tipo de convergencia que presentan es lineal, al ser

1
P
Iim Sntl _ lim (P lim < " ) =1

n——+oo  Cy n——oo 7117 n—+oo \ 1+ 1

Pero es claro que dentro de los diferentes modos de aproximarse a cero, la aproximacién mas
répida es la generada por c;,, de suerte que

lim <%= lim " =0, Vp>2

n—+oo 4,  n—+oo E
Esto motiva la siguiente definicién.

Def.: (Velocidad de convergencia) Sean x, e y, dos sucesiones de ntimeros reales, conver-
gentes a un mismo valor real a. Se denota por

€n = |xn —af, én = |yn —«f, Vn € N

los correspondientes errores de aproximacioén. Se dice que y, converge a « con mayor rapidez
que X si:

é
lim =0
n—+oo €y
Si existe una constante A > 0 tal que
é
lim 2 =A#0
n—+o €y

se dice que las sucesiones poseen el mismo cardcter de convergencia. En el caso particular que
A =1 las sucesiones son convergentemente equivalentes.

El siguiente resultado establece algo esperado: a mayor orden mayor rapidez de convergen-
cia.
Proposicién Sean {x,} e {y,} dos sucesiones de niumeros reales convergentes a un mismo

valor & € R. Se supone que (x,) tiene orden de convergencia p e (y,) orden de convergencia g,
con 0 < p < g. Si existe el limite

lyn — «f

lim =A< 4o

n—+oo |x, — |

entonces A = 0, es decir, la sucesion (y,) converge al limite mas rapido que la sucesion (x;)
(donde son considerados solamente los valores de n para los que |x, — a| # 0).

Demostracién: Se definen, como antes, los errores de aproximacién
€n = |xn —a, én = |yn —al, Vn e N
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y la sucesion

é
Zy = —, con €,#0, VYneN
€n
En tal caso, se puede escribir:
A A N p A A p
_ €En41  Epng1 € €y €n _ €n41 €n 1 qa—p €n
Zpn+1 = =23 77 = —3 = .€ .
€n+1 En en 61’1 E'fl“rl 61’1 €n €n+1
esto es,
P
€n+1 q r €n
Zn41 7 n€p——, r=q—p>0
en €n+l

Si la sucesion z, es convergente a un valor A, en particular debe estar acotada por un cierto
valor M,
|zn| < M, Vn €N

entonces es convergente con valor nulo, ya que se tiene la acotacién

é}’l-}-l r €Z
|Zpt1| < —5= - MT-€ - , VneN
€n €nt1
y teniendo garantizada la existencia de los limites,
€ . € .
lim n‘—;l = Ay, lim ”;1 = A4, lim €, =0
n—+oo ¢ n—+o ¢y n—+00

se deduce por la propiedad de monotonia, que
0< lim |z,41| <A ~M7.i~ lim €, =0
= nSeo L= 72 A oo
esto es,

A= lim z,=0
n—-+oo

como se queria demostrar.

44.1. Ejemplo1:
Las sucesiones
Yn=2¢ ", p>0

convergen linealmente hacia cero (ambas son infinitésimos). En cambio la velocidad de conver-
gencia de la segunda es mucho mayor que la primera, al ser

e " n?
lim = lim S = lim = =0, VYp>0
n—4co Xp notoo n—-+oo e"

4.4.2. Ejemplo 2:

Las sucesiones
7371 721’[
Xy =277, Yn =37, Vn €N

convergen a cero. Pero mientras que la convergencia en la primera es ctibica, la segunda es
cuadratica. Por consiguiente,
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. Xn . -3 P 3%
Iim — = lim —; =

im — =0
n—too Yy  n—-+co 372 n—>4o0 23"

la velocidad de convergencia de la primera es mucho mayor que la segunda. Esto también
se puede comprobar observando que

3\" _ log(3)
(3) >y

En consecuencia

3" _ log(3) _ ,n . . .
2 7 Tog(2) O log(2) > 2" - log(3) — log(2%") > log(3*")
ie.,
23n > 32n o= 2—3” < 3—2”, Vn > 1

tal como se deduce del orden de convergencia.

4.4.3. Ejemplo 3:

Dado cualquier infinitésimo €,, entendido como sucesién de niimeros reales que tiende a
cero, siempre es posible encontrar otro infinitésimo que mejora la velocidad de convergencia.
En efecto basta considerar

yn:eﬁ, vnelN, p>1

y se prueba de manera trivial que

p
. . € . -1
lim 2% = 1im &= 1m £ =0
n—-+oo €y n—+00 €y n——+oo

5. Multiplicidad del cero de una funcién

Def.: Se dice que « € R es un cero de multiplicidad m (m € {1,2,3..}) de la funcién
f : [a,b] — R sila funcién se puede expresar en la forma

flx)=(x—a)" g(x), Vx#ua

con x € I(a) un entorno de a y

lim g(x) # 0

X—un

O también, si existe un entero positivo m, tal que verifica:

i S _
R r—af

&,

Vk <m, y chgrk Goa)

Cuando m = 1 se dice que « es un cero simple de f. Para funciones suficientemente deri-
vables, los siguientes criterios, obtenidos por aplicacién de los Teoremas de Taylor, permiten
caracterizar los ceros multiples de una funcién.

Criterio de cero simple Sea f € C'(a,b) y a € (a,b). Entonces f tiene un cero simple en & si

y sélo si
fl@y=0 'y fi(a)#0
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Criterio de cero miltiple Sea f € C"(a,b) y « € (a,b). Entonces f tiene un cero de multi-
plicidad m en « si y sélo si

fla)=f'(a)=f"(a)=-=f""Ha)=0 y f"()#0

Ejemplo:

Se considera la funcién f(x) = e* — x — 1 definida en un entorno del cero I. Se calculan las
dos primeras derivadas:
fl)=e-1,  flx)=¢

Ahora si se evaltian las funciones f, f/, f” en el punto a = 0:

f(0)=0, f(0)=0, f"(0)=1#0

Por los criterios establecidos, « = 0 es un cero de f de multiplicidad m = 2.

6. Teoremas sobre convergencia lineal y cuadratica

Teorema 1 (condicién suficiente para convergencia lineal)

Sea g € Cl[a,b] tal que g([a,b]) C [a,b] y |¢’(x)| < k para todo x € [a,b], donde k € (0,1).
Se denota por a un punto fijo de ¢ en el intervalo [a,b]. Si g’'(x) # 0, entonces para cualquier
xo € [a,b] —{a}, la sucesion (x,) definida por la férmula recursiva

Xni1 = §(xn), n=20,1,23..

converge linealmente al punto fijo .
Demostracién: Por la definicién de la sucesién x,, se pueden evaluar los errores de aproxi-
macién sucesivos, expresados en la forma:
€nt1 = [xn1 —af = [g(xn) — g(a)]

Aplicando el Teorema del Valor Medio a g en el intervalo de extremos x, y «, existe un niimero
real ¢, € [xp, ], tal que:

g (xn) — g(a)| = |&"(cn)] - |xn — &
Esto es,

€n+1 — 1o
€ 18" (cn)|

Ademas es claro que lim, . ¢, = &, al verificarse la desigualdad
0<|en —a| <|xy—al, Vne N

Como ¢’ es una funcién continua, se tendra entonces que

lim g'(cn) = g'(a)

n—+oo

Por tanto, en el paso al limite, se deduce que

lim <L =l |¢'(c,)| = [g/(2)] £ 0

n—4oo €y n—+00

Por consiguiente la convergencia (garantizada por el teorema del punto fijo) es lineal, como se
queria demostrar.
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Teorema 2 (condicién suficiente para convergencia cuadratica)

Sea g € C%[a,b] tal que g([a,b]) C [a,b] y |¢"(x)| < M para todo x € [a,b]. Se denota por a,
un punto fijo de g en el intervalo [a, b]. Si ¢’ (x) = 0, entonces existe un § > 0 tal que para todo
xo € [« — 6, + 0], la sucesion (x,) definida por la férmula recursiva

Xp1 = §(xn), n=0,1,23..

converge al menos cuadraticamente al punto fijo . Ademads, para valores suficientemente gran-
des de n,
M
€nt+1 < o €n
Demostracién: Al ser ¢ € C?[a, b], se puede aproximar g por su polinomio de Taylor de segun-
do orden , en torno al valor fijo a:

g(x) = gl@) +¢'(0)(x —a) + == a<f<x

Como g(a) = ay ¢’ (a) = 0, poniendo x = xy, se obtiene:

i
xn+1:g(xn):“+g (Zgn)(x”_"‘)zf < Gn < Xp
donde &, estd comprendido entre & y x,. Por consiguiente, el cociente de aproximaciones
€ntl _ |Xn41 — & _ 18" (&n)|
€2 |xy — al? 2

Suponiendo que la segunda derivada de g es continua, es claro que

18" (Sl _ 18"(a)]

lim

n—s+o00 2 2
Por lo tanto,
- "
lim 6n;1 — lim X011 02“ _ 18" ()| < +oo
n—+oo €4 n—-+oo Xy —tx‘ 2

lo que implica convergencia al menos cuadratica. La acotacién dada como tltima tesis del teo-
rema, es consecuencia de la acotacién de la segunda derivada en cierto entorno del punto fijo.

Teorema 3 (condicién suficiente para convergencia de orden p)
Sea g € CP[a,b] tal que g([a,b]) C [a,b]. Se denota por a un punto fijo de g en el intervalo
[a,b]. Si
) =@ = =g V@ =0, gV £0
entonces existe un 6 > 0 tal que para todo xg € [« — J,a + J], la sucesion (x,,) definida por la

férmula recursiva
Xpi1 =g(xn), n=0,1,273.

es convergente al punto fijo @, con orden de convergencia p. Ademas, si |¢(P)(x)| < M, para
todo x € [a, b], para valores suficientemente grandes de n,

M
€nt1 < o “€n
p-

Demostracién: Al ser ¢ € CF|a, b], se puede aproximar g por su polinomio de Taylor de orden
p en torno al valor fijo a:

g(x) =g(@) +g' (@) (x—a) + o= (x —a)’ + -+ 6<g<x
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Como g(a) = ay g'(a) = g"(a) = --- = ¢g(P~D(a) = 0, poniendo x = x,, se obtiene:
(p)
Xpa1 = g(xn) zvc—i—gp(,én)(xn—a)p, o< &< xp
Por tanto,
(p)
xn+1—a|—gp(‘€n)||xn—oc|p, < &p < xXp
esto es,
Entl _ |[Xn+1 — & _ 18P (&)
R P T

Suponiendo que la derivada p-ésima de g es continua, es claro que

8P ()l _ 18P (w)]

lim =
n——+oo p! p!
Por lo tanto,
n—too gf n—too |x, — |P p!

lo que implica convergencia de orden p.
Ejemplo: (Aproximaciones al ntimero de oro)

Se considera la sucesién de niimeros reales, definida por:

xo =1, Xpt1 = V14 xn, n=20,1,23..

La sucesién converge a la constante de oro,

S

1
Iim x, =® = +

n—+o0 2

~ 1,6180...

siendo ademds esta convergencia de tipo lineal. En efecto, basta considerar la funcién g : [1,2] —

R definida por:
g(x) =+V1+x

y observar que g([1,2]) C [1,2]. Ademas, g (P) = ®. La primera derivada es

, _ 1
g(x)—izm;&o, Vx € [1,2]

Por aplicacion del Teorema 1, se concluye que la convergencia es lineal.
Ejemplo: (Aproximaciones de +/c)

Sea ¢ > 1. Se considera la sucesién de ntimeros reales, definida por:

1
Xo=1, xn+1:2~<xn+c>, n=01,23.

Xn

La sucesion converge cuadraticamente a \/c.

Para demostrar esto, se considera la funcién

g(x):i-(x—i—;), xel
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siendo I un intervalo tal que [1,¢] C I. Hay que observar que

1<g(1):g(c)zc—i2_1<c, c>1

Ademas g tiene un tnico punto fijo dentro de este intervalo.

8(x)=xHx=§-(x+§)H2x=x+§—>x2=c—>x:i\ﬁ

Al considerar sélo valores positivos,

gx) =x < x=+c
Derivando esta funcién una vez,
1 c x?—c
/ = — . [ — —_—
g0 =3(1-2) =%
se comprueba que ¢’ (++/c) = 0. En consecuencia, aplicando el Teorema 2, se puede afirmar que

existe un entorno del punto fijo, donde la convergencia es al menos cuadratica.

Para ilustrar la velocidad de convergencia, se puede tomar para el altimo ejemplo, ¢ = 3.
Los valores numéricos obtenidos para las primeras iteraciones son:

xo=1 =2 x3=1732,  x;=173205
x5 =1,7320504,  x¢ = 1,732050806,  x7 = 1,732050808...

Puesto que v/3 = 1,7320508075688772... (Wolfram alpha), ya en la séptima iteracién se obtienen
8 cifras decimales exactas!

7. Andlisis del método de Newton-Raphson

Teorema de convergencia local

Sea f : [a,b] — una funcién de clase C? en un entorno de &, tal que

f@)=0,  f(a)#0

Entonces existe un nimero real § > 0 tal que para todo x, € (« — 3, + ) la sucesién definida
por la transformada de Newton-Raphson

X
Xn+l = Xn — J{/((X’;)), n=20,1,223..

converge a . Ademds si f es de clase C®[a, b] la convergencia es al menos cuadrética.

Este resultado local permite disefiar algoritmos para calcular raices de polinomios con bas-
tante eficiencia. No obstante, queda englobado en un resultado mds general, como el que se
expone a continuacion.

Teorema de convergencia global

Sea f : [a,b] — una funcién de clase C?[a, b] verificando:

1. f(a)- f(b) <O0.
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2. f'(x) #0, Vx € [a, b]
3. f'(x)-f"(y) 20,  Vx,y€ab]

@l 1) _
4. mx {0 ) <b—a

Entonces existe un tnico « € [a,b] tal que f(x) = 0y para cada xo € [a,b] la sucesién del
método de Newton-Raphson, definida por

X
Xp+1 = Xy — }{,((x’;)), n=0,1,23.

converge a . Ademds si f es de clase C®[a, b] la convergencia es al menos cuadrética.

Demostracién: Por la primera condicién, aplicando el Teorema de Bolzano, existe al menos
una raiz « para f. De la segunda condicién, aplicando el Teorema de Rolle se deduce que dicha
rafz debe ser tinica (de lo contrario la derivada tendria una raiz).

De las condiciones 2. y 3. se obtiene que, tanto f’ como f”, conservan su signo en [a, b].
Esto es, f mantiene la monotonia (o bien es creciente o bien siempre decreciente) y la curvatura
(céncava o convexa, y carente de puntos de inflexién). Se supone que f'(x) > 0y f”(x) > 0. El
analisis del resto de casos seria similar.

Se define la funcién g(x) = x — J[/((’;)) en [a,b]. Derivando
1
oy F) ()
=Ty

Por ser f creciente, con f(a) = 0 es claro que
f(x) <0, Vx € [a,a)
f(x) >0  Vxe (a,b]

Por consiguiente, ¢ es decreciente en [4,«) y creciente en («, b]. Entonces

Si xefan] > a=g) < g(x) < g(a)

Ahora bien, por la condicién (4),

Por tanto
x € [a,a] — g(x) € [a,b]

Andlogamente, como g es creciente en (&, ],
Si x€ab) —»a=ga) <g(x) <g(b)<b
Por tanto
x € [a,b] = g(x) € [a,b]

Es decir, en cualquiera de los dos casos, la sucesién generada por el método de Newton-Raphson
verifica
Xn € [a,b], Vn € N
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Ademas

f(xn)

Pl = 8] = Gy <

luego se trata de una sucesién estrictamente decreciente y acotada inferiormente. En consecuen-
cia debe ser convergente. Si se denota por 8 a dicho limite es claro que

X1 = 8(xn) = B =g(B)

y por la unicidad del punto fijo, debe ser

B= lim g(x,)=u

n——+oo

lo que prueba la tesis del teorema. Ademas, como ¢’ (a) = 0, por los resultados previos (secciéon
6, teorema 2), la convergencia es al menos cuadrética.

Aplicacién: (Célculo de la raiz positiva de un ntimero)

Para hallar la raiz cuadrada positiva del nimero real c, se considera la funcién f(x) = x> —c.
Sean a, b ntimeros reales, tales que

0<a®<c<t?
de suerte que a*> —c < 0y b? — ¢ > 0.

En tal caso se verifican las cuatro condiciones del teorema de convergencia global anterior.
En efecto,

1. f(a)- f(b) = (a®> —c) - (b®> —c) < 0.
2. fl(x)=2x>0, Vx € [a,b].

3. f'(x)=2>0, Vx € [a, b].

L£(b)] i PR—g? _ (b4a)(b—
e s e

En consecuencia, el método de Newton-Raphson aplicado a f(x) = x?

en las condiciones dadas, converge a la raiz positiva de c.

— ¢ en un intervalo [g, b]

Aplicacién: (Cédlculo de la raiz p-ésima de un nimero)

Para hallar la raiz p-ésima positiva del nimero real ¢ (p > 2), se considera la funcién f(x) =
xP — c. Sean a, b nameros reales, tales que

0<al <c<b?

Siguiendo un razonamiento similar al caso previo, es facil demostrar las hipétesis del teorema
de convergencia global.

1. f(a)- f(b) = (aP —c) - (b¥ —¢) < 0.
2. f'(x) =pxP~1 >0, Vx&lab].
3. f"(x) = p(p—1)xP=2 >0, Vx € [a,b].

4 [f(b)] b —c W—at ~p g

SO Ty S T =
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Para probar la tltima condicidn, se parte de la desigualdad
1<14+x+x2+---F+xP 1<y, Vx € [0,1]

0, de manera equivalente
xP —1

<
P <vp, Vx € [0,1]

1<

Alser 0 < a < b, se puede considerar x = § < 1, y se tendra:

(5)" -1 o bP — b
- < <p= — <
H-17" 7 P e et =Y
Esto es,
P — gP
b algb—a
p-or-

lo que equivale a afirmar

- P —gP
|f(b)]  bP—c < b? —a <b—u

FO " pbr T = T

siempre que 0 < a < b, con a’ < c < bP. Por tanto, el algoritmo de iteracién

0<|

1
xn+l:;' ((P—l)-xn—i—r]c_l), n=20,1,23..

Xn

con xg € [a,b], converge cuadraticamente al numero + {/c.

Calculo de v/2.
Por ejemplo, para p = 5y ¢ = 2, se obtendria la funcién

1 2
g(x) = 5 (4x+ x4>
que se podria considerar definida en el intervalo [1,2], al ser 1° < 2 < 2°. Partiendo del valor

inicial xg = 1, se obtendrian los valores numéricos

xo=1  x=g(1)=12 1 =g(12)=115290, x3=g(1,15290) = 1,14872

xg = g(1,1487) = 1,148675, x5 = g(1,148675) = 1,14869835, x¢ = 1,148698355
Ya en la séptima iteracion se observa que las primeras ocho cifras significativas no varfan,
x7 = ¢(1,148698355) = 1,148698355...
aproximdndose sucesivamente al valor real
V2 = 1,1486983549970350067986269467779275894438508890977975055137111184...
obtenido mediante el algoritmo de computacién (Wolfram Alpha).
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8. Aceleracién de convergencia

La cuestion que se plantea ahora es la siguiente: dada una sucesién de niimeros reales (x,,) que
converge con cierto orden al niimero real «, encontrar un algoritmo iterativo que mejore la velocidad de
convergencia, i.e,

im =2l
n=-+oo |x, — a|

para una cierta sucesion (y,) con limite «.

Diferencias progresivas

—+o0

Def.: Dada la sucesion (xy ), %,

se define la diferencia progresiva de primer orden Ax, por:

(AX)p == Xpy1 — Xn, n=20,1,23..
La diferencia progresiva de segundo orden, A*x es:

(A%x)y = (AX) i1 — (AX)y = Xpyo — 2Xpq + Xy,  1n=0,1,2,3...

En general, la diferencia progresiva de orden k, A¥x se define por la expresi6n recurrente:

(M), = (A" %), — (A" %),  1n=0,1,2,3..

Asi, la diferencia progresiva de orden 3, se obtiene del siguiente modo:

(A%x) = (A%%) 1 — (B%X)n = (Xp43 — 2%42 + Xpp1) — (Xng2 — 241 + Xp) =

3 3 3 3
= Xp43 — 3Xp42 +3Xp41 — Xy = 0 Xn+3 — 1 Xpy2 + ) Xn+1 — 3 Xn

No es complicado observar que, en general, estas diferencias obedecen a expresiones de la
forma:

k
(k
(&%), =Y (-1) <l) Xpik—i, n=0,1,23..

i=0

Por ejemplo, si se considera la sucesién x,;, = %, la diferencia de primer orden es una nueva
sucesion, de la forma:
1 1 -1

- <0

A = — Xy, = —— — =
(Ax)n = Xns1 = X n+1 n nn+1)

Esta nueva sucesiéon converge con mayor rapidez a cero. Las diferencias de segundo orden
serfan:
2
(A%x)n = (Ax)p1 — (AX)n = Xpi2 — 2Xp41 + X0 =

12 1 _nn+l)—2nn+2)+n+1)(n+2)
n+2 n+l n nn+1)(n+2) N
_n2+n—2n2—4n+n2—|—3n+2_ 2
N nn+1)(n+2) Cn(n+1)(n+2)

que aumenta la convergencia de la diferencia progresiva de primer orden. Esto es una propie-
dad general.
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Deduccién de la férmula de Aitken

Sea (x),f2) una sucesién de ntimeros reales que converge linealmente a «. Se supone que
las diferencias
ey = Xp — K
tienen el mismo signo (se puede suponer que son positivas). Entonces para valores suficiente-

mente grandes de n,
Xp+2 — &  Xpyp1 — &

Xpy1 — & Xn — &
ya que
e X -
lim 91— gy Fenmel g
n—+eo e,  no+toeo X, —af

al suponer convergencia lineal. En este caso, multiplicando en cruz,

2 ~
Xp g — 20X + 4 A XpyaXn — WdXpyn — QX 4+ 4E
~ 2
& (Xpgo = 2Xp41 + Xn) R Xpg2Xn — Xy g

o (Xpgo — 2% 41 + Xn) & (Xpg2Xn — 2Xp X1 + X5) — (X2, 1 — 22Xy i1 + X3)

@ (Xpg2 = 2201 + Xn) A X (Xpg2 — 2%p41 + Xn) — (g1 — xn)z

esto es, )
« - (Azx)n ~ Xy - (Azx)71 — ((Ax)y)

y por tanto

((Ax)n)?
(A%x),

a%xn_

Esto motiva definir la transformada de Aitken de la sucesion x;,,

2
((Ax)n)
Yo =Xp— o2 71=0,1,2,3...
(A2x),
Por lo anterior, es claro que la transformada de Aitken de una sucesién convergente, es una
nueva sucesién que converge al mismo limite. Lo interesante es que esta transformada acelera
la velocidad de convergencia, tal y como se prueba en el siguiente teorema.

Teorema sobre aceleracion de convergencia (Aitken, 1926)

Sea (x),/ una sucesi6n de ntimeros reales que converge linealmente al limite «, con cons-
tante de convergencia 0A < 1. Se supone que para todos los valores de n suficientemente gran-

des, se tiene
(xp —a) - (xp41 —a) >0

Entonces la sucesion (i, ), definida por

2
M n=0,1223..

yi’l:xi’l_ (A2x>n 7

converge a « con mayor rapidez que x;, en el sentido de que

T
n—+oo |x, —
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Demostracién: Se denota

€
kn — n+1

p— €n=|x,—a| #0

Por hipétesis, se sabe que
lim k, =A#0, Al <1
n—-+oo

Sea y,; la sucesién definida por el algoritmo de Aitken. Las aproximaciones sucesivas, en este caso,
son: )
A Xn+1 — Xn
En=Yn—a=2x,—a— (X ) =
Xpt2 = 2Xp41 + Xn

((xpg1—a) = (xn — “))2

= |\Xy — X&) — =
=)~ Gz =) =2t — ) + (5a =)
— e — (€nt1— en)z e — (knen — en)z _
" €nq2 — 2€441 + € ! kyti1knen — 2€nky + ey
e G- Kl k)

en - (knptkn —2ky +1) " kpytky — 2k, +1

Suponiendo que A # 1, se pueden tomar limites en la expresién previa y obtener:

lim <" = lim Kin(Kivt 1 — )

=0
n—+00 €n n—+00 kn+1kn - 2kn + 1

Observacién: Notese que en la demostracién anterior, es relevante la hipétesis sobre la cons-
tante asintotica
0<A«l

En efecto, se va a demostrar con un par de ejemplos que, si A = 1, el resultado no es valido, ni
se mejora la velocidad de convergencia del algoritmo.

Ejemplo: El caso x, = % Para la sucesién x;, = %, que es estrictamente decreciente y con-
vergente a & = 0, se dispone de las diferencias progresivas,

1 1 1
A = = -
(A)a n+1 n nn+1)
1 2 1 2
(Azx)n = +-=

T n4+2 n+1 ' n nan+1)(n+2)

La sucesion generada por el algoritmo de Aitken, es:
2
1 1
¥ 1 (‘ n(nJrl)) 1 ol Py

n
yn:xnif_ 2 -, 2 =
(A%x)n eI R S )
1 nn+1)(n+2) 1 n+2  2n+2-n-2 n 1

“n 2n2(n+1)2  n 2n(n+1) 2n(n+1)  2n(n+1)  2(n+1)
Es decir, la sucesién generada para acelerar la convergencia es

1
Yn = 2+ 1)

que si bien es convergente a cero, verifica

lim yl:%;éo

n—-+o00 Xn
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esto es, poseen la misma velocidad de convergencia y no se cumple la tesis establecida por el
teorema.

Ejemplo: El caso x;,, = %

El caso anterior es paradigmético de lo que sucede cuando A = 1. Para la sucesién x,, = nl—z,
que converge a cero con mayor velocidad que %, se puede comprobar que

7. 7. x
lim k, = lim 1 —1
n—-+oo n—+4oo Xy

El algoritmo ideado no mejora la velocidad de convergencia.

En efecto, clculos relativamente sencillos, permiten obtener en este caso, las expresiones:

(Ax) 1 _1__  2n4+1
T m+1)?2 n2 T n2(n+1)2
(A1), — 1 2 1 6n2 4+ 12n + 4
n = ==

n+22 (m+1)2 " n2 n2(n+1)2(n+2)2

Por consiguiente,

2
2041
o (@021 CEHR) 1 @u1per 122
ne A 2 T a2 e?+12n+d . 2 44 46712 -
(A%x), n m n n*(n+1)*(6n? +12n+4)
1 (2n 4 1)%(n +2)? _ (n+1)2(6n*+12n+4) — 2n+1)?(n+2)*
2 n2(n+1)2(6n2+12n+4) n2(n+1)2(6n2+12n+4) N

(n? 4+ 2n+1)(6n% +12n +4) — (4n> +4n +1)(n® + 4n + 4)
n?(n+1)2(6n% +12n +4)

_6n* +121% +4n® +12n° +24n% + 8n + 6n” +12n +4
B n2(n+1)2(6n2 +12n +4)

dnt - 16n° 160 +4n® - 16n* +-16n +n’ +4n+4
n2(n+1)2(6n2 +12n +4) N

2n* + 4nB + n? 2n? +4n+1

Con2(n+1)2(6n2 +12n+4)  (n+1)2(6n2 +12n +4)

Noétese que para n suficientemente grande, se puede tomar en buena aproximacién,

2n? +4n + 2 2(n® +2n+41)

YIS 12 (en +12n+4)  (n+ 1)2-2(3u% 1 61 +2)

2(n+1)? _ 1
2(n+1)2(3n2+6n+1) 3n2+6n+2

Aunque bien es cierto que

1

1
“3ftenia w2 TMEN

Yn
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no es cierto que aumente la velocidad de convergencia. La sucesién y,, posee el mismo caracter
de convergencia lineal que x;, al verificar

lim 7% = lim ”72—17%
n—+oo X, n—teo3n24+6n+2 3

Los ejemplos anteriores muestran las debilidades del algoritmo de Aitken. Lo cual insta a
buscar nuevos procesos de mejora, que suplan los casos mads restrictivos.

9. Meétodo de Steffensen

El método de Steffensen se puede considerar como una combinacién del método del punto fijo
y del método de Aitken. Para construir la sucesién de las aproximaciones x,, en todo tercer paso
se usa la formula de Aitken, y en el resto se va aplicando la iteraciéon

xn :g(xnfl)/ n #3

Ax)2
X3n4+3 = X3 — &233)‘:; n=20,1,23..

Esto aumenta considerablemente la velocidad de convergencia. Concretamente se probara
el siguiente resultado.

Teorema sobre convergencia de Steffensen

Sea ¢ : [a,b] — R una funcién de clase C3[a, b], con un punto fijo «, tal que

gla)=a,  g'(a)#1

Entonces existe un d > 0, tal que el método de Steffensen converge cuadraticamente para cualquier
xo € (x —6,a+9).

Aplicacién
Se considera la funcién g : [1,2] — R definida por

g(x) =V1+x

Al ser una funcién continua con g([1,2]) C [1,2], existe al menos un punto fijo en el intervalo.
Ademas, la derivada

¢ (x) 0, Vx >0

1
= >
33/(1+x)2
por lo que en el intervalo considerado se trata de una funcién estrictamente creciente. Esto

garantiza la unicidad del punto fijo. Por otra parte es claro que

¢(x) <1, Vx >0
En consecuencia, se puede aplicar el algoritmo de iteracién
Xp1 = g(xn), xo=1
que tenderd al tnico punto fijo « € [1,2]. N6tese que, en este caso,
a=vVitasad=1+a
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i.e., se estd obteniendo indirectamente la tinica raiz real positiva del polinomio

plx) =2 —x—1

en el intervalo [1,2].

Partiendo del valor inicial xg = 1, se obtienen los primeros valores de la sucesion x;:
x =1, xp = g(1) = V2 =1,25%..., x = g(1,2599) = 1,312293...
x3 = ¢(1,3123) = 1,322353, xg = g(1,3223) = 1,324268, x5 = ¢(1,32468) = 1,324632
xe = (1,324632) = 1,32470, xy = g(1,32470) = 1,3247148,
xg = g(1,3247148) = 1,324717372, x9 = g(1,324717372) = 1,324717846
x10 = £(1,324717846) = 1,324717936...

En la décima iteracion se obtienen 7 cifras decimales exactas, aproximéndose cada vez mds
al valor

’ x = 1,32471795724474609085...

obtenido con Wolfram Alpha.
Si se aplica el algoritmo de Steffensen, se deben fijar los tres primeros valores por iteracién:
X0 =1, x1 = g(1) = 1,2599, xy = g(1,2599) = 1,3123

Para el célculo de x3, se aplica el algoritmo de Aitken,

(Ax)3 (%1 — x0)?
=x9)— ———— = 1,32553
(A2x)0 o Xy —2x1 4+ Xg

X3 = Xg —

Continuando con el proceso, se itera el valor obtenido:
xy = g(x3) = g(1,32553) = 1,324872
x5 = g(xg) = g(1,324872) = 1,324747

(Ax)3 (x4 — x3)?
=x3 — ———2/ _ —1324717685...
(A%x)3 B s —2x 4

Xg = X3 —
y se sigue un nuevo ciclo,
x7 = g(x6) = (1,324717685) = 1,324717906

xg = g(x7) = g(1,324717906) = 1,324717947

Ax)? — x6)?
Ax)s _ (7 =%)" | 5h717056..

X9 = X¢g — =
? 6 (A2x)6 6 xg — 2x7 + X¢

obteniendo 8 cifras decimales exactas en la novena iteraciéon. No obstante, este método puede
ser mejorado, utilizando un mayor ndmero de veces el algoritmo de Aitken en el proceso.

Si se considera un proceso de iteracion de punto fijo, x,1 = f(x), que se supone conver-
gente a un cierto valor &, el método de Aitken se vuelve poco ttil, ya que se conoce la sucesion
recurrente, pero no se dispone, en principio, de la expresiéon general que permite determinar el
término n-ésimo de la sucesion

x, = F(n)
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Es por esto, que se puede realizar una pequefia variacion de la expresion discreta del algoritmo
y suponer la siguiente transformada de f,

e (@) P
803 75 0) —2f o+

conocida como transformada de Steffensen. De este modo, se dispone de una nueva sucesién de
iteraciones,

xel

oty — e ) —yn)? -
Ynt1 = 8(Yn) = Yn TG =27 () T =0,1,2,3..

conyy € I. Lo interesante de esta sucesion es que mejora la velocidad de convergencia, pasando
a ser al menos cuadrética, tal como se prueba en el siguiente teorema.

Teorema local de convergencia de Steffensen

Sea f : [a,b] — R una funcién de clase C? en (a,b), con un punto fijo « € (a,b), tal que

f@) =a,  f(&)#1

Entonces, existe un § > 0 tal que (« — J,a + ) C (a,b) y para cualquier yp € (« —J,a +6), el
algoritmo de Steffensen,

o (flyw) —yw)? 0
) B (R

estd bien definido y converge hacia « con orden de convergencia al menos p = 2.

Demostracién: La idea fundamental consiste en expresar la diferencia |y, 11 — «| en térmi-
nos de |y, — «|, utilizando los desarrollos de Taylor de f en un entorno del punto «.

Noétese que, en tal caso, si g es la transformada de Steffensen de f, se tiene:

lim |y7’l+l _ 0(| — lim g(x) - X
n—+oo |y, — al? = (x —a)?

Se probara que dicho limite tiene por valor una expresién de la forma,

o 80 —x @) f(@)
e (r-a)?  2f(@) 1)

lo que garantiza una convergencia, al menos cuadrética.

En lo sucesivo, se dird que €,(x) =~ o(x — «)?, es una funcién infinitesimal en torno al niimero
real «, si verifica:

Nétese ademés que se verifican las propiedades:
[P1]: o((x —a)P) +o((x — )9) = o((x — &)™ (P))y
[P2] 1 o((x —a)P)-o((x —a)7) = o((x — a)")
para todo p,q € N.

El polinomio de Taylor de segundo orden de la funcién f en torno al punto fijo «, es:

£ = £+ T8 ) L0 a2 o )
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Puesto que f(a) = «,

f) - = L0 o) L a2 o - )

para x en un cierto entorno de «. Elevando al cuadrado la expresion, se obtendra:
(f(x) —a)* = f(@)?*(x —a)® +o((x —a))?,  Vxe (a—6a+0)

Por otro lado,

(AF)(x) = £(x) —x = (£ (@0) = Dx —0) + T (x )2 4 o((x ~ )2

(Af?(x) = (f(x) =2)% = (f (&) = D> (x =)+ (f' (&) = 1) - f" () (x = @) +o((x — )

que proporciona la expresion para el numerador de la funcién g. Para el denominador, se
realizan los siguientes calculos:

FU) = 50 = (@) =D — 00+ T (73) = a? + of(x - )2

Restando las expresiones obtenidas,

(A2f)(x) = f(f(x)) = 2f(x) +x = (f(f(x) = f(x)) = (f(x) —x) =

= ()~ () )+ L () ) - (- 2] o2 - w))? =

= () - 02—+ (F@) - D a2+ T (1002 1) - w4 0((x - )2 =

= (@) - 02— )+ E (@) -1+ @) + 1) — 0)? +o((x )2 =
esto es,

(@200 = (') = 020~ )+ T (7 0) = 1700 + 20 - 02 + 0l - )

Considerando la funcién que define el algoritmo de Steffensen,

JORSNN 1 C s ) N () )
FFe) —2f) +x ~ 7 (A2)(x)

se tendr4, , , )
B (B2 (AF)()(x— ) — (AHPR)
sl —a =0 = ) = %)) -

40 (/(a) = ) () (x = 2)° + 0((x = 0)%)
(f/(lx) - 1)2(3( - Dé) + %(f/(“) _ 1)(]”(0() +2)(x —vc)Z +0((x _ “))2

_ L6 (£ =T f () (x — )3 + o((x — &)%)

U =TPR(x — @)+ T (=T (f (@) +2) (x — @) +o((x —w))?
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En consecuencia,

" —a)2
g(x) —w _ fT(!)f/(”‘)JFO(((;—ia))Z)

(x=a)  (pr(a) — 1) + SR (P (@) +2)(x — &) +o((x —a))!

Tomando limites, cuando x — «,

tim 89 =% _ i, 2 S+ _ f@f W

e @) () 1) + L (@) +2) (- ) +o((x -t 2@ =)

En definitiva, si f/(a) # 1, dicho limite existe con valor finito, como se queria demostrar.

Por tanto, ya sea un punto fijo atractor (f'(a) < 1), como repulsor (f'(a) > 1), el teorema
sigue siendo vélido.

Observacion 1: Nétese que el método de Steffensen permite trabajar directamente con la
funcién, con lo que mejora el algoritmo de Aitken, en el que hay que determinar los primeros
valores por iteracion antes de aplicar el algoritmo acelerado.

Observacion 2: Si la sucesién determinada por iteracion converge a un punto fijo linealmen-
te, la aceleracion de Steffensen lo hace al menos cuadréticamente. Si las iteraciones de punto fijo
convergen con orden de convergencia p > 1, las de Steffensen convergen con convergencia de
orden al menos 2p — 1.

Observacion 3: Si ademds se cumple que el punto fijo es estacionario, el algoritmo de Stef-
fensen tienen una convergencia de orden p > 3.

Métodos combinados

Dado un sistema dindmico de punto fijo «, (I, f), siempre es posible encontrar otro sistema
dindmico (I, g) con el mismo punto fijo, y que mejora la velocidad de convergencia. Por tanto,
se podria acelerar un algoritmo disefiando una funcién compuesta con otra de mayor orden de
convergencia. Esto presenta ciertas limitaciones como muestra la siguiente proposicion.

Proposiciéon

Sean f, g : [a,b] — R dos funciones con un mismo punto fijo . Se supone que el orden de conver-
gencia de f es p y el orden de convergencia g es g, esto es,

f) - o 8) —a
MGy ~M 70 MG =0 pgEN

Entonces el orden de convergencia de la funcion compuesta f o g es q.

Demostracion: Hay que observar en primer lugar que, efectivamente, la composicién tiene
el mismo punto fijo.
(fog)a) = f(g(a)) = f(a) = a
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Sean € N el orden de convergencia de la composicién considerada. En tal caso,

flgx) —x _ flg(x)) —g(x)  8(x) —x _

(x —a)" (x —a)" (x — )

flg(x) —g(x) (g(x) —a)P  g(x) —x (x—a)
) =)y (x=a)" (=) (x—a)"

flg(x) —g(x) (g(x) —w)P (x—a)PT  g(x) —x (x—a)!
gx)—a)r  (x—a)p (x—a)t  (x—a)] (x—a)

Se denota por [EQ] la ultima expresion obtenida. Se va a analizar lo que sucede con cada
uno de los sumandos al pasar al limite:

lim X 0" e (g(x)_"‘>p:/\§7éo

X—a (x — a)P’i X—a (x — (x)q

Si se supone que g > 1, entonces pq > 1, y en consecuencia

— n)Pq
lim [Cant Ol lim(x —a)P17" =0
x—a (x —a)" X

por lo que el primer sumando se anula. De igual modo, los limites que figuran en segundo
término deben valer:

x—a (x — )

— )i
lim (r=a)f = lim (x — a)7™
x—a (x — 1)()" xX—a

n

Para n < q este dltimo limite también es nulo. En cambio, si n = g, se obtiene para la expresion
general [EQ], un valor A no nulo. En consecuencia,

o FoR@ —x e —x [T
= (x—a)" x—a (x—a)” o si n>q

siendo por tanto el orden de convergencia de la composiciéon igual a 4.

La proposicién muestra que el orden en la composicién condiciona el orden de convergencia.
Se denota por Ord(f) el orden de convergencia de f, de suerte que, en la nueva notacién

(Ord(f)=p,  Ord(g)=q = Ord(fog)=O0rd(g) =q|

Aplicacién numérica

Las ideas anteriormente expuestas pueden servir para acelerar considerablemente los algo-
ritmos disefiados con el fin de determinar aproximaciones numéricas de ceros de una funcioén.

La idea resulta bastante sencilla: partiendo de la ecuacion funcional

f(x)=0
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se obtiene la transformada de Newton F,

F(x):Nf(x):x—M Vx el

de suerte que
fla) =04 F(a) =a

en un determinado intervalo I C R donde estd garantizada la convergencia ( verificar condiciones
del teorema del punto fijo).
A continuacién se aplica el algoritmo de Steffensen a esta funcién F. Si se denota, como antes

o () —xp?
S =8 =2y —ap e V!

es claro que se puede considerar la composicién

Y
Glx) = (570 Np(x) = g(F(x)) =2~ F(P(f)%x_) oF zc) Fx

Al iterar esta funcién, a partir de un valor inicial xg € I, la velocidad de convergencia del
método de Newton, que se sabe que es al menos cuadratica, es acelerada por el método de
Steffensen, por lo que se aumenta considerablemente la velocidad del proceso.

Para mostrar la eficiencia del proceso, considérese el problema de determinar un buen ni-
mero de cifras decimales de a = ++/2, raiz positiva de la ecuaciéon cuadratica

f(x)=x2-2=0

La transformada de Newton es

Ademas

2 2
1 2—x2
(3+1) - (%2)

C) =S (Fx) =~ faapse — 5 =% G 2
(212 x X L(x212) %
_2\2 _.2\2
_ () e+ ()
T e s ¢ (R2+2)2-16
4x(x242)

(2422 —16x — 25 - (2+22)2-xH)?  6xt—8x2—8

(x2+2)2-16 Coxe (x4 4x2 - 12)

La expresi6n racional obtenida para G = Sy o N,

6x*t—8x2—8

= = 1,2
Gx) x5 +4x3 — 12x7 x € [1,2]
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proporciona un algoritmo eficiente de aproximacién del punto fijo & = +1/2, con valores racio-
nales.

En efecto, partiendo del valor inicial xy = 1, se tiene:

_10

G(1) = — ~ 1,4285714...

c <1O> _ M4 1393 ) 14013198..

7) 780 985

que da una aproximacion en la segunda iteracién de 6 cifras decimales exactas. Iterando una
vez mas,

~ 1,4142135623730950488077373...

G 1393\ 15290740090
985 ) 10812186007

Hay que recordar que

V2 = 1,4142135623730950488016887242096980785696718753769480731766797379...

por lo que en la tercera iteracién se cuenta con {20 cifras decimales exactas! Esto constata la
potencia del método.

Idéntico proceso se podria seguir para determinar las raices ctibicas o n-ésimas de un ntiime-
ro real ¢ > 0. Basta considerar la funcién

flx) =" —c

y construir la composicién G = S¢ o N¢, como se ha explicado. De hecho, se podria aplicar
sucesivamente el proceso
SfOSfOONf

de suerte que se vaya acelerando progresivamente la convergencia. En el fondo lo que se esta
haciendo en esta composicién es agrupar en una funcién, aquella que se obtendria de ir iterando
la misma n pasos. Pero simplemente el hecho de combinar estos dos algoritmos, permite obtener
importantes aceleraciones en la convergencia al punto fijo.

10. Conclusiones

El andlisis de los métodos mostrados permite responder adecuadamente aquellas cuestiones
planteadas al final de la seccién primera.

{Qué funcién es la mas apropiada para iterar? Aquellas funciones de clase al menos C?
en intervalos cerrados por la composicién, que contienen un punto fijo &, siendo deseable que
dicho punto fijo sea atractor, i.e., f'(x) < 1. Cuanto més proximo el valor de esta derivada se
acerca a cero, mayor velocidad de convergencia.

(Coémo caracterizar la dindmica del sistema a partir de su derivada? En el caso real, si
|f'(«)] < 1 el algoritmo converge al menos linealmente, para casi todo valor inicial (punto fijo
atractor). Si |f'(a)| > 1 el algoritmo diverge para casi todo valor inicial (punto fijo repulsor). En
los casos en los que |f'(a)| = 1, no se puede asegurar nada.

¢El valor inicial condiciona la velocidad de convergencia? En general el valor inicial no
influye en la velocidad de convergencia, cuando se encuentra relativamente préximo al punto
fijo, y el sistema es atractor. En cambio depende en buena medida de dicho valor, para sistemas
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dindmicos caéticos. Discernir entre sistemas dindmicos que se comportan cadticamente, en el
sentido de dependencia sensible a las condiciones iniciales, abre las puertas de la moderna
teorfa de sistemas dindmicos.

(Como estimar el error cometido al realizar la aproximacién? Las diferencias definidas
€n = |xn — &, Vn € N

permiten estimar el error de aproximacién. El comportamiento de esta secuencia de errores
absolutos marca en cierto sentido la velocidad de convergencia. El andlisis de la potencia de
este tipo de infinitésimos permite establecer el orden de convergencia de la sucesion iterada.

(Es posible mejorar el algoritmo aplicado? En efecto, este modelo es una propuesta sen-
cilla, que sugiere la biisqueda de procesos de mejora, tipo Newton-Steffensen, donde en pocas
iteraciones se consigan aproximaciones numéricas con un error relativamente pequerio.

Un objetivo deseable serfa el determinar nuevos algoritmos (tipo Aitken-Steffensen) que re-
suelvan y superen las debilidades del método expuesto. El estudio de mejoras de algoritmos
es un problema matemédticamente interesante, de igual modo que lo es su desarrollo préctico
dentro de un lenguaje de programacién adecuado, tipo Python o C++. Nuestra linea de trabajo
va orientada en este sentido.
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