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Resumen: Se reporta una investigacion de diseno fundamentada en la Teorfa
Socioepistemologica (TS), con la que se responde a la pregunta icudl es el
proceso de resignificacion de la razon trigonomeétrica en estudiantes de primer
ano de Ingenierfa en un escenario de construccion social de conocimiento?
Con el andlisis transversal de una anidacion de practicas y el reconocimiento
de los usos del conocimiento matematico, se identifico el proceso de resignifi-
cacion en tres categorias. Estas caracterizan cuando los estudiantes (1) actan
matematicamente en forma distinta, (2) responden con herramientas que van
mas alla de los procesos memoristicos y (3) evocan alguna nocién relacionada.
Aunado a ello, se reconoce que los modelos (a escala o bosquejo) de las tareas
de trigonometria permiten un iry venir entre el objeto simulado, el analisis del
modelo y el calculo numérico; asi también, que para distinguir la relacion tri-
gonométrica de una relacion proporcional es necesario un estudio covariacio-
nal de la relacion angulo-cuerda de objetos en diferentes ubicaciones.
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Abstract: We report a design research based on Socioepistemological Theory
(ST), which answers the question: What is the process of resignification of the
trigonomelric ratio in first-year engineering students in a scenario of the social
construction of knowledge? With the transversal analysis of nesting of practices
and the recognition of the uses of mathematical knowledge, the process of
resignification was identified in three categories. These characterize when stu-
dents (1) perform mathematically in a different way besides school mathematics,
(2) respond with tools that go beyond memory processes, and (3) evoke some
related notion. In addition, it is recognized that the models (scale or sketch) of
Trigonometry tasks allow a back and forth between the simulated object, the
analysis of the model, and the numerical calculation; also, that to distinguish
the trigonometric relation from a proportional relation, a covariate study of the
angle-string relation of objects in different locations is necessary.

Keywords: Engineering students, resignification, trigonometry, Socio-epistemo-
logical Theory, design experiments.

1. INTRODUCCION

La motivacion de la presente investigacion surge al identificar dificultades en
algunos estudiantes del primer ano de Ingenieria —tronco comun- al trabajar
con nociones basicas de trigonometria en las asignaturas de matematicas y
fisica; por ejemplo, establecer apropiadamente las razones cuando el angulo de
referencia no esta en la base horizontal del triangulo rectangulo.

La literatura especializada muestra que las dificultades se dan tanto en
estudiantes como en profesores, en los estudiantes se presentan en todos los
niveles donde se aborda la trigonometria: nivel secundario (12-15 anos), nivel
medio superior (15-18 anos) y nivel superior (18 afios en adelante).

Dentro de la literatura consultada, se identificé que la investigacion en los
niveles secundario y medio comenzé explorando y comparando los niveles de
comprension de los estudiantes al trabajar en los contextos del tridngulo rec-
tangulo y del circulo. En particular la investigacion de De Kee, Mura y Dionne
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(1996) mostré que, si bien en ambos contextos se presentaron dificultades y los
niveles de comprension fueron bajos, estos ultimos fueron ligeramente mayores
en el contexto del triangulo. Entre las dificultades encontradas se destaca que
los estudiantes no distinguen entre una relacion trigonomeétrica y una relacion
proporcional, y aplican la razén trigonomeétrica a tridngulos no rectangulos —
considerando hipotenusa al lado con longitud mayor—. Llamo la atencion de las
investigadoras que los estudiantes no relacionaban la funcion trigonomeétrica con
la funcion circular, aunque encontraban que en ambas habia circulos y se usa-
ban radianes. Aunado a ello, se identificaron un conjunto amplio de dificultades
para expresar simbolicamente tanto funciones como ecuaciones trigonomeétricas.

Sin embargo, es importante resaltar que el comparativo entre la comprension
lograda en ambos contextos tuvo sentido en el marco de la tradicion llamada
Matematica Moderna, pues hubo intentos por introducir la ensenanza de la
trigonometria con el circulo unitario. La investigacion de Kendal y Stacey (1996)
evidencio el alto costo no s6lo en comprension, sino en retencion y manejo alge-
braico que tenia este método, pues las tareas de introduccion a la trigonometria
eran basicamente de calculo de longitud de lados y de medida de angulos en
triangulos rectangulos dados lados y angulos conocidos, pero no se justifica-
ba el iniciar con la definicion formal de la funcion trigonométrica y el uso de
procedimientos complejos para la resolucion de problemas basicos. Mas aun,
identificaron que en todos los grupos se presentaron dificultades aritméticas y
algebraicas antes de la instruccion con cualquiera de los métodos, pero los estu-
diantes que trabajaron con el método de las razones trigonomeétricas encontra-
ban un camino efectivo para superar sus dificultades con ecuaciones complejas.

Aunque ambas investigaciones reportaron las dificultades mas pronunciadas
en el contexto/método? del circulo, reconocieron también su rol fundamental en
la definicion de la funcion trigonomeétrica para avanzar en el desarrollo concep-
tual de estas nociones. En ese sentido, no se trataba de elegir uno sobre el otro,
sino decidir cuando era pertinente cada uno.

La literatura mas reciente ubica la ensenanza de las razones trigonométricas
en el triangulo rectdngulo como un contexto de introduccion mas situado o
cercano a la ensenanza de la geometria, y al circulo unitario como el contexto
de transicion a las funciones trigonométricas en el marco del precalculo. Son
dos momentos de la ensefanza que ya no estan en disputa por un lugar, sin

3 De Kee et al (1996) hablan de contexto y Kendal y Stacey (1996) de método. En esta revision se
respeta el término usado por las autoras, aunque en ocasiones usan ambos.
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embargo, algunas investigaciones continuaron contrastando los métodos
(por ejemplo, Weber, 2005) e incluso se llegé a considerar que el énfasis
temprano en el triangulo rectdngulo podria llevar a un conocimiento fragmen-
tado de las funciones trigonométricas (Delarnette, 2018) o inducir dificultades
en el manejo de la medida angular. En cambio, otras apuntan a la necesidad
de que los estudiantes construyan significados trigonométricos que sean apli-
cables en ambos contextos (Moore, 2014).

Weber (2005) y Moore (2014) reportaron resultados positivos trabajando con
el circulo, pero hay que considerar que ambos disenos se orientaron al trabajo
con la funcién (sus propiedades y su naturaleza)* y la poblacion del estudio —es-
tudiantes de nivel superior en asignaturas de precalculo—tenia un cierto dominio
algebraico que le permitio tratar con el circulo sin las dificultades que tiene la
poblacién del nivel secundario. También utilizaron disefios fundamentados en
teorias o conceptos en Educacién Matematica. En particular, Moore (2014) iden-
tificd que, mas que solo el trabajo con el circulo es el acercamiento cuantitativo y
covariacional lo que permite al estudiante construir los significados de la funcién
seno; es decir, lograr la comprension del origen y naturaleza de la cantidad, el
reconocimiento de lo que cambia, como cambia y la relacién entre lo que cambia.

Otras investigaciones en el nivel superior se ubican en programas de forma-
cion inicial docente en matematicas, que esperan cierto dominio de conceptos
como razon y funcion trigonométrica por parte del estudiante, pues lo asumen como
‘conocimiento del contenido a ensenar. Entre las dificultades que se reportan
estan algunas asociadas con la medicion angular (Akkoc, 2008; Fi, 2003; Topgu
et al, 2006), ya sea por la resistencia a considerar valores distintos a los grados
como variable de las funciones o dificultades para definir al radidn como relacién
multiplicativa entre el arco y el radio de un circulo; mismas que se explican por
el uso predominante que hay de la medida angular en grados en el contexto del
triangulo rectangulo y en la ensenanza introductoria de la trigonometria.

Solo se identifico una investigacion con profesores en formacién inicial (Cavey
y Berenson, 2005) y una con profesores tanto en servicio como en formacién
de posgrado (Yigit, 2016) cuyo acercamiento va mas alla del conocimiento del
contenido a ensenar, hacia el conocimiento didactico del contenido, buscando
con ello profundizar en el entendimiento del propio contenido trigonométrico.

* Esto mismo para el caso de (Delarnette, 2018), aunque aqui se trabaja con estudiantes de nivel medio,
también trabaja un diserio fundamentado teéricamente y hace uso de herramientas visuales de programacion.
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A diferencia de la poblacion estudiantil, la poblacion docente muestra un
manejo apropiado de los procedimientos —ya sea que estén memorizados o
evocados con la mnemotecnia SOH CAH TOA®-. Sin embargo, se reporta un uso
y transicion ambigua entre el circulo y el triangulo, sin mucha certeza de por
qué lo hacen. Por ejemplo, Yigit (2016) reporta el caso de una profesora que usa
un circulo unitario para resolver una tarea y al ver que no le sirve para dar
respuesta, traza —sin mas argumentos— un triangulo rectangulo, ubica sus datos
y entonces elige la razon trigonométrica apropiada para dar respuesta.

Se identifica que en la literatura hay un fuerte énfasis en atender a la com-
prension de la funcion trigonométrica cuando se avanza en los niveles educa-
tivos. Sin embargo, hay escenarios de la educacion superior, por ejemplo, en
Ingenieria, donde las nociones trigonométricas en el triangulo rectangulo son
un contenido matematico relevante. Torres-Corrales y Montiel (2021) y Serra-
no-Quevedo (2018) lo ponen de manifiesto en el analisis que hacen a dos
programas de estudio en carreras de Ingenieria Mecatrénica en México. En ese
sentido, no solo en la formacion docente o en la educacion basica resulta
importante continuar la investigacion relativa a la comprension y aprendizaje
del contenido trigonométrico, en particular relativo a la razon trigonométrica.

Aunado a esto, en la literatura hay poco trabajo orientado a problematizar
la naturaleza trascendente de las nociones trigonométricas en todos sus con-
textos, principalmente en el triangulo rectangulo. La indiferencia de los estudian-
tes entre una relacion trigonométrica y una relacion proporcional que reportan
De Kee et al. (1996), la grafica lineal que bosquejan los estudiantes para repre-
sentar la relacion entre el tiempo vy la distancia al suelo en un paseo sobre una
rueda de la fortuna en la investigacion de Delarnette (2018), y asumir decremen-
tos constantes de la medida del angulo cuando hay incrementos constantes de
su cateto adyacente por parte de profesores, que reporta Jacome (2011) (figura
1), ponen de manifiesto que, aun dominando los procedimientos, para dar res-
puesta a las tareas escolares, no se ha construido un significado relativo a la
naturaleza trascendente de la relacion trigonométrica.

> SOH: SENO = Cateto Opuesto sobre Hipotenusa; CAH: Coseno = Cateto Adyacente sobre Hipotenusa;
TOA: Tangente = Cateto Opuesto sobre Cateto Adyacente.
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Figura 1. Razon trigonométrica como division de longitudes. (Jacome, 2011: 126)

A proposito de esta problemética, Montiel y Jacome (2014) realizaron un anali-
sis del discurso Matematico Escolar (dAME) en libros de texto del nivel secunda-
rio mexicano para identificar un posible origen de este ‘significado lineal’
construido por los profesores. Estos autores reportan que “en la Trigonometria
escolar no se presentan explicaciones y actividades que permitan reconocer e
identificar que lo trigonométrico no estd en la relacién angulo-distancia, sino en
la naturaleza de dicha relacion, y este constituye un espacio de oportunidad
para que la linealidad se manifieste” (p. 1210).

Los analisis al discurso escolar de Montiel y Jacome (2014), Serrano-Queve-
do (2018) y Torres-Corrales y Montiel (2021) comparten elementos de su pers-
pectiva tedrica (constructos tedricos de la Socioepistemologia), por lo que
vinculan las dificultades y concepciones reportadas por la literatura con la acti-
vidad matematica que se propone en Planes y Programas de Estudio, y libros de
texto. Para el caso particular del andlisis de tareas escolares relativas al trabajo
con la razon trigonométrica en el triangulo rectangulo, reportan como estas se
enmarcan en un contexto de proporcionalidad (tridngulos rectangulos semejan-
tes y razones proporcionales) y calculo de valor faltante (longitud de un lado o
medida angular), que no hace diferencia con el contexto de las tareas de pro-
porcionalidad. Por otro lado, muestran que hay consideracion de nociones
geométricas (triangulos rectdngulos, angulos, semejanza, proporcionalidad, etc),
pero la actividad matematica no incluye su trazo o construccion, medicion o
modelacion de una situacion real, ni estudio de las relaciones entre los elemen-
tos del triangulo®.

 Por ejemplo, como la tarea donde Yigit (2016) pide incrementar la medida de un dngulo y encontrar
qué cambia y qué se mantiene igual.
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2. PLANTEAMIENTO DE LA INVESTIGACION

En la direccién de estas Ultimas investigaciones mencionadas, modificar la acti-
vidad matematica del estudiante redundaria en la construccion de otros signifi-
cados. En particular se habla de resignificar la razén trigonomeétrica al proceso
de construccion de significados ausentes o diferentes del discurso escolar, que
son propios de su constitucién en tanto saber matematico y dan cuenta de su
naturaleza trascendente; lo cual no implica descartar los significados del discur-
so, pero que sin duda deben ampliarse. Dado el marco tedrico en el que se
desarrollan estas investigaciones, se habla de resignificacion en escenarios de
construccion social de conocimiento matematico.

Para delimitar la investigacion y por el acceso a una universidad, se propuso
una investigacion de disefio situada en el Instituto Tecnologico de Sonora (ITSON,
universidad publica y descentralizada ubicada en el norte de México) y en Fun-
damentos de Matematicas, asignatura extracurricular del primer ano cuyo penul-
timo tema es la razdn trigonométrica. Se invito a participar de manera voluntaria
y extra-clase a un grupo de 32 estudiantes, aceptaron seis estudiantes hombres 'y
en este articulo se reporta la participacién de los cuatro estudiantes que con-
cluyeron todas las tareas. Los estudiantes tenfan entre 19 y 22 afnos, y cursaban
los programas de Ingenieria Industrial y de Sistemas (uno), Ingenieria Electro-
mecanica (uno) e Ingenieria Civil (dos).

Tomando en consideracion que el estudiante que recién ingresa a una
carrera en Ingenieria tuvo interaccion previa con los objetos trigonométricos
escolares y que la investigacion de diseno nos permite una intervencion didac-
tica con la cual crear un escenario de construccion social de conocimiento
matematico, se plantea como pregunta de investigacion dcudl es el proceso de
resignificacion de la razon trigonométrica en estudiantes de Ingenieria en un
escenario de construccion social de conocimiento?

3. REFERENTES TEORICOS

La Teoria Socioepistemologica (TS) se ocupa de estudiar el problema que plantea
la construccion social del conocimiento matematico y el de su difusion institu-
cional (Cantoral et al, 2014), para lo cual integra una dimension social al estu-
dio del sistema didactico (constituido por el saber, el profesor, el alumno y sus
relaciones). La integracion de esta dimension asume una “descentracion del
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objeto” y atiende de forma prioritaria la actividad humana (individual y social)
que antecede y acompana su produccion. Por lo que incorpora al estudio de los
objetos matematicos —materializados en definiciones, técnicas, algoritmos o
reglas— un enfoque de practicas, desde donde lo social es un campo de practi-
cas corporizadas y materialmente entrelazadas, organizadas en torno a enten-
dimientos practicos compartidos (Schatzki, 2000).

Con base en el cimulo de resultados de investigacion, realizada en diferen-
tes escenarios (historicos, didacticos, profesionales, populares, entre otros) y cen-
trados en el estudio de la actividad humana, se han desarrollado y se van
refinando modelos que dan cuenta de su organizacion social en practicas cada
vez mas complejas. Para el estudio que aqui se reporta se utilizo la progresion
pragmatica ‘accion = actividad — practica socialmente compartida’, de un mode-
lo de anidacién de practicas (figura 2) que sintetiza la construccion social de
conocimiento matematico.

Practica Social

Practica de Referencia

epefeq ap sauopefay

v

Practicas
Socialmente
Compartidas

Actividades

Relaciones de sublda

\ Acciones ‘ //
)

Figura 2. Modelo de anidacion de practicas (Cantoral et al, 2015: 13)

En esta progresion pragmatica —propuesta incluso para la intervencion educa-
tiva (Secretaria de Educacion Publica [SEP], 2017)- se reconoce una relacion
simbidtica entre el sujeto (y su participacion) y la (constitucion de una) practica.
Se parte de la accién directa del sujeto ante el medio a su integracion en acti-
vidades situadas socioculturalmente que, a su vez, reiteradas con intencionali-
dad, devienen en prdcticas socialmente compartidas (Cantoral et al, 2014;
Cantoral et al, 2015).

Acciones y actividades, son aspectos observables y explicitos de la practica
(lo que se hace y se dice), pero su estudio requiere de identificar los aspectos
no observables e implicitos, que subyacen y emergen de ellas. La practica
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socialmente compartida puede entenderse como performativa o emergente
seguin el escenario de estudio.

Un emergente de interés para la TS es el significado, por considerarlo fun-
damental en el entendimiento compartido en torno al cual se organiza un
campo de practicas. Para develar el significado construido o en construccion se
estudia el uso del conocimiento matemdtico. El constructo uso del conocimien-
fo se ha caracterizado como ‘las formas en que es empleada o adoptada deter-
minada nocion en un contexto especifico” (Cabanas, 2011: 75), “ya sea que el
sujeto sea consciente de ello 0 no, que manipule de manera explicita o implici-
ta, o que utilice representaciones tipicamente escolares o propias del contexto”
(Rotaeche, 2012: 27). Estos usos del conocimiento identificados se reconocen
funcionales en tanto son compartidos por los participantes en y de la practica,
y dan respuesta a la tarea matematica (Torres-Corrales y Montiel, 2021).

Como toda perspectiva tedrica en un paradigma social, la TS comparte la
mirada situacional de la construccion de conocimiento y el reconocimiento de
las circunstancias socioculturales que la rodean. Por ello se habla de una racio-
nalidad contextualizada aludiendo a que la relacion del sujeto con el saber es
una funcién del contexto donde acttia y construye conocimiento (Cantoral et al,
2014). Este contexto se ha dimensionado en tres niveles para su estudio y uso en
escenarios de intervencion: el contexto cultural refiere a la pertenencia a grupos
humanos especificos y con él se reconocen influencias en el comportamiento e
interacciones sociales de los sujetos o grupos involucrados; el contexto situacional,
con el que se reconoce el rol del tiempo, el lugary las condiciones donde se lleva
a cabo la actividad matematica; y, finalmente, el contexto de significacion que
da forma y sentido a la matematica (Torres-Corrales y Montiel, 2021).

Considerando entonces que, el uso de un conocimiento matematico se da
en el ejercicio de practicas contextualizadas, de él emergen significados que se
ponen en funcionamiento en situaciones nuevas y, bajo la misma consideracion
de emergente social, se resignifica. Esta dinamica continua de construccién de
significado se ha denominado, en la TS, significacion progresiva o resignificacion.

3.1 CONSTRUCCION SOCIAL DE CONOCIMIENTO TRIGONOMETRICO
La primera investigacion socioepistemologica relativa al estudio de la construc-

cién de conocimiento trigonométrico (Montiel, 2011) se situ¢ en el escenario
historico con el objetivo de construir una hipétesis epistemologica basada en

210 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 33, NUM. 3, DICIEMBRE DE 2021



Resignificacion de la razon trigopnométrica en estudiantes de primer afio de Ingenierfa

practicas que diera cuenta de su génesis, y con ello recuperar los significados,
herramientas, argumentos, procedimientos y contextos que le son propios y se
han perdido en su constitucion como saber escolar.

Los resultados de esta investigacion apuntaron hacia un cambio epistemo-
logico relevante, que sitia un origen y significacion de lo trigonométrico en el
entendimiento de la naturaleza de la relacion entre un angulo central y la
longitud de la cuerda que subtiende en un circulo, a propésito de la actividad
matematica que la enmarca: la modelacion geomeétrica de los fenémenos astro-
nomicos en el Almagesto de Ptolomeo.

Esta actividad de modelacion se caracterizé por integrar aportaciones mate-
maticas de diversas culturas. En lo que concierne al problema trigonomeétrico
—tener una herramienta matematica que asocie cuantitativa y sistematicamente
los arcos (o angulos centrales) con sus respectivas cuerdas y viceversa—, Ptolo-
meo requirio de tres herramientas fundamentales en su trabajo: la geometria
axiomatica deductiva griega, los avances aritmético-algebraicos de las civiliza-
ciones mesopotamicas y una nocion cuantitativa del angulo (Cruz-Marquez,
2018). En este sentido, es necesario un contexto de significacion estrictamente
geométrico que enmarque el uso los objetos constitutivos del modelo —circulo,
arco, angulo, triangulo, cuerda, radio—; asi como un campo de practicas que
doten de funcionalidad al modelo en el transito de lo macro a lo micro: de una
realidad no manipulable a la realidad representada.

Centrar la atencion en la naturaleza (trascendente) de la relacién entre un
angulo central y la longitud de la cuerda que subtiende, en un contexto de
significacion geométrico, contrasta con la tradicion escolar cuyo enfoque priori-
za las aproximaciones aritméticas y algebraicas a las nociones trigonométricas
en general, y con el acercamiento proporcional que hace a la razén trigonomé-
trica en particular. Aunado a ello, el discurso escolar tiende a usar un modelo
de referencia (figura 3) para establecer las razones trigonométricas relativas a
un angulo en triangulos rectangulos semejantes; mientras que el cambio pro-
puesto demanda de variar el angulo para iniciar el estudio de la relacion entre
la medida del angulo y la medida de los lados del triangulo. En esa direccion
es que, desde la investigacion socioepistemologica, se reconoce que o trigo-
nomeétrico se construye en y desde un campo de practicas, no se da como un
objeto preestablecido.
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Figura 3. Modelo de referencia tradicional.

4. METODOLOGIA DE PRODUCCION Y ANALISIS DE DATOS

Se eligio la metodologia de Experimentos de Diseno (Cobb et al, 2003) para reali-
zar la produccion y andlisis de datos. A continuacion, se explica como se articula-
ron sus seis etapas con los elementos teoricos elegidos vy la literatura consultada.

4.1 ETAPAS 1, 2 Y 3 DEL EXPERIMENTO DE DISENO

La etapa 1 fue desarrollada con detalle en la seccion 3.1, aqui se sintetiza es-
tableciendo que la intencién tedrica del diseno fue provocar la resignificacion
de la razén trigonométrica: en y desde el ejercicio de practicas intencionadas el
estudiante construya un significado de la razon trigonométrica como una herra-
mienta proporcional para estudiary cuantificar la relacién no proporcional entre el
angulo y la cuerda/cateto. Mientras que para la etapa 2, especificacion de ideasy
formas de razonamiento, se senalan cuatro aspectos que fundamentan el disefo:

* Proponer trabajo geométrico en todas las tareas: medir y recolectar datos;
establecer, analizar y cuantificar relaciones; construir y analizar modelos a
escala (Vohns, 2006; Montiel, 2011; Cantoral et al, 2015), con la intencién
de resolver la tarea, justificar y/o comprobar la respuesta numérica con el
modelo (Montiel y Jacome, 2014; Mesa y Herbst, 2011).

» Poner en uso las nociones constitutivas de los modelos (trabajo con nocio-
nes previas, en términos de Moore, 2014)
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* Provocar un acercamiento covariacional a la relacién angulo-cuerda (o
angulo-cateto) y resignificar la nocion de angulo a través de sus usos como
cualidad (por su forma), cantidad (por ser susceptible a medirse) y como
relacion (por como se define y acota) (Rotaeche y Montiel, 2017).

* Transitar del triangulo/circulo como método al triangulo/circulo como
herramienta/modelo en uso en la resolucion de la tarea trigonomeétrica
(Montiel, 2011; Moore, 2014).

En la etapa 3, especificacion de supuestos sobre puntos de partida intelectual y
social del aprendizaje, a partir de la literatura se considera que los estudiantes
tendran un cierto dominio de los objetos matematicos en el marco de su parti-
cipacion eny de practicas aritméticas y algebraicas, y, en consecuencia, podran
presentarse las dificultades y significados que se reportan en la literatura.

4.2 DISENO E INTENCIONALIDAD

La etapa 4, formulacién de un diseno, se compone de cinco tareas divididas en
dos secciones (figura 4). Para las tareas, se eligieron marcos de referencia que
resultaran familiares al contexto cultural que enmarca la puesta en escena: el
de la Ingenieria —elaboracion de instrumentos (tarea 1), movimientos del cuerpo
(tarea 2), construccion de diagramas (tarea 4)—; el diseno completo puede con-
sultarse en Torres-Corrales (2014).

Tareas introductorias Tareas especificas

Tarea 4. La ciclopista

: Tarea 5. Matematizando el

problema de los ciclistas

Tarea 1. La porcion de pizza
correcta

Tarea 2. La medicion del
angulo

~

/- N
Tarea 3. La longitud de arco | N

T

-

Figura 4. Tareas del disefio para resignificar la razén trigonomeétrica.
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Las intencionalidades de las tareas introductorias son el manejo contextual
de la medida angular a partir del disefo de un cortador de pizza (tarea 1); estu-
diar el circulo, sus partes y relaciones, y la medida angular en grados y radianes
(tarea 2); y estudiar la longitud de arco en un problema experimental (tarea 3).
Mientras que las intencionalidades en las tareas especificas son: estudiar el
triangulo en el circulo y confrontar lo proporcional con lo no proporcional
mediante un problema experimental (tarea 4); e identificar las razones trigo-
nométricas mediante la matematizacion de la tarea 4 (tarea 5).

Asi, el disefio en su conjunto propone usos del conocimiento (figura 5) y su
significacion progresiva en y desde el ejercicio de practicas intencionadas en el
experimento de diseno, organizado este en:

e Momento I. Construir significados angulares, midiendo y relacionando
radio, angulo y longitud de arco; e identificar la relacion entre medida
angular en grados y radianes.

* Momento Il Explorar la relacion del angulo-cuerda tanto en triangulos isdsce-
les como en equildteros, para reconocer que la cuerda crece cuando el angu-
lo esta entre 0° y 180°, y repite los valores cuando esta entre 180° y 360°.

e Momento lll. Comparar la relacion angulo-cuerda versus la relacion angu-
lo-arco para identificar que el arco crece a medida que el angulo crece de
0° a 360°.

* Momento IV. Analizar las relaciones de los momentos Il y Ill, e identificar
cuando hay (angulo-arco) y cuando no (dngulo-cuerda) una relacién pro-
porcional. Para estudiar la relacion no proporcional se introduce un nuevo
caso con un circulo de radio distinto y herramientas proporcionales (razén
cuerda-radio), encontrando la relacion proporcional entre cuerdas con rela-
cion a sus radios respecto a un angulo.

* Momento V. Se introduce la bisectriz como herramienta geométrica para gene-
rar triangulos rectangulos y encontrar mas relaciones de proporcionalidad,
de manera particular las razones trigonomeétricas respecto a un angulo.
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Angulo Arco Tridangulo ]
isosceles/ (..L]uﬂdt(..ro \

Angulo A \/ Triangulo rcctanbulo

f \x Angu]o -Cuerda

Razones
,é trigonométricas

Figura 5. Desarrollo de usos de los objetos matematicos constitutivos de los modelos.

4.3 PUESTA EN ESCENA

La etapa 5, puesta en escena del experimento de disefo —o escenario diddctico
de construccion social de conocimiento matematico, en términos del fundamento
teorico elegido—, fue extra-clase, con una duracion de 302 minutos, distribuidos
en tres sesiones durante mayo (las primeras dos sesiones) y julio (tercera sesion)
del 2014; en la primera sesion se realizo la tarea 1 (36 minutos), en la segunda
sesion la tarea 2 (35 minutos) y la tarea 3 (50 minutos), y en la tercera sesion
la tarea 4 (76 minutos) y la tarea 5 (105 minutos).

Se explico a grandes rasgos que el estudio formaba parte de una investiga-
cion de maestria en Matematica Educativa, el tratamiento que se daria a los
datos recolectados y se omitio senalar el tema a tratar; ya que recientemente
habian estudiado el tema de razon trigonomeétrica en Fundamentos de Mate-
maticas. Se tuvo el apoyo de un observador externo, quien llené una bitédcora
de notas generales, tom¢ fotografias y grabd video de algunos episodios. La
primera autora condujo la realizacion del experimento de disefo proporcionan-
do hojas de trabajo a cada estudiante a medida que se desarrollaron las tareas.

En las tareas introductorias se proporcionaron: juego geométrico y materiales
manipulables (cordon, hojas de papel y tijeras), sin explicar su utilizacién. Para
las tareas especificas se les proporciono juego geométrico y applets de GeoGe-
bra. Estos dltimos son simulaciones digitales que modelan a escala la ciclopis-
ta de la tarea 4, y cuyo objetivo es que el estudiante tenga oportunidad de
explorar su configuracion para identificar las partes del modelo, manipular sus
elementos y establecer relaciones entre ellos y sus medidas. GeoGebra fue uti-
lizado por los estudiantes durante la asignatura de Fundamentos de
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Matematicas para elaborar graficas y vincularlas con modelos algebraicos, esta-
ban familiarizados con sus potencialidades.

4.4 ANALISIS RETROSPECTIVO

La etapa 6, realizacion de un andlisis retrospectivo, se llevd a cabo una vez
concluida la puesta en escena. Se organizaron y seleccionaron los datos en tres
niveles, primero fueron escaneadas las hojas de trabajo, y se revisaron los videos
y las fotografias. Segundo, se transcribieron las respuestas de los estudiantes de
las hojas de trabajo (argumentos, procedimientos, dibujos, modelos), las cuales
constituyen la fuente primaria de los datos, y secundariamente, para ampliar las
explicaciones, se tomaron en consideracion la revision de los videos y la bitaco-
ra de notas generales del observador externo. En un tercer nivel, se organizaron
los datos en tablas para llevar a cabo una primera fase de analisis, que corres-
ponde a la identificacién de la progresién pragmatica ‘accion — actividad —
practica socialmente compartida’ y de los usos del conocimiento matematico.
Por cuestiones de extension se muestra a manera de ejemplo la tabla de ana-
lisis completa de la tarea 1, en la siguiente seccion, y solo una sintesis del
analisis para el resto de las tareas.

Tomando en consideracién que acciones y actividades son los aspectos
observables y explicitos de la practica, se identifican con los cuestionamientos
analiticos équé hace? y icomo lo hace?, para el nivel de accion; y épara qué lo
hace?, para el nivel de actividad. Por otro lado, por tratarse de una investigacion
de diseno, la prdctica socialmente compartida se considera un emergente, que
se configura a partir de la interaccion entre estudiantes, diseno y profesora. La
segunda fase de analisis consiste en un analisis transversal de la progresion
pragmatica, es decir, sobre los datos analizados de la primera fase, para el reco-
nocimiento de emergentes: la articulacion de actividades en torno a una prac-
tica socialmente compartida y la construccion de significado con base en el uso
de conocimiento matematico. Es en esta fase de analisis que se busca dar
respuesta a la pregunta de investigacion.
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4.4.1 Tarea 1. La porcion de pizza correcta

En la tarea 1, se observa que el elemento del contexto de significacién que
condiciond la racionalidad de los estudiantes fue la forma circular de la pizza y
sus componentes. De ahi que, para los estudiantes, una solucién valida fue
proponer el diseno de un cortador que incluyera las medidas de los componen-
tes de la pizza y que fuera semejante a otros cortadores conocidos por ellos: el
cortador de manzanas.

El trabajo geomeétrico realizado fue medir, analizar el modelo, hacer y cuan-
tificar relaciones del modelo con la pizza, y construir un modelo a escala del
cortador. Esto les permitio reflexionar si el modelo a escala es congruente con
la pizza. Se presentaron los tres usos del angulo: como cualidad (esquina o
abertura de la pizza), cantidad (al medirlo en grados) y relacion (lo que deter-
mina la porcion de una rebanada de pizza, medido desde el centro a la orilla).
También los estudiantes identificaron que la medida del angulo es distinta a
una longitud, como el radio y el arco, al senalar que: ‘la medida del angulo es
igual en el modelo a escalay la pizza, mientras que las medidas del radio y arco
necesitan multiplicarse por la escala”.

Tabla 1. Seleccion, organizacion y analisis de datos de la tarea 1

Seccion del diseno

Acciones

Momento I. Se introduce al contexto
de la tarea: se cortan rebanadas de
pizza de forma desigual y al vender-
las genera inconformidad en los
clientes.

Pregunta 1

Intencionalidad. Introducir una si-
tuacion problema que despierte in-
terés en el estudiante, para que
posteriormente idee alternativas
vinculadas a su imaginacion y ex-
periencia para responder la pregun-
ta de inicio.

¢Qué hace? Identificar 1a necesidad de conocer las medidas de
la pizza para el molde, dada su forma geométrica circular.
¢Como lo hace? Los cuatro estudiantes dieron alternativas de
diseno de un cortador de pizza para que las rebanadas sean
iguales:

Estudiante 1: Hacer un molde con las
medidas exactas para todas las pizzas de
Don Miguel.

Estudiante 3: Ser mds cuidadoso al
momento de cortar las pizzas, o inventar o
realizar un cortador disefiado para que
siempre corte pedazos del mismo tamaio,
dependiendo del tamafio de la pizza.

Estudiante 2: Partidor de pizza, como
el que usa para partir manzanas en
partes iguales.

Estudiante 4: Tener més precision al
cortar la pizza ya sea con el cortador
convencional o seria mejor tener un
aparato o utensilio que sea mas
preciso. O poder cortarlas t mismo.

Observaciones. Verbalmente y con movimientos de sus manos
hicieron alusion a un molde que sea capaz de cortar la pizza
con precision, con forma circular y con secciones de cada reba-
nada. También mencionaron que era necesario conocer las
medidas de la pizza para disenar el molde.
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Momento II. Justificar el empleo de
una construccion geométrica para
solucionar el problema, y en caso
de no haber dado una respuesta
acertada en el apartado anterior, el
estudiante pueda continuar con la
tarea.

Preguntas 2y 3

Intencionalidad. El manejo de un
modelo a escala de pizza familiar
con el cual identificar las medidas
de radio, dngulo y longitud de arco;
y que estas permitan determinar las
medidas reales de la pizza (figura 1
de la Tarea 1).

¢Qué hace? Medir radio, angulo y longitud de arco del modelo
a escala; calcular las medidas de radio, angulo y longitud de
arco de la pizza; relacionar y comparar las medias matematicas
de radio, angulo y longitud de arco del modelo con su signifi-
cado en la pizza.

¢Como lo hace? Emplearon los siguientes medios para el ma-
nejo del modelo a escala: regla para el radio, transportador
para el angulo central y cordon para el arco; para tomar cada
medicion posicionaron el medio, sefalaron el inicio y fin, y
compararon con sus compaferos |as respuestas.

A partir de las medidas del modelo (radio y arco), multiplicaron
la escala para obtener las medidas de la pizza; la medida del
angulo no fue multiplicada porque la asumieron como igual:

Modelo Pizza
Radio | 725cm | 18.125 cm
Angulo | 45° 45°
Arco 57cm 1425 cm

Relacionar las medidas de un modelo a escala (construccion
geométrica) con las medidas reales de la pizza.

Sus comparaciones sobre las medidas del modelo con las rea-
les (pizza) fueron explicadas de manera verbal y sefialadas en
el modelo. En sus escritos los estudiantes mencionaron:

Estudiante 1 Estudiante 2 Estudiante 3 Estudiante 4
o | Es el centro a Medid:? delcentroa | La orilla dg cada | De la orilla al
5 lquier parte de la la orilla de la| pedazo de pizza, o | centro
& | cuaquiet par rebanada o la pizza | desde el centro de la
orilla de la pizza ; . .
pizza hacia la orilla

% Es la abertura del ,I—jb aﬂzl;l:a de la ;:d;n::mlm de cada | La abertura
& | centro a la orilla de
"< | la pizza

Orilla de la| La medida de la| La orilla de la
S| Es el largo de la | rebanada curvatura de cada | rebanada
2 | orillade la pizza pedazo

Observaciones. Al imprimir las hojas de trabajo se presento un
problema con la imagen, por lo que se cambi¢ la medida del
diametro. Solo el estudiante 1y el estudiante 3 hicieron explici-
tas las medidas de longitud en centimetros.
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Momento lll. Se presenta un corta-
dor tradicional de pizza, incapaz de
medir y cortar las 8 rebanadas en
una sola operacion, sino que es el
clasico disco rotatorio para cortar

¢Qué hace? Construir un cortador de pizza a través de un mo-
delo a escala y especificar sus partes (radio, angulo y longitud
de arco).

¢Como lo hace? Dibujaron el cortador de pizza como el corta-
dor de manzana, y senalaron las medidas reales de radio, an-

rebanadas individuales. gulo y arco:

Estudiante 2
S

b 5 i | B \' (7%“
. . o - I J o =
Intencionalidad. Dibujar el diseno
que se da como alternativa, sena- e
lando las medidas reales (radio, an- Estudiante 3 Estudiante 4
gulo y longitud de arco de la S

AN

Pregunta 4

porcion de pizza), identificadas en Vi
las etapas anteriores de la tarea. s, \“
le 32
Observaciones. Tres de los cuatro estudiantes elaboraron mo-
delos a escala.
Actividad éPara qué lo hace? Manejar situacionalmente la medida an-

gular a partir del diseno de un cortador de pizza.

Se interpreta que los estudiantes hicieron un uso contextualizado del radio,
dngulo y longitud de arco para resolver la tarea 1, porque argumentaron que
‘el radio es una longitud medida del centro de la pizza a la orilla”; "el dngulo es
lo que determina la porcién de una rebanada de pizza, es la abertura o la
esquina que tiene esta”; y ‘la longitud de arco es la orilla circular, redonda o

curva de una porcion de pizza”.

4.4.2 Tarea 2. La medicién del angulo

En la tarea 2 se dieron varias acciones para realizar la actividad de “estudiar el
circulo, sus partes y relaciones, asi como la medida angular en grados y radia-
nes’. Al igual que en la tarea 1, la racionalidad de los estudiantes se condiciono
por el trabajo con la circunferencia de radio de 10 cm; de donde una solucion
valida fue construir un modelo con juego geométrico y cordones, senalar sus
componentes, y comparar con sus companeros.
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El trabajo geométrico consistié en construir un modelo de una circunferencia
(figura 6) y analizarlo, lo que les permitio reflexionar y comprobar los calculos
numéricos con él, articulando los tres usos del angulo, medido en grados y
radianes:

* Radio-diametro: “el radio mide la mitad del diametro” (estudiante 3).

* Perimetro-diametro-z: “el diametro cabe 3 veces y un pedacito mas. « es el
numero de veces que cabe el diametro en la circunferencia” (estudiante 4).

* Diametro=mn y radio=2m multiplicar zX2=6.2831 cm (estudiantes 1, 2
y 4) y dividir el perimetro calculado entre el radio %2 =6.2831 (estu-
diante 3).

* Circunferencia-angulo en grados: medir angulos de aproximadamente
57.3° con el transportador hasta completar la circunferencia de 360° y
concluir que caben 6 y sobra un pedazo.

* Circunferencia-angulo en radianes: “un radian es la misma longitud del
radio que la longitud del arco” (estudiante 2).

El vude cs 3 Netet ol darePo y ¢l dirretio
€S 3,\416 .
: a ecveen Qﬂm‘"q Estudiante 1
27 podmmes.  Estudiante 2 160-7 Teodpees
tabe b § o Sebia v peduzo 2% T
) e £tz | voplon
Estudiante 4

Bl diomehg cobe 3 veces y un pedosito mas

M oes o avmero de vees que wbe B o) damet
en Yo cwonferen e Estudiante 4

Figura 6. Producciones de los estudiantes en la tarea 2

Se infiere que el uso y estudio del circulo permitié que los estudiantes hicieran
un uso de sus elementos —radio, didmetro, dngulo y longitud de arco— para
resolver la tarea 2, ya que argumentaron que ‘la medida del diametro le corres-
ponde el doble del radio o el radio es la mitad del diametro’, “el didmetro cabe
3 veces y sobra un pedacito” y “el radio cabe 6 veces de forma completa y una

de forma incompleta”.
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4.4.3 Tarea 3. La longitud de arco

En la tarea 3 se dieron varias acciones para realizar la actividad de “estudiar la
longitud de arco en un problema experimental’, en ellas se identifica que la
racionalidad de los estudiantes se contextualizd por el movimiento circular que
hace la rodilla respecto al pie. Con base en esto, una solucién valida para ellos
fue reconstruir el modelo en parejas, senalar sus componentes y comparar los
modelos entre companeros.

El trabajo geométrico consistio en: reconstruir y analizar el modelo a partir
de hacery cuantificar relaciones de sus elementos, lo que les permitio reconocer
que, en ocasiones, medir la longitud de arco de un objeto en movimiento circu-
lar resulta complejo e incluso inaccesible, debido tanto a su tamano como a su
ubicacién (ver figura 7). De aqui que expresaran la necesidad de utilizar formu-
las que permitan calcular la longitud de arco.

= ‘ %o p0demOd  delecminag pot que e\ fedin

WA o oMo oue A Wnglud de arep
Wondo e anou\o > = \Radianz 5339

Estudiante 2

k»njf\,A de areos radio X Gagls en wndane
O A A Kfomda

) —yadl, xAUrad x¢
| \90° Estudiante 3

Figura 7. Producciones de los estudiantes en la tarea 3

En el trabajo geométrico de los estudiantes se dieron los tres usos del angulo
(como cualidad, cantidad y relacion), con la medida en grados y radianes; y
gracias al movimiento identificaron que esta tiene distintos valores. Sin embargo,
se presentaron dificultades para establecer una formula de la longitud de arco
en grados por lo que los estudiantes la construyeron en grupo a partir de rela-
cionar la longitud de arco en radianes, argumentando que ‘cuando el angulo
es 1 radian, la longitud del radio y arco son iguales”. La formula que establecie-
ron fue longitud de arco en grados es radiox mrad x ©° 3 partir de su medida
en radianes ©xradio. 180

Dado esto, hicieron un uso contextualizado de la longitud de arco y del
angulo en radianes argumentando que ‘tiene mas sentido comprobar la forma
de obtener la férmula a partir de una necesidad que sélo memorizarla”.
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4.4.4 Tarea 4. La ciclopista

En la tarea 4 se dieron varias acciones para realizar la actividad de “estudiar el
triangulo en el circulo y confrontar lo proporcional con lo no proporcional’, aqui
la racionalidad de los estudiantes se contextualizd por la forma circular de la
ciclopista y sus componentes: columna central de 70m de altura, didmetro exte-
rior de 72m y didametro interior de 54.3m, espacio de andador de 6m (radio) y
espacio de luces de 2.85m (radio). Por lo que una solucion valida para ellos fue
proponer distintas maneras de calcular la distancia entre ciclistas, las cuales pro-
venian de su conocimiento previo —escolar y de las tareas del diseno—y del
consenso entre companeros.

En el trabajo geomeétrico de los estudiantes se dieron los tres usos del angu-
lo, esta vez, la cantidad como medida solo en grados; y gracias al movimiento
identificaron que el angulo como cantidad tiene distintos valores a medida que
se mueven los ciclistas respecto a la columna central, permitiendo con ello el
estudio de la variacion del angulo y de la covariacion de la relacion angulo-cuerda.

El trabajo geométrico realizado fue en distintos momentos orientado por el
diseno. En el momento |, dado el modelo a escala de una ciclopista circular real,
manipularon el applet de GeoGebra para identificar medidas y hacer relaciones
(figura 8):

Ciclopista Hovenring Ciclopista Hovenring

P sy Cuerda (linea punteada en color negro):
Ve = ‘:'-_\\ Q dado un triangulo rectingulo, el teorema
I ! \‘-\__\ [/ de Pitigoras (todos los estudiantes) vy la

ley de senos v cosenos (estudiante 1 y

)| e I estudiante 4).
47 //  Arco (linea solida en color verde):
N /.;,./ J \\\ /// multiplicar el radio y el dngulo (todos los
L . estudiantes), donde el angulo debe estar
El applet es un modelo a escala y simula la  en radianes (estudiante 1y estudiante 4).
vista frontal y de planta de la ciclopista.

Figura 8. Producciones de los estudiantes en el momento | de la tarea 4.

En el momento Il, el trabajo geométrico de los estudiantes consistio en dibujar
las posibles posiciones de los ciclistas y analizar como cambian la cuerda y el
arco (figura 9) en ellas, por ejemplo, el estudiante 3 dibuja el circulo represen-
tando la ciclopista y distintos triangulos relacionados con las posiciones de los
ciclistas. Sus bosquejos incluyen lo que parecen ser tres triangulos obtusangulos

222 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 33, NUM. 3, DICIEMBRE DE 2021



Resignificacion de la razon trigopnométrica en estudiantes de primer afio de Ingenierfa

(casos 2,5y 6) y un tridngulo acutangulo (caso 1); ademas, cuando las posicio-
nes y el centro de la ciclopista forman una linea recta, estando los ciclistas en
lados opuestos (caso 3) y casi en la misma posicion (caso 4).

Caso | T Caso 2
et Pt

(). % D

Caso 3 i |
e = |

Caso 5 Caso &
| Tt

KN / ‘t\
& &
|

et hesjtne em Blanco para presemarios

31 encuenieas m,

Figura 9. Producciones del estudiante 3 en el momento Il de la tarea 4.

En los momentos lll y IV, el trabajo geométrico de los estudiantes respecto al
applet consistio en posicionar a los ciclistas a distancias determinadas (33, 35
y 36 metros) del centro y haciéndolos girar sobre la ciclopista, ubicaron cuando
se da la mayor y la menor distancia, y la trayectoria entre ciclistas. Por ejemplo,
el estudiante 3 coloca a los ciclistas a 35m y escribe “no sucede lo mismo que
con la distancia entre ciclistas porque la linea recta tiene un punto maximo,
cuando lo pasa, empieza a bajar la distancia; con la distancia recorrida siempre
va aumentando”. De aqui que los estudiantes identificaron que el angulo es lo
que determina la distancia (cuerda) y la trayectoria (arco) entre ciclistas.

En el momento V, el trabajo geométrico fue relacionar y cuantificar angu-
lo-cuerda y angulo-arco con la manipulaciéon del applety el llenado de tablas
(figura 10). Cuando se pregunté écémo aumenta la longitud de la cuerda y del
arco cuando la separacion angular aumenta al doble, al triple, etc? (tabla de la
izquierda) el estudiante 4 escribio: “la cuerda aumenta con la abertura del angu-
lo entre mas grande mayor distancia de cuerda hasta llegar a 180° disminuye
hasta volver a Om; si aumentan los angulos aumenta la longitud de arco”. Al
preguntar sobre la tabla de la derecha, en qué momentos la distancia entre los
ciclistas es la misma a medida que aumenta o disminuye la separacion angular?
El estudiante 2 escribié: “en 120° y 60°; en 300° y 240, lo que indica que se
obtendran las mismas cantidades si se forma el mismo tipo de tridngulos. Se
preguntd iqué determina que sea posible que la distancia del recorrido y la
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distancia en linea recta sean casi la misma? los cuatro estudiantes dijeron: “que
el angulo sea mas pequeno’.

Separacion Distancia en linea Recorrido entre Separacidn Distancia en linca Recorrido entre
angular (a) recta (m) (Cuerda) | ellos (m) (Arco) angular (&) tecta (m) (Cuerda) | ellos (m) (Arce)
a=10° b G a=0° [¢) [=)
a=20° o W ||_a=60° 33 )
a=30° 7 | a=120° S 1 £
a=40° W D a=180° b b \0 &
= h0e 33 >4 a = 240° e \DF
Datos generados de la segunda tabla con el deslizador a 33m, g g : ;g$ 30?) %}}%

Figura 10. Producciones del estudiante | en el momento V de Ia tarea 4

Dado lo anterior, los estudiantes hicieron un uso de forma contextualizada del an-
gulo, y de las relaciones angulo-arco y angulo-cuerda en el problema de los ciclistas.

4.4.5 Tarea 5. Matematizando el problema de los ciclistas

En la tarea 5 se dieron varias acciones para realizar la actividad de “identificar
las razones trigonométricas mediante la matematizacion del problema de los
ciclistas’, aqui la racionalidad de los estudiantes se contextualizoé en el circulo
y sus componentes. Por lo que, una solucion valida fue retomar el trabajo
geométrico de su conocimiento previo —escolary de las tareas del disefio—y del
consenso entre companeros.

El trabajo geométrico de los estudiantes se dio en distintos momentos, acor-
des con el disefo. En el momento |, con el applet identificaron las medidas que
simulan el inicio y el fin del andador de la ciclopista (figura 11), y respecto al
angulo central relacionaron la proporcionalidad de los tridngulos en las circun-
ferencias, por ejemplo: “el triangulo grande, asi como sus medidas de radio,
cuerda y arco, es el doble del pequeno” (estudiante 3).

En el momento Il, el trabajo geométrico fue hacer y cuantificar relaciones a
través de la evaluacion de algunos valores del inicio-fin del andador cuando el
angulo aumentay el radio permanece. En el momento Ill, los estudiantes analizaron
la relacion cuerda-radio de las dos circunferencias cuando se forman distintos
tipos de triangulos. A las preguntas iqué relacion guardan las cuerdas-radios de
cada circunferencia? y iqué tipos de triangulos pueden formarse de acuerdo con
sus angulos?, un estudiante respondio: “aumenta hasta 180° y de ahi empieza a
disminuir; pueden formarse tridngulos equilateros, escalenosy rectos’ (estudiante 1).
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En el momento IV, el trabajo geométrico de los estudiantes les permitié ana-
lizar los tipos de triangulos formados cuando se traza una bisectriz y cambia el
angulo central. Al preguntarles écuantos triangulos observas, de qué tipo son'y
qué caracteristicas y/o propiedades tienen?, dijeron “6 triangulos, 4 rectangulos
y 2 equilateros”. Al llenar la tabla con un angulo de 30° dijeron: “eso se parece
a las férmulas del seno, coseno y tangente, que usamos en Mecanica General,
Dibujo, Fisica, Calculo, para determinar distancias’.

An Edicion Vist Abrir sesion
~ Vista Grafica X |~ Vista Grafica 2
nCv =

Matematizacion de la ciclopista ANQUIO, 4 eroy = 80"

Inicio del andador Fin del andador Triangulos
Arcos (] Separacion anguiar Circuos de biseccion

Bisectriz Anguobisecado ] Sectorsombreado ¢

Relaciones entre tidnguios ] Lados especiales

Lados triangulo chico | Lados tridngulo grande
5 10

Triangulo grande: 6 43/766=084 |52 383 I 7.66
Triangulo chico: 321383084 [z 321 [ 6.43

Figura 11. Pantalla del applet de GeoGebra de la tarea 5.

En el momento V, el trabajo geométrico fue analizar las relaciones de cuerda-radio
respecto al angulo central cuando se construyen triangulos rectangulos dado el trazo
de la bisectriz. A las preguntas qué distingue a hipotenusa, cateto opuesto y adya-
cente del triangulo rectangulo?, ¢como puedes identificarlos, aunque cambie de valor
al mover el deslizador?, équé parte del circulo representa? los estudiantes escribieron:

» Hipotenusa: “la hipotenusa siempre serd el lado mas grande, representa el
radio en un circulo y estd enfrente del angulo recto” (estudiante 1); “la
hipotenusa estd enfrente del angulo recto, es el lado mas largo y es el
radio del circulo” (estudiante 4).

* Cateto opuesto: “se identifica porque esta frente al angulo bisecado” (estu-
diante 2); “es el opuesto que estd al angulo bisecado; es la media cuerda
del circulo” (estudiante 3).

» Cateto adyacente: “se identifica por estar junto al angulo recto y frente al
cateto opuesto” (estudiante 2); “siempre esta junto al angulo bisecado”
(estudiante 3).
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En los momentos Vy VI, los estudiantes reflexionaron y justificaron, con la explo-
racion empirica de los momentos previos de la tarea 5y con la formalidad
matematica a través del llenado de tablas, que la razon trigonométrica es pro-
porcional a un mismo angulo. Finalmente, en el momento V argumentaron: “el
trazo de la bisectriz nos permite tener triangulos rectangulos semejantes donde
pueden utilizarse las razones trigopnomeétricas; estas relaciones si guardan pro-
porcionalidad en todo momento”.

Esta tarea permitio que los estudiantes hicieran un uso del dngulo y de las
relaciones arco-radio, cuerda-radio y radio-cuerda al cambiar el angulo central
(0° a 360°) dados dos circulos concéntricos y el trazo de distintos tridngulos. Con
el uso de la relacion cuerda-radio y el trazo de la bisectriz se generaron trian-
gulos rectangulos que permitieron identificar las razones que son proporciona-
les respecto a un angulo bisecado: las razones trigonomeétricas.

5. DISCUSION Y CONCLUSIONES

Con el andlisis transversal del experimento de diseno se responde a la pregunta
de investigacion: dcudl es el proceso de resignificacion de la razon trigopnomé-
trica en estudiantes de Ingenieria en un escenario de construccion social de
conocimiento? Aunque la realizacion de las tareas no estaba sujeta a un tiempo
especifico y el lugar era distinto al aula de la asignatura de Fundamentos de
Matematicas, los estudiantes en principio dieron respuestas en busca de la apro-
bacion de la profesora, lo que fue disminuyendo con el desarrollo de las tareas.

Es decir, si bien los contextos cultural y situacional nunca dejaron de condi-
cionar las interacciones de la experiencia, fue el contexto de significacién geomé-
trica lo que mas influyd en el desarrollo de practicas que intencion¢ el diseno.
Aunado a ello, aunque las respuestas involucraban argumentos y procedimien-
tos de su trayectoria escolar, su validez estuvo determinada por el disefo y, sobre
todo, por el consenso entre los estudiantes; lo que destaca la suficiencia de ser
funcional para resolver la tarea.

El trabajo geométrico provocado por el disefio fue para los estudiantes un
mecanismo para comprobar los calculos numéricos, a lo largo de toda la expe-
riencia, lo que permitié que sus respuestas no se limitaran a repetir procedimien-
tos memoristicos. También permitio en los estudiantes un ir y venir entre el
andlisis del modelo a escalay el calculo numérico, diferenciando que los mode-
los a escala de las tareas 1, 2, 3y 5 guardan en una proporcion con los objetos
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simulados mientras que los dibujos no. Con lo que se confronta lo reportado en
(Montiel y Jacome, 2014; Mesa y Herbst, 2011); incluso se identifico una mane-
ra distinta de considerar a los dibujos, por ejemplo, en la tarea 4 (figura 9)
construyeron bosquejos para analizar las distintas posiciones de los ciclistas,
diferenciando que no eran modelos a escala. Con base en esto, se interpreta
que el trabajo geométrico se logra como emergente a nivel de prdctica social-
mente compartida.

En el experimento de disefio no se presentaron las dificultades reportadas
en la literatura al trabajar articuladamente el triangulo y el circulo, por el con-
trario, permitio un significado robusto, en este caso, la razon trigonométrica como
una herramienta proporcional para estudiar y cuantificar la relacion no propor-
cional angulo-cuerda (tabla 2).

Tabla 2. Sintesis del analisis de las tareas del experimento de disefo

Tarea y descripcion

Cumplimiento de las
intencionalidades del diseno

Usos

La porcion de pizza correcta.
Problema en contexto estatico
y construccion de modelos a
escala.

Se cumplieron sin dificultades.

Uso contextualizado del
radio, angulo y longitud
de arco.

La medicién del dngulo. Pro-
blema intramatematico estati-
co y construccion de modelos
a escala.

Se cumplieron, pero se presentd
la dificultad de expresar, en
multiplos de =, cuantos radia-
nes tiene 1°.

Uso del radio, didmetro,
angulo y longitud de
arco en el circulo.

La longitud de arco

Problema en contexto, en mo-
vimiento y construccion de
modelos a escala.

Se cumplieron, pero se presentd
la dificultad de construir la for-
mula de longitud de arco en
grados.

Uso contextualizado de
la longitud de arco y del
angulo en radianes.

La ciclopista. Problema en
contexto en movimiento, ana-
lisis de modelos a escala y
construccion de dibujos.

Se cumplieron, pero se presentd
la dificultad de la clasificacion
de triangulos, excepto con el
triangulo rectangulo.

Uso contextualizado del
angulo y de las relacio-
nes angulo-arco y angu-
lo-cuerda.

Matematizando el problema
de los ciclistas. Problema intra-
matematico en movimiento y
analisis de modelos a escala.

Se cumplieron sin dificultades.

Uso del angulo y uso de
las relaciones arco-radio,
cuerda-radio 'y ra-
dio-cuerda.
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En el experimento de diseno se dieron los tres usos del angulo —cualidad,
cantidad y relacién— (Rotaeche y Montiel, 2017), lo que evitd6 promover un sig-
nificado limitado de este. En las tareas 1, 3y 4 fue un uso contextualizado y en
la tarea 2 se dio un uso intramatematico del angulo. A diferencia de las tareas
1y 2, donde se estudiaron problemas estaticos, las tareas 3y 4 trataron proble-
mas del movimiento de objetos y esto permitio la variacién del angulo y un
acercamiento covariacional a la relacion angulo-cuerda en la tarea 4.

Dado lo anterior, se argumenta que el experimento de disefo propuesto
(figura 4) y el desarrollo de usos de los objetos matematicos constitutivos de los
modelos (figura 5) provoco la resignificacion de la razon trigonométrica junto
con las nociones matematicas involucradas en las tareas. De las evidencias
empiricas recolectadas, se identifican tres categorias de este proceso de resigni-
ficacion, cuando los estudiantes: (1) actdan matemdticamente en forma distinta
a lo reportado en la literatura especializada, principalmente en lo que concierne
a las dificultades; (2) responden con herramientas mds robustas (para ellos
mismos) que las proporcionadas por la matematica escolar y tienen elementos
construidos a partir de la tarea, validados por el grupo; y (3) evocan alguna
nocion relacionada con la matematica de interés, pero al no recordar la formu-
la exacta o como aplicarla continuan la tarea segun lo planeado en el diseno,
o vinculan los resultados obtenidos con tareas escolares.

La categorfa (1) caracteriza la resignificacion cuando los estudiantes:

* Reconocieron que los dibujos no son proporcionales y los modelos a
escala si lo son (tarea 1), versus los dibujos que se reportan como suficien-
tes en la actividad escolar.

* |dentificaron el uso contextualizado del radio, longitud de arco y angulo,
tanto estatico (tarea 1) como dinamico (tareas 3y 4), donde el estudiante
justifica y comprueba que las respuestas son adecuadas para cada tarea
versus el apego a los procesos memoristicos.

» Reconocieron angulos dentro de otras figuras (tareas 1, 3y 4) y como
angulos 0°, 180° y 360° (tarea 4) versus que no suelen identificarlos
(Rotaeche y Montiel, 2017).

La categoria (2) caracteriza la resignificacion cuando los estudiantes:

e Expresaron la transicion de grados a radianes como la relacion entre
valores numéricos y multiplos de m, ademds de comprobarlos con las
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medidas de cordones de radio y diametro en la circunferencia, y no sélo
como equivalencia o conversion de unidades de medida como se trata en
la matematica escolar (tarea 2).

* Elaboraron una expresion matematica con sintaxis propia radio X % ,
en donde ponen en usos los elementos del circulo y sus relaciones para
calcular el arco (tarea 3).

La categoria (3) caracteriza la resignificacion cuando los estudiantes:

» Evocaron a lo trigopnométrico “esto se resuelve con la ley de los senos..”,
pero al no recordar la formula exacta o cémo utilizarla, continuaron con
lo planeado (tarea 4).

* Expresaron que ‘la hipotenusa del triangulo rectangulo es el radio del
circulo y la media cuerda es un cateto del triangulo” (tarea 5).

* |dentificaron las relaciones que si guardan proporcionalidad y se conocen
como razones trigonométricas (tarea 5). Si bien las emplearon como la
division de los lados de un triangulo rectangulo, esta adquiere un estatus
de herramienta en y desde el ejercicio de practicas que se logro: el traba-
jo geométrico en torno al estudio de la relacién no proporcional entre el
dnguloy la distancia.

* Vincularon las razones trigonométricas recién identificadas con sus con-
textos de aplicacion escolar “eso se parece a las formulas del seno, coseno

n

y tangente..” (tarea 5).

La metodologia Experimentos de Diseno nos permitio elaborar, desarrollar y
analizar un diseno de tareas fundamentado en una revision de literatura y en
la Teoria Socioepistemoldgica comprendiendo las condiciones en las cuales el
diseno de tareas fue viable para los estudiantes. De esta manera fue posible
realizar una investigacion sistematizada que aporta a la investigacion educativa
en Trigonometria en el nivel superior.

Para finalizar, se plantea que la tipificacion reflejada en las categorias encon-
tradas en este experimento de disefo para la resignificacion de la razén trigo-
nomeétrica puede emplearse como estrategia para identificar los usos de otras
nociones matematicas en investigaciones socioepistemoldgicas.
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