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Resumen

En este art́ıculo se presentan algunos ejemplos y resultados de los máximos y
mı́nimo de funciones cuasiperiódicas de acuerdo a los resultados presentados en: On a
conjecture of Alexandr Fischer, http://cariari.ucr.ac.cr/~vargueda/fischerconj.pdf.
Además se enfatiza en los problemas gráficos que surgen en este contexto.
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Abstract

We present in this paper some examples and results of maxima and minima of
almost periodic functions following the results in: On a conjecture of Alexandr Fischer,
http://cariari.ucr.ac.cr/~vargueda/fischerconj.pdf. Further we remark the
graphics problems which arise in this context.
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1 Introduction

Seguimos las notaciones y definiciones que utilizamos en [CA1], [CA2], [CA4] y [CA5].
En [CA1] indicamos que “we call a continuous function f : RN → R almost periodic

if ∀ε > 0 there is an N -dimensional vector L whose entries are positive and satisfies that
∀y ∈ RN there is a T in the N -dimensional box [y, y + L] (componentwise) such that
|f [x + T ] − f [x]| < ε for all x in RN .”

En [CA3] se encuentra desde hace años el art́ıculo en una versión preliminar “On a
conjecture of Alexandr Fischer”.

En ese trabajo demostramos los teoremas siguientes:

1. Sea f : Rn −→ R una función cuasi periódica. Sea (xn)n∈N ⊂ Rn una sucesión
no acotada entonces:para toda subsucesión (xnk

)k∈N existe x0 ∈ Rn tal que: f [x− +
xnk

]− > f [x .+x0] de manera uniforme si y sólo si f alcanza su máximo y su mı́nimo

2. Un función continua cuasi periódica es perIódica si y sólo si alcanza su máximo y su
mı́nimo.

3. El rango de Bochner de una función cuasiperiódica periódica es compacto si y sólo
si la función alcanza su máximo y su mı́nimo.

Recordemos que si f : RN → R es una función cuasiperiódica, entonces f tiene el
rango de Bochner compacto si para cualquier sucesión N -dimensional (xn)n∈N existen una
subsucesión (xnk

)k∈N y x0 ∈ RN tal que f [x + xnk
] → f [x +x0] converge uniformemente

cuando k → ∞.

Con diversas variaciones la esencia de las demostraciones se basa en el estudio de
sucesiones de funciones de la forma f [x− + xn] en donde (xn)n∈N está en el dominio de
f , en el art́ıculo citado siempre es R ó Rn, con n ∈ N .

Creemos que al margen de los detalles técnicos de las demostraciones, los resultados
son muy geométricos.

2 Ejemplos

Los siguientes ejemplos de funciones muestran los problemas gráficos de interpretación.
Para efectos computacionales las funciones cuasiperiódicas son funciones periódicas,

cuyo periodo depende de la forma en que se aproxime racionalmente algún cuasiperiodo.
Esto presenta un cierto obstáculo.

En este art́ıculo usamos un decimal, i.e. n = 2 en la aproximación de los periodos
irracionales.

Comencemos con la función cuasiperiódica:

f1(x) = sin(x) + sin(
√

2 × x)

cuyo gráfico es aproximadamente el mostrado en la figura 1.
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Figura 1: Gráfico de la función f1(x) = sin(x) + sin(
√

2 × x).

La computadora muestra un gráfico que induce a creer en la periodicidad de dicha
función; lo mismo ocurre con el ejemplo de la figura 2, para la función

f2(x) = cos(x) + sin(
√

2x).

Los periodos mı́nimos son más grandes a medida que aumenta el número de d́ıgitos
en la aproximación de

√
2. De hecho los periodos mı́nimos teóricos crecen muy rápido, en

este caso para 2π y
√

2 son de la forma: T = 2× π × 10(n−1) en donde n− 1 es el número
de decimales de

√
2.

Es muy sencillo demostrar que esas funciones son realmente cuasiperiódicas y que no
alcanzan simultáneamente su máximo y su mı́nimo.

Como tercer ejemplo presentamos una función periódica con un gráfico parecido a las
anteriores:

f3(x) = sin 3x + cos 5x,

esta función alcanza su máximo y su mı́nimo (ver figura 3).
La función *-periódica

f4(x, y) = sinx cos
√

2y

tiene como periodo mı́nimo a T = (2π, 2π√
2
).
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Figura 2: Gráfico de la función f2(x) = cos(x) + sin(
√

2x).

Figura 3: Gráfico de la función f3(x) = sin 3x + cos 5x.
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Figura 4: Gráfico de la función f4(x, y) = sinx cos
√

2y.

Figura 5: Gráfico de la función f5(x, y) = (sinx + sin
√

2x) × cos
√

2y.
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El siguiente ejemplo es de una función cuasi periódica en dos dimensiones (ver su
gráfico en la figura 5):

f5(x, y) = (sinx + sin
√

2x) × cos
√

2y.

En el primer argumento es cuasiperiódica y periódica en el segundo, es fácil demostrar
que una función de variables separables es ∗-periódica si y sólo si cada función es periódica.
Esta función no alcanza su máximo y su mı́mimo. Esta condición no es fácil de visualizar.

En el art́ıculo citado demostramos el siguiente lema.

Lema 1 Sea f : RN → R una función cuasi periódica, sea (xn) ∈ RN una sucesión
convergente a xo ∈ RN , entonces f [x + xn] → f [x + x0] de manera uniforme.

Las sucesiones no acotadas (xn) ∈ RN presentan caracteŕısticas muy interesantes; por
ejemplo sin[x + n], n ∈ N satisface que:

Para todo x0 ∈ R existe una subsucesión (nk) ⊂ R tal que sin[x +nk] → sin[x +x0] de
manera uniforme cuando k → ∞. En el mismo sentido anterior se tiene que sin[x +2πn] →
sin[x + 0] = sin[x ].

Sin embargo en el ejemplo cos(x) + sin(
√

2 × x) podemos encontrar sucesiones no
acotadas para las cuales existen subsucesiones que no admiten la existencia de un x0 ∈ R,
como en el ejemplo anterior, basta por ejemplo considerar la sucesión:

xn = 2πn, n ∈ N.

La condición de alcanzar el máximo y el mı́nimo simultáneamente en el teorema de la
periodicidad para funciones cuasiperiódicas no es debilitable.

Figura 6: Gráfico de la función f6(x) = cos[x ] + cos[
√

2x ].
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Por ejemplo | sin[x ]+ sin[
√

2x ]| es una función cuasi periódica que alcanza su mı́nimo
en x = 0, su máximo es 2 que no lo alcanza la función.

Por otra parte
f6(x) = cos[x ] + cos[

√
2x ]

es una función cuasiperiódica que alcanza su máximo en x = 0, su mı́nimo −2 no lo
alcanza. El gráfico mostrado en la figura 6 es muy ilustrativo.

Concluimos este art́ıculo, presentando un resultado sencillo que se deduce de [CA3] y
las técnicas ah́ı utilizadas.

Si f : R → R es una función cuasi periódica y si existe t0 ∈ R tal que f [t0] > 0 entonces
existe una sucesión (an) ⊂ R y existe a > 0 tal que an → ∞ y f [an] → a.

Un resultado análogo se obtiene en el caso f [t0] < 0.
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