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RESUMO

Neste relato, discutiremos especificamente quanto a aprendizagem de funges, salientando nossa experiéncia com 0s
alunos com altas habilidades/superdota¢édo. abordamos aspectos relacionados ao conceito de fungbes e a como
compreendemos que a tecnologia, mais especificamente o GeoGebra, pode favorecer a aprendizagem destes conceitos.
Relatamos alguns aspectos de nossa experiéncia que evidenciam como a construgdo de cenarios animados no GeoGebra
pode implicar na compreensdo de conceitos sobre funcéo, por meio das explicagdes de uma aluna do sexto ano do Ensino
Fundamental que revelam que por meio dos cenarios animados construidos ela compreendeu conceitos matematicos de
fungdes importantes, como coeficiente angular, coeficiente linear, fun¢Bes crescente, decrescente e constante e 0s
relatérios de uma aluna do primeiro ano do Ensino Médio utilizam linguagem matemaética e sugerem que o trabalho por
um tempo maior com a construcdo de cenarios animados para a aprendizagem de funcdes, pode favorecer a compreensao
e aplicacdo correta de conceitos matematicos.

Palavras-chave: tecnologia; educacdo matematica; altas habilidades/superdotacao.

RESUMEN

En este informe, discutiremos especificamente el aprendizaje de roles, destacando nuestra experiencia con estudiantes
con altas habilidades / talento. Cubrimos aspectos relacionados con el concepto de funciones y como entendemos que la
tecnologia, mas especificamente GeoGebra, puede favorecer el aprendizaje de estos conceptos. Reportamos algunos
aspectos de nuestra experiencia que muestran cémo la construccion de escenarios animados en GeoGebra puede
implicar la comprension de conceptos sobre la funcion a traves de las explicaciones de un estudiante de primaria de
sexto grado que revela que a través de los escenarios animados construidos ella entendi6 los conceptos. Las funciones
matematicas, como el coeficiente angular, el coeficiente lineal, el aumento, la disminucion y las funciones constantes, y
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los informes de un estudiante de primer afio de secundaria usan lenguaje matematico y sugieren trabajar méas tiempo con
la construccion de escenarios animados para Las funciones de aprendizaje pueden favorecer la comprensidn y la correcta
aplicacion de los conceptos matematico.

Palabras claves: tecnologia; educacion matematica; altas habilidades / superdotacion.

ABSTRACT

In this report, we will specifically discuss role learning, highlighting our experience with students with high
skills/giftedness. We cover aspects related to the concept of functions and how we understand that technology, more
specifically GeoGebra, can favor the learning of these concepts. We report some aspects of our experience that show how
the construction of animated scenarios in GeoGebra can imply the understanding of concepts about function through the
explanations of a sixth grade elementary student who reveal that through the constructed animated scenarios she
understood concepts. Mathematical functions such as angular coefficient, linear coefficient, increasing, decreasing, and
constant functions, and the reports of a first-year student in high school use mathematical language and suggest working
longer with the construction of animated scenarios for Learning functions can favor the understanding and correct
application of mathematical concepts. The abstract can be done in English, with a maximum of 10 lines, single spaced,
Times 12, in italics, followed by three keywords. The abstract should contain the purpose of the discussion, the
methodology and highlight some of the results observed in the research, but without providing reference authors: they
shall come only through the text.

Keywords: technology; mathematical education; high skill /giftedness.

Introducéo

Temos trabalhado e pesquisado desde 2015 como a construgdo de cenarios animados podem
favorecer a aprendizagem da Matematica, especialmente, no caso de alunos com altas
habilidades/superdotagéo. O trabalho iniciou quando alguns bolsistas do Programa Institucional de Bolsas
de Iniciagdo a Docéncia (PIBID) iniciaram construcdes de representacdes de fendbmenos naturais, como
chuva, de situagdes cotidianas, barcos navegando, menino quicando uma bola, contagem regressiva,
semaforo e outras. No contexto do Pibid, desenvolvemos uma oficina em uma escola publica em que
propusemos a construgdo da contagem regressiva, uma animacao que utiliza fundamentalmente l6gica
matematica e programacéao. Nesta oficina a participagéo e atividade matemética dos alunos do sexto ano
do Ensino Fundamental, apontados, pelos professores da escola, como alunos com dificuldades em
matematica, nos surpreendeu. Isto porque, conseguiram compreender o uso da légica matematica na
animacao apds a construcao do algarismo nove, construindo os demais algarismos sozinhos como pode-
se observar na figura 1.

= GeaGebra

Contagem regressiva (programacgao)

Autor: Cenarios Animados (PIC AH/SD)

R A

Figura 1: Contagem regressiva
Fonte: Elaboracéo PIC AH/SD, disponivel em: https://www.geogebra.org/u/picgeogebra
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Passados alguns dias, uma professora que trabalha com alunos com altas habilidades/superdotagéo
em outra escola publica em que ndo atudvamos por meio do nosso subprojeto do PIBID, nos procurou em
busca de parceria para trabalhar com os alunos com altas habilidades/superdotacdo na area da Matematica.
Propusemos trabalhar com a construcéo de cenarios animados no GeoGebra com estes alunos, o que foi
considerado uma opcdo interessante pela professora. E assim, passamos a desenvolver projetos de
iniciacdo cientifica neste contexto e investigar sobre como a construcdo de animag6es no GeoGebra pode
favorecer a aprendizagem da Matematica.

Neste relato, discutiremos especificamente quanto a aprendizagem de fungdes, salientando nossa
experiéncia com os alunos com altas habilidades/superdotagdo. Especialmente porque pesquisas apontam
que o ensino e a aprendizagem de funcdes ainda se configuram desafio para a Educacdo Matematica,
principalmente devido a dificuldade de estabelecer relagdes entre suas diferentes representagdes e as
formas de comunica-la (Tabach e Natchieli, 2015).

Santos e Barbosa (2017) identificam como formas de comunicar o conceito de funcdo: tabela,
maquina de transformacéo, diagrama, expressao algebrica, generalizacdo, grafico e, por fim, definicdo. A
analise dessas diferentes formas de comunicar o conceito de fungdo evidencia, por sua vez, ideias
consideradas basicas para este conceito, nomeadamente: no¢Ges de variavel, dependéncia, regularidade,
correspondéncia e generalizacdo (Pavan, Nogueira e Kato, 2009; Caraca, 1998). Estas ideias
necessariamente nao sao construidas nesta ordem, perpassando o curriculo de Matematica desde 0s anos
inicias do Ensino Fundamental.

Neste trabalho, primeiramente, abordamos aspectos relacionados ao conceito de fungdes e a como
compreendemos que a tecnologia, mais especificamente o GeoGebra, pode favorecer a aprendizagem
destes conceitos. Na sequéncia relatamos alguns aspectos de nossa experiéncia que evidenciam como a
construgdo de cenarios animados no GeoGebra pode implicar na compreenséo de conceitos sobre funcéo.

1. O GeoGebra e as representacdes e ideias basicas do conceito de funcéo

Atualmente diferentes softwares possibilitam que os alunos explorem diferentes defini¢cGes
matematicas, por meio de recursos disponiveis neles que favorecem o processo de testar hipoteses, esbocar
conjecturas e desenvolver estratégias para resolver problemas (Brasil, 2006). Dentre estes softwares, no
contexto do ensino da Matematica, 0 GeoGebra destaca-se por ser um software livre e gratuito de
matematica dindmica que combina algebra, graficos, geometria, tabelas, célculos e estatistica. A
denominagio GeoGebra, deriva da aglutinacio das palavras Geometria e Algebra, foi desenvolvido por
Markus Hohenwarter principalmente para o ensino e aprendizagem de Matematica (Procopio, 2011).

O GeoGebra apresenta como principais caracteristicas dinamicidade e facilidade para realizar
construgdes, permite a construcdo de pontos, vetores, segmentos, funcdes, conicas e outros objetos
matematicos, que podem ser construidos de duas diferentes formas: clicando nas ferramentas disponiveis
ou inserindo comandos na caixa de entrada, que possibilitam plotar equag6es, coordenadas de um objeto
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e outras aplicacbes matematicas. Por se tratar de um software dindmico, favorece manipular os objetos
criados, o que atribui movimento as construgdes. Isto esta atrelado ao controle deslizante, ferramenta que
cria uma variavel dentro de um intervalo pré-estabelecido pelo operador, que pode determinar como ele
variarg, de acordo com um incremento. Entdo quando o usuério define as coordenadas de um objeto
atreladas a um controle deslizante, este objeto depende deste controle e ao usuario movimenta-lo, o que
pode ser realizado pela ferramenta animar, por exemplo, confere dinamicidade a construcao.

Por exemplo, podemos construir um circulo trigonométrico dinamico, utilizando a ferramenta
circulo dados centro e um de seus pontos, fixando o centro do circulo sobre a origem (figura2), inserindo
na caixa de entrada o ponto A=(0,0), e sobre a circunferéncia, o ponto B que altera o tamanho do raio
conforme suas coordenadas (X,y) variam, atreladas a um controle deslizante com os valores: minimo: 0.1
e maximo: 5.0, por exemplo. Isto porque o raio do circulo precisa ser maior que zero (0) e na definicdo
do ponto B, adicionamos o nome do controle a, para fazer com que o valor indicado pelo controle
deslizante corresponda ao tamanho do raio do circulo, ficando o ponto B definido como:
B=Ponto(Circulo(A,a)).

@ - Circula((0,0), 1)
® f = Segmentof(—1.5,0), (1.5,0))
@ ¢ Segmento((0, —1.5), {0, 1.5))
=
@ o=q@o
® A= Ponte(c)
]
077, 06
Q@ & 0
® h: Reta{0, A)
- -0.64x + 0.7Ty = 0
o 9 ArsoCieular(, B, A}
]
— o7
= (x(A),0)
® {

— (077,0)

S = (0.y(A])

- (0, 0.64)

Figura 2 - Circulo Trigonométrico?
Fonte: moiseslrc, disponivel em https://www.geogebra.org/m/P2wW9QqQ#materia/HCOHH3GD

Entdo, construimos um triangulo retangulo, adicionando um novo ponto C sobre a circunferéncia e
criamos um controle deslizante angular chamado de «, onde o valor minimo é 0° e 0 maximo é 360°.
Atrelamos o controle « ao ponto C, para fazer com que o ponto gire sobre a circunferéncia, mantendo uma
distancia do ponto B de n graus, indicada pelo controle «.

2 Inimeras construcdes parecidas podem ser encontradas realizando uma busca em materiais na pagina do GeoGebra:
https://www.geogebra.org/search/circulo%?20trigonometrico
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Em seguida, construimos uma reta paralela ao eixo y passando pelo ponto B (reta g), uma reta que
cruza os pontos A e C (reta h) e um segmento f do ponto A ao ponto B, criando um triangulo retangulo
que muda de tamanho conforme os controles deslizantes a e o s&0 movimentados. Para facilitar o estudo
das relacGes trigonomeétricas, assinalamos a intersecdo entre as retas g e h, originando um novo ponto D.
Em seguida, criamos dois novos segmentos: i=Segmento(A,D) e j=Segmento(B,D) e desabilitamos as
retas g e h.

Por conseguinte criamos uma reta paralela ao eixo x passando pelo ponto C (reta k) e uma reta
paralela ao eixo y, também passando pelo ponto C (reta I), assim fizemos as interse¢Ges entre areta k e 0
eixo y (ponto E) e a reta | e 0 eixo x (ponto F) e para uma melhor observacdo criamos dois segmentos:
m=Segmento(E,C) e n=Segmento(F,C) e desabilitamos as retas k e I.

Observando o plano cartesiano, notamos que 0s segmentos m e n possuem outros dois segmentos
que sempre terdo a medida igual a deles, 0s quais sdo 0s segmentos p=Segmento(A,F) e g=Segmento(A,E).
Movimentando o controle «, afirmamos que, por mais que os tamanhos dos segmentos sejam alterados,
m sera igual a p e n serd igual a g. Por fim, construimos um ultimo segmento r do ponto A ao ponto C e
utilizamos a ferramenta &ngulo, para medir o &ngulo g do tridngulo retangulo entre os pontos B, A e D,
que serd 0 mesmo do valor indicado pelo controle a.

Movimentar o controle «, possibilita observar as mudancgas que ocorrem e explora-las, discutindo
as relacGes entre o triangulo retangulo e o circulo e como encontrar os valores de seno, cosseno e tangente.
A partir dai, as demais relagdes trigonométricas podem ser exploradas, bem como as funcdes e seus
respectivos graficos, o que discutiremos a partir do relato e um exemplo de construcdo de um cenario
animado de uma aluna que participa do projeto na proxima secao.

Salientamos ainda, que o exemplo citado anteriormente, depende da conducdo que o professor
realiza durante a aula, que deve superar a realizacdo de um passo a passo a ser seguido para que todos
consigam realizar a construgdo corretamente, mas deve questionar o aluno quanto a que estd construindo,
o significado matematico, estimulando a exploracéo dos recursos que o software fornece, promovendo a
troca de ideias entre os alunos e entre os alunos e o professor. Entretanto, admitimos que a construcéo da
animacao do circulo trigonomeétrico, ndo se constitui algo tdo interessante e desafiador ao aluno, quanto a
construgdo de um cenario animado que envolva representacdes de fendmenos que podem ser observados
na realidade, como por exemplo, a de um submarino afundando e submergindo na 4gua, que discutiremos
na proxima secéo.

Ha mais de trés décadas, D’Ambroésio (1989) salientou que raramente no ambiente escolar sdo
propostas situaces em que o aluno necessita ser criativo, ou € motivado a solucionar um problema pela
curiosidade criada pela situagdo ou pelo problema proposto, isto porque “na matematica escolar o aluno
ndo vivencia situacdes de investigacdo, exploracao e descobrimento” (D’ Ambrosio, 1989, p. 16).
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Neste sentido, em 1993, Valente alerta que o uso do computador no ensino pode desempenhar
diferentes fungdes: como maquina de ensino, sendo usado para mostrar aplicagcdes/representacfes ou para
fixar o conteudo ensinado anteriormente, ou como ferramenta educacional em que é usado para ensinar
contetidos permitindo realizar construcdes, interacdo, trabalho colaborativo, processo de descoberta, de
forma dinamica confrontando teoria e pratica.

Nosso envolvimento com a Educacao Basica por meio do PIBID, orientacédo a professores do Estado
do Parana no Programa de Desenvolvimento Educacional, projetos de extensdo e de iniciacdo a pesquisa,
nos mostram que poucos professores utilizam o GeoGebra ao trabalharem com fung¢Ges em sala de aula,
e aqueles que utilizam, o fazem na perspectiva de ilustrar o contetdo, sem que haja exploracdo do
contetido no software pelo aluno.

A pesquisa bibliogréfica realizada por Amaral e Frango (2004), corrobora com esta questdo ao
afirmarem que poucos trabalhos foram encontrados, o que pode ser associado ao fato de apenas
recentemente computadores terem sido disponibilizados nas escolas de Ensino Médio no Brasil. Os
autores salientam que, entretanto, a maioria dos trabalhos ¢ de mestrados profissionais e “o método de
pesquisa mais utilizado foi o estudo de caso com intervengdes no ensino, que geram sequéncias
pedagdgicas, e observagao na pratica com apoio do professor da disciplina” (Amaral e Frango, 2004, p.
102). Isto significa que quem realizou as intervengdes com o software foram os pesquisadores e ndo o
professor da disciplina.

Como citado anteriormente, segundo Pavan, Nogueira e Kato (2009) e Caraca (1998) o conceito de
funcdo pode ser abordado a partir das ideias basicas de varidveis, regularidade, correspondéncia e
generalizacdo, as quais se associam as diferentes representacfes que podem ser utilizadas para comunicar
uma funcdo, o que caracteriza cada uma dessas ideias. Assim, a variavel pode ser tomada primeiramente
como “um termo desconhecido em uma situagdo particular ¢/ou uma equacdo”, para depois ser percebida
como “um objeto genérico envolvido em métodos ou regras gerais deduzidos com base em testes padrdes,
de familias numéricas e/ou geométricas”, para enfim ser compreendida “como uma relagdo funcional
segundo uma tabela, um gréafico ou um problema em lingua natural” (Pavan, Nogueira ¢ Kato, 2009, p.
23). Ao trabalharmos com a construcao de cenarios animados no GeoGebra, em que vinculamos a posi¢ao
de determinado elemento (que pode ser realizado na janela de algebra do GeoGebra) a um controle
deslizante, que pode ser representado por diferentes nomes ou simbolos e que assume diferentes valores
conforme o movimentamos, é possivel observar que o elemento vinculado a este controle deslizante
assume diferentes posicGes na janela grafica, representando este simbolo portanto, “um objeto genérico
em expressdes algébricas ou em métodos gerais” (Pavan, Nogueira e Kato, 2009, p. 23). Assim,
representacdes algébricas podem ser visualizadas na janela gréfica, e representadas por meio de tabelas
no GeoGebra, o0 que favorece estabelecer uma relagéo funcional entre variavel dependente e independente,
que permite “interpretar a variacdo correspondente em expressoes analiticas, tabelas e em graficos”
(Pavan, Nogueira e Kato, 2009, p. 23).
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Além da nocdo de varidvel (em suas diferentes acepgdes), constituem ideias basicas do conceito de
funcéo: i) a regularidade que refere a identificagcdo de um padréo de repeticéo, o que precisa ser obedecido
nas construcdes dos cendrios animados, principalmente para que os caminhos a serem percorridos sejam
estabelecidos corretamente; ii) a correspondéncia, em que se busca, em uma contagem, estabelecer a
correspondéncia entre cada objeto de uma colecdo e um nimero da sucessao natural; e ii) a generalizacao,
quando a validade da lei para qualquer caso é justificada e registrada por meio de uma linguagem
algébrica, que € bastante explorada durante a construcao dos cenarios animados, especialmente porque 0
GeoGebra facilita testar e alterar facilmente a lei de formacéo das fungdes.

Na secdo que segue discutimos dois episddios de nossa experiéncia com o trabalho com a
construgdo de cenérios animados no GeoGebra e o estudo de funcdes: o primeiro se refere a uma aluna
do 6° ano do Ensino Fundamental com altas habilidades/superdotacdo na area de Linguagem, explicando
como construir o cenario animado de um submarino afundando e submergindo no mar, ap6s menos de
dois meses de iniciar sua participacdo no projeto; e o segundo de uma aluna do primeiro ano do Ensino
Médio (EM) com altas habilidades/superdotacdo na area da Matematica, ao explicar sobre fungdes
trigonométricas e sobre como construiu uma montanha-russa, apos dois anos de participa¢do no projeto.
Os dois episodios foram escolhidos a fim de discutir diferentes aspectos do potencial da construcao de
cenarios animados para o estudo de funcGes, como o uso da linguagem matematica e as diferentes formas
de comunicar uma funcdo. O primeiro refere-se ao uso de fung¢des constante e do primeiro grau em que a
construgdo do cenario animado de um submarino afundando e submergindo na agua foi sugerida pelos
pesquisadores e 0 segundo, também inclui fungdes trigonométricas e foi completamente planejado e
construido pela aluna. Embora esta aluna estivesse no inicio do EM, ainda ndo havia estudado
formalmente em sala de aula fungdes trigonomeétricas, apenas explorado estes conceitos por meio da
construgdo de cenarios animados no GeoGebra. A seguir explicitamos melhor como ocorreram as duas
construgdes salientando que nossas escolhas pelos episodios ndo tem objetivo de comparar o desempenho
das alunas, considerando que os dois episodios se referem a alunas em diferentes anos de escolarizagdo,
de diferente tempo de participagdo no projeto, de diferente area de altas habilidades/superdotacdo e de
contetido e animacdo construida, mas discutir as diferentes formas como comunicam o conceito de funcéo
e como o GeoGebra interfere nestas questdes.

2. O GeoGebra e a construcéo de cenarios animados

A fim de elucidar aspectos referentes a nossa experiéncia com o trabalho realizado com a
construgdo de cenarios animados para o estudo da funcdo constante e do primeiro grau, selecionamos e
discutimos, primeiramente, alguns excertos de uma aluna do 6° ano do EF, ao explicar como construir o
cenario animado de um submarino afundando e submergindo na 4gua (Figura 3). Para a construcdo dessa
animacdo, ela precisou utilizar conceitos relacionados a angulo, nimeros negativos, desigualdade,
algebra, dominio e imagem de funcGes e funcdo por partes, para que o0 submarino se movesse com apenas
um controle deslizante. Salientamos que por estar no 6° ano do Ensino Fundamental, a aluna ainda ndo
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havia estudado em sala de aula nenhum desses conteddos, o que € explicito na linguagem utilizada, em
que apresenta dificuldade para utilizar corretamente varios termos matematicos, como, por exemplo,
utiliza linhas para referir-se a representagdo grafica das funcdes. Além disso, o episodio analisado refere-
se a explicagdo da aluna ap6s menos de dois meses de participacao no projeto. E a area que a aluna possui
altas habilidades/superdotacdo € a Linguagem e ndo a Matematica.

Amquvo Editar Enbir Opgdes Femamentas Janela Apda

000

Entrada

Figura 3: Cenéario animado submarino
Fonte: Elaboracéo PIC AH/SD, disponivel em: https://www.geogebra.org/u/picgeogebra

O primeiro excerto, que transcrevemos a seguir, refere-se ao inicio da animagdo, em que a aluna
explica o comportamento de uma fungdo constante em relagdo ao eixo x.

Aluna 6° ano EF - Eu vou comecar criando linhas para o meu submarino andar. Entéo, eu vou, aqui na caixa
de entrada, eu vou digitar f, abre parénteses x, colocar igual. Vou colocar igual a menos quatro [f(x) =
—4], por exemplo, e ai vai ficar aqui no menos quatro [funcéo constante]. Se vocés quiserem colocar menos
trés, menos cinco, ela vai ficar mais para cima, mais para baixo.

Continuando a construcgdo, é necessario utilizar funcdes crescentes e decrescentes, o que depende
do valor atribuido ao coeficiente angular desse tipo de funcéo.

Aluna 6° ano EF - Agora a gente vai criar uma linha decrescente. Vamos digitar g, abre parénteses, igual a
menos quatro x [g(x) = —4x], por exemplo. Se vocé a quiser mais inclinada, por exemplo, vocé pode
colocar menos cinco x ou menos trés [mostra no GeoGebra o que acontece com a inclinag¢do]. Enfim, vocé
que escolhe. A gente vai fazer a mesma coisa do outro lado, s6 que sem 0 menos dessa vez [h(x) = 4x]. SO
que elas estéo se cruzando [no ponto de origem]. N&o vai dar certo, [porque o gréafico das fungdes crescente
e decrescente s6 poderiam se cruzar em algum ponto abaixo da funcdo constante criada inicialmente] tem
que trazer ela mais para cé [para o lado direito], vou apagar aqui [a fungdo h(x) = 4x].

Observamos no excerto acima que a aluna compreende como utilizar corretamente os valores do
coeficiente angular para que a linha fique onde deseja. Compreende que como espera a mesma inclinagéo
das duas funges, e que precisa de uma fungdo decrescente e outra crescente, basta alterar o sinal do

Revista do Instituto GeoGebra de S&o Paulo, v. 9, n. 1, p. 43-58,2020 - ISSN 2237-9657



https://www.geogebra.org/u/picgeogebra

51

coeficiente angular. E, na continuidade de sua explicacdo demonstra também compreender como
empregar corretamente o coeficiente linear, que também ndo denomina corretamente com termos
matematicos, mas consegue explicar que para as funcgdes, decrescente e crescente, construidas possuirem
a mesma distancia e o percurso reto do submarino ser de um tamanho considerado por ela razoavel, é
necessario diminuir certo valor (neste caso). Ela também exemplifica que quando esse valor € mais
préximo de 0, a fungdo vai ficar mais para a esquerda, ou seja, mais proximo ao ponto de origem, em
relacdo ao eixo y. E quando for um valor mais distante de zero, ficara mais para a direita, mais longe do
ponto de origem, em relacdo ao eixo y, como pode ser lido no excerto a seguir.

Aluna 6° ano EF - Quatro x menos quarenta e quatro [h(x) = 4x — 44], por exemplo, ele vai ficar aqui
[mais para a direita no plano]. Quanto menor o nimero [coeficiente linear], mais proximo da outra linha,
que a gente criou antes ela vai ficar. Entéo, se colocar trinta e cinco, por exemplo, vai ficar mais para o
lado, mais para a esquerda. Se colocar cinquenta e cinco vai ficar mais para a direita. Entdo vocés escolhem
0 tanto que vocés querem.

Outro conceito relacionado a funcgdes que a aluna explica como utilizar nesta construcdo € o
dominio, necessario (nesta animacdo) para delimitar o caminho do submarino. Para restringir o dominio
€ necessario ter conhecimento sobre a desigualdade para escrever a condic¢do da fungdo no GeoGebra, o
que é realizado digitando na caixa de entrada o comando Se(<Condi¢do>,<Ent&o). No excerto 1 a aluna
consegue estabelecer a desigualdade corretamente para a condi¢do do dominio, na caixa de entrada do
software, e justificar este dominio, explicando que é necessario considerar 0s pontos no eixo X, e, que
caso o dominio seja definido incorretamente isto reduz ou aumenta o tamanho da linha desejada. Na
sequéncia, observamos que ela tem dificuldade para explicar as desigualdades e sua justificativa é que o
GeoGebra entende ou nao.

Aluna 6° ano EF - Depois eu vou ter que definir o tamanho que eu vou querer elas [fungdes], onde a gente
quer que elas fiqguem, porque se a gente deixasse assim, [como, retas infinitas] vai ficar sobrando para la e
para ca. No caso, eu quero que ela [fungdo f(x) = —4x] fique do zero [ponto de origem] até aqui
[coordenada (1,4)]. A mesma coisa com essas linhas [fungdes g e h]. Entéo, vou criar uma funcdo. Vou na
entrada de novo e vou colocar “Se”. Vou na primeira alternativa, que é “<Condi¢do>,<Entdo>". E vou
colocar a minha condicao, que vai ser que ela [dominio da funcéo] fique do zero até aqui [coordenada (1,4)].
S6 que eu me baseio no eixo x. Entdo vou comecar colocando zero, menor ou igual ao eixo x, menor ou igual
a um. Por que um? Porque a minha linha termina no um. E eu estou me baseando no eixo X, entdo vou
colocar um. [Se (0 < x < 1, <Entao>]. E o meu entdo eu vou olhar I na minha sentenca, o meu f
[funcéo], que esta menos quatro x. Entdo, eu vou colocar menos quatro x. [Se(0 < x < 1, —4x]. Vai
criar uma linha somente na parte que eu determinei.

Embora ndo utilize os termos matematicos corretos, a expressao da aluna demonstra que
compreende a nocdo de variavel e correspondéncia de funcGes, quando comunica que para delimitar o
caminho que ela deseja que o submarino ande, da origem até a coordenada (1,4), precisa estabelecer o
intervalo do dominio do zero ao um, indica que compreende a variagao que x sofrerd, e a correspondéncia,
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ao especificar que entdo eu vou olhar 1& na minha sentenca, o meu f, que estda menos quatro x. Na
sequéncia, de forma similar e por este motivo omitimos deste relato, a aluna estabelece o dominio da outra
funcéo.

Em outro excerto, explicitado a seguir, verificamos a compreensao da aluna quanto a construcéo da
funcgdo por partes, utilizada no trajeto do submarino de modo a facilitar a construcdo, sendo necessario
usar apenas um controle deslizante para isto.

Aluna 6° ano EF - Agora nds vamos ter que juntar todas essas linhas [fun¢des]. Porque sendo vai ter que ter

um controle deslizante para cada linha que o submarino for andar. Entdo a gente vai usar outra funcdo. A
gente vai vir aqui na caixa de entrada vai colocar “Se”. SO que nds vamos na segunda opcdo, que é

T2

“<Condi¢do>, <Entdo>, <Sendo>". A minha “condi¢do” é que ela ande no “p” [0 < x < 1, -4x], s6 que

“

ela vai andar no “q” [1 £ x <10, -4], sendo ela vai andar no “r” [10 < x < 11, 4x-44]. Entdo vamos

copiar a sentenca de cada uma [Se(0 < x < 1, —4x, 1 < x <10, -4, 10 < x < 11, 4x-44)]. Vou dar um

Enter. Vai juntar todas essas linhas [funcdes] aqui, e eu ja posso fazer sumir [desabilitar] essas aqui [funcOes

“p”, “q” e “r’]. Vai formar essa linha aqui [funcdo por partes].

A aluna consegue descrever como é a conjectura utilizada no software para uma fungéo por partes,
e também qual sera a representacao grafica desta funcédo a partir de sua representacdo algébrica, ou seja,
uma funcdo constituida por partes, neste caso, de funcdes decrescente, constante e crescente, assim
determinando o trajeto do submarino. Ao comunicar que isto é necessario para que seja necessario apenas
um controle deslizante, ao qual serdo acopladas as coordenadas do submarino a partir da funcéo criada,
remete a generalizacdo da lei de formacdo de funcdo, comunicando que forma uma linha apenas, mas
mostrando no grafico a parte correspondente a cada funcéo e seu dominio correspondente. A regularidade
também ¢é identificada, ao verificar que na fungdo por partes, ha necessidade de unir as fungdes anteriores.

Nesse sentido, a construcdo do cenario animado no software favorece elaborar e testar as ideias
iniciais, formular conjecturas, e, valida-las.

Quanto & nossa experiéncia com a construcdo de cenarios animados com a aluna do primeiro ano
do Ensino Médio, destacamos duas construgdes: a primeira referente a compreensdo das funcdes
trigonométricas utilizando uma animacao para isto; e a segunda relacionada a construg¢do de um cenario
animado escolhido por ela. Essa aluna participa do projeto ha dois anos, ou seja, desde o oitavo ano do
Ensino Fundamental e possui altas habilidades/superdotacdo em Matematica. Os excertos que utilizamos
para fundamentar nossas analises foram extraidos de relatérios escritos pela aluna e exprimem suas
consideraces e aprendizado de dois encontros sequenciais ocorridos em agosto de 2019. O primeiro, que
apresentamos a seguir, explicita sua compreensdo quanto as fungdes trigonométricas exploradas por meio
de uma animac&o construida com auxilio do pesquisador.

Em um segundo momento, utilizamos as trés primeiras relagdes trigonométricas recém-estudadas (seno, cosseno e
tangente) para construirmos fungdes distintas e avaliarmos seus graficos da seguinte maneira:
Primeiramente reconstruimos o circulo trigonométrico em outra animacéo e adicionamos mais trés pontos que iriam

“desenhar” o grdfico de cada fungdo trigonométrica, todos atrelados ao mesmo controle deslizante o. que
altera o angulo do circulo. O ponto G formaria a fun¢do seno, por isso sua defini¢do ficou: G= (o, sen(a)),
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indicando que o ponto se movimentaria segundo o controle deslizante a, e de acordo com a relagdo seno
resultada do circulo trigonométrico. As defini¢cdes dos outros dois pontos foram feitas de maneira similar, o
ponto H com a relacéo cosseno e o ponto | com a relacéo tangente, dessa maneira, habilitamos o rastro dos
pontos e animamos o controle deslizante a, obtendo o rastro das fungdes trigonométricas (figura 4).

Ta g ,

L
It N\

Figura 4: Funges trigonométricas
Fonte: Aluna de ensino médio, disponivel em: https://www.geogebra.org/u/picgeogebra

Observamos que todas as funcdes se distinguem, a fungao seno inicia-se na origem, e conforme o angulo do circulo
trigonométrico se altera, o grafico da funcéo é obtido, a funcéo é positiva quando equivale ao primeiro e
segundo quadrantes, e negativa no terceiro e quarto quadrantes. Ela se diferencia da fungdo cosseno, que
tem inicio na coordenada (0,1) é positiva no primeiro e quarto quadrantes e negativa no segundo e terceiro
quadrantes. Porém, ambas possuem dominio no conjunto dos nimeros reais, ou seja, qualquer valor real
pode ser atribuido a sua coordenada x para obter-se uma imagem y, e as imagens de ambas as fungdes estdo
em um intervalo entre —1 < y < 1, com um periodo de 2 cada uma.

Jé a funcéo tangente tem propriedades diferentes, no primeiro e terceiro quadrantes, a fungéo é positiva e no segundo
e quarto quadrantes, a funcdo é negativa, o seu dominio e também a sua imagem estdo no conjunto dos
numeros reais. A fungdo possui um periodo de 2 e ¢é possivel notar que quando a funcéo se aproxima do

valor g ela cresce muito rapidamente.

A funcdo cotangente é oposta a funcdo tangente, mas possui 0 mesmo dominio, a mesma imagem e 0 mesmo periodo,
a diferenca é que a funcéo tangente € crescente e a cotangente, decrescente. A fungdo cossecante, por ser
inversa a funcdo seno, possui imagem onde y < —1 ou y > 1, por mais de ter o mesmo dominio e 0 mesmo
periodo e, além disso, ela ndo atravessa o eixo y. E por Gltimo, a funcéo secante, que € inversa a funcéo
cosseno e semelhante a funcdo cossecante, com dominio no conjunto dos numeros reais e periodo igual a 2x
A sua caracteristica que a diferencia é a propriedade de atravessar o eixo y nas coordenadas (0,1).

Apos esse estudo pudemos afirmar as relacGes inversas entre as fungdes trigonométricas e diferencia-las como assim
o fizemos. Concluimos a aula dando inicio a construcdo de uma animagao livre utilizando os contetdos
aprendidos, e se houvesse necessidade, outros contelidos matematicos ja conhecidos.
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Verificamos que a aluna consegue relacionar as representagdes algébricas com os graficos das
funcdes estabelecendo uma relacdo funcional entre variavel dependente e independente, interpretando a
variacdo correspondente em expressdes analiticas e em graficos.

O segundo relatdrio, que apresentamos na sequéncia, refere a construgdo de um cenério animado
nomeado pela aluna como montanha russa (figura 5), em que utiliza as funcGes trigonométricas e de
primeiro grau para construir o caminho a ser percorrido pelo carrinho da montanha russa.

[...] Eu optei por fazer uma “montanha-russa” utilizando, principalmente, fungoes trigonométricas e de
primeiro grau. Meu objetivo era criar fungdes com dominios diferentes, e assim, quando o dominio delas
fosse restringido em uma funcdo por partes, o grdfico se tornasse semelhante ao “caminho” de uma
montanha-russa, e um carrinho andasse sobre ele.

Figura 5: Representacao FuncGes trigonométricas
Fonte: Aluna Ensino Médio

O dominio de uma funcéo consiste nos valores que a variavel x pode assumir segundo a lei de formacao
dessa fungéo, por exemplo, se atribuirmos os valores (1, 2, 3, 4 e 5) para a fun¢éo f(x)= 2x-5, teremos 0s
respectivos resultados: f(x) = (-3, 1, 1, 3 e 5), ou seja, o0 dominio dessa funcéo é definido como D=(1, 2,
3, 4, 5) e aimagem da fungdo (valores para f(x)), como Im=(-3, -1, 1, 3, 5).

Primeiramente, eu selecionei algumas fungdes que poderiam ser utilizadas e adicionei-as no plano
cartesiano do GeoGebra, essas fungdes foram, respectivamente: f(x)= 2x-5, g(x)= 3, h(x)= cos(x+5)+2,
i(x)=-0.9x+21.5, j(x)= sen(x-1.1)-5, k(x)= -6

Ao observar os graficos dessas funcdes, pude concluir que: i) as funcdes g(x) e k(x) sdo chamadas de
constantes pois o valor de y ndo se altera; a funcdo f(x) é crescente porque, conforme o valor de x
aumenta, o valor de y também passa a aumentar; a funcao i(x) é decrescente pois tem a caracteristica do
valor de y diminuir conforme o valor de x aumenta; as fungBes seno e cosseno possuem esse grafico por
causa dos coeficientes que foram adicionados a lei de formacao, a fim de fazer com que elas coincidissem
com as demais fungoes no plano cartesiano e pudessem formar um unico ~caminho”;
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Em seguida, restringi o dominio das mesmas e agrupei-as em uma Unica funcéo por partes: p(x)= Se (1.5
<x<4, flx), 1.5<x<75 gx), 7.5<x<20.8, h(x), 20.8 <x<28.7,i(x), 28.7 <x <37, j(x), 37 <x <44,
k(x)). Que possui o grafico 6.

Figura 6: Funcdes por partes
Fonte: Aluna Ensino Médio

Assim que o “caminho” foi finalizado, adicionei uma imagem de um trem e atrelei os dois pontos dessa
imagem a dois controles deslizantes distintos a e b, o ponto A foi atrelado ao controle deslizante a que em
como valor minimo 1.5 e valor maximo 44, ja o ponto B foi atrelado ao controle deslizante b, com valor
minimo igual a 2.5 e valor maximo igual a 45, os intervalos dos controles sdo diferentes para que os pontos
mantenham uma distancia entre si e a imagem apareca, variando de tamanho conforme os controles sdo
movimentados. Por mais dos pontos terem sido atrelados a controles deslizantes diferentes, eles se
movimentam sobre uma mesma funcéo: p(x), dando o aspecto de uma montanha-russa.

Em seguida criei dois botdes, o botdo iniciar para fazer com que os controles deslizantes a e b iniciassem
ao mesmo tempo em seus valores minimos e o botéo voltar para fazer os controles deslizantes voltarem ao
instante inicial (a=1.5 e b=2.5).

Para concluir a animacao, adicionei uma imagem de fundo simbolizando um parque de diversoes (figura 7).

iniciar | | voltar

Figura 7: Parque de diversBes
Fonte: Aluna Ensino Médio
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O relatorio nos mostra como a aluna utilizou conceitos de fungdes para construir o cenario animado
da montanha russa em que comunica a nogdo de variavel relacionada a regularidade, quando identifica
um padrdo de repeticdo que precisa ser obedecido na construcao do cenario animado quanto ao caminho
a ser percorrido, de correspondéncia, em que estabelece correspondéncia entre as coordenadas de pontos
de generalizacdo, quando valida a lei de formacéo das funcdes para qualquer caso, registrando por meio
de uma linguagem algébrica, o que é facilitado pelo GeoGebra pela possibilidade de testar e alterar
facilmente a lei de formacéo das funcGes.

Considerag0es Finais

Nossa experiéncia revelou que os alunos compreendem conceitos de fungéo por meio da construgao
de cenarios animados no GeoGebra (Basniak, 2019), em que precisam utilizar conceitos relacionados a
lei de formacao, dominio e imagem. Isto porque 0 GeoGebra favorece explorarem suas ideias, formulando
conjecturas e observando o que o software retorna, permitindo interpretarem as respostas fornecidas pelo
GeoGebra, e estabelecerem as suas conclusdes. Por exemplo, a representacdo algébrica de uma funcéo
crescente difere da de uma funcdo decrescente apenas pelo sinal do coeficiente angular, enquanto suas
representacdes graficas sdo inversas. Por meio de exploragdes realizadas pelos alunos no GeoGebra, eles
conseguiram associar mudangas graficas a alteragdes algébricas na representacdo das fungdes. A
associacdo da parte algebrica a parte grafica no GeoGebra permitiu que os alunos elaborassem e
compreendessem conceitos, ao relacionarem os comandos inseridos a construcao gréfica das funces.

As explicacdes da aluna do sexto ano do Ensino Fundamental revelam que por meio dos cenarios
animados construidos ela compreendeu conceitos matematicos de funcBes importantes, como coeficiente
angular, coeficiente linear, fungbes crescente, decrescente e constante. Embora ela ndo tenha utilizado
termos matematicos corretos ao se referir aos conceitos matematicos, suas explicagbes mostram que ela
consegue utilizar os conceitos para construir cenarios animados. Ja os relatérios da aluna do primeiro ano
do Ensino Médio utilizam linguagem matematica e sugerem que o trabalho por um tempo maior com a
construgdo de cenarios animados para a aprendizagem de fungdes, pode favorecer a compreensao e
aplicacéo correta de conceitos matematicos.

Entdo avaliamos embasados nos relatdrios e explica¢des das alunas, que as construcdes de cenarios
animados contribuem para mobilizar conhecimentos matematicos, suportados pelas mediagdes do
professor (pesquisador) para a significacdo dos contetidos de matematica.
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Complementos do artigo

Este artigo esta associado a apresentacdo que a autora fez na sessdo 6 do Ano 1 do Coléquio
GeoGebra, organizado pela Comunidade Latino-Americana de GeoGebra, cujo video, apresentagdo e
recursos podem ser encontrados nos seguintes links:

Sessdo | 6

Data da sessao | Quarta-feira 28 de agosto do 2019

Video | https://youtu.be/ufpBK CzDUQ

Apresentacdo e recursos | https://www.geogebra.org/m/zavpecwu#chapter/414426
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