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RESUMEN

Este trabajo aborda algunas experiencias que el Instituto GeoGebra de Zacatepec (IGZ) cuenta desde su inicio,
comenzando por su ubicacion, convocatoria del Dia de GeoGebra, cursos-talleres de GeoGebra impartidos, hasta la
exploracion del contenido de superficies no convencionales, utilizando para su construccién comandos y herramientas
de GeoGebra, desde un enfoque pedagdgico-didactico de aprender pensando de manera significativa, partiendo desde
superficies ya definidas por el software de GeoGebra, hasta llegar a la visualizacion inteligente de construcciones no
convencionales y dinamicas en el espacio tridimensional, logrando un mejor aprendizaje de los estudiantes.

Palabras claves: Curvas_3D; Superficies_funcional; Superficies_comandos.

RESUMO

Este trabalho aborda algumas experiéncias que o Instituto GeoGebra de Zacatepec (IGZ) tem desde o seu inicio,
comecando com a sua localizagéo, convocando o Dia do GeoGebra, ministrando cursos-oficinas de GeoGebra, até a
exploracdo do contetido de superficies ndo convencionais, usando para sua constru¢cdo comandos e ferramentas do
GeoGebra, a partir de uma abordagem pedagdgico-didatica para aprender a pensar de maneira significativa, partindo
de superficies ja definidas pelo software GeoGebra, até alcancar a visualizagdo inteligente de construgdes néo
convencionais e dindmicas no espaco tridimensional, alcangcando um melhor aprendizado dos alunos.

Palavras-chave: Curvas_3D; Superficies funcionais; Superficies _ comandos.

ABSTRACT

This work addresses some of the experiences that the Institute GeoGebra of Zacatepec (IGZ) has since its inception,
beginning with its location, call the Day of GeoGebra, courses-workshops on GeoGebra given, to the exploration of the
content areas that are no-conventional, using for its construction, commands and tools of GeoGebra, from a pedagogical
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approach-learning to learn thinking in a significant way, starting from surfaces already defined by the software of
GeoGebra, until you reach the intelligent display of construction is no-conventional and dynamic in the three-dimensional
space achieving a better students learning,

Keywords: Curves_3D; Surfaces_functional; Surfaces_commands.
Introduccion

El Instituto GeoGebra de Zacatepec (IGZ) se consolida el jueves 19 de diciembre del 2013, dia en
el que la aplicacion rubricada por Markus Hohenwarter? es recibida por correo electronico. El IGZ se
encuentra ubicado en las instalaciones del Tecnoldgico Nacional de México/Sede Zacatepec
(TecNM/Zacatepec), adscrito al departamento de Ciencias Basicas.

Ademas, desde hace cinco afios se lanza la convocatoria del Dia de GeoGebra, misma que hasta el
momento es dirigida exclusivamente a estudiantes de la institucion. Todos ellos estan inscritos en carreras
de ingenieria, habiendo participado, estudiantes de ingenieria Industrial, Electromecanica, Civil, Quimica-
Bioquimica y Sistemas Computacionales. Esta convocatoria se realiza dos veces al afio, una por cada
periodo semestral y es parte de las actividades del calendario escolar de la institucion.

Otra de las actividades relevantes del IGZ son los cursos-talleres impartido tanto a estudiantes, de
manera presencial, como a docentes, en las modalidades presencial y en linea. En cuanto a la formacion
docente, la relacion de sedes de institutos tecnoldgicos atendidos es: ITZacatepec, ITChilpancingo,
ITReynosa, ITAguascalientes. También se impartieron talleres en el Congreso Internacional en
Tecnologia, Innovacion y Docencia CITID-2015, dirigido a estudiantes del primer semestre de todas las
carreras de ingenieria y licenciatura, sobre “Cdlculo Diferencial con GeoGebra: teoria y practica”, que
contd con horas de aula y de laboratorio durante una semana.

Lo esencial de la experiencia de este trabajo, esta enfocado en lo que el titulo hace referencia:
“Construccion de superficies no convencionales con GeoGebra 3D”, como estrategia en el proceso
pedagogico-didactico para el aprendizaje en la asignatura de calculo de varias variables y codmo gracias a
ello, los estudiantes aprenden basandose en el pensamiento, siguiendo un razonamiento constructivo y
significativo del pensamiento eficaz parte-todo, segin Swartz, R.; Costa, A.; Beyer, B.; Reagan, R.;
Kallick, B. (2017), logrando interiorizar el contenido en estudio a traves de construcciones dindmicas,
proceso que se plasma en este trabajo.

En el mapa estratégico de pensamiento, para analizar las partes y comprender el todo, Swartz, R.;
Costa, A.; Beyer, B.; Reagan, R.; Kallick, B. (p. 55) formulan los siguientes cuestionamientos para el tipo
de pensamiento eficaz parte-todo, mismas que se llevan al contexto de superficies en funciones de varias
variables:

2 Creador del software dinamico de GeoGebra, comenzd el proyecto en el afio 2001, como parte de su tesis, en la Universidad de Salzburgo,
lo continud en la Universidad Atlantica de Florida (2006—-2008), luego en la Universidad Estatal de Florida (2008-2009) y en la actualidad,
en la Universidad de Linz, Austria.
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e ;Qué partes forman el objeto?
e ;Qué ocurriria si faltara cada una de esas partes?
e ;Qué funcion tiene cada una de esas partes?

e ;Como interactuan las distintas partes para que el objeto sea como es y haga lo que hace?

Los cuestionamientos se plantean a traves de guias de laboratorio para las construcciones con
GeoGebra, para orientar al estudiante en el aprendizaje significativo basandose en su pensamiento como
en el socializado con sus pares y en el grupo, al momento de finalizar alguna de las construcciones en
estudio y que la estrategia metodologica implementada alcance un mejor resultado de lo esperado.

1. Metodologia

De manera transversal al proceso de construccién se realiza el andlisis de las partes y el todo
(Swartz, Costa, Beyer, Reagan y Kallick, 2017, p. 67), que, en este trabajo, el objeto es la construccion
“superficie no convencional” realizada y los elementos que para ello ha sido necesario utilizar, sean o no
dependientes/independientes.

En tal caso, la lista de control para ese andlisis es la siguiente:
e Identificar las partes: lo que consiste es establecer los elementos/objetos involucrados;

e Determinar qué ocurriria si faltara cada una de esas partes: se refiere a cada uno de los
elementos/objetos que hacen posible la existencia de las partes;

e Determinar la funcién de cada parte en relacion con el todo: establece los elementos/objetos
que hacen posible visualizar la construccion final esperada como todo;

e Describir como interacttan las distintas partes: determina la necesidad de las partes para
que la construccion del todo se concrete satisfactoriamente o no.

A continuacion, se aborda la construccién de superficies a partir de las diferentes opciones del
software de GeoGebra, usando comandos y herramientas.

2. Construccion de superficies en GeoGebra

Para la construccion de superficies, GeoGebra presenta diversas posibilidades que este trabajo ha
reducido a tres enfoque; el primero a considerar es definiendo la formula desde la Entrada de una
superficie; el segundo usando el comando Superficie de acuerdo al formato de la sintaxis de la

herramienta; finalmente el tercero que en este trabajo se nombran como “argumentos no convencionales”,
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ya que se usa el comando Superficie pero sin seguir ninguno de los argumentos de los que se despliegan
al momento de escribirlo.

2.1 Enfoque 1: Superficies en GeoGebra desde Entrada

La representacion grafica de esta posibilidad consiste en definir la superficie desde la Entrada, en
forma explicita o implicita, usando la correspondiente regla de correspondencia, para visualizar en la Vista
3D. En tal caso, la estructura en la sintaxis se define de acuerdo a como se escriba la funcion de varias
variables involucrada.

En las figuras 1 y 2, desde la Entrada se construye la Superficie usando una regla de
correspondencia, explicita e implicita respectivamente, para el enfoque 1.

Figura 1: Gréafica de la superficie z = arctan(xy) (explicita).
Fuente: Moncada Andino (2019)

Figura 2: Gréfica de la superficie x? — y? — z2 = 4 (implicita).
Fuente: Moncada Andino (2019)
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En este trabajo las figuras anteriores se consideran convencionales, ya que basta escribir la férmula
de una regla de correspondencia de varias variables, para la construccion de la superficie.

2.2 Enfoque 2: Superficies en GeoGebra como herramienta

Desde la Entrada se selecciona una de las tres opciones, reemplazando los argumentos de acuerdo
a los elementos indicados, para visualizar la superficie en la Vista 3D. Vale resaltar que los dos primeros
comandos son herramientas equivalentes, ya que GeoGebra interpreta al eje Z como la recta asociada; en
tal caso, la estructura en la sintaxis de los argumentos para los comandos involucrados es:

Superficie(<Funcién>, <Angulo>) ... Superficie(<Curva>, <Angulo>, <Recta>)

Superficie(<Expresion>, <Expresion>, <Expresién>, <Pardmetro 1>, <Valor inicial 1>, <Valor final 1>,
<Parametro 2>, <Valor inicial 2>, <Valor final 2>)
La figura 3 es ejemplo de como se hace el reemplazo de elementos para una misma funcién que genera

una superficie asociada a diferentes ejes para una funcién explicita y otra paramétrica respectivamente y
una de sus graficas, utilizando los primeros dos comandos.

|:| Ejemplo Superficie(x®, 21, EjeX) y ?'
|:| Ejemplo Superficie(x®, 21, EjeZ)

|:| Ejemplo Superficie(x®, 21, EjeY)

A través de la curva d: (t3, 1 - t3, t9)

Ejemplo Superficie(x?, 2, EjeY) > . - = ...—

D Ejemplo Superficie(d, 2, Ejed)
D Ejemplo Superficie(d, 21, EjeY)
D Ejemplo Superficie(d, 21, EjeX)
Figura 3: Texto que visualiza el reemplazo de elementos para construir dos de las seis superficies.

Fuente: Moncada Andino (2019)

El tercer comando de superficie dado en este enfoque 2, se visualiza en la figura 4, dos superficies
generando superficies a partir de una curva paramétrica definidas.
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~

V Ejemplo Superficie(t cos(k). t sen(k).tk, 1, 0, 1, k, 0, 4mm)

[v/] Ejemplo Superficie(t cos(k), t sen(k). t + k. t, 0, 1, k. 0, 4m)

- “t
Figura 4: Gréfica de superficies paramétricas definidas.
Fuente: Moncada Andino (2019)

Los ejemplos de las superficies anteriores aun son considerados convencionales, ya que siempre
hay una funcidn previamente definida que esta involucrada en la generacion de una superficie.

2.3 Enfoque 3: Superficies en GeoGebra a través de argumentos no convencionales

Habiendo llegado al enfoque de mayor interés, es necesario puntualizar en su relevancia, ya que la
sintaxis de las estructuras de los argumentos del comando superficie se realizan a partir de elementos
basicos: puntos, segmentos, arcos. Estos elementos se vinculan y de acuerdo a ello, la superficie generada
podré pasar de contar con exabruptos a otra de cantos rodados, para ello, los comandos Poligonal y Spline
tienen mucho que ver, respectivamente.

El procedimiento en cualquiera de los casos es similar, en el ejemplo que se presenta, se introducen
tres puntos, posteriormente se seleccionan y arrastran hasta el espacio de Entrada. Estando ahi, se escribe
el comando al inicio, sea Poligonal o Spline, en cualquiera de los casos, los puntos se encierran entre
paréntesis, respetando las llaves que encierran los puntos.

Previo a la generacion de la superficie, en la siguiente figura 5, se establece la diferencia sefialada
en el parrafo anterior, en la que el trazo rojo y el azul son generados por Poligonal y Spline
respectivamente.
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Curva paramétrica
x = Si(t < 0.409,8.351 t* 4 0.267 t — 3.88, —5.776 t* 4+ 17.329 t> — 6.818 t — 2.914)
y = Si(t < 0.409,—-7.601 t* +9.044 t — 0.74,5.32t7 — 15.96 t* + 16.460 + — 1 A20)

~ Poligonal ‘Curva b: Spline({A, B, C}. 3)\
@ f=8.816 |Poligonal f: Poligonal {A. B, C}|

@ b: Eogtg

Figura 5: Resultado de la vinculacién de puntos usando comandos Poligonal y Spline.
Fuente: Moncada Andino (2019)

En la figura 6, se visualizan las construcciones generadas usando estos comandos para las
superficies.

Figura 6: Superficies generadas con los comandos Poligonal (izquierda) y Spline (derecha).
Fuente: Moncada Andino (2019)

Es conveniente resaltar que, utilizando otras herramientas establecidas como funcion, la rotacion
deseada y una recta como eje, la generacion de las superficies no convencionales, asi como las
convencionales es viable, con la ventaja de que se vuelven mucho mas dinamicas, que al utilizar como
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ejes fijos del sistema tridimensional. La mayoria de las superficies son sin exabruptos, por lo que el
comando Spline para generarlas es clave en la mayoria de las circunstancias hasta ahora analizadas.

El siguiente ejemplo, ilustrativo, ha sido tomado del libro de Célculo 2 de Larson (2010, p. 1035).
es basado en el calculo del volumen de una region acotada por diversas superficies que estan definidas en
el acotamiento. La figura 7 muestra el resultado logrado para visualizar los contornos que estan resaltados
en negro y grosor aumentado, como resultado de implementar el comando Spline. El solido cuenta con
exabruptos, sin embargo, lo importante es sefialar los bordes entre una superficie y otra para calcular el
resultado esperado.

X | ¥ Vista Grafica X | ¥ gla Gralica 30D

’ =08
i 1 P 1

eyt oo -
s ) : . I 3 Y 256
0073, 1067 ¢ +BS61 e T 0.1 j / f iz e d” = =
®ac oy =Sifb< 0OF, My DB+ 2t <] ¥ -0 v 15
z = Sift < 0073, -1.052 ! +BS61Et < 0.

= Silt < 0,143, 0,937 + 8,947 1,t < D2E
e b ¥ ‘&iltf.:D.'\‘B.ﬂhﬁqr‘f)..’;\)t 2t
2= Sift < 043,0,k < D.287,0,t < 0.391,0,
Cénica
® fX=(40,4] + (01251, 0.I54 1, 0,125 1)
® g X=04,0,0)+ (0258 0.51,0)
Himeno
® =08

superficie ¥ .|
® kikt] = (1= k)aft)+kh(1—1)
Teds

R I, P, d
® toctal h.fl z Jll: "u dr du dy _lJED ! p /
V=

< >
» Caun Smbolco (CAS) X x=4-y*

L=Integral]megraiiniegral 2.0.0.00,4 - ")y, 2.3} e

_ 266 =1 ¥ 3

v b G

Figura 7: Situacion problema para calcular un volumen generado por varias superficies que acotan, adaptado de Larson
(2010, p. 1035). Fuente: Moncada Andino (2019)

Gracias a esta construccion, los estudiantes hacen una reflexion cognitiva estratégica y significativa,
comprendiendo el por qué los elementos involucrados en la triple integral son esos y no otros. La
comprension y aprendizaje de ello se verifico a través de guias de laboratorio semanales, lo que permitio
a los estudiantes realizar las tareas -actividades, practicas y examen-, con facilidad, al lograr obtener
resultados de valoracion de muy bueno y excelente, lo que favorecio aquellas areas de oportunidad de
conocimiento entre ellos, los estudiantes, y para el docente, tomar la estrategia en otros escenarios con
estudiantes de subsiguientes semestres.

En la figura 8 se visualizan con detalle los pasos a seguir para la construccion de una sencilla
superficie no convencional. Esta basada en la creacion de dos segmentos a partir de cuatro puntos que han
sido colocados de manera arbitraria en el plano, sin embargo, es posible desplazar los puntos sobre el
espacio tridimensional. Al generar la superficie, ésta se podra deformar a interés de quien la ha construido.

Revista do Instituto GeoGebra de S&o Paulo, v. 9, n. 1, p. 90-100, 2020 - ISSN 2237-9657



98

Posteriormente a este primer paso exploratorio, es conveniente probar con otras herramientas de
propio interés, usando o no Poligonal y/o Spline, para la construccién de diversas superficies que, de
acuerdo a las intenciones de quien explore, convenga.

) Vista Grafica X | b Vista Grafica 3D

1. En la Vista 3D, insertar cuatro puntos en el plano XY.

2. Desde la linea de Entrada, escribo el comando Curva, pero
sin escoger ninguna de las opci ya que ideraré los 8
puntos con si fueran el punto final de un vector fijo, que es
como pareciera que GeoGebra interpreta al operar puntos:
Curva(A+k(B-A),k,0,1), y se construye el segmento AB como
curva paramétrica,

3. Lo mismo para los otros dos puntos Curva(C+k(D-C),k,0,1)

y se obtiene una segunda curva paramétrica del segmento CD.

4. Con similar ra iento del arg to paralos seg

usaré ahora pero con el comando Superficie(a(t)+k(b(t)-a(t)).k,0,1,t,0,1),
ya que uso dos parametros debo definir el intervalo. Uso de 0 a1,
porque asi es como inicié mis exploraciones y me funciona, para la
construccion de mi superficie, en este caso, ésta superficie.

5. Puedo mover los puntos, hacia arriba o abajo, y despegar la superficie

del plano XY ... hacer modificaciones via Preferencias a la superficie lograda.
Esta superficie es reglada, muy utilizada en ingenieria civil y arquitectura.

6. Finalmente, utilizar la herramienta Creada y aparece en el Mentl, para ello,
borrar los puntos insertados en orden de ubicacion diferente, si interesa
visualizar otras opciones o para un caso especifico. Observa que los puntos
fueron movidos antes, por eso ya no estan sobre el plano.

7. ¢ Qué pasa luego introduzco los puntos en otro orden al usarla herramienta -3
creada?

Figura 8: Situacion para construir una superficie no convencional y crearla como nueva herramienta.
Fuente: Moncada Andino (2019)

Para experimentar de manera personal la construccion de una superficie no convencional, el
procedimiento descrito es solo una guia para iniciarse; ademas, incluye la posibilidad de crear una nueva
herramienta para dicha construccion, si es que este proceso fuera necesario repetirlo, aprovechando la
posibilidad de la movilidad de los puntos que se han utilizado para la construccién de la superficie.

2.4 Resultados al utilizar superficies no convencionales como estrategia

Tomando en cuenta la propia experiencia, el uso del conocimiento en situaciones convencionales,
no siempre permiten visualizar en GeoGebra qué ocurre cuando no es posible gue la construccién sea
dindmica, dejando una interpretacion plana del contenido en estudio. Sin embargo, utilizando superficies
no convencionales, se abre la oportunidad, tanto al docente como al estudiante, de innovar para un mejor
disefio, a través del empoderamiento del efecto de las partes en el todo de un objeto construido, como
evidencia que fundamenta en el proceso ensefianza-aprendizaje, favoreciendo a este binomio: docente-
estudiante.

En esta experiencia se han presentado dos aspectos caracteristicos de GeoGebra en tanto
Comunidad y software. En cuanto a la Comunidad se ha expuesto brevemente el proceso de creacién del
IGZ, uno de los cinco Institutos GeoGebra Locales en México.
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En cuanto al software, se ha presentado una exploracion del potencial de GeoGebra 3D, mediante
diversos caminos para la construccion gréfica de superficies, solidos y el uso de comandos especificos
para implementar una estrategia en contenidos de célculo de varias variables, cuya representacion no
necesariamente se centra en el origen para cualquier eje. Las superficies no convencionales responden a
la necesidad de adaptar el contenido a escenarios mas reales como parte del proceso de ensefianza-
aprendizaje de matematicas, especificamente del calculo vectorial.

3. Conclusiones

Es necesario también, la incorporacion de estrategias no convencionales en el proceso ensefianza-
aprendizaje para la generacion de estudiantes que seré parte del fortalecimiento de y en la sociedad del
conocimiento de la cuarta y quinta revolucion industrial.

La estrategia del aprendizaje basado en el pensamiento (Swartz, R., Costa, A., Beyer, B., Reagan,
R. y Kallick, B., 2017), cuenta con fundamentacion vigente a esta experiencia y lo que se sefiala en el
parrafo anterior, a través del hecho de saber fundamentar con evidencias, al argumentar conclusiones
individuales o de equipo, con ideas creativas y sabiéndose comunicar, como se sefiala en la publicacién
de Swartz,

GeoGebra como recurso tecnoldgico, camina en paralelo a los avances que emergen a traves del
tiempo y adaptandose a lo generacional, siendo el docente un actor clave para llevar a efecto la inclusion
del software, de manera inteligente para el desarrollo de destrezas o potenciar otras habilidades que
fortalezcan el aprender a aprender a lo largo de la vida, a lo que este recurso dinamico es compatible.

Es la intencidn de este trabajo motivar a bien y una aportacion para mejorar el mundo a traves de la
educacion, en el rol que a cada quien corresponda, sea cual fuere ni importar el conocimiento involucrado.
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Fecha de la ponencia | Miércoles 29 de mayo de 2019

Video | https://youtu.be/OmmQvLesao0

Presentacion y recursos | https://www.geogebra.org/m/zavpecwu#chapter/414422

Cartel de la sesién

GeoGebra

@ Coloquiolde]la’

29 de mayo 2019

14:00 CRI~ 15:00 MEX — 16:00~ VE
A

1
1
[

v

Enlace de transmision:
https://zoom.us/j/462688251

R
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