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Fórmula asintótica de Mehler-Heine
correspondiente a los polinomios modificados de

Charlier

Asymptotic Mehler-Heine formula corresponding to modified
Charlier polynomials
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RESUMEN. Uno de los temas principales en la teoría de los polinomios ortogonales
es el estudio de sus asintóticas. Se pueden estudiar varios tipos de asintóticas corres-
pondientes a los polinomios ortogonales, las cuales brindan información valiosa sobre
los polinomios con grados suficientemente grandes. En particular, las fórmulas de
Mehler-Heine, proporcionan las asintóticas locales de los polinomios que se escalan
adecuadamente, y establecen una relación límite entre los polinomios y otros tipos
de funciones. En el presente artículo se logró escribir los polinomios modificados de
Charlier como combinación lineal de dos polinomios consecutivos de Charlier. Com-
binando los resultados obtenidos con la fórmula de Mehler-Heine de los polinomios
de Charlier, se obtuvo la correspondiente a los modificados.

Palabras clave: Fórmula de conexión, Fórmula de Mehler-Heine, Polimonios
ortogonales de Charlier.

ABSTRACT. One of the main topics in the theory of orthogonal polynomials is the
study of their asymptotics. Various types of asymptotics corresponding to orthogonal
polynomials can be studied, which provide valuable information on polynomials
with sufficiently large degrees. In particular, the Mehler-Heine formulas provide the
local asymptotics of the polynomials that are properly scaled, and establish a limit
relationship between the polynomials and other types of functions. In this article,
it was possible to write the modified Charlier polynomials as a linear combination
of two consecutive Charlier polynomials. Combining the results obtained with the



134 S. Ulloa. Fórmula asintótica de Mehler-Heine correspondiente a los polinomios...

Mehler-Heine formula of the Charlier polynomials, the one corresponding to the
modified ones was obtained.

Key words: Connection formula, Mehler-Heine formula, Orthogonal Charlier
polynomials.
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1. Introducción

La fórmula clásica de Mehler-Heine, para los polinomios ortogonales, fue introducida
por primera vez en el siglo XIX, por los célebres matemáticos, Heinrich Eduard Heine
(1821-1881) [14, 15, 16] y Gustav Ferdinand Mehler (1835-1895) [22], quienes fueron
motivados por un problema existente, de aquel entonces, de conocer la distribución de
electricidad en dominios esféricos [22]. Dentro de sus resultados, obtuvieron el comporta-
miento asintótico de los polinomios de Legendre Pn(z) cerca del punto final de su intervalo
de ortogonalidad,

ĺım
n→∞

Pn

(
cos

z

n

)
= ĺım
n→∞

Pn

(
1− z2

2n2

)
= J0(z),

uniformemente sobre subconjuntos compactos de C, donde los polinomios de Legendre
Pn(z) vienen dados explícitamente mediante [19]

Pn(z) = 2F1

 −n, n+ 1
1− z

2
1

 .

Por otro lado la función de Bessel de primer tipo viene definida como sigue

Jν(z) =
∑
j≥0

(−1)j(z/2)2j+ν

j!Γ(j + ν + 1)
=
(z

2

)ν 1

Γ(ν + 1)
0F1


−

−z
2

4
ν + 1

 ,

es la conocida función de Bessel de primer tipo [35]. Además, Γ(x) es la función Gamma,
la cual se define como

Γ(x) =

∫ ∞
0

tx−1e−t dt.

Definición 1.1. El símbolo de Pochhammer (·)n de orden n, está definido mediante
[27, 28, 30]

(x)n =
∏

0≤j≤n−1

(x+ j) , n ≥ 1, (x)0 = 1.
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Definición 1.2. La serie hipergeométrica ordinaria rFs, está definida mediante
[18, 19, 29]

rFs

 a1, . . . , ar
x

b1, . . . , bs

 =
∑
k≥0

(a1, . . . , ar)k
(b1, . . . , bs)k

xk

k!
,

donde
(a1, . . . , ar)k =

∏
1≤i≤r

(ai)k ,

siendo {ai}ri=1 y {bj}sj=1 números complejos sujetos a la condición bj 6= −n con
n ∈ N\ {0} para j = 1, 2, . . . , s.

En el caso de los polinomios de Jacobi P (α,β)
n (z), definidos mediante [19]

P (α,β)
n (z) =

(α+ 1)n
n!

2F1

 −n, n+ α+ β + 1
1− z

2
α+ 1

 , α, β > −1,

se dedujo la correspondiente fórmula de Mehler-Heine [31, 34]

ĺım
n→∞

n−αP (α,β)
n

(
cos

z

n

)
= ĺım
n→∞

n−αP (α,β)
n

(
1− z2

2n2

)
=
(z

2

)−α
Jα(z).

Ambas fórmulas asintóticas se cumplen uniformemente sobre cada subconjunto compacto
del plano complejo. Este comportamiento asintótico cerca del llamado borde duro brinda
información detallada de los ceros de los polinomios de Jacobi cerca del punto final 1. Si

xk,n = cos θk,n, 1 ≤ k ≤ n,

son los ceros en orden decreciente de los polinomios de Jacobi P (α,β)
n (z), entonces para

un k fijo se tiene que
ĺım
n→∞

nθk,n = jk,

donde jk es el k-ésimo cero positivo de Jα. Más tarde, extensiones de estos resultados
para algunos tipos de polinomios de Jacobi generalizados se obtuvieron en [13].

Similarmente, se obtuvo una fórmula asintótica para los polinomios de Laguerre,
definidos mediante [19]

L(α)
n (z) =

(α+ 1)n
n!

1F1

 −n
z

α+ 1

 , α > −1,

los cuales satisfacen las siguiente fórmula de Mehler-Heine [8, 31]

ĺım
n→∞

n−αL(α)
n (z)
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)
=
(z

2

)−α
Jα(z).
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En el caso de los polinomios ortogonales clásicos de Hermite, definidos mediante [19]

Hn(z) =

bn/2c∑
k=0

n!(−1)k(2z)n−2k

k!(n− 2k)!

= (2z)n 2F0


−n

2
,−n− 1

2

− 1

z2
−

 ,

se tienen los siguientes dos casos, distintos
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los cuales convergen uniformemente sobre cada subconjunto compacto de C, donde los
polinomios ortogonales Hermite de grados 2n y 2n + 1 vienen dados de la siguiente
manera [2]:

H2n(z) = n!
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y
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respectivamente.

Por otra parte, en [5, 23] aparece el siguiente resultado vinculado a los polinomios de
Hermite:

ĺım
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los cuales convergen uniformemente sobre cada subconjunto compacto de C y uniforme-
mente sobre j ∈ N ∪ 0.
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Según el teorema de Hurwitz [23], la fórmula de Mehler-Heine brinda el comportamien-
to asintótico de los ceros más pequeños de los polinomios ortogonales correspondientes.
Sean hn,k los ceros positivos de Hn(z). Entonces, para los polinomios de Hermite se tiene
lo siguiente:

ĺım
n→∞

2
√
nh2n,k = (2k − 1)

π

2
, ĺım

n→∞
2
√
nh2n+1,k = kπ, k ∈ N.

Curiosamente, los polinomios de Lommel modificados [7, 17] definidos mediante

hn,ν(z) = (ν)n(2z)n 2F3


−n

2
,−1− n

2

− 1

z2
ν,−n, 1− ν − n

 , ν > 0,

proporcionan un tipo de fórmula de Mehler-Hermite de alguna manera diferente, la cual
viene dada en la forma

ĺım
n→∞

(2z)1−ν−n

Γ(n+ ν)
hn,ν(z) = Jν−1(z−1), z 6= 0,

sobre cada subconjunto compacto de C. Por otro lado, si se fija el valor de z, por ejemplo
z = 1/2, se obtiene entonces una familia diferente de polinomios ortogonales en la variable
ν definida mediante [21]

Rn(z) = hn,z

(
1

2

)
.

Para estos nuevos polinomios se tiene la siguiente fórmula de Mehler-Heine:

ĺım
n→∞

1

Γ(n+ z)
Rn(z) = Jz−1(2).

Unos de los resultados más brillantes alcanzados a finales del siglo pasado fue el propuesto
por el prestigioso matemático Alexander Ivanovich Aptekarev, en [3], véase también [32],
resultado que se plasma en el siguiente teorema.

Teorema 1.1. Sea qn(z) un sistema de polinomios ortogonales definidos mediante

zqn(z) = bnqn+1(z) + anqn(z) + bn−1qn−1(z),

con
an → 0, an → 0,

y supuesto que

qn+1(1)

qn(1)
= 1 +

α+ 1/2

n
+O

(
n−1

)
, α > −1.

Entonces,

ĺım
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nα+1/2
qn

(
1− z2

2n2

)
= z−αJα(z),

uniformemente sobre cada subconjunto compacto de C.
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Dicho resultado fue extendido en [33].

Existe diferentes familias de polinomios ortogonales, para los cuales se han deter-
minado las fórmulas de tipo Mehler-Heine, juntamente con sus consecuencias sobre el
comportamiento asintótico de los ceros correspondientes a estos polinomios. Tal es el caso
de las fórmulas de Mehler-Heine para los polinomios del disco, véase [4], así como para
los polinomios ortogonales con respecto a un peso de Freud e−|x|

µ

con µ > 0, para los
cuales las fórmulas de Mehler-Heine pueden deducirse a partir de los resultados propuestos
en [20].

Desde principios del siglo XXI hasta la actualidad, se han alcanzado valiosos resultados
vinculados a estas importantes fórmúlas asintóticas, por citar, en [6] se consiguieron las
fórmulas de Mehler-Heine para los polinomios ortogonales múltiples asociados con las
funciones de Bessel modificadas de primer tipo, mientras que en [8, 9, 10] se introdujeron
resultados similares para ciertos polinomios ortogonales discretos. Además, en [11, 12, 26],
se obtuvieron las fórmulas de Mehler-Heine para algunos tipos de polinomios ortogonales
de tipo Sobolev.

Para una correcta comprensión, análisis y desarrollo del comportamiento asintótico
de los ceros más pequeños de los polinomios ortogonales, así como para el desarrollo de
futuras investigaciones relacionadas a los distintos tipos de asintóticas, se hace necesario
conocer, analizar y profundizar en las fórmulas de Mehler-Heine correspondientes a los
polinomios modificados de Charlier.

En la sección 2 del presente artículo se describen las propiedades fundamentales de los
polinomios de Charlier. En la sección 3 se muestran los resultados vinculados a la fórmula
de Mehler-Heine correspondientes a los polinomios modificados de Charlier. Para finalizar,
en la sección 4 se arriba a las conclusiones.

2. Los polinomios clásicos discretos de Charlier

Definición 2.1. Los polinomios ortogonales clásicos discretos de Charlier c(µ)n (x) con
µ > 0, son aquellos polinomios que admiten la siguiente representación hipergeométrica
[24]

c(µ)n (x) = 2F0

 −n,−x −µ−1
−

 , µ > 0,

y que satisfacen la siguiente ecuación en diferencias de segundo orden, conocida como
ecuación de tipo hipergeométrica,

x∆∇c(µ)n (x) + (µ− x)c(µ)n (x) + nc(µ)n (x) = 0. (1)

En particular, los polinomios

ĉ(µ)n (x) = (−µ)nc(µ)n (x).

se les llama polinomios mónicos discretos de Charlier.
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Teorema 2.1. Sean ĉ(µ)n (x), los polinomios ortogonales clásicos mónicos discretos de
Charlier, los cuales satisfacen la ecuación en diferencias de segundo orden de tipo hiper-
geométrica (1). Entonces,

1. Dichos polinomios se expresan mediante la fórmula de Rodrigues

ĉ(µ)n (x) =
(−1)n

ĉ
(µ)
n (x)

∇n
ρ(x+ n)

∏
1≤k≤n

(x+ k)

 , n = 0, 1, 2, . . . ,

donde

ρ(x) =
e−µµx

Γ(x+ 1)
.

2. Satisfacen la siguiente relación de ortogonalidad∑
x≥0

ĉ(µ)m (x)ĉ(µ)n (x)ρ(x) = ||ĉ(µ)n ||2δm,n,

donde
||ĉ(µ)n ||2 = n!µ2. (2)

3. Satisfacen la siguiente relación de recurrencia, [1, 24]

xĉ(µ)n (x) = ĉ
(µ)
n+1(x) + (n+ µ)ĉ(µ)n (x) + nµĉ

(µ)
n−1(x).

4. Satisfacen la Fórmula de Christoffel-Darboux, ∀ n ∈ N, se tiene que

Kn−1(x, y) =
ĉ
(µ)
n (x)ĉ

(µ)
n−1(y)− ĉ(µ)n (y)ĉ

(µ)
n−1(x)

(x− y)||ĉ(µ)n−1||2

=
ĉ
(µ)
n−1(y)

(x− y)||ĉ(µ)n−1||2
ĉ(µ)n (x)− ĉ

(µ)
n (y)

(x− y)||ĉ(µ)n−1||2
ĉ
(µ)
n−1(x), (3)

donde Kn−1(x, y), denota al (n− 1)-ésimo núcleo reproductor dado mediante

Kn−1(x, y) =
∑

0≤k≤n−1

ĉ
(µ)
k (x)ĉ

(µ)
k (y)

||ĉ(µ)k ||2
. (4)

5. Su valor en el extremo del intervalo de ortogonalidad es

ĉ(µ)n (0) = (−µ)n. (5)

2.1. Relaciones de los núcleos de los polinomios Charlier

Proposición 2.2. Sean ĉ(µ)n (x) con µ > 0, los polinomios ortogonales clásicos mónicos
discretos de Charlier, los cuales satisfacen la ecuación en diferencias de segundo orden de



140 S. Ulloa. Fórmula asintótica de Mehler-Heine correspondiente a los polinomios...

tipo hipergeométrica (1). Entonces, el (n− 1)-ésimo núcleo para dichos polinomios en el
(0, 0), es decir, K(µ)

n−1(0, 0), satisface la siguiente relación límite,

ĺım
n→∞

K(µ)
n−1(0, 0) = 0F0

 − µ

−

 = eµ.

Demostración. En efecto, teniendo en cuenta (4) se tiene que

K(µ)
n−1(0, 0) =

∑
0≤k≤n−1

[ĉ
(µ)
k (0)]2

||ĉ(µ)k ||2
, (6)

Luego, usando (2) así como el valor de ĉ(µ)k (0) dado en (5), se deduce lo siguiente

K(µ)
n−1(0, 0) =

∑
0≤k≤n−1

(−µ)2k

k!µk
=

∑
0≤k≤n−1

(−1)2kµkµk

k!µk
=

∑
0≤k≤n−1

µk

k!
.

Finalmente, aplicando el límite a ambos miembros, se consigue (6), para más detalles,
véase la ecuación (1.4.6) de [19].

Lema 2.3. Sean ĉ(µ)n (x) con µ > 0, los polinomios ortogonales clásicos mónicos discretos
de Charlier, los cuales satisfacen la ecuación en diferencias de segundo orden de tipo
hipergeométrica (1). Entonces, el (n − 1)-ésimo núcleo para dichos polinomios en el
(x, 0), es decir, K(µ)

n−1(x, 0), satisface la siguiente relación

K(µ)
n−1(x, 0) =

ĉ
(µ)
n−1(0)

x||ĉ(µ)n−1||2
ĉ(µ)n (x)− ĉ

(µ)
n (0)

x||ĉ(µ)n−1||2
ĉ
(µ)
n−1(x). (7)

Demostración. En efecto, (7) es consecuencia directa de (3) para el caso de los polinomios
mónicos de Charlier.

2.2. Fórmulas de Mehler-Heine

Proposición 2.4 (Fórmulas de Mehler-Heine). Sean c(µ)n (x) y ĉ(µ)n (x) con µ > 0, los
polinomios ortogonales clásicos discretos de Charlier, los cuales satisfacen la ecuación en
diferencias de segundo orden de tipo hipergeométrica (1). Entonces, ∀ z ∈ C, se cumple
que [8, 9]

ĺım
n→∞

µn

Γ(n− z)
c(µ)n (x) =

eµ

Γ(−z)
,

y

ĺım
n→∞

(−1)n

Γ(n− z)
ĉ(µ)n (x) =

eµ

Γ(−z)
, (8)

respectivamente, véase la figura 1.
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Figura 1. Representación gráfica de la fórmula de Mehler-Heine para los polinomios de
Charlier

3. Polinomios ortogonales modificados de una variable discreta

3.1. Fórmulas de conexión

Definición 3.1. Sean ĉ(µ)n (x) con µ > 0, los polinomios ortogonales clásicos mónicos
discretos de Charlier, los cuales satisfacen la ecuación en diferencias de segundo orden de
tipo hipergeométrica (1). Entonces, se define como los polinomios modificados de Charlier
C(µ,ψ)n (x), aquellos polinomios que son ortogonales con respecto al producto escalar [25]

〈f, g〉ψ :=
∑
x≥0

f(x)g(x)ρ(x) + ψf(0)g(0), (9)

donde ψ ∈ R+.

Teorema 3.1 (Fórmula de Conexión I). Sean C(µ,ψ)n (x) con µ > 0, los polinomios
modificados de Charlier, los cuales son ortogonales con respecto al producto escalar (9).
Entonces, se verifica la siguiente fórmula de conexión [25]

C(µ,ψ)n (x) = ĉ(µ)n (x)− ψ ĉ
(µ)
n (0)

1 + ψK(µ)
n−1 (0, 0)

K(µ)
n−1(x, 0). (10)

Teorema 3.2 (Fórmula de Conexión II). Sean C(µ,ψ)n (x) con µ > 0, los polinomios
modificados de Charlier, los cuales son ortogonales con respecto al producto escalar (9).
Entonces, se verifica la siguiente fórmula de conexión

C(µ,ψ)n (x) = Θ
(µ,ψ)
1,n (x) ĉ(µ)n (x) + Θ

(µ,ψ)
2,n (x) ĉ

(µ)
n−1(x), (11)



142 S. Ulloa. Fórmula asintótica de Mehler-Heine correspondiente a los polinomios...

donde

Θ
(µ,ψ)
1,n (x) = 1 + ψ

µn

[1 + ψK(µ)
n−1 (0, 0)]x(n− 1)!

, (12)

y

Θ
(µ,ψ)
2,n (x) = ψ

µn+1

[1 + ψK(µ)
n−1 (0, 0)]x(n− 1)!

. (13)

Demostración. En efecto, usando la fórmula de conexión (10) juntamente con (7), lema
2.3, se arriba a

C(µ,ψ)n (x) = Θ
(µ,ψ)
1,n (x) ĉ(µ)n (x) + Θ

(µ,ψ)
2,n (x) ĉ

(µ)
n−1(x),

donde

Θ
(µ,ψ)
1,n (x) = 1− ψ ĉ

(µ)
n (0)

1 + ψK(µ)
n−1 (0, 0)

ĉ
(µ)
n−1(0)

x||ĉ(µ)n−1||2
,

y

Θ
(µ,ψ)
2,n (x) = ψ

ĉ
(µ)
n (0)

1 + ψK(µ)
n−1 (0, 0)

ĉ
(µ)
n (0)

x||ĉ(µ)n−1||2
.

Finalmente, usando (5) y el valor de la norma para los polinomios mónicos de Charlier
dado en (2), se consigue

Θ
(µ,ψ)
1,n (x) = 1− ψ ĉ

(µ)
n (0)

1 + ψK(µ)
n−1 (0, 0)

ĉ
(µ)
n−1(0)

x||ĉ(µ)n−1||2

= 1− ψ (−µ)n

1 + ψK(µ)
n−1 (0, 0)

(−µ)n−1

x(n− 1)!µn−1

= 1 + ψ
µn

[1 + ψK(µ)
n−1 (0, 0)]x(n− 1)!

,

y

Θ
(µ,ψ)
2,n (x) = ψ

ĉ
(µ)
n (0)

1 + ψK(µ)
n−1 (0, 0)

ĉ
(µ)
n (0)

x||ĉ(µ)n−1||2

= ψ
(−µ)n

1 + ψK(µ)
n−1 (0, 0)

(−µ)n

x(n− 1)!µn−1

= ψ
µn+1

[1 + ψK(µ)
n−1 (0, 0)]x(n− 1)!

.
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3.2. Fórmula de Mehler-Heine para las polinomios de Charlier modificados

Lema 3.3. Para el caso particular de los polinomios de Charlier cuando 0 < µ < 1, las
siguientes relaciones límites se satisfacen:

ĺım
n→∞

Θ
(µ,ψ)
1,n (x) = 1, ĺım

n→∞
Θ

(µ,ψ)
2,n (x) = 0.

Demostración. En efecto, a partir de (12) y de la Proposición 2.2, se deduce que

ĺım
n→∞

Θ
(µ,ψ)
1,n (x) = 1 + ψ ĺım

n→∞

µn

[1 + ψK(µ)
n−1 (0, 0)]x(n− 1)!

= 1 +
1

x
ĺım
n→∞

1

1 + ψK(µ)
n−1 (0, 0)

ĺım
n→∞

1

(n− 1)!
ĺım
n→∞

µn

= 1 +
1

x

1

1 + ψ eµ
· 0 · 0 = 1.

De manera análoga, se procede con el segundo límite.

Proposición 3.4 (Fórmula de Mehler-Heine). Sean C(µ,ψ)n (x) con 0 < µ < 1, los
polinomios modificados de Charlier, los cuales son ortogonales con respecto al producto
escalar (9) y satisfacen la fórmula de conexión (11). Entonces, ∀ z ∈ C, se cumple que

ĺım
n→∞

(−1)n

Γ(n− z)
C(µ,ψ)n (x) =

eµ

Γ(−z)
, 0 < µ < 1, (14)

véase la figura 2.

Demostración. En efecto, multiplicando ambos miembros de la fórmula de conexión (11)
por

(−1)n

Γ(n− z)
,

y luego aplicando el límite, se deduce

ĺım
n→∞

(−1)n

Γ(n− z)
C(µ,ψ)n (x)

= ĺım
n→∞

(−1)n

Γ(n− z)
Θ

(µ,ψ)
1,n (x) ĉ(µ)n (x) + ĺım

n→∞

(−1)n

Γ(n− z)
Θ

(µ,ψ)
2,n (x) ĉ

(µ)
n−1(x),

= ĺım
n→∞

Θ
(µ,ψ)
1,n (x) ĺım

n→∞

(−1)n

Γ(n− z)
ĉ(µ)n (x)+ ĺım

n→∞
Θ

(µ,ψ)
2,n (x) ĺım

n→∞

(−1)n

Γ(n− z)
ĉ
(µ)
n−1(x).

Así, teniendo en cuenta el lema 3.3

ĺım
n→∞

(−1)n

Γ(n− z)
C(µ,ψ)n (x) = ĺım

n→∞

(−1)n

Γ(n− z)
ĉ(µ)n (x).

Finalmente, considerando la fórmula de Mehler-Heine (8), a partir de lo anterior, se
obtiene (14).
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Figura 2. Representación gráfica de la fórmula de Mehler-Heine para los polinomios modifi-
cados de Charlier

4. Conclusiones

Teniendo en cuenta ciertas relaciones límites de los núcleos en (0, 0), así como la
segunda fórmula de conexión propuesta en este artículo, fue posible demostrar la existencia
de la fórmula de Mehler-Heine correspondiente a los polinomios modificados de Charlier.
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