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1. Algunas relaciones entre el funtor de4qecompactacién de Stone-
Cech y el funtor espectro en el contexto de, los reticulos

Estudiante Hernan Santiago AngaritasGareia*
Director Lorenzo Acosta Gempeler™
Emails *hsangaritaga@unal.edu.co, “*lmacostag@unal.edu.co

RESUMEN. Dado un reticulo L, ,podemos dotar al conjunto de los idea-
les primos de L con la topologia degla envolvente del nicleo (conocida
también como topologia de Zariski o tépologia de Stone) obteniendo un
espacio topolégico spec(L),llamado espectro primo de L. Esta construc-
cidn es, en realidad, wif funtorfcontravariante) de una cierta categoria de
reticulos en la categoriafTopde los espacios topoldgicos. Si nos restringi-
mos a los reticulos dcotades, 16s espacios topoldgicos correspondientes se
llaman espacios espectrales y se caracterizan por ser compactos, sobrios
(todo cerrado irreducibleges la adherencia de un tinico punto) y coherentes
(tienen una base.de abiertos-compactos que es cerrada para intersecciones
finitas).

Una clase miuy importante de reticulos es la de los reticulos de Boole
(reticulds disteibutivos y complementados). Los espacios topolégicos co-
rrespondienteg,se llaman espacios de Stone y son exactamente los espacios
de Hausdorff; compactos y totalmente disconexos. Cada reticulo distribu-
tive yfacotado L tiene asociados dos reticulos de Boole: C'(L) (reticulo de
los elementos complementados de L) y B(L) (extensién booleana libre de
B)."Gi(L)"es el reticulo de Boole “mds grande” por debajo de L'y B(L) es
eheeticulo de Boole “mas pequeno” por encima de L. C'y B son funtores
de la*€ategoria D} de los reticulos distributivos acotados en la categoria
B de los reticulos de Boole.

Por otro lado, dado un espacio topologico X, podemos asociarle un espa-
cio de Hausdorfl y compacto [((X), subespacio de un hipercubo,
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[I Iy, producto de copias del intervalo [0, 1]. Esta construccién es un
feC(X,1)
funtor de Top en la categoria HComp de los espacios de Hausdorff com-
pactos. Este funtor 8 se conoce como el funtor de Stone-Cegdhi y cuando
se restringe a los espacios de Tychonoff corresponde a la comstruccion
llamada compactacion de Stone-Cech.

Cuando f(X) resulta ser totalmente disconexo, este egpacioes entonces
homeomorfo al espectro de un reticulo de Boole. S¢ sahe, por@jemplo, que
si X es un espacio discreto entonces 5(X) es homeomorféal espectro del
reticulo de Boole p(X) de las partes de X, y popsle, tante es totalmente
disconexo.

Inspirados en una de las construcciones clgsicd8idel fusitor de Stone-Cech,
introducimos, para cada objeto Z de una categortay € con productos, un
funtor IIz, que a cada objeto X de € le as@eia uw producto de copias de
Z, analogo al hipercubo mencionado apfiba. Ei el caso particular de la
categoria Top, esta construccién es natural,fen el sentido en que si los
espacios Z y W estan conectados de glerta Manera, los funtores Il y Iy,
también estan conectados. Reprodugiende, la construccion del funtor 5 en
este contexto, se obtiene un funtor Sz§para cada espacio topolégico Z,
subfuntor de IIz. Mostramos que sinZ-¢s de Hausdorff, el funtor 5 tiene
una propiedad universal come.la del fmtor de Stone-Cech. Estudiamos
los casos particulares en que Z 8g,[0,1], 2 = {0,1} discreto y el espacio
de Sierpinski S. Notarfios_quésel funtor de Stone-Cech es un caso parti-
cular de nuestra constricciony y que cuando se restringen los funtores g
v B2 a la categoriaTZD"de los espacios fuertemente z-dimensionales, [
y B resultan isomorfos:®El funtor 5 es especialmente interesante, pues
permite construir €ompactaciones de espacios de Hausdorff totalmente
disconexos.

Finalmente, apoyados en el funtor 3, construimos un nuevo funtor Bg
de la categoffa de 68 reticulos distributivos acotados D} en la categorfa
de los reticules, booleanos B, y que resulta diferente al funtor de los
complémentades C: D} — B y al funtor de extensién booleana libre
B: D} — By

. Grafieos existenciales Alfa de Pierce sobre el toro

Estudiante Daniel Camilo Arana Hernandez*
Direetor Arnold QOostra™*
FEmails *dcaranah@unal.edu.co, **aaoostra@gmail.com

RESUMEN. Los grdficos existenciales, inventados y desarrollados por Char-
les Sanders Peirce (1839-1914), constituyen una representacién de la 16gi-
ca clasica mediante diagramas bidimensionales. En particular, los graficos
Alfa son una representacion grafica del célculo proposicional clasico; los
graficos Beta corresponden a la légica de primer orden; los graficos Gama
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incluyen representaciones de logicas de orden superior y légicas modales.
Los elementos para desarrollar los graficos Alfa son una superficie plana
llamada hoja de asercion, que es el lugar donde se trazan los graficos;
letras que representan las proposiciones; y cortes, que son cuivas de Jor-
dan. El sistema de los graficos Alfa se completa con un conjunto'de reglas
de transformacion que permiten cambiar un grafico en @trg desmanera
coherente con la légica, lo cual conduce a una auténtigayrelagién de de-
duccién gréafica. Cabe mencionar que estas mismas réglas se adaptan a
los graficos Beta y Gama.

Una inquietud que surge en el contexto de los graficos éxistenciales es:
. Qué sucede si la superficie donde se trazan log"geaficos no es un plano?
;Cudles elementos se requieren? ;Qué interpfetacionvse les puede dar a
estos elementos? jQué reglas de transform@eiéon ®e pueden adoptar en
este caso? En este trabajo de grado, en particularyse aborda el problema
especifico de los graficos existenciales Alfastemanido como hoja de aserciéon
la superficie del toro.

. Extensiones de la Topologia de Furstenberg
Estudiante Miguel Botero Aulestia®

Director Germdn Preciado Lopez**

Emails *miboteroau@unal.edu.coy, ** gpreciadol@Qunal.edu.co

RESUMEN. Este docuinento expone los conocidos espacios topolégicos
de Fiirstenberg y Golomb, asi como sus propiedades mdas importantes:
propiedades de separaciongconexidad, compacidad y metrizabilidad. Ex-
plora extensiones dgsdiches espacios sobre los enteros gaussianos y sobre
los ntimeros racionales, éstudiando las mismas propiedades. Cuenta con
algunos ejemplossquetmiiestran cémo importantes teoremas de la teoria
de nimeros puedefnn atdcarse desde una perspectiva topoldgica.

Palabras clave: Base Topoldgica, Espacio Regular, Compacidad, Cone-
xidad, Teaxemapde Metrizacién de Urysohn, Ultramétrica, Enteros Gaus-
sianos, Peorema, de Sierpinski.

. Amdlisistde viabilidad de la aplicaciéon del modelo de Machine
Learning en la Imprenta de Billetes del Banco de la Republica
de Gelombia

Fstudiante Marco Fidel Caro Duran*
Director Jorge Mauricio Ruiz Vera**
Fmails *mfcarod@unal.edu.co, **jmruizv@unal.edu.co

RESUMEN. El presente trabajo es producto de la Pasantia realizada en
2020 en la imprenta de Billetes del Banco de la Reptblica. En el mar-
co de la pasantia se implementé un modelo de Machine Learning con el
objetivo de pronosticar la demandas de dos de los productos que fabrica
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la planta de acuerdo con las caracteristicas especificas y la informacion
histérica de la produccién. El lenguaje de programacién que se utilizo
para procesar y filtrar los datos fue Python. Una vez se analizaron los
datos, se aplicé regresién lineal multiple para que el algoritmo obtuviera
un modelo predictivo. Una vez se obtuvieron los modelossse réalizaron
algunas pruebas con datos conocidos para establecer la fiabilidad de los
resultados. Cabe mencionar que, por las condiciones delymangjo de con-
fidencialidad de la informacién del Banco, los datosepresentados fueron
alterados en su magnitud sin perder la naturaleza désu cemportamiento;
y que tampoco se tiene en cuenta el impacto de lagpandémia causado por
el COVID-19.

. Sobre las Leyes de reciprocidad: cuadratica, cabica y bicuadrati-

ca
Estudiante Ivan René Cuéllar Rodriguez®

Director John Jaime Rodriguez Vega™*

*

Emails *ircuellarr@Qunal.edu.co, **jjfedriguezv@unal.edu.co

RESUMEN. Sobre las Leyes de reciprocidad: cuadrdtica, ctibica y bicuadrd-
tica es un trabajo que traslada allector a la época de Gauss. En este
periodo estuvo en auge la teoria defmiimeros y se realizaron enormes
avances en las extensiones parawtrabajar esta materia. La formulacién y
las demostraciones de gesas leyes constituyeron la teoria. Este trabajo se
realizé a partir de unas wocionestbasicas de la teoria de ntimeros, algunos
conceptos de algebra abstracta, acompanados de las sumas de Gauss, y las
sumas de Jacobi. Estaggherramientas sirvieron para demostrar las leyes.
La ley de reciprociflad cuadratica se demostré con sumas de Gauss. La
ley de reciprocidad eibica se hizo de dos maneras distintas: al estilo que
lo hizo Eisenstein yatambién utilizando las sumas de Jacobi. Por dltimo,
se demostré la,leyidejreciprocidad bicuadrética, se gestaron definiciones
y teoria analoga.

. Un operadonintegral en espacios de (¢, a)-variacion en el sentido

de Riesz

EstudiantefJuan Felipe Gonzalez Ostos™*

DiregtorRené Erlin Castillo**
Fmails“jufgonzalezos@unal.edu.co, **recastillo@unal.edu.co

RESUMEN. En este trabajo se estudia el espacio de funciones de variacion
acotada llamada la (¢, a)-variacién en el sentido de Riesz. Se muestran
propiedades y resultados dentro de este espacio en el conjunto de los
reales, entre los cuales se encuentran teoremas de convergencia, que re-
sultan ser andlogos a los que se tienen en espacios de ¢-variaciéon, dado
que este es una generalizacion de dichos espacios cambiando la derivada
usual a la a-derivada. Por ultimo se estudia el comportamiento de un
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operador integral de convolucién en este espacio funcional, buscando re-
sultados importantes que se puedan aplicar a la teoria de aproximacién
donde este espacio y operador juegan un papel trascendental,

Palabras clave: Variaciéon acotada de Riesz, operadores integrales de
convolucién, convergencia, (p, «)-variacién, a-derivada.

. Sobre la clasificacién de variedades Fano de dirmensién’3
Estudiante Diana Estefania Pulido*

Director John Alexander Cruz Morales™™

Emails *depulidod@unal.edu.co, **jacruzmo@uaual.edudeo

RESUMEN. Las variedades proyectivas suayes cayo hazanticanénico — K x
es amplio son conocidas como variedades Famo, @spacios proyectivos y
cuddricas suaves son ejemplos comunes delestas:¥En cuanto a su clasifi-
cacién, Kollar, Miyaoka y Mori demostraren qlie existe solo un nimero
finito de topologias posibles para variedadeés Suaves Fano en cualquier di-
mension dada. En dimensiones bajag se sabé que la tnica curva Fano es
PP}, las superficies Fano son cuadragicasee, blow-ups del plano proyectivo
en d (d < 8) puntos genéricos. Lalclasificacion completa de las variedades
Fano de dimensién 3 se debe a Iskauskikh, Mori y Mukai. Sin embargo,
no hay clasificacién o descripcion conceptual de las variedades Fano en
dimensiones superiores a 3,

En este trabajo se presensaran‘algunos aspectos geométricos de este tipo
de variedades y un hosquejo de\los métodos utilizados para la clasificacion
de variedades Fano dédimensién 3 con némero de Picard 1.

Palabras clave: Variedad®Fano, Geometria algebraica, divisor canénico,
Clasificacion, sistema,lineal

. Légicas cuantal{valuadas

Estudiante DavidyReyes Gaona*

Director Pedro Herndan Zambrano™
Emails_*daveeyesgao@unal.edu.co, **phzambranor@unal.edu.co

RESUMEN.En este trabajo introducimos y estudiamos propiedades bési-
caspde Wma‘clase de légicas finitarias que toman valores de verdad sobre
un tipéyde reticulos completos llamados cuantales valuados (ver [2]) uti-
lizados/para llevar a contextos topoldgicos mas generales las nociones y
métodos de la teoria de espacios pseudo métricos. Con base en estos ob-
jetos generalizamos la propuesta de l6gica continua presentada en [1],
encontrando condiciones suficientes en los cuantales valuados para que
las logicas asociadas tengan propiedades deseables, més precisamente ob-
tenemos un Test de Tarski-Vaught sobre cuantales valuados co-Girard y
una versién restringida del teorema de Fos sobre cuantales co-divisibles
que tengan una topologia asociada en la que son compactos y Hausdorff.
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Como consecuencias inmediatas aparece un teorema de compacidad en
la logica asociada y la existencia de modelos wj-saturados moédulo un
condicion de descendencia contable.

Tales resultados los tomamos como preguntas test para la formulacion de
un marco tedrico en légica matematica en el estudio de espacies topologi-
cos. Los resultados del capitulo 3 son originales, fruto de una investigacion
durante el ultimo ano.

Palabras clave: Cuantales valuados, logica cuantal valuada, cuantales
co-Girard, cuantales co-divisibles, Test de Tarski-VaughtyTeorema de Eos.
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. Solucién Numérica de la Ecuacion de Schrédinger mediante el

Método Libre de Malla de,Conjuntos Finitos de Puntos
Estudiante Juan Diego Rojas Zambrano*

Director Jorge MaurictopRuiz Vera™

Emails *jdrojasz@uual.edu.co, **jmruizv@Qunal.edu.co

RESUMEN. En ste“rabajo se aplica el método de conjuntos finitos de
puntos (FPMjspata solucionar numéricamente la ecuacién de Schrédin-
ger dependiente edindependiente del tiempo. Este método es la combina-
cion de valtias téenicas numéricas que permiten resolver la ecuacién sin
el uso deyuna malla. Para aplicar FPM se siguen los siguientes tres pa-
sos: Emmprimer lugar, la discretizacion del dominio y la identificacién de
los"puintos Wecinos se realizan teniendo en cuenta la reduccién del costo
computagiénal y la menor pérdida de precisién posible. En segundo lugar,
la apréximacién de la funcién de onda y sus derivadas espaciales en cada
punto se realiza por el método de minimos cuadrados méviles (MLS).
Para la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo se llega a un
problema de valores propios cuya solucién es la aproximacion del espectro
discreto de las autoenergias y las autofunciones. Y en tercer lugar, para
la ecuacién de Schréodinger dependiente del tiempo, el problema con valor
inicial se soluciona usando el método de Euler implicito, lo que permite
obtener un sistema iterativo que aproxima la solucién en cada instante
de tiempo.
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El método se prueba para solucionar el pozo de potencial infinito, y se
comparan los resultados con las soluciones analiticas mostrando gran pre-
cision y estabilidad. El método es de primer orden de aproximacién como
consecuencia de la aproximacion de la segunda derivada de lagfuncién por
el método MLS. La extension del método a sistemas de més,dimensiones
es inmediata teniendo en cuenta la expansién en series de Taglomen dos o
tres dimensiones. Ademas, como ventaja al no usar unamallagel método
presentado puede ser aplicado para potenciales méviles.

Teoria de Morse-Bott y aplicaciones momento‘generalizadas
Estudiante Yelvis Joel Soler Rios*

Director Nicolas Martinez Alba**

Emails *yjsolerr@unal.edu.co, **nmartideza@umal.édu.co

RESUMEN. En este trabajo se estudia la_teorfa de Morse-Bott en el ca-
so particular de las aplicaciones momient® generalizadas en geometria
poli-simpléctica. Las aplicaciones moinento _generalizadas para estructu-
ras poli-simplécticas son funciones comyyvalores en un espacio vectorial de
dimensiéon mayor que 1, por ese fnotiyo la teoria clasica de Morse-Bott
no se puede aplicar de forma diréeta.

Para lograr el objetivo principal, se néegsita construir una nueva defini-
cién de funciones Morse-Botit comyalores en R,,,, lo cual a su vez requiere
entender otro tipo de conceptes asociados como aplicaciéon Hessiana no
degenerada R,,,-valuadafy subyariedades criticas. Considerando estas nue-
vas definiciones, que sonjaportes novedosos en este trabajo, se lograron
obtener nuevos resultades consistentes con la teoria usual. Finalmente,
los nuevos aportes €n este documento se pudieron implementar en el caso
especial de aplicaciones anomento téricas para variedades hyperkahler.

Palabras clave: fTegfia de Morse, Teoria de Morse-Bott, Aplicaciones
momento, Aédcionesshamiltonianas, variedades hyperKéhler.
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