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RESUMEN

Esta comunicacién resume los contenidos desarrollados en un Proyecto Docente de la
Universidad de Salamanca a través del que hemos elaborado material de apoyo para las
asignaturas de Matematicas del primer curso de las distintas titulaciones de la Facultad
de Economia y Empresa.

Nuestro objetivo es introducir en el proceso de ensenanza-aprendizaje métodos que
potencien las capacidades de analisis y razonamiento de nuestros estudiantes, y que van
més allé de la transmisién de contenidos de modo clasico. La eleccién del software Wolfram
Mathematica se debe a que nuestra Universidad cuenta con licencia de Campus del mismo.
El material de apoyo elaborado servird sin duda alguna de refuerzo, a la vez que seguro
serd motivador para nuestros estudiantes, siempre dispuestos a la utilizacion de las nuevas
tecnologias, mas si ello supone la no realizacién manual de los calculos.

Presentamos aqui algiin ejemplo que ya hemos utilizado en el aula y que nos ha
permitido trabajar con un elevado niimero de variables y/o ejercicios y problemas maés
complicados en su resolucién. La experiencia muestra que realmente los estudiantes se
motivan y se fomenta la participacién, lo que conlleva mejora en el aprendizaje y en el

rendimiento académico.
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ABSTRACT

In this paper, we present some material developed within a Teaching Project for first
year students at the Faculty of Economy and Business at the University of Salamanca.

In order to enhance students mathematical abilities and complement the classical
lectures, we have prepared some notes in the use of Wolfram Mathematica on mathema-
tical topics such as Algebra and Mathematical Analysis. The University of Salamanca has
made an agreement with Wolfram Research to obtain a campus-wide license for academic
use.

This material not only reinforces the learning process but also helps us to motivate
our students, very keen in the use of new technologies to avoid manual calculations.

We present here a difficult problem which deals with a large number of variables and
has been introduced in the classroom. We have found highly motivated students, willing
to actively participate. In short, the project may help us to improve students mathematical

learning and academic performance.

1 INTRODUCCION: MATEMATICAS y MA-
THEMATICA

La presente comunicacion estd integrada en una linea de trabajo sobre inno-
vacién docente en torno a las asignaturas de formacion matematica bésica que son
comunes en las Facultades de Economia y Empresa de nuestro pais. Acogidos en el
marco del Programa de Mejora de la Calidad de la Universidad de Salamanca ,los
autores han desarrollado en el periodo 2016-2019 tres proyectos, dos de ellos foca-
lizados en aspectos de nivelacién de conocimientos matematicos de los alumnos y un

tercero que atendié a la problematica de adquisicién del lenguaje matematico y las
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técnicas de demostracién, cuestiones en las que se habian detectado enormes caren-
cias en los estudiantes de nuevo ingreso en la Universidad (CASCON et. al 2017a,
2017b, 2018a, 2018b, 2019a, 2019b). En el presente trabajo se aborda otro aspecto
de la ensenanza de las matematicas comunes en los primeros cursos, cuyos con-
tenidos se reparten habitualmente entre el Algebra lineal y el Analisis matematico:
la integracion en la docencia de herramientas informaticas de calculo simbélico, que
en este caso se hace con el programa Mathematica, original de Stephen Wolfram, del
que la Universidad de Salamanca posee una licencia de campus y que, por tanto, es

accesible para todos sus alumnos.

La incorporacion de programas de calculo simbdlico a la ensenanza de las
Matemadticas (incluso en niveles preuniversitarios) se ha convertido en una préctica
tan habitual como ineludible. Aun cuando solo fuera porque en su futura préctica
profesional nuestros estudiantes se encontraran constantemente con este tipo de tec-
nologias, eso bastaria para justificar su uso en los entornos educativos. Pero el hecho
es mas extenso y afecta a la propia disciplina, ya que las técnicas y procedimientos de
andlisis y resolucién de problemas matematicos han experimentado modificaciones
tan significativas como para cuestionar el modelo de docencia en muchas ramas de
las matematicas (TENORIO VILLARON y MARTIN CARABALLO 2015). Pero
al margen de ese paradigma del “saber hacer” que, segin algunos autores, debe
fundamentar la practica educativa, hay otros motivos de cardcter conceptual: la
utilizacion de la informatica atendiendo a aspectos cualitativos puede transformar

poderosamente la percepcién de las mateméticas por parte de los estudiantes (AR-

TIGUE 2002, CONTRERAS et al. 2005).

La adquisicién del “pensamiento matematico” (esa peculiar mezcla de intui-
cion y habilidades de distintos tipos relacionadas con los numeros, los lenguajes
simbdlicos, las formas geométricas, etc.) es algo que evoluciona fundamentalmente

a partir de la interaccién con un entorno conceptual (ARCAVI, A. 1994). Cuanto
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mas se piensa en los objetos matematicos, cuanto mas se manipulan y observan,
cuanto mas se experimenta con ellos, tanto mas se desarrolla la intuicién y ese
conjunto de destrezas que algunos denominan “inteligencia matematica” (SAENZ
DE CABEZON 2016). Las herramientas informaticas de calculo simbélico, como es

el caso de Mathematica, agilizan y promueven esos procesos de experimentacion.

El uso de Mathematica permite obviar las dificultades bésicas de calculo que
tienen un nimero importante de alumnos de las titulaciones que se imparten en las
facultades de Economia y Empresa; lo fundamental es que esto posibilita centrarse
en los aspectos conceptuales, en las estrategias de calculo y demostracion y en el
analisis de los procedimientos y la sintaxis de los sistemas simbdlicos, accediendo
de este modo a actividades matematicas de nivel més avanzado (KILICMAN et al.

2010).

Dado que Mathematica integra graficas, célculo simbdlico y programacion, es
una herramienta docente especialmente 1til para establecer facilmente conexiones
entre distintos modelos matemaéticos (por ejemplo una funcién puede contemplarse
en modo tabular, grafico y analitico). Ademads tiene un protocolo de comunicacién
que permite intercambiar informacion facilmente con otros programas, pudiendo
usarse incluso como soporte visual en las sesiones docentes. El Front-end de Ma-
thematica, que es de tipo cuaderno (notebook), permite intercalar texto, graficos,
entrada de datos y comandos, lo que facilita el trabajo interactivo y el cruce de

informacién (MALAINA y ALBONIGA 2006).

Por otro lado la potencia del programa permite abordar problemas de una en-
vergadura notable, sin que sea un condicionante la prolijidad de célculo. Sin duda
esto acerca los modelos matematicos a la realidad, lo que es un aspecto constan-
temente demandado por los estudiantes de las facultades de Economia y Empresa.
Asimismo facilita la transicién desde los conocimientos que se imparten en las asig-

naturas de formacion matematica y las relacionadas con la Economia y las Ciencias
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de Administracién (HODGIN 1999). El particular “entorno de experimentacién”
que permite Mathematica es otro de los atractivos para los estudiantes, que pueden
probar ideas y establecer y comprobar conjeturas (RAVAGLIA et al. 1998). Todo

ello redunda en una mayor motivacién con las materias cuantitativas.

Aparte de todas las prestaciones matematicas de alto nivel, los programas de
calculo simbdlico ofrecen otra ventaja: el uso de una sintaxis que, por analogia,
coadyuvara a la potenciacion del pensamiento matematico. Pero no debe olvidarse,
en todo caso, que esta es una mas de las herramientas que pueden utilizarse en el
proceso de ensenanza-aprendizaje. Es el modo en el que se usa una tecnologia el
que determina su efectividad: nunca reemplazard actividades que tienen caracter

puramente conceptual, si bien contribuird a enriquecerlas (KILICMAN et al. 2010).

Michele Artigue senialaba en la conferencia de clausura del congreso Las nuevas
metodologias en la ensenanza y el aprendizaje de las Matematicas (2014) algo que
resume en buena medida esta deseable busqueda de equilibrio: “Las técnicas tienen
un doble valor. Un valor pragmaético: permiten actuar sobre objetos, obtener re-
sultados, pero también contribuyen de manera esencial a la comprensién de los
objetos que involucran. Este es su valor epistémico. [...] La legitimidad institu-
cional de las técnicas [en educacién| resulta tanto de su valor pragmético como del
epistémico”. Y mas adelante advierte “El uso espontaneo de las tecnologias digitales
tiende a destruir los equilibrios tradicionales entre estos dos valores, reforzando el

valor pragmatico en detrimento del epistémico” (ARTIGUE 2015).

El resto de la publicacién se organiza de la siguiente forma: en la seccién 2
presentamos el material desarrollado, describiéndose las 5 practicas propuestas. En
la subseccién 2.1 se incluye el ejemplo del algoritmo Page Rank utilizado por Google
para ordenar sus busquedas. Las conclusiones y lineas de trabajo futuras aparecen

en la seccién 3.
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2 MATERIAL DESARROLLADO

El material desarrollado esta dirigido a los alumnos de primer curso del Grado
en Administraciéon y Direccion de Empresas de la Universidad de Salamanca. En ese
curso impartimos dos asignaturas de 6 créditos ECTS cada una, Algebra, asignatura
bésica, en el primer cuatrimestre y Analisis Matematico, obligatoria, en el segundo
cuatrimestre. El material, disponible en la plataforma docente Studium y/o el
repositorio institucional Gredos de la Universidad de Salamanca, tiene el formato
de notebooks de Mathematica, y se implementa tanto en las clases magistrales de
dichas asignaturas, como en varios seminarios con grupos de unos 30 alumnos con
el fin de conseguir una mayor atenciéon por parte de nuestros estudiantes, mayor
interaccion y aumentar el feed-back.

El material desarrollado tiene la siguiente estructura:

1. Introduccién a Mathematica y glosario de comandos.
Algebra lineal con Mathematica.

Sucesiones y series de niimeros reales con Mathematica.

- W N

Funciones reales de variable real: representacion grafica, derivacién e inte-
gracién con Mathematica.
5. Funciones de varias variables: calculo diferencial y optimizacién con Mathe-

matica.

Mientras las practicas 1 y 2 se trabajan en un seminario de la asignatura de Algebra
el resto de las practicas se desarrollan en tres seminarios de la asignatura de Analisis
Matematico. A pesar de que en el programa de Analisis Matematico no hay un tema
especifico dedicado al estudio de funciones de una variable, creemos que resulta
muy util hacer una revisién de las mismas antes de abordar las funciones de varias
variables, cuyo estudio constituye el grueso de la asignatura. La cuarta practica con

Mathematica de las enunciadas arriba puede ser una excelente herramienta para ese
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aspecto. A continuacién, detallamos los contenidos de cada una de las préacticas.

Practica 1.

En la primera parte de la introduccién mostramos algunas caracteristicas
bésicas de Mathematica y nos centramos en las funcionalidades relacionadas con
las asignaturas mencionadas. Como en muchos casos esta es la primera vez que
nuestros estudiantes utilizan un lenguaje de cdlculo simbdlico, nuestras primeras
observaciones son muy elementales. Hacemos referencia al significado y potencial
que tiene una herramienta de calculo simbdlico, la estructura y formatos de entrada
y salida de la informacion, las reglas de denominaciéon de funciones, operadores y
delimitadores, la diferencia entre los operadores de asignaciéon y comparacion, los

distintos tipos de ayuda, el modo lingiiistico, etc.

7 Solve

Symbol

Solve|ogr, vars| attempts to solve the aystem exwr of sguations or inequalities for the variables vars.
Solve|ogr, vars, dom) solves over the domain

dom. Common choices of dom are Realz, Integers, and Complexes.

Figura 1: Ayuda sobre la funcién Solve

Nos parece importante senalar que el servidor Wolfram|Alpha https://www.
wolframalpha.com/ permite realizar cdlculos on-line de forma inmediata sin necesi-
dad de utilizar Mathematica. Si las operaciones que se solicitan son demasiado com-
plejas, los resultados presentados no son siempre correctos. Varios de estos errores
se recogen en PESTANO et al. 2017.

A continuacion, detallamos cémo definir variables en Mathematica, como borrar
el contenido de una variable, como aproximar numéricamente un ntimero irracional,

como utilizar la variable %, y distinguimos entre asignacién estética (= la variable
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se inicia en el momento de la asignacién y prevalece mientras no haya una nueva
definicién) y dindmica (:= Mathematica debe reiniciar el contenido de la variable
cada vez que aparezca en una celda de tipo input). Indicamos también cémo definir
funciones en Mathematica usando asignacién dindmica y cémo se puede representar
graficamente una funcién o una superficie, (funciones Plot, Plot3D). Terminamos
esta parte de la introduccion presentando animaciones en Mathematica usando la
funcién Manipulate.

En la segunda parte de la introduccion se presenta un glosario de los comandos

de Mathematica utilizados en este material.

Practica 2.

Mathematica es una gran herramienta para visualizar y realizar calculos muy
potentes. En particular, la capacidad de este software para las operaciones con
matrices, la resolucion de sistemas de ecuaciones, el calculo de valores y vectores
propios, etc., permite una docencia de la asignatura de Algebra mas agil y centrada
en los conceptos, ademas de atraer la atencion de nuestros estudiantes, para los que
el Algebra pasa a ser una asignatura mucho més visual e interactiva.

Comenzamos la practica de Algebra aprendiendo a introducir vectores y ma-
trices (para poder visualizarlos en la forma habitual utilizada en Matemadticas se
usa la funcién MatrixForm), las operaciones bésicas con ellos, y a acceder a los
elementos de un vector o una matriz.

Continuamos con las operaciones de calculo del determinante, inversa, traspuesta,
rango y traza de una matriz (funciones Det, Inverse, Transpose, MatrixRank
y Tr respectivamente).

Dedicamos la siguiente seccién a la resoluciéon de sistemas de ecuaciones. Tra-
bajamos con la funcién Solve que permite ademds introducir pardmetros (las ecua-
ciones y variables deben estar agrupadas en listas y hay que emplear el operador

de comparacién ==) y la funcién LinearSolve en el caso de sistemas de ecua-
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ciones lineales (los argumentos en el comando son la matriz del sistema y el término
independiente). En el caso de sistemas compatibles indeterminados, Mathematica
devuelve una de las soluciones; en el caso de sistemas incompatibles, Mathematica
indica que el sistema no tiene soluciéon. En el caso de sistemas homogéneos, tra-
bajamos con la funcion NullSpace que permite obtener una base del espacio de

soluciones (ntcleo de la aplicacién lineal asociada).

En la siguiente seccién trabajamos con ejemplos de aplicaciones lineales. Una
vez definida en Mathematica la correspondiente aplicacion, calculamos la matriz
asociada en las bases candnicas, bases del nticleo y de la imagen, y la matriz asociada

en otras bases distintas.

A continuacién, estudiamos la diagonalizacién de endomorfismos. Indicamos
como obtener el polinomio caracteristico (funcién CharacteristicPolynomial),
como hallar los valores propios (funcién Eigenvalues, Solve si hallamos directa-
mente las raices del polinomio caracteristico o Factor si queremos factorizar dicho
polinomio), cémo hallar los vectores propios (funcién Eigenvectors) o cémo obtener

tanto valores propios como vectores propios asociados (funcién Eigensystem).

En la seccién siguiente se estudia la clasificacion de formas cuadraticas. Para
ello, una vez que se halla la matriz asociada a la forma cuadratica en la base canonica,
basta aplicar las funciones previamente descritas para determinar, por ejemplo, los
valores propios del polinomio caracteristico. Presentamos también ejemplos sencillos

de cémo clasificar una forma cuadratica en funcién de unos parametros.

Terminamos la practica de Algebra Lineal aplicando los principales conceptos
al algoritmo Page Rank (desarrollado en la siguiente seccién de la comunicacién).
Este algoritmo es el que utiliza Google para ordenar los resultados de la buisqueda.
A cada péagina web se le asigna un numero en funcién de la cantidad de enlaces de
otras paginas que la apuntan, el valor de esas paginas y otros criterios no publicos.

Este ejemplo se desarrolla en la siguiente subseccion.
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Practica 3.

La primera practica de Analisis Matematico estd dedicada a sucesiones y

series de numeros reales.

En la parte de sucesiones vemos cémo se puede definir una sucesion de forma
explicita (funcién Table para mostrar una serie de términos) o mediante una ley de
recurrencia (deben aparecer en la misma celda la definicién del (o de los) primer (o
primeros) términos de la sucesién (con asignacién estética) y la definicién del término
general (con asignacién dindmica)), cémo dibujar una sucesion (funcién ListPlot,
que permite dibujar colecciones de puntos y hacer asi un estudio cualitativo del
comportamiento de una sucesion) y cémo calcular el limite de una sucesién (funcién
Limit: Mathematica calcula el limite formalmente, a través de desarrollos de Tay-
lor). Mathematica resuelve todo tipo de indeterminaciones, aunque el comando no
funciona cuando se trata de calcular limites de sucesiones definidas por recurrencia.
En estos casos, aunque no es un método riguroso, siempre se pueden dibujar o cal-
cular los primeros términos de la sucesion e intentar observar su caracter. También
calcularemos limites que requieren el uso del criterio de Stolz o del criterio de la

raiz, aunque la escritura puede resultar complicada (funciones Sum y Product).

En la parte de series, trabajamos con la funciéon Sum que permite calcular
las sumas parciales n—ésimas (también es posible hallar sumas genéricas del tipo
12422432+ .-+ +n?), sumar la mayoria de series sumables o concluir que algunas
series (por ejemplo, la arménica) son divergentes. Cuando la serie no es sumable
Mathematica no ofrece informacion relevante. En ese caso, Mathematica permite
obtener una aproximacién numérica (funcién NSum) cuyo valor, no obstante, debe
ser tomado con cautela. Mathematica también permite utilizar los criterios de con-
vergencia para determinar el caracter de una serie a partir del de series ya conocidas,
puesto que, en la mayoria de los casos, la aplicacién de dichos criterios se reduce al

calculo de un limite.
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Practica 4.

La siguiente préactica de Anadlisis Matematico estda dedicada a las funciones
reales de variable real.

Como comentamos en la introduccién, una de las ventajas de un software como
Mathematica es su soporte grafico. En la primera parte de la practica insistimos en
la aplicacion de los comandos que permiten la representacién grafica de funciones
en forma explicita (funcién Plot), en forma implicita (funcién ContourPlot) y en
forma paramétrica (funcién ParametricPlot). En nuestra opinién, aunque algunos
de ellos fueron mencionados en la introduccién, no podemos excluirlos ahora al no
tener sentido aislar el estudio de las funciones de su grafica, permitiendo ademés
que la préactica sea autocontenida. También revisamos conceptos relacionados con
las simetrias y traslaciones de funciones (anadimos animaciones con la funcién Ma-
nipulate), y recordamos varias funciones elementales: exponencial, logaritmica y
funciones trigonométricas.

Seguidamente exponemos los comandos para la resolucién de ecuaciones al-
gebraicas, tanto de forma exacta como aproximada: funciones Solve (en algunos
casos Mathematica pierde soluciones), Reduce (reduce la ecuacién a otra simi-
lar més sencilla mediante complejas reglas de transformacién), NSolve (resuelve
numéricamente la ecuacion; si solo nos interesan las soluciones reales, anadimos el
pardmetro Reals).

La siguiente seccién estd dedicada al célculo diferencial (funcién D para célculo
de derivadas, Simplify para simplificar la expresién) y algunas aplicaciones del
mismo como calculo de maximos, minimos y puntos de inflexién, desarrollo de Tay-
lor (funcién Series, anteponiendo el comando Normal si se quiere calcular el poli-
nomio) y ecuacién de la recta tangente a la grafica de una funcién en un punto.

En la ultima seccién de esta practica introducimos los comandos que permiten

integrar en Mathematica (funcién Integrate). Ademas de las integrales que se ex-
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presan en términos de funciones especiales (funciones error, gamma, beta,. .. ), Ma-
thematica calcula las integrales cuyo integrando es combinacion de funciones elemen-
tales. Vemos ejemplos de integrales inmediatas, de cambio de variable, de integracién
por partes, de integracién de funciones racionales, de integrales trigonométricas y
de integrales irracionales. Integrate también permite hallar integrales definidas e
integrales impropias de primera (incluso con pardmetros) y de segunda especie. Si
la primitiva de una funciéon no puede expresarse en términos de funciones elemen-
tales, Mathematica da error. En estos casos, La funcién NIntegrate permite hallar
integrales definidas aproximando el area correspondiente mediante procedimientos
numéricos. Terminamos la practica calculando el area entre una curva y el eje OX
en un intervalo y el drea entre dos curvas (para ello, hallamos los puntos de corte de
cada curva con el eje OX, los puntos de interseccién de las curvas y representamos

ambas curvas).

Practica 5.

Esta tultima practica estd dedicada a las funciones de varias variables.
Como en la practica anterior comenzaremos con la representacion grafica de fun-
ciones reales de dos variables, utilizando los comandos Plot3D, RegionFunction
para representar la funcién en un recinto determinado y ContourPlot3D para fun-
ciones definidas en forma implicita. Estas herramientas seran especialmente ttiles
para visualizar la problematica concreta de la continuidad, diferenciabilidad, etc.
en funciones de mas de una variable. Por otra parte, la mayor parte de los ejem-
plos y ejercicios que se realizan y proponen a lo largo del curso son con funciones
de dos variables, precisamente porque su visualizacién permite fijar mucho mejor
los conceptos. Nos aproximaremos al concepto de limite de una funcién en un
punto con el comando Limit, proponiendo ejemplos de calculo de limites reitera-
dos y direccionales. Para el cédlculo diferencial nos restringiremos frecuentemente

también a funciones de valores reales, incidiendo en el calculo de derivadas parciales
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(comando D), el vector gradiente y matriz jacobiana (Grad), (para evaluar en un
punto definimos una nueva funcién, Jf, utilizando el operador de asignacién estatica,
MatrixForm), la aplicacién diferencial y la derivada direccional (a partir ambas
del gradiente aplicando propiedades de las funciones diferenciables), o el Hessiano,
Hf, para cuyo calculo Mathematica no cuenta con un comando especifico, por lo que
utilizamos una celda de inicializacién (se evalian cada vez que se inicia sesién y se

evalia una celda):

HessianH[ £ , x List ?VectorQ] := D[ Ff, {x, 2}]

Figura 2: Celda de inicializaciéon para el calculo de la matriz hessiana

Para los desarrollos de Taylor se utilizaran también los comandos Series, Nor-
mal y Expand. Las técnicas de optimizacién constituyen, con toda probabilidad,
las herramientas de Analisis matematico que nuestros estudiantes utilizaran maéas
frecuentemente, siendo ademés una materia con la que es muy sencillo establecer
conexiones con el mundo de la administracién y gestiéon empresarial. Abordaremos

tres tipos de problemas interconectados:

e Optimizacién en abiertos (sin restricciones): cédlculo y clasificacién de pun-
tos criticos, para lo que se utilizaran los comandos Grad, Solve, Reals, el
Hessiano antes implementado Hf, MatrixForm y Eigenvalues; asi como
calculo de extremos globales utilizando el teorema local-global y con parte de
los comandos anteriores.

e Optimizacién con restricciones de igualdad tanto reduciendo por sustitucién
a un extremo del tipo de los vistos anteriormente (cuando sea posible), como
utilizando el teorema de los multiplicadores de Lagrange, para lo que habremos
de definir el lagrangiano, y, en su caso, restringir el hessiano del mismo al

ntcleo del jacobiano de las restricciones, lo que nos llevard a utilizar (aparte
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de los comandos anteriores) el comando NullSpace visto en la préactica de
Algebra lineal. En este apartado se pondran diversos ejemplos relacionados
con el mundo econémico empresarial.

e Extremos globales en conjuntos compactos, cuya existencia esta asegurada
por el teorema de Weierstrass (utilizando las técnicas aparecidas en los dos

epigrafes anteriores).

Finalizaremos con una referencia a la optimizacion con Mathematica a través de los

comandos Maximize, Minimize, NMaximize, NMinimize.

2.1 Ejemplo. Biusqueda en la Red. Algoritmo Page Rank

En esta seccién presentamos un resumen de uno de los ejemplos que se han
incluido en el material. El objetivo es mostrar la aplicacion practica de los contenidos
adquiridos en las asignaturas de Algebra Lineal y Analisis Matematico a la vida real
y/o la Economia. En concreto, en esta comunicacién presentaremos el algoritmo
Page Rank.

Los cinco rasgos que determinan el funcionamiento de un motor de busqueda

en internet son (SAENZ DE CABEZON 2019):

e Analisis de los términos de busqueda. Se trata de algoritmos de andlisis de
lenguaje que interpretan el significado de la busqueda.

e Busqueda de coincidencias. Se localizan péaginas que contengan los términos
de busqueda utilizados.

e Posicionamiento de las péaginas ttiles. Es la etapa fundamental, en ella se
ordenan las paginas segiin su relevancia. Este algoritmo se denomina Page
Rank y a él dedicaremos este ejemplo.

e Personalizacion de los resultados. Se analiza el historial de busqueda y la

informacion personal para ofrecer mejores resultados.
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o Andlisis de la calidad de los resultados. Se evaltan los resultados eliminando

la informacién redundante.

Hasta finales de los afnos noventa, los principales motores de busqueda (algunos
ya extintos: Yahoo, Altavista, Lycos,...) basaban su funcionamiento en biisquedas de
texto (coincidencias). En el ano 1998, Sergey Brin y Lawrence Page, cofundadores de
Google, presentan el algoritmo Page Rank (BRIN, S; PAGE L, 1998), el cual supuso
una auténtica revolucion y fue una de las razones del extraordinario crecimiento de la
multinacional estadounidense. La propuesta de Brin y Page no fue del todo original,
pues otros autores habian propuesto estrategias similares en otros contextos, sin
embargo, fueron ellos los que supieron darle una aplicacién préctica.

El algoritmo Page Rank ordena un conjunto de paginas web enlazadas segin su
relevancia. Una pagina se considera relevante si es enlazada por paginas relevantes.
Este argumento circular (o acoplado) puede modelizarse utilizando el Algebra Lineal.
Es mas, la solucién de este problema esté relacionada con el célculo de valores y
vectores propios.

El algoritmo Page Rank asume que la navegacién de un usuario en la web se

realiza atendiendo a la siguientes reglas:

e Con una probabilidad p, el usuario selecciona (al azar) un enlace de la pagina
en la que se encuentra.
e Con una probabilidad 1 — p, el usuario selecciona una pagina aleatoriamente.
e Si una péagina no contiene enlaces, el usuario selecciona una péagina al azar.
Si denotamos = e y a dos paginas web, N el ntimero total de paginas, N(z) el

numero de paginas que enlaza z, y N(x — y) los enlaces en x que apuntan a y; la

probabilidad de ir desde la pagina x a y es:

(1—p)&+pMe i N(2) #0
p(z,y) = N Nw e (1)
* si N(z) =0
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Segun algunas fuentes, el valor de p utilizado por Google es 0.85. En la Figura 3 se
muestra una red, y la denominada matriz de transicion asociada, cuyos coeficiente

recogen la probabilidades para acceder de unos nodos (o paginas) a otros. La matriz

3 o T T
80 240 240 240

3 3 31 37
80 80 80 80

71 3 3 3

80 80 80 80

37 3 37 3

80 80 80 80

Figura 3: Red (o grafo) y matriz de transicion asoaciada

de transicién permite describir el comportamiento de un usuario en la red (historial
de navegacién). Si observamos el grafo de la Figura 3, y asumimos que partimos de la
pagina 3, lo que podemos identificar con el vector eg = (0,0, 1,0), que denominamos
vector de estado, la multiplicacion:

13 3 3

713 3 3 713 3 3\
80" 80" 80 80

) o equivalentemente elT = ATGOT = (%, %7 %7 %

elzeoA:(

proporciona otro vector de estado, e;, cuya componente i-ésima proporciona la
probabilidad de que el usuario se encuentre en la i-ésima pagina web. En gene-
ral, dada la matriz de transicion A, y el estado inicial ey, el estado en la etapa
n-ésima viene dado por: e, = ejA. Se trata de un proceso dinamico que viene
caracterizado por la A. Si el tiempo de navegacién tiende a infinito, el vector de

estado asociado viene dado por:

0 = Jim o ?

Asumamos que ese limite existe, y ademas que es independiente del estado inicial.

El algoritmo Page Rank ordena las paginas en funcién de los valores de ese limite, es
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decir, en funcién de la probabilidad de que un usuario visite una pagina web cuando
el tiempo de navegacion tiende a infinito. Desde un punto de vista econdémico,
podriamos verlo como el punto de equilibrio del sistema. Dicho esto, ;como podemos

calcularlo?. Observa que, utilizando las propiedades de los limites, podemos escribir:

ex = lim eA" = lim e A" 1A = ( lim A" A = e A (3)
Es decir, e, es el vector propio asociado al valor propio 1 de la matriz A por la
izquierda. O equivalentemente, el vector propio asociado al valor propio 1 de la
matriz AT por la derecha. Ademds, dado que e, indica una probabilidad (siendo
rigurosos podriamos decir que es una distribucién de probabilidad discreta), sus
componentes deben sumar 1. Antes de proceder al calculo con Mathematica, apun-
tamos que utilizando la teorfa de matrices no negativas (MEYER, 2010), es posible
demostrar que el limite (2) existe, lo que es una consecuencia de la defincién (1) de

la matriz de transicién, A.

En la Figura 4 se muestra el calculo de e, utilizando las herramientas de Mathe-
matica que se han presentado en la préactica de Algebra. Presentamos dos alterna-
tivas, bien utilizando el célculo directo de vector y valor propio o bien cédlculando
el nicleo de la aplicacién asociada a la matriz A” — Id. En ambos casos, al final es
necesario normalizar. Sin duda, la segunda estrategia es mas eficiente. Apuntamos
también que Mathematica incluye la funcién PageRankCentrality que permite el

calculo de este ranking dada una red y el parametro p.

Utilizando Mathematica, presentamos dos funciones que permiten el calculo de

la matriz de transicién de una red y su Page Rank (ver Figura 5).

La informacién del Page Rank se puede mostrar visualmente, tal y como aparece
en la Figura 6. Por ultimo, se presenta una aplicacién generada con la funcién
Manipulate (ver Figura 7) que permite modificar el nimero de nodos, aristas de

un grafo y el parametro p y analizar su influencia sobre el Page Rank.
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Eigenvalues[Transpose[A]] // N e = NullSpace[Transpose[A] - IdentityMatrix[4]][[1]]

106613 40 57
{1., -0.30653 + 0.349329i, -0.30653 - 0.349329 i, -0.23694} {

—, —, 1
58520 ° 57’ 40’ }

e = Eigenvectors[Transpose[A], 1] // N
eInfty = e/Total[e] // N

{{1.82182, ©.701754, 1.425, 1.}}

{0.368151, 0.141809, 0.287962, 0.202078}

eInfty = e[[1]] /Total[e[[1]]]

{0.368151, 0.141809, 0.287962, 0.202078}

Figura 4: Calculo de Page Rank de la red de la Figura 3 utilizando el cédlculo
directo de vector y valor propio (izquierda), o calculando el nicleo de la aplicacién
asociada a la matriz AT — Id. En ambos casos, al final es necesario normalizar.

TransitionM[G_, p_] := Module[{n, A1, A2, A, DD, T, i, j}, PageRankG[G_, p_] := Module[{n, A, €0, pr},
n = VertexCount[G]; n = VertexCount[G];
Al = AdjacencyMatrix[G]; A = TransitionM[G, p] // N;
T = Total[Transpose[Al]]; e® = NullSpace[Transpose[A] - IdentityMatrix[n]][[1]];
For[i=1, isn, i++, pr = e0/Total[e0];
If[TL[i]] = 0, AL[[1]] = Table[1, {j, 1, n}]; T[[i]]=n]; Return[pr]];
n;

DD = DiagonalMatrix[1/T];

A2 =DD.Al;
A= (1-p)/n+ pA2;
Return[A]]

Figura 5: Cédigo en Mathematica para calcular la matriz de transiciéon de una red
y su Page Rank

3 CONCLUSIONES

En este trabajo hemos presentado el material desarrollado para el uso de Wol-
fram Mathematica en las asignaturas de Matemaéticas del primer curso de las titu-
laciones de la Facultad de Economia y Empresa de la Universidad de Salamanca.

En esta primera etapa hemos trabajado con los alumnos del Grado en Admi-
nistracién y Direccion de Empresas. El material elaborado, ademas de servirnos de
apoyo para complementar las clases, nos ha ayudado en la motivacion de nuestros

estudiantes, mejorando su aprendizaje y su rendimiento académico.
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Figura 6: Izquierda. Red de la Figura 3 donde su Page Range es ilustrado
graficamente. Derecha. Red aleatoria de 50 nodos, y 250 aristas con su Page
Range representado graficamente

Y

Debido al estado de alarma por el Covid-19, solo ha sido posible impartir de
forma presencial el seminario de Algebra. Los seminarios de Analisis se han desa-
rrollado por videoconferencia en tiempo real usando Blackboard Collaborate y de-
jando la sesion grabada. Nuestra impresion es que los alumnos interesados han
participado de forma activa en ambas modalidades.

En el futuro, en primer lugar nos gustaria incorporar este material en las demas
titulaciones de la Facultad (Grado en Economia y Grado en Gestién de Pequenas
y Medianas Empresas). En segundo lugar, es nuestra intencién desarrollar en esta
linea un material para el resto de asignaturas que impartimos en nuestra Facultad:
Decision y Juegos, obligatoria en el Grado en Economia, y Modelos de Decision e

Informatica para Optimizacién, ambas optativas en el mismo Grado.
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