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Resumen

Con este trabajo se quiere presentar el soporte tedérico de los modelos ARCH y
GARCH propuestos por Engle (1982) y Bollerslev (1986), desarrollando las de-
mostraciones de media y varianza, condicional y no-condicional a partir de los
supuestos hechos por Engle (1982) y finalmente se presenta el ajuste de un proce-
so, que presenta dindmicas ARCH y GARCH.
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Abstract

This work presents the theoretical support of ARCH and GARCH models proposed
by Engle (1982) and Bollerslev (1986), developing the demonstrations of mean and
variance, conditional and non-conditional based in the assumptions made by Engle

(1982) and finally it presents an adjustment process, which presents the dynamic
proper of ARCH and GARCH models.
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1. Introduccion

Los desarrollos de series de tiempo, propuestos por Box & Jenkins (1976), plantean
el modelamiento la serie en nivel, olvidando en parte la volatililidad del proceso
del cual proviene la misma, caracteristica que en la actualidad, se ha convertido en
un elemento clave en la toma de decisiones, especialmente en mercados financieros.
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En estos mercados la volatilidad es una caracteristica fundamental, su medicién y
pronéstico es de vital importancia para los operadores para asegurarse o apalan-
carse frente a eventos que conlleven aperdidas que no se puedan cubrir. De manera
que la ausencia de un andlisis de la volatilidad debilita todo proceso de toma de
decisiones.

Al considerar la volatilidad como un proceso estocéstico, se buscar ajustar un
modelo que permita describir y analizar su comportamiento historico y a partir
de este su comportamiento futuro. Para el caso de procesos de varianza constante
la metodologia de Box-Jenkins ha sido ampliamente utilizada, sin embargo, este
supuesto no es sostenible (plausible) en varias dreas de investigacién, por lo que
se deben consideran otras alternativas.

Dentro de estas alternativas aparecen los modelos ARCH (Autorregresive Con-
dicional Heterocedastic) y GARCH (Generalized Autorregresive Condicional He-
terocedastic) propuestos por Engle (1982) y Bollerslev (1986) respectivamente,
modelos que permiten especificar el comportamiento de la varianza. Estos mo-
delos se plantean pensando que se modela en la media condicional y la varianza
condicional simultdneamente. La diferencia entre lo condicional y no condicional
es que la expectativa condicional se refiere a una expectativa hacia el futuro pero
sujeta a la informacion observada hasta el momento ¢ - corto plazo -.

Este trabajo presenta el soporte tedrico de los modelos ARCH y GARCH pro-
puestos por Engle (1982) y Bollerslev (1986). Se desarrollan las demostraciones de
varianza condicional y no-condicional a partir de los supuestos hechos por Engle
(1982) y finalmente se presenta una apliacién la serie de la Inflacién Colombiana.

2. Modelos

Los modelos presentados plantean la varianza h; - volatilidad-, como proceso es-
tocastico que obedece un modelo a estimar, los principales resultados de los articu-
los de Engle (1982) y Bollerslev (1986) son mostrados en las secciones 2.1y 2.2 y
posteriormente en la seccién 3, se presentan los resultados de este trabajo, y son
las demostraciones no desarrolladas en los articulos antes mencionados.

2.1. Modelo Autorregresivo Condicional Heterocedastico (ARCH)

El modelo ARCH fue presentado por Engle (1982), como alternativa para modelar
procesos con periodos de turbulencia y periodos de calma , y a largo plazo sigan
siendo estacionarios. La familia de procesos ARCH esta definida como se muestra
a continuacién.

Un proceso {y:} es un proceso ARCH(p) si obedece las ecuaciones:

Y = zth;/z con z; ~ NID(0,1) (1)
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P
h: = ag +Zaiyf_i, conag >0 yo; >0 parai=1,...,p
i=1

A partir de estos supuestos se puede mostrar:

P
Nota 1: De 2., se tiene que Y. a; < 1.
i=1

(2)

2.2. Modelo Autorregresivo Condicional Heterocedastico Ge-

neralizado (GARCH)

Este proceso fue presentado por Bollerslev (1986); es una generalizacién de los
procesos ARCH. El modelo GARCH adiciona una parte autoregresiva al compor-

tamiento de la varianza, planteado en el modelo ARCH.

Un proceso {y;} obedece una dindmica GARCH(p,q), si satisface las ecuaciones:

Yp = zthtl/z,zt ~ NID(0,1),hy >0 yz Lys(s<t)

q p
hi=ao+ Y ayf j+ Y Bihi_i, conp>0,g>0, ag >0,
j=1 i=1

aj207i:17"'7Qa YﬂzZOaZ:Lap

Notese que z; L ys equivale a Cov(z,ys) =0 para todo (s <t).

Dados los supuestos anteriores se tiene:

Nota 2: Analogo a lo mostrado para un porceso ARCH(p) se tiene que,

p

q
Za]‘—FZﬁi <1
j=1

i=1

3)

(4)

()
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3. Resultados

Los procesos ARCH y GARCH planteados en el capitulo anterior presentan ca-
racteristicas importantes para el modelado de series de tiempo y para un mejor
entendimiento del comportamiento asociado a este tipo de procesos. A continua-
cién se presentan las demostraciones para llegar a sus momentos de orden 1 y 2,
a partir de los supuestos dados en las ecuaciones (1) al (4). Inicialmente los re-
sultados se presentan para un proceso ARCH(1), en seguida para un ARCH(p), y
finalmente para un proceso GARCH(1,1).

3.1. Proceso ARCH(1)

3.1.1. Esperanza y varianza no-condicionales

De las ecuaciones (1) y (2) tenemos y; = zthtl/2 con zz ~ NID(0,1) y hy =
2
Qap + 01y q-

El primer y segundo Momento No-condicionales, del proceso y;, estan dados por:

1. Media

= E(z)E[(ap + oqyf,l)lm] porque z; L ys(para s < t)
=0 (puesto que E(z;) =0)

2. Varianza
Viy) = B(y;)

= E(z})E(ao + ar1yi_;)
=ag+a1E@w? ), (puesto que E(z?) =1)

Esto se tiene para todo t. Tomando E(y? ;) en funcién de E(y?_,), se tiene:
E(y) = ao + aifag + a1 B(y;_»)]

De forma analoga, regresando k-veces hacia el pasado y dado que a;; < 1 te-nemos:

k—1

E(y}) =) aoa] +afE(yf )
j=0

Llevando k& — oo la ecuacién anterior se convierte en

E(y) = ao()_ 1)

J=0

Comunicaciones en Estadistica, junio 2009, Vol. 2, No. 1



ARCH/GARCH 5

Por lo tanto

E(Z/t?) =ap/(1 — 1)

3.1.2. Funcién de autocovarianza

La conclusién final, a partir de los resultados de la seccién 3.1.1 y de la presente
seccién es que un proceso proceso ARCH(1), cumple con las condiciones de un
ruido blanco (media cero y varianza constante).

En adelante ¥;_; denota la o - algebra generada por {y;—1,yt—2, Yt—3, ... es decir
W, 1 es la informacion observada hasta el punto ¢ — 1.

De las ecuaciones (1) y (2) tenemos y; = zthi/Q con zz ~ NID(0,1) y hy =
o + a1y? 4, entonces:

yi = 2 (a0 + aayp )

2 2 2 2 2 2 2
@ozy +a12;y;—1, (paratodot ,y; 1 = aoz;_q + @12y 1Y; o)

Reemplazando y? ; en y?2, se obtiene:

yi = aozi +anzifaozi_y + azlyi)
= o2; + ononzizp ) + 0125 i,
= ..., continuando la recursién en y;
k
= qp Z a{zfzf,l...zf,j + alf+1zfzt271...zt27kyt27k,1
j=0

Tomando limite cuando k — o0, tenemos:

o0
2 __ J .2 2
Yi = Qg E a2y q. 2y
7=0

Dadas las ecuaciones (1), (2), (5), tenemos:
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Y = zi(oo + alytzfl)l/Q
_ ~1/2

— } : J 2 2
=2z | + a1 QY2 12y
J=0

_ 11/2

2 2
=2z |ao 1—1—2 oz gz
=0

= ZtAt—la

1/2

oo .

donde A; | = [ao (1 + 2 a{ztz_l...zf_j>] , se debe notar que A;_; es funcién
Jj=0

de Zt—1yRt—24 -

De los resultados anteriores la funcién de autocovarianza entre y; y y¢41, esta dada

por:

3. Cov(yt, Yr+n) = E(yyt+n)
(Zt+thAt 1At h— 1)
(E

(

(Zt+thAf 1At+h 1 | ‘I/t+h 1))
24 A1 Avih1 E (2t | Yign—1))
, (porque E(ziyn | Wiyn-1)) =0

E
B
E
0

De las ecuaciones anteriores tenemos y, ~ RB(0 , 07), con o = ap /(1 — a1), pero
y; no es IID, como se verd en la siguiente seccion.

3.1.3. Esperanza y varianza condicional

A continuacién se presenta el desarrollo de la esperanza y varianza condicional del
proceso .

1. Esperanza condicional
E(ye | O11) = Bz | Oy1) (a0 + anyi )
= E(z)(ap + alyt{l)lm, (porque z; L ys con s < t.)
=0
2. Varianza condicional
Viye | Wim1) = B(2f | We1) (a0 + a1yiy)
= E(2}) (a0 + a1yi—y)

2
= Qo+ a1Y;_ 4
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De los resultados anteriores se resalta:
= La media es constante en ambos casos, igual a cero.

» La varianza no-condicionada es constante (varianza de largo plazo); mientras
que,

= la varianza condicional a corto plazo depende de y;_1. Por lo que dados los
supuestos, el proceso puede presentar periodos de alta volatilidad o de calma,
la varianza a corto plazo no es constante.

3.1.4. Generalizaciéon ARCH(p)

Los resultados presentados para un ARCH(1), se pueden generalizar para un pro-
ceso ARCH(p), como se presenta a continuacién. El resultado mds importante es
que un proceso ARCH es un ruido blanco pero no es IID.

En los siguientes items se presentara una generalizacién de la esperanza y varianza
no-condicional, anteriormente presentadas. Teniendo en cuenta las ecuaciones (1)
y (2), tenemos:

Esperanza no-condicional

E(y) = E(zh,%)

p
= E(zi(ao+ Y _ oy )'?)
=1

P
= FE(z)E(ag + Zaiyf_i)1/2, (porque z; 1L ys para todo s < t)
i=1

P
= E(z)(ag + Z a2 )2, (porque z Ly, para todo s < t)

i=1

=0
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Varianza no-condicional

V(y:) = E(y?)

= E(22(ap + Z a7 ;)

i=1

p
— B(D)B(ao + Y ai?,)
=1

p
E(ao + Z aiy;—;)
i=1
p
=ao + Z i E(y;;)
i=1
P P
=ap + Z a;(ao + Z By —ik)
i=1 k=1
P P
=ao+ Y (wao+al Y Byl p) (a)
i=1 k=1

= ag Z(Z a;)’ (b)

Los desarrollos para obtener (a) y (b), se muestran en el afiexo 1. En los siguientes
items se presentard una generalizacién de la esperanza y varianza condicional, de
nuevo U;_; es la c—algebra generada por {ys—1,Yt—2,Yt—3, .-}

1. Esperanza condicional

p
By, | Uy1) = Bz | Uya) (a0 + Y aigiy)'/?

i=1

=0
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2. Varianza condicional

p
V(y | 1) = B(27 | W) (a0 + Y aigiy)

i=1
p

- 2

=g + E QY
i=1

:ht

Las conclusiones para un modelo ARCH(p) son:
» Un ARCH(p) es un proceso de ruido blanco pero no es independiente y no
es identicamente distribuido.
= Las esperanzas condicional y no-condicional son iguales a cero.
= La varianza no-condicional es constante; mientras que

= la varianza condicional depende de y¢—1, yt—2, ..., Y+—p; luego no es fija.

3.2. Esperanzas y varianzas para un GARCH(1,1)
3.2.1. Esperanzas y varianza no-condicional

Siguiendo con los resultados presentados por Bollerslev (1986), se presenta los
desarrollos de la esperanza y varianza en el caso GARCH(1,1).

1. Esperanza no-condicional

E(y:) = E(2t(ao + any?_q + Bihe—1)"?)
= E(zt)E(ao + alyt2—1 + ﬂlht—1)1/2
=0

2. Varianza no-condicional

V(y) = E(y7)

7 (a0 + aryi—y + Bihi1))
22)E(ao + a1y, + Prhi1)
oo+ a1y;_q + Bihe-1)

ag+ a1 E(y;_y) + B1E(hi—1))  (c)

Sl — B (@)

E(
E(
E(
E(
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Los desarrollos para obtener (¢) y (d), se presentan en el anexo 2.

3.2.2. Esperanza y varianza condicional

1. Esperanza condicional

E(ye | Wio1) = E(z | Uyo1)(ao + aryf_y + Brhe—1)"/?

= E(z) (a0 + 0411/15271 + 51]%:71)1/2
=0

2. Varianza condicional

Vi | Uo1) = B2} | o) (o + ayi_q + Brhi—1)
= B(z]) (o + aryi_; + Bihi—1)

De los resultados anteriores se puede resaltar que:

1. La esperanza condicional y no-condicionada son iguales a 0.

2. La varianza de largo plazo es constante, mientras que la varianza de corto
plazo puede cambiar.

3.3. Funcidén de verosimilitud del proceso ARCH(1)

La estimacién de los parametros de un proceso ARCH(l)EL no se plantea sobre
la funcién de verosimilitud, sino sobre la funcién de verosimilitud condicional,
y dados los suspuestos del modelo ARCH(1), este tiene distribucién condicional
normal con media cero y varianza h;.

Sea By la funcién de densidad de y;, dada ¥;_;, B; esta dada por:

1
2nho)1/?

. o _1 h —1y2
Bt _fytI\I’t—l — e 2( t) t,

La funcién de verosimilitud condicionada conjunta de T observaciones, estd dada
por:

T
1 1 —-1,2
B1By..By =L = = 5Ty
1Bs...Br };[1(27#“)1/26

1De la misma forma se hace para un proceso ARCH(p)
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Maximizar la funcién anterior es equivalente a maximizar el logaritmo, donde el
logaritmo de la funcién de densidad de la t-esima observacién I;, esta dado por:

1 12 1
lt:h’l(Bt):k—glnht_ghit, COHkZan

Y sea [ el promedio del logaritmo de la probabilidad, tal que:

55
I==%"1
Tt:lt

1 1yt2
— _71 . _Zt
i =k 2 nhy 5 Iy

. / ’ (e . .
Sinotamos a = (ay, a1) , el vector de pardmetros, la funcién I; debe ser maximiza-
da con respecto a «. Las condiciones de primer orden y segundo orden(Hessiano),
son:

da Ohy Do da | 2hy  20Z]  2hy Oa | hy
C L U omoh (@[]0 [Lon]
© 0ado! 2Ry Oa D! \ hy hy oo’ | 2hs Oa

Tomando esperanza condicional en (7) tenemos:

1 8ht aht y2
EM W) = =50 aar ¥ (hi [ Wis

2
Ve 4| 2 [ LI
+E <|:ht 1:| oo’ |:h,t oo ‘ \Ijt_l (8)

Como E(y? | ¥;_1) = hy, y hy es constante dado W;_; entonces:

2 2
Yi _ Yi 4| 0 |1 O _
E<ht |\I/t1) —1:>E<[ht 1} Be [th Do |, 1) =0

Asf la ecuacién (8) es:

1. Ohy Oh
s ) =G

La matriz de informacién =, es simplemente la esperanza negativa del promedio
del Hesiano sobre todas las observaciones, entonces :
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2o = 3 L (L e Oh
T La2T7 7 \ by Oa O

su respectivo estimador esta dado por:
_ Ly (L 9 ih,
ax T —~ 2h; Oa Oo

Ahora si la funcién h; es de orden lineal en los pardmetros, se podria escribir de
la forma:

[

2 2
he = ap + a1yi_q + ... + Y,
podemos ver que la matriz de informacién y el vector gradiente tienen una forma

simple. Sea z; = (1,y$_1,...,yt2_p) y & = (ap,ap,...,a,), podemos reescribir la
funcién h; descrita como:

Ohy
hy =z, y Ja

El vector gradiente sera:

o, 1 [yt
a2t { !

y el estimador de la matriz de informacién, esta dado por:

Ly [
T &\ B

(1

3.4. Distribucidn del proceso lineal de primer orden ARCH(1)

En la bisqueda de determinar las condiciones para que el proceso sea estacionario y
encontrar la distribucién marginal de los y’s, un argumento recursivo es requerido.
Los momentos impares son cero por simetria y los momentos pares son calculados
usando el siguiente teorema. En todos los casos se asume que el proceso comienza
indefinidamente el pasado con 2r momentos finitos iniciales.

Teorema 1. Para un enteror, el 2r-ésimo momento para un proceso lineal ARCH(p),
con ag > 0,1 > 0 existe si y s’olo si,

.
af [J2i-1) <1
j=1
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Demostracion. Este resultado se mostrara para los casos r =2 , r = 3, y luego se
presentara el caso general r = m. Sea

2(r—1
wilf = (yt?r?yt(” )77%2)

Se tiene que F(w¢|¥;—1) = b+ Dw;_1. A continuacién, se mostrara que la matriz
D de orden r x r es triangular superior y b es un vector constante de orden r x 1.

De probabilidad se tiene que dada una variable aleatoria u ~ N(0,0?) se tiene:
Ew) =0 [[(27-1) 9)
j=1
En particular para el modelo ARCH, si z; ~ N(0,1), entonces:
EG)=1[@i-1) (%)

j=1

Parar =2
; _( (o + ary;1)’z
(a0 + a7 1)z )’

_{ (e + oy 1) E(2/|P:1)
Blw¥e) = ( (a0 + a1y 1) E(27|¥s-1)

aplicando (9a), se tiene que E(z}) = 3. Por lo tanto:

3a? 30?2 6Gapga d
st = (50 )+ (%50 ) (O

Parar =3
yp (a0 + ary; |)32p
we=| yt | = (e0+aryi )z} |,
7 (a0 + aryi )27

(a0 + c1yp 1) E(20|9;1)
E(w |V 1) = | (a0 + a1y? 1)’ E(z} ¥, 1)
(a0 + ary? 1) E(27 ¥, 1)

aplicando (9a)la E(zP) = 15, y desarrollando el polinomio tenemos
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15 15a? 45a0af 4503 T
=1 323 | + 0 30 6ag Vi1
(e7)) O O (651 yt2—1

Ahora dado que la distribucién condicional de y es normal y aplicando (9a) tene-
mos:

E(?/?m|‘1’t—1) = h?m H(2j - 1)
= (o + a1y )™ H(Qj - 1)) (10)

Expandiendo esta expresion, se establece que el momento es una combinacion lineal
de w;_1. Luego

E(wy | Wi—2) = E[E (wy | Y1) | ¥i—o]
=E[(b+ Dwi—1) [ Uy—o]
=b+ DE(wi—1 | Uy_3)

— b+ D(b+ Aws_s)
=b+ Db+ D*w;_s

en general
E(w; | V) =T+ D+ D>+ ...+ D" Yo+ DFw,_,
Dado el supuesto de que la serie comienza indefinidamente en el pasado con 2r

momentos, el limite cuando £ tiende a infinito existe si y solo si los valores propios
de D se encuentran dentro del circulo unitario.

El limite puede escribirse como:

limy oo E(wy | Uy_p) = (I — D)7 'b

El cual no depende de las variables condicionales y ni de t. Luego, es una expresion
para los momentos estacionarios de la distribucién condicional de y.

E(w))=(I—-D)"'b

Con lo anterior solamente establecemos que la condicién en el teorema es necesario
y suficiente tener todos los valores propios dentro del circulo unitario. Como la
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matriz sera triangular superior, los elementos de la diagonal son los valores propios.
De (7) se tiene que los elementos de la diagonal son simplemente

o’ H(Zj -1)= H a1(2j —1) =60, param=l,.r
j=1 j=1

Si 6, > 1, los valores propios no se encuentran en el circulo unitario. También se
muestra que si 6, < 1, entonces 6, < 1 para todo m < r. Nétese que 6, es un
producto de m factores que son crecientes de forma mondétona. Si el m-ésimo factor
es mas grande que uno, entonces 6,,_; necesariamente mas pequeno que 6,,.

Si el m-ésimo factor es menor que uno, todos los otros factores también serdan me-
nores que uno y luego, 6,,_1también es menor que uno y tiene todos los factores
menores que uno. Por lo anterior se establece que una condicién necesaria y su-
ficiente para todos los elementos de la diagonal es que sean menores que uno, es
decir, 6, < 1. O

El teorema fue facilmente usado para encontrar el segundo y cuarto momento
de un proceso de primer orden. La condicién para que la varianza sea finita es
simplemente que a; < 1, mientras que para tener un cuarto momento finito se
requiere que 3a; < 1. Con la verificacién de estas condiciones, los momentos
pueden ser calculados con la formula E(w; | ¥;_4) = (I — D)~ 'b

Teorema 2. El proceso lineal ARCH(p), con a9 > 0, aq,...,ca > 0 tiene co-
varianza estacionaria si y solo si, la ecuacion caracteristica asociada, tiene to-
das las raices fuera del circulo unitario. La varianza estacionaria esta dada por

B(y?) = ao/ (1- X, ;)

Demostracion. Sea wi = (y7,y7 1, Yi_p)

Luego en terminos de la matriz D,

E(wt|\I!t_1) =b + Dwt_l

donde V' = (ap, 0, ...,0) v

a1 Qo a, 0
1 0 0 0
D= 0 1 0
0 O 1 0

Tomando esperanzas sucesivamente, se obtiene:
E(w; | U_) =T +D+ D?+ ...+ DF"Y)b 4 DFw,_,
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Debido a que la serie comienza indefinidamente en el pasado, tiene con varianza
finita, siy solo si, todos los valores propios se encuentran dentro del circulo unitario,
el limite existe y estd dado por:

limy, oo E(w¢|¥;_1) = (I — D)™'b

Como este no depende de condiciones iniciales o de t, este vector es la varianza
comun para todo t. Esta condicién es equivalente a la condicén que todas las
raices de la ecuacién caracteristica (1 — a2z — ... — o, 2P), formada por los a’s, se
encuentran fuera del circulo unitario. Anderson (1958). Finalmente, el limite de el
primer elemento puede ser re-escrito como:

E(yf)z(l_;ga)

4. Aplicacién al caso colombiano

Ahora se presentard el modelado de la variable Inflacién para el caso colombiano,
con la metodologia que sirvié base de este documento, los datos fueron tomados
del Banco de la Republica de Colombia.

La definicién més usual de inflacién nos dice que inflacién es el crecimiento continuo
y generalizado de los precios de los bienes y servicios existentes en una economia.
Otras definiciones la explican como el movimiento persistente al alza del nivel
general de precios o disminucién del poder adquisitivo del dinero.

En la figura 1. se aprecian los cambios logaritmicos de la serie de datos correspon-
diente a la variable inflacién donde claramente se aprecia que es estacionaria en
media pero no en volatilidad. En ella se observa periodos de calma y periodos de
turbulencia. Por lo anterior se aplicara la metodologia de Box-Jenkins para ajus-
tar el modelo ARIMA, y posteriormente se complementard con modelos ARCH o

GARCH.

En el cuadro 1. se presentan los coeficientes obtenidos para el modelamiento de
los retornos logaritmicos de la variable Inflacién, el modelo ajustado corresponde
a una modelo ARIM A(24,1,18).

Comunicaciones en Estadistica, junio 2009, Vol. 2, No. 1



ARCH/GARCH 17

Figura 1: Retornos logaritmicos de la variable Inflaciéon

AR(1) | -0.4773 | MA(1) | -0.0417
AR(4) | -0.4706 | MA(4) | -0.5127
AR(12) | 0.3592 | MA(5) | -0.1643
AR(13) | -0.1512 | MA(11) | 0.0868
AR(17) | 0.2532 | MA(12) | -0.2729
AR(19) | -0.1064 | MA(16) | 0.2512
AR(22) | -0.2222 | MA(17) | 0.2856
AR(24) | 0.17377 | MA(18) | 0.1512

Tabla 1: Coeficientes del modelo ARIMA (24,1,18)

En la figura 2. se aprecian los residuales del modelo ARIM A(24, 1, 18) para la serie
Inflacién, la cual muestra periodos de baja variabilidad (por ejemplo alrededor de
la observacién 400) y otros de alta variabilidad (alrededor de la observacién 100).
Lo anterior es evidencia de no homocedasticidad.

En el cuadro 2. se presentan los coeficientes del modelo ARCH(3). Y finalmente,
en la figura 3. se muestra el prondstico de la variable Inflacién, (y sus intervalos de
confianza, con el fin de compararlos con el modelo ARCH,) los cuales se obtienen
a partir del prondstico del retorno logaritmico del modelo ARMA estimado. Los
intervalos de confianza del prondstico se obtienen a partir del prondstico de volatili-
dad del modelo ARCH (3) estimado. De esta gréfica podemos resaltar el hecho que
los intervalos de confianza generados por el modelo ARIMA (1i.armay 1s.arma)
son superiores a los intervalos generados por el modelo GARCH (1i.garch y
1s.garch), este comportamiento s’olo se tiene en las primeras observaciones, al
correr los pronésticos en tiempo futuro los intervalos se invierten, esto quiere decir,
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Figura 2: Residuales del Modelo ARIMA(24,1,18) para la variable Inflacién

que a medida que pasa el tiempo los intervalos del modelo GARCH son superiores
a los intervalos del modelo ARIMA, igual al proceso anterior.

Variable | DF | Estimate | Standard Error | t Value | Pr > |t|
Intercept | 1 0.001524 0.0000939 16.24 <.0001
ARCHO 1 0.000027 9.6172E-7 28.20 <.0001
ARCH1 1 0.5540 0.0587 9.43 <.0001
ARCH2 1 0.1927 0.0458 4.21 <.0001
ARCHS3 1 3.1519 0.1280 24.63 <.0001

Tabla 2: Coeficientes del modelo ARCH (3)
A. Desarrollo de la varianza no-condicional de un

ARCH(p)

Primero se mostrard el caso ARCH(2)
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Figura 3: Prondstico de la variable Inflacion

De lo anterior tenemos que, para todo t — E(y?) = ag+ a1 E(y?_ ;) + a2 E((y?_5))
y en particular parat—1yt—2

E(yi 1) = a0+ a1 By o) + 02 B((y73)), yE(Wi 5) = a0 + a1 E(y7 ) + a2 B((y7_4))

Reemplazando tenemos:

E(y}) = ag + ar(ag + a1y; o7 s) + aa(on + ary; s+ ooy; )

ag + ag(ar + az) + ajy; o + 200007 5+ 03y; 4

Reemplazando y? o, y2 5, y? , obtenemos de nuevo

E(y7) = ao + ag(an + a2) + ao(0f + a1z + 03) + 0fy7 5 + 305 oy; 4 + 3a105y; 5 + adyi g

2
Z (o + az)? + (a3 +302a3B + 301a32B? + a3 B)y?_,
j=0

= ...(En general para k)

k—1
=Y ao(ar + @) + (a1 + 2 B)*y7,
§=0

Llevando al limite cuando k£ — oo
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oo
E(y;) = Zao(al + ay)’
§=0

Qo
1-— (041 + 0(2)

Para el caso ARCH(P), desarrollard teniendo en cuenta el caso anterior

= E(ag + aryiy + .+ apyi_,)

=ao+a1B(y;_,)+ ...+ apE(Z/tz—p)

=ap+ai(ag + a1 E(y? o) + ...

+ apE(yt{pq) + . +aplag + alE(yffpfl) +.t apE(ytzﬂp))

= g + Qa1 + .. + apay + aflag + a1 B(ys) + o+ Byl o)) + o+ arap[an +ar E(y_,5) + o+ ap E(yi,

= ...Iterando k-veces y tomando el limite cuandok — oo

oo P J
a0 D a
j=0 Li=1

Qo

p
1-— E (677
i=1
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B. Desarrollo de la varianza no-condicionadal de
un GARCH(1,1)

I
=

(y7)

E(zf (a0 + c1yp_y + Prhi—1))

E(z)E(ao + a1y?_; + Bihi—1)

= E(ao + onyi 1 + Bihi-1)

= ag + o E(yi ) + BrE(hi—1))

= ap + a1 E(ag + a1yp o + Srhi—2) + SLE(ao + cnyi o + Bihi—2)

= ag + agar + apB + [of + 1 B1E(y; o) + 85 + a1 B1]E(hi—2)

= ap + agay + apB + apa? + agar By + [0 + 3B E(y2_3) 4 [@2B1 + ar BHE(h?_3) 4+ aof? 4+ agay By + [a1 57 + a2

= ..Iterando k-veces y tomando el limite cuandok — oo

V()

oo

=ag | > (o1 +B)
=0
(&7s]

l—a—
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