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RESUMEN. En este articulo daremos una introduccién a la combinatoria enumerativa.
Introduciremos una variedad de objetos combinatorios y desarrollaremos herramientas
para resolver conteos a su alrededor. Estas herramientas incluyen funciones generadoras
ordinarias, férmulas recursivas y férmulas cerradas. Al final de cada seccion incluiremos
ejercicios alusivos a lo recién aprendido. Finalizamos con una breve introduccién a colo-
raciones en grafos. Este manuscrito corresponde a una adaptacién de las notas de clase
del minicurso en Combinatoria Enumerativa durante el evento Dias de Combinatoria
2017, dictado por la primer autora.
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ABSTRACT. In this article we give an introduction to enumerative combinatorics. We
will present a variety of combinatorial objects and we will develop tools that will help us
to solve counting problems about these objects. These tools include ordinary generating
functions, recursive formulas and closed formulas. At the end of each section we include
exercises concerning the material presented. We finalize with a brief introduction to
graph coloring. This manuscript is an adaptation of a set of class notes corresponding to
a minicourse taught by the first author during the summer school Dias de Combinatoria
2017.
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1. Funciones generadoras
1.1. Combinatoria y series de potencia

Usualmente, en combinatoria enumerativa nos enfrentamos con preguntas respecto
a la cardinalidad de una familia de objetos. Un ejemplo concreto es el siguiente. Para
cada n € N, definimos una composicion del entero n como una sucesioén finita de enteros
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positivos a = (a1, ..., ) talque a1 + - - - + . = n. La longitud de « es r y las partes
de a son los ;. Una pregunta natural en este contexto es, /cudntas composiciones de
n hay?. Ciertamente, podriamos comenzar a calcular el nimero de composiciones para
valores especificos de n y tratar de ver una forma general de hacer este conteo. Pero, ;qué
técnicas podemos usar para poder determinar el nimero de elementos en una familia? En
esta seccion comenzaremos ilustrando una herramienta bastante ttil en combinatoria, la
cual ayuda a realizar conteos de forma compacta, a través de series de potencias.

Sea a = (ap, ay, . ..) una sucesion infinita de nimeros complejos y sea 2 una variable
formal. La funcion generadora ordinaria de la sucesion a se define como

A(z) = Z apxh.

k>0

Esto es, A(x) es la serie de potencias en la variable x tal que el coeficiente de % es ay.
Por ejemplo, la sucesioén (1,1,1,...) tiene como funcién generadora a

Alx) =14z +a> +23+---.

Denotemos por C[[z]] al conjunto de series de potencias {ag + a1z + agz® + - - - |a; € C}.
El conjunto C[[z]] tiene estructura de anillo conmutativo con las siguientes operaciones.
Sean A(x), B(x) € C[[z]]:

(suma) A(z)+ B(z) := Z(ak + by)z".
k>0
(producto) A(z) - B(x) := Z crz® donde ¢, = agby, + arbp_1 + - - - + arby.
k>0

Nos referiremos al producto A(x) - B(x) como la convolucion de las series A(x) 'y
B(z). La unidad de la convolucién es (la serie de potencia) 1 = 1 + 0 + Oz + 022 + - - -.
Diremos que la serie A(x) es invertible si existe B(x) € C[[z]] tal que A(x) - B(z) = 1.

1

En este caso denotamos B(x) = A(z) ™!y escribimos A(z) = Bz - Por ejemplo, usando

el producto definido se puede verificar que, dado a € C, la serie A(z) = Y kzo(am)k
tiene inversa (bajo convolucién) dada por A(z)~! =1 — ax. Asf,
1
Az) = ey

C1—az’

En este manuscrito, el término funciones generadoras hace referencia a funciones
generadoras ordinarias'. En principio no es aparente, pero el uso de funciones generadoras
resulta bastante til en problemas combinatorios.

Volviendo a nuestro ejemplo inicial, nos planteamos el conteo del nimero de compo-
siciones de un entero positivo n. Sin embargo, como ocurre en la vida, a veces es mas
alentador solucionar un pedazo de un problema y es lo que haremos en este ejemplo. Sea
T, el conjunto de composiciones de n cuyas partes son 1 0 2 y sea t,, = |T,,|. Ciertamente,

IExisten funciones generadoras exponenciales, pero no nos ocuparemos de ellas aqui. Ver [2, capitulo 7].
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si fijamos un valor de n podemos armar el conjunto 7}, (con algo de paciencia) y calcular
su cardinalidad ¢,,. Pero esto no tendria ningtn fin si al final del dia no podemos dar una
respuesta concreta acerca de la cardinalidad de 7T;, para n arbitrario.

Cuadro 1. Elementos y cardinalidad de algunos 7,

TTI t?L
{0}
{(W}
{(2),
{(1,2), (2,
{(2,2),(1,1,2), (1,2,

(1,1}
D, (1,1,1)}
D,(2,1,1),(1,1,1,1)}

BSlwiN R oS
QU WD |

Pensemos en 7,, graficamente como el conjunto de feselaciones de un rectdngulo
2 x n. Es decir, T, se puede pensar como el conjunto cuyos elementos describen todas las

formas de cubrir un rectdngulo 2 x n usando dominds D, D de manera que éstos no se

sobrelapen. Por ejemplo, los elementos de 7); mostrados en el Cuadro 1 corresponden a las
teselaciones de un rectdngulo 2 x 4 ilustradas en la Figura 1.

Figura 1. Teselaciones de un rectangulo 2 x 4

(2,2) (1,1,2) (1,2,1) (2,1,1) (1,1,1,1)
Notemos que, para n > 2, cualquier « = (a,...,q,) € T, estalque a,, = 16
a, = 2. Luego, (a1,...,,—1) € T_1 si a,. = 1, mientras que (a1, ..., 0.—1) € Ty

si o = 2. Por tanto, t,, se puede calcular recursivamente para n > 2 asf:

tn =1Tn—1 +th—2, to=1t1 = 1. 2)

La férmula recursiva dada en (2) es una respuesta a nuestro problema de conteo inicial:
es una forma de contar ¢,, para n arbitrario. Sin embargo, al ser de tipo recursiva, requiere
que calculemos t; para ¢ < n. ;Podemos obtener una férmula para t,, sin necesidad de
tener que calcular primero ¢4, ..., t,_1? La respuesta en este caso es si, y esto comienza
a ilustrar el poder de las funciones generadoras. Para tal fin, sea T'(z) = > k>0 tra” la
funcién generadora de la sucesion (tg, t1,t2, . ..). Usando (2) tenemos:
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T(x)

Por tanto,

t() -+ tllL' + tQZL'Q + t3x3 +t4$4 4+ .-
to 4+ t1x + (to + t1)x? 4 (t1 + to)x® + (to + t3)at + - -

to + tix + (tow? + t123 +toxt + ) + (b2 + o +t3zt + 1)

t0+t1x+x2-(t0+t1x+t2x2+---)+m~(t1x+t2x2+---)
to+z2 - (to+tix+tox? +---)+a- (ty +tix +tax? +--+)

1+22-T(z) +x-T(x).

T(x)(1—z—2%) =1

Luego, nuestra funcién generadora T'(z) se puede escribir en forma compacta, o

cerrada, como

T(x) = ——

1—ax—a2

3

Conociendo como luce la funcién generadora de la sucesién que nos interesa, ;co6mo
podemos usar esta formula para obtener una expresion para los t,,?. En este caso, podemos
usar fracciones parciales y reescribir la férmula obtenida en (3) en la forma

1 _A+B
1—bx

l—z—22 1-—ax

donde A, B, a,b € C. Por tanto obtenemos:

Luego,

T(r) = 1/v/5 B 1/vV5
1_<1+\/5>x 1_(1—\/5>

2 2
— T
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Esto implica que el nimero de teselaciones con dominds de un rectangulo 2 X n es:

a” — b"
V5

Esta tercera respuesta’ a nuestro problema de conteo es bastante concreta. {Nos da una for-
mula exacta a cualquier ¢, !. Resumiendo, comenzamos con un problema de combinatoria
enumerativa: contar la cardinalidad ¢,, de un conjunto finito 7;,. Para ello, consideramos
la sucesion t = (tg, t1,t2,...) de los niimeros que nos interesa hallar. Nuestra primera
respuesta (2) nos ayuda a calcular los ¢,, en forma recursiva; la segunda (3) nos di6 una
férmula cerrada para la funcién generadora de la sucesién t; la tercera (4) provee una
férmula exacta para cada elemento de dicha sucesion.

tp = “

Observacion 1. Los lectores que conozcan los niimeros de Fibonacci F,, se dardn cuenta
de la relacion t,, = Fp11.

El objetivo de los siguientes ejercicios es acercar mds a los lectores a la manipulacién
de funciones generadoras en el &mbito combinatorio.

1.2. Ejercicios

1. Determine la correspondencia entre cada sucesion, su serie de potencias y la funcién

generadora:
1
— — —1,... ~ —r+xt—x"+ ...~
(1,-1,1,-1,1,-1,...) 1 L
1+«
1
1,0,1,0,1,0,1,0,... ? —_
(7 ) b ) ) ) M ) ~ ~ 1_332
0,...,0,1,1,1,1,1,...) ~ ? ~ ?
——
k ceros
(1,...,1,0,0,0,0,0,...) ~ ? ~ ?
——
k unos

2. Quiero llevar una canasta de frutas para mi abuela, pero ella tiene unas restricciones:

e Debe haber un nimero par de manzanas
e Debe tener al menos un coco

o A lo més puede haber un banano.
(De cudntas formas puedo armarle una canasta con n frutas?.

3. Sea k € N. Formule un problema combinatorio cuya funcién generadora sea.

(z+ 22+ + 25"

2, Quién hubiera pensado que un nimero natural como #,, tuviera una expresién tan poco “natural”?.
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2. Bases de conteo

En la seccién anterior usamos intrinsecamente principios basicos en combinatoria,
los cuales estableceremos formalmente ahora. Por ejemplo, al establecer la relacién de
recurrencia en (2), intrinsecamente dividimos el conjunto 7}, en dos partes de tamafios
tn—1Yy tn—2, respectivamente. El principio detrds de este hecho sencillo se conoce como
Principio de la suma, el cual establecemos a continuacién, junto con otra herramienta muy
poderosa conocida como Principio del producto.

2.1. Principios basicos de conteo

(PS) Principio de la suma:
Si hay p formas de realizar la tarea A 'y ¢ formas de realizar la tarea B, entonces, hay
p + ¢ formas de realizar A 6 B.

(PP) Principio del Producto.

Si hay p formas de realizar A y ¢ formas de realizar B (independiente del resultado
de A), entonces hay p - q formas de realizar A, y luego B.

Ejemplo 1. Sea S un conjunto con n elementos y sea a., el niimero de formas de ordenar
los elementos de S. Cada uno de estos drdenes se conoce como una permutacion del
conjunto S. Por ejemplo, las 6 permutaciones o distintos drdenes del conjunto {1,2,3}
son 123, 132, 213, 231, 312 y 321. Ahora, una permutacion o del conjunto S se obtiene
realizando las siguientes escogencias en orden consecutivo:

» El primer elemento de o en n formas.

» El segundo elemento de o en (n — 1) formas, pues no se puede elegir el anterior.

w Eltercer elemento de o en (n—2) formas, pues no se pueden elegir los dos anteriores.

» El peniiltimo elemento de o en 2 formas, pues no se pueden elegir los n— 2 anteriores.

» El ultimo elemento de o en 1 forma, pues es el tinico que queda.
Usando (PP) obtenemos que el niimero de permutaciones de S es
an=nn—-1)(Mn-2)---2-1.

El niimero a,, que acabamos de calcular se denota por n! y se lee n factorial. Notese
que a, no depende de quién es S, solo de su cardinalidad. Esto es, n! es el niimero de
permutaciones que se pueden hacer de un conjunto arbitrario de tamarfio n.

En lo que sigue, denotaremos por [n] al conjunto [n] := {1,2,...,n}. La notacién
que usamos para permutaciones en este manuscrito es la que se conoce como notacion
de una linea. Por ejemplo, 2413 es una de las 24 permutaciones de [4] en esta notacién.
Invitamos a los lectores a escribir todas las 4! permutaciones del conjunto [4]. Queremos
recalcar la distincién que hay entre un conjunto y una permutacién. Un conjunto es una
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coleccion no ordenada de elementos, esto es, el conjunto {2, 1, 3} es igual que el conjunto
{3, 1,2}. Por el contrario, una permutacién es una coleccién ordenada de elementos. Por
ejemplo, la permutacion 213 es distinta de 312.

Realicemos un par de conteos mas. Dado un conjunto .S con n elementos, denotemos
Sy (S o - :
por 2° y ( k) los siguientes conjuntos:

(@) 25 ={A:ACS}.
) (7)={A:ACS, |A] =k}
Por ejemplo, si S = {1,2,3} tenemos que (3) = {{1,2},{1,3},{2,3}} y 2% =

{0, {1}, {2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}. Como buenos combinatorios, la pre-
gunta que nos hacemos ahora es ;cudl es la cardinalidad del conjunto 2° y aquella del

conjunto (‘2)‘7 Denotando (Z) = ’(2)' tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 1. Sea S un conjunto de tamariio n. Entonces

(a) |25] = 2".
n!
b) (1) =——-.
®) (i) kl(n —k)!
Prueba: Comencemos por probar (a). Supongamos que S = {a1, ..., a,}, entonces cada
subconjunto A de S puede pensarse como una sucesion (€1, . . ., €,) de forma que ¢; = 0

sia; ¢ A, 6,¢; = 1sia; € A. Esto es, cada sucesioén de 0’s y 1’s de tamafio n nos da
lugar a un dnico subconjunto de S y viceversa. Por ejemplo, el subconjunto vacio de S
corresponde a la sucesién (0,0, . ..,0) y el conjunto S mismo corresponde a (1,1,...,1).
Luego, calcular [2°| es lo mismo que calcular el niimero de sucesiones de 0’s y 1’s de
tamafio n. Usando (PP) obtenemos que el nimero de dichas sucesioneses 2 - 2---2 = 2"
pues hay dos opciones para escoger cada ¢; de forma independiente. Esto concluye la
prueba de la parte (a).

Para la parte (b), probaremos que k!(}) = n(n —1)(n —2)--- (n — k + 1). El lado
izquierdo de esta igualdad se puede pensar de la siguiente forma: (Z) cuenta el nimero
de formas de escoger un subconjunto A de tamafio k& de un conjunto de n elementos, y
el término k! es el nimero de formas de ordenar A. Esto es, k! (Z) cuenta el namero de
formas de escoger k elementos de un conjunto de tamario n, de forma ordenada. Es decir,
el nimero de permutaciones de tamafio k£ de un conjunto de tamafio n. Este mismo conteo
lo podemos realizar de otra manera eligiendo:

= el primero de los k£ elementos en n formas,

= el segundo de los & elementos en n — 1 formas,

= el k-ésimo elemento en n — (k — 1) formas.



Lecturas Matematicas, vol. 40 (2) (2019), pp. 117-147 125

Usando (PP) vemos asi que el nimero de formas de armar una lista de tamafio k£ usando
elementos de un conjunto de cardinalidad 7 es n(n — 1) --- (n — k4 1) = — . Hemos

(n—k)!
realizado el mismo conteo de dos formas, y asi k! (Z) = tomr- O

El niimero (Z) es muy importante en combinatoria. Se lee n combinado k o simple-

mente n escoja k. Este nimero se conoce como coeficiente binomial. Mas explicitamente
tenemos que paran, k € N,

0 en otro caso.

Probablemente los lectores ya han visto el nimero (Z) antes. En gran parte de la litera-

tura (Z) se da por definiciéon como en (5). Nosotras, en cambio, definimos (Z) como la

cardinalidad de un conjunto y dedujimos la expresién en (5).

Observacién 2. En la prueba de la Proposicion 1 contamos la cardinalidad de 2° de
forma indirecta. Esto es, intrinsecamente definimos una biyeccion entre 2°, y el conjunto
de sucesiones (€1, ..., €,) con €; = 0, 1. Ya que dichas sucesiones se cuentan de forma
facil, esto nos lleva a un cdlculo del conjunto inicial que queremos contar. Esto es algo
muy usual en combinatoria: en lugar de contar el conjunto original, recurrimos a otro
mads fdcil de contar y establecemos una biyeccion entre ambos conjuntos. Una prueba
de una identidad combinatoria hechas a través de biyecciones se conocen como prueba
combinatoria de la identidad en cuestion.

Ahora, para n fijo consideremos la funcién generadora B,,(x) de la sucesién finita

((6); (1)) Estoes,
Bux)=Y <Z)xk

k>0

Deseamos una férmula cerrada para B(z). Usando la biyeccion establecida en la prueba de
la parte (a) en la Proposicién 1 nos podemos dar cuenta de que cada sucesion (eq, .. ., €, ),
proveniente de los diferentes subconuntos de .S, corresponde al monomio x€! - - - " en el
producto (1 + z)(1+ z) - - (1 + ). Por ejemplo, en la expansién del producto (1 + x)3
el subconjunto {1, 3} del conjunto [3] corresponde a la sucesién (1,0,1) y contribuye
al monomio z'2%x!. En general, en la expansién de (1 + )", del i-ésimo factor 1 + x
extraemos s6lo uno de los términos (2 6 2') dependiendo de si el elemento a; no pertenece
6 si pertenece al subconjunto dado por la sucesion (€1, . .., €,). Asi, By(z) = (1 +2)"y
obtenemos el siguiente resultado conocido como el Teorema del Binomio.

Teorema 1. Sea n un entero no negativo. Entonces

(1+2)" = zn: (Z) a*. )
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Observacion 3. El Teorema 1 tiene una generalizacion conocida como Teorema del
Binomio de Newton el cual establece que parar € R

(I+2)" = Z (Z)xk, @)
k>0

en donde (l:) = rlr— 1)“];!(74_ kot 1).

Hemos ofrecido una prueba combinatoria del Teorema 1 a través de la interpretacion
combinatoria de los coeficientes de dicha expansion. En el lado algebraico, tenemos una
igualdad de series de potencias. Si manipulamos la expresion en (7), tomandon = —1y
sustituyendo x por —x, obtenemos

e ()

k>0

Pero, ;podemos interpretar combinatoriamente los coeficientes (—1)* (7;) ? Esta pregunta
la abordamos a continuacién desde un punto de vista mds general.

Por tanto, el anterior pardgrafo establece la pregunta de si existe o no un significado
combinatorio para el coeficiente (7,'), de la mismo forma que (3), por ejemplo, tiene
significado combinatorio. Esto es, (2) se puede pensar como el nimero de subconjuntos
de cardinalidad 2 de un conjunto de tamaifio 3.

2.2. Multiconjuntos y composiciones débiles

Recordemos de la Seccién 1.1 que dada una sucesién o = (o, ..., ;) de enteros
positivos, decimos que « es una composicion de tamafio r (o una r-composicién) de un
entero positivon si oy + -+ - + o, = n.

Definicion 1. Una r-composicién débil de n es una sucesion a« = (v, . . . , ) de tamafio
rtalque oy + -+ o, =n, cona; € Zy a; > 0paratodoi € [r].

Proposicion 2. El mimero de k-composiciones de n es (Z:}
n+k—1)
k-1 )

). Por otro lado, el niimero

de k-composiciones débiles de n es (

Como un ejemplo, una 4-composicién de 8 es la sucesion (3, 1, 2, 2). Podemos pensar
ésta composicion como obtenida de la siguiente forma de escribir 8 tras borrar 3 de los 7

signos +. Esto es:
3 1 2 2

— N N
8=1+1+1+ 1+ 1+1 + 1+1 ~ 1+1+1 1 1+1 141.

Con esto en mente, pasemos a la prueba.
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Prueba: Las k-composiciones de n estdn en biyeccién con las formas de k& — 1 signos + de
laigualdadn =1+141+1+4---+ 1+ 1. Entonces contar k-composiciones se reduce
al problema de contar el nimero de formas que podemos borrar £ — 1 signos + de dicha
expresion. Para esto, de los n—1 posibles signos + que hayenn = 14+14+14+1+---+141
debemos escoger los k — 1 que queremos borrar. Asi, hay (Zj) formas de hacerlo, las
cuales corresponden al total de k-composiciones de n.

Abhora, si (o, . . ., @) es una k-composicion débil de n entonces n = oy + o + - -+
agyportanton+k = (o +1)+ (az+1)+-- -+ (o +1). Haciendo ; := a1 + 1 para
cada ¢ tenemos que la sucesion (S, B2, ..., O) es una k-composicién de n + k. Es decir,

tenemos una biyeccién de una k-composicién débil de n en una k-composicioén de n + k,
y éstas ultimas ya las sabemos contar. Lo importante es que esta correspondencia entre
k-composiciones débiles de n y k-composiciones de n + k sea biyectiva lo cual es cierto
(y dejamos que los lectores lo comprueben). Asi, el niimero de k-composiciones débiles
de n es el mismo que el nimero de k-composiciones de n + k y este es (”Zﬁ;l) O

En este punto, es normal sentirse saturados con tantas definiciones y conceptos nuevos.
Por eso invitamos a los lectores a que realicen sus propios ejemplos de cada concepto
nuevo que aprendan. En combinatoria, y en matemadticas en general, resulta bastante ttil
calcular los primeros valores de sucesiones que se aprenden, asi, la asimilacion es mas
solida. Sigamos calentando motores, contando ahora multiconjuntos.

Definicion 2. Sea k € N. Un k-multiconjunto de [n] es un conjunto de tamaiio k cuyos
elementos pertenecen a [n] y en el cual se admiten repeticiones.

Ejemplo 2. El conjunto S = {1,1,1,3,5,5,6,6,6,6} es un 10-multiconjunto del con-
Jjunto [7].

Codificaremos los multiconjuntos de una forma mdas conveniente para su conteo. Por
ejemplo, S = {1,1,1,3,5,5,6,6,6,6} lo codificaremos usando i’ si el elemento i de [
aparece j; veces en S. Asi, escribiremos S = {12,203 4% 52 6% 79}. De esta forma
asociamos al multiconjunto S la 7-composicién débil (3,0, 1,0, 2, 4,0) de 10. Nétese que,
felizmente, este proceso es reversible: toda 7-composicién débil (b, . . ., big) de 10 nos da
lugar a un 10-multiconjunto del conjunto [7] en el que el elemento ¢ aparece repetido b;
veces. Aunque suena un poco a trabalenguas, la buena noticia es que ya sabemos contar
composiciones débiles de una longitud fija. Estas observaciones las resumimos en el
siguiente resultado. Denotemos por ((Z)) al nimero de k-multiconjuntos de [n]. A este
nimero lo llamaremos n multiescoja k.

Proposicion 3. Sea n € N. El niimero () de k-multiconjuntos de [n] estd dado por

n\\ (k+n-1\ [(k+n-1

k))  \ n—1 N k '
Prueba: (esbozo) Los k-multiconjuntos de [n] estdn en biyeccién con las n-composiciones
débiles de k. De éstas hay (*F"7"). La igualdad de la derecha se sigue, ya que (}) =

n—1

(a%0): -
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Ahora, para n fijo veamos qué podemos decir de la funcién generadora de la sucesion
(((3)) , ((Tll)) , ((72’)) e ) Para formar un multiconjunto de [n] decidimos cudntas veces
incluimos el nimero ¢ en el multiconjunto. El nimero de veces que ¢ se puede incluir es
mayor o igual a cero. Asf, dicha eleccién viene codificada en la serie 20+ 2 422 +23 +- - -,
donde el término =" indica que 7 se repite r-veces en el multiconjunto a formar. De
esta forma, tenemos n factores (uno por cada elemento de [n]) cada uno de los cuales
despliega la posible eleccion de dicho elemento para un multiconjunto. Por ejemplo, el
3-multiconjunto {12, 3} del conjunto [4] contribuye en la expansién de (1+x + 22 +---)*
a través del monomio x2z%z'20. Asi,

n factores
n
Z((k-))fk = (w0+x1+x2+~--)---(x0+x1+m2+~-~)
= (l+z+22+23+.-)"

<1ix>n =(1-o™

St ()

k>0

La tercera igualdad en esta cadena de identidades se deduce de la Ecuacién (1) mientras
que la dltima igualdad se sigue de (7). De esta forma llegamos a una igualdad maravillosa
entre los coeficientes de estas dos series de potencias:

(&) = () e (G) = ()

Esta igualdad nos dice, por un lado, que el coeficiente binomial (Z) tiene sentido
combinatorio incluso cuando n < 0 con n € Z. j;Quién lo hubiera esperado?!

Desenglosemos un poco mas esta identidad:

()= (B = ()

k+n—10k+n—-2)---(n+1)n
! et n=2):-(n 4 )

(-k—n+1)(-k—n+2)---(—n—1)(—n)
k! '

Esto justifica la forma en que generalizamos la definicién de (Z), en este caso paran € Z.

Prosigamos nuestra travesia en combinatoria enumerativa introduciendo mas conteos.
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El coeficiente (81’%) puede interpretar-

se como el nimero de formas de distri-

buir 14 pasos de forma que 6 de ellos @
son hacia el norte (N) y los 8 restantes
hacia el este (E). Asi, (81%) nos ayuda
a contar el nimero de formas de cami-
nar de la esquina C con coordenadas
(0,0) ala esquina U con coordenadas
(8,6) en la figura, de forma que ca-
da paso tiene longitud 1 y los pasos
posibles son N 6 E. Tales caminos se @
denominan caminos reticulares. Un
ejemplo particular se ilustra en la Fi-  Figura 2. Camino reticular de C a U.
gura 2 y corresponde a la secuencia de

pasos NNEEENENNNEEEE.
Definicion 3. Sea n un entero positivo y sea (a1, . . ., a,) una composicion débil de n. El
coeficiente multinomial
A1,A2, "+ ,Qm
es el niimero de formas de distribuir, en orden, n elementos en m cajas 1, ..., m, de forma

que la caja nimero i tiene a; elementos, para cada i € [m).

Ejemplo 3. Comencemos con el ejemplo usual de coeficientes multinomiales. Hay 14
bolas blancas alineadas, ;de cudntas maneras podemos colorear cada bola de manera
que hayan 8 rojas y 6 azules? Podemos pensar en este problema asi. Las 14 bolas son los
objetos a distribuir en dos cajas Cy y Cs. La caja Cy debe recibir 8 de las bolas y la C5 6.
Las que caen en C quedan pintadas de rojo, y las 6 restantes quedan pintadas de azul.
Como las bolas estdn ordenadas en una linea recta, importa cudl queda pintada de rojo y
cudl de azul. Esto es, las estamos distribuyendo en orden en las 2 cajas, las 14 bolas. Ast,
existen (;jé) maneras de colorearlas con los requerimientos dados.

Veamos ahora una forma muy comun de entender estos coeficientes multinomiales en
términos de caminos en una reticula.

Ejemplo 4. Caminos reticulares.
Para calcular (81%3) vemos que de los 14 pasos basta con escoger 8 que sean E en (184)

. 14— .
formas. Los pasos restantes serdn N y se pueden escoger en ( 6 8) = 1 formas. Ast,

14\ /14 /14-8\ 14!
8,6/ \8 6 T8l-6!"
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Este razonamiento se puede generalizar y da lugar al siguiente resultado cuya prueba
dejamos a los lectores. El coeficiente multinomial se puede calcular asi:

n n!
- ®)
A1y eeey oy, arl--ap,!

Ejemplo 5. ;Cudntos anagramas hay de la palabra AGUADEPANELA ? Podemos pensar
en este problema como el niimero de formas de distribuir 12 letras en 8 cajas, una por
cada letra diferente en la palabra AGUADEPANELA. Una de las cajas debe recibir 4
letras (dando lugar a las 4 A’s), otra caja debe recibir 2 letras (dando lugar a las E’s) y
cada una de las 6 cajas restantes debe recibir una letra. Asi el niimero de permutaciones
de AGUADEPANELA es

12 B 12!
4,2,1,1,1,1,1,1) — 41y’

Teniendo en mente nuestra definicidn del coeficiente multinomial analicemos la expan-
sién de
(x1+ 22+ + )"
Cada término en esta expansion es de la forma 7" - - - 2% donde a; + - - + ap, =Ny
a; > 0. El coeficiente de dicho monomio es el nimero de formas de distribuir n elementos

en m “cajas” (representadas por las variables) de forma que la caja x; contiene a,; elementos.
Asi obtenemos el Teorema del Binomio generalizado:

n
(1 + ..+ xp)" = Z ( )x?lx(fnm

La presente leccion terminara con un sumario de todo lo que hemos aprendido a contar.
Nuestro sumario lo llamaremos la travesia de las doce casas, aunque no es una traduccién
literal de su término en inglés the twelvefold way. Para tal fin nos adentramos ahora en el
mundo de las particiones.

2.3. Particiones de conjunto

Definiciéon 4. Sea n € N. Una k-particion de [n] es una coleccion { Ay, Az, -+, A} de
k subconjuntos de [n] tales que:

(i1) A;(NA; =0 paratodo i,j € [n] tales que i # j.
(i73) A; # 0 para todo i € [n).

Los conjuntos A; se llaman partes de la particion.
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Por ejemplo, una particién del conjunto [8] es {{1,4,6,7},{2},{3,8},{5}}. Para
simplificar notacidn escribiremos la misma particién como 1467|2|38|5. Denotemos por
S(n, k) al ndmero de k-particiones de [n]. Los ndmeros S(n, k) se conocen como niimeros
de Stirling de tipo 2. Los nimeros de Striling de tipo 1 no serdn objeto de nuestro estudio
pero una referencia para tal fin es [4].

Ejemplo 6. Ilustremos S(n, k) para el cason = 3.

» Si k =1 entonces S(3,1) = 1 proveniente de la 1-particion {{1,2,3}} = 123.

3,13

» Sik = 2 entonces S(3,2) = 3 proveniente de las 2-particiones 12 2, 23|1.

= Si k = 3 entonces S(3,3) = 1 proveniente de la 3-particion 1|2|3.

Los ndmeros de Stirling S(n, k) satisfacen la siguiente recursion

Proposicion 4. Seann € Ny 1 < k < n. Entonces

S(n,k)=Sn—-1,k—1)+kS(n—1,k), 9
con condiciones iniciales S(0,0) = 1,y paran > 0, S(n,0) = 1 = S(0,n).

Prueba: El lado izquierdo de (9) cuenta el niimero de k-particiones de [n]. Ahora, toda
(k — 1)-particién Aq|---|Ag—_1 de [n — 1] da lugar a la k-particién A;|---|Ap_1|Ax de
[n] haciendo A, = {n}. En total hay S(n — 1,k — 1) dichas particiones. Por otro lado,
cada k-particién Ay |- - -| A de [n — 1] da lugar a k diferentes k-particiones de [n], una por
cada forma de poner el niimero n en alguna de las k partes. Estas cuentan por kS(n —1, k).
Como una k-particién de [n] es tal que el nimero n estd o no estd solo en su parte, estos
dos casos cubren todas las posibles k-particiones de [n]. Asi, la recurrencia se verifica. [

El dltimo ingrediente necesario para el final de la travesia son las particiones de enteros.

2.4. Particiones de un entero

Definicion 5. Sea n € N. Una k-particion de n es una coleccion A = (A1, ..., ) de
longitud k de enteros positivos tales que Ay + -+ -+ Ay =ny Ay > --- > M. Los \; son
las partes de la particion. El nimero de k-particiones de n se denota p(k,n).

Ejemplo 7. Las particiones de 4 son (4),(3,1),(2,2),(2,1,1) y (1,1,1,1).

Ejemplo 8. ;De cuantas formas puedo dar $1000 de vueltas usado monedas de $1, $2 y
$52. Esta pregunta se puede traducir como ;cudntas particiones de 1000 hay cuyas partes
sean 1, 2 0 5?. Para formar una particion de 1000 con la restriccion dada, tenemos en
cuenta que 1 puede aparecer en la particion cuantas veces quiera, o puede no aparecer.
Esto lo codificamos en la serie x° + x' + 11 + 2T 4 ... De forma andloga, las
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posibilidades para 2 se codifican en 2° + 2% + 212 + 2212+2 ... - y para 5 tenemos
la serie 0 + a5 + x50 4 5545 4oL Agi el producto

Pla)=0+z+2"™ + ) A4+ +222 4 )1+ 25+ 20 .1

codifica particiones de cualquier entero usando vinicamente 1, 2 0 5 como partes. Por
ejemplo el monomio x' T2z = 27 codifica la particién de 7 dada por (5,1, 1). Reescri-
biendo P(x) tenemos:

1 1 1
l—z 1—a22 1—45

P(z) =

1 1 1
l1-2z)?2 14z 1—2a°

é“”’“(ﬁ)xk ,;(_kl)vk kzzo(_l)k(—]:)x%

Asi, la respuesta a nuestra pregunta inicial se puede obtener extrayendo el coeficiente

1000

de x en este producto de series de potencia.

Hemos visto el gran uso que tienen las funciones generadoras en combinatoria enume-
rativa. A la hora de querer extraer un coeficiente de una serie de potencias como la obtenida
en el Ejemplo 8, viene muy 1til el uso de software apropiado para tal fin, como Maple,
Mathematica, etc. Por otro lado, una herramienta comun a la hora de hacer investigacion es
la enciclopedia en linea de sucesiones enteras (OEIS por sus siglas en inglés). Dicho esto,
invitamos a los lectores a entrar en www.oeis.org e ingresar su sucesién de enteros
favorita. { Veran todo lo que se puede descubrir con cualquier conteo!

2.5. La travesia de las doce casas

Cerramos esta leccién con la esperada travesia de las doce casas en donde damos
respuesta a la siguiente pregunta usando las herramientas de conteo aprendidas hasta ahora
(De cudntas formas se pueden distribuir n bolas en m cajas? . La respuesta a esta pregunta
depende de si las bolas o las cajas estan etiquetadas (E), o no estdn etiquetadas (N. E).
Esto es, (E) corresponde al caso en que las cajas son discernibles y (N.E.) cuando no lo
son. También depende de las restricciones que se tengan para el llenado, como muestra el
Cuadro 2. Invitamos a los lectores a convencerse de las respuestas dadas alli. Advertimos
que no hay una tnica forma de hacer estos conteos, como hemos visto hasta ahora.

Antes de postular los ejercicios de esta seccidn invitamos a los lectores a acompaiiar
y complementar lo aprendido en estas notas con los videos y notas que aparecen en [1].
Finalizamos con ejercicios en los que probar identidades en combinatoria es la accién
principal. Dar una prueba combinatoria de una igualdad se traduce a interpretar uno de los
lados de la igualdad como la cardinalidad de un conjunto, y tratar de ver que el otro lado
de la igualdad cuenta el mismo conjunto. jDisfruten!


www.oeis.org
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Cuadro 2. Doce formas de distribuir n bolas m en cajas.

Bolas  Cajas | Cualquier forma A lo mas 1 por caja Al menos 1 por caja
E E mn m(im—1)---(m—n+1) m!S(n, m)
=T
NE E () () m1)
1 n<m
E N.E 7 S(n, k - S(n,m
S0 S(n. k) o (n,m)
1 <
NE NE | Ti,p(nk) = p(n,m)
- 0 n>m

2.6. Ejercicios

1. Pruebe que:

2n 2
(@ S(n,2) = 5

(® S(n,n—1) = (3).

2. Construya los primeros 6 pisos de la tabla de los nimeros S(n, k):

n/k]0 1 2 3 4 5 6 7
0 [1 00000 0
1 |01 0 0 0 0 0
2

3

4

5

6

3a. Pruebe que si m € Ny n € N entonces

m" — Z k'S(n, k) (TIZ) = Z S(n, k)(m)g,
k=0 k=0
donde (m)y =m(m —1)---(m —k+1).2

3b. Use el ejercicio 3a para concluir que

o= () () m(5) () () oo

4. La ecuacién en (10) se puede extender a una identidad entre polinomios en R[z]:

2" =Y Sm.k)z(x—1)- (z—k+1).
k=0

3El nimero (m);, se denomina factorial caido.
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Exprese el cambio de base entre los polinomios z(z — 1) --- (x —n + 1) y 2™ para

n = 1,2, 3. Es decir, escriba cada uno de los polinomios =, z(x — 1), z(x — 1)(z — 2)

en términos de los polinomios x, 22, 3.

5. Formule un problema combinatorio cuya funcién generadora sea
A4z4+22+23+ )1+ +2r 425+ A +23+25 224 ...

. Qué interpretacion tiene el coeficiente de °?

6. Caminos reticulares.

(a) (Cuantos caminos reticula-
res hay de la casa C ubica-
da en la esquina (0,0) ala
universidad U ubicada en
la esquina (8, 6) si debo pa-
sar por la calle - - - ?

(b) ¢(Cuantos caminos hay si
debo evitar la calle - - -? Q
C

7. Dé una prueba combinatoria de las siguientes identidades:

E
n—+m n m
= I )
( i ) Z < ) (k B j) dentidad de Vandermonde,

o \J
n _ o0 n 1 n n—1 n n n
3 —2(0>+2 (1>+ +2 <n—1)+2 (n)

3. Contando de mas

En esta leccion aprenderemos un método de conteo clave en combinatoria, conocido
como Inclusion-Exclusion (IE).
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Supongamos que de un grupo de amigos
queremos determinar el nimero X de
ellos que no les gusta la natilla o los bu-
fiuelos. Este sencillo problema se puede
resolver calculando el total .S de amigos
y luego sustrayendo los que no les gus-
ta la natilla | N| y los que no le gustan
los bufivelos | B|, teniendo en cuenta que
podemos estar sustrayendo de mas. Es
decir, el conteo correcto en nuestra situa- Amigos
cién es N B

X=S8—|N|-|B|+|NnB|.

(Qué pasaria si hubiera mas restricciones
a nuestro conteo? Por ejemplo, si quisié-

ramos excluir de nuestro conteo a los que A

no les gusta el aguardiente?
3.1. Principio de Inclusion-Exclusion

Sea S un conjunto finito y sean P4, ..., P, un conjunto de propiedades. Denotemos
por A; el conjunto A; = {x € S : x posee la propiedad P;}, para i € [n]. El nimero X
de elementos de S que no posee ninguna de las n propiedades P, ..., P, estd dado por

|ASNAS M-+ N AS

, donde A¢ denota el complemento en S del conjunto A;.

Teorema 2. Con la notacion anterior tenemos que

n

X =181 =Y AL+ D 1AnA; ] =Y [AN AN A+ + (D" () Ail, (D)
=1

i=1 i<j i<j<k

donde los indices de i, j, k € [n].

Prueba: Para probar esta identidad mostraremos que todo elemento x de .S tiene la misma
contribucién al lado izquierdo y al lado derecho de (11). Hay dos casos por considerar:

1. Siz no satisface ninguna de las m propiedades entonces z € A{N---NAS,. Luego, la
contribucién de z en el lado izquierdo de (11) es 1. En el lado derecho su contribucién
es de

1-0+0-0+---4+(-1)"0=1.

2. Six satisface k de las m propiedades para algin k > 1entonces z ¢ A{N---NAS y
por tanto su contribucién al lado izquierdo de (11) es 0. Para calcular su contribucién
al lado derecho, tenemos en cuenta que x pertenece a k de los conjuntos Ay, ..., A,,.
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Por tanto su contribucién, por ejemplo, ala suma ), _ j |A;NA;|es (’;) pues hay (’;)
pares de subconjuntos de los & a los que x pertenece. Asi, su contribucion total es

=0+ () (6) )
:g(—l)i(lz) =(1-1)F=0

en donde la pendltima igualdad se deduce del Teorema 1. De esta forma probamos la
identidad en (11). ]

Tlustraremos el principio IE con un conteo muy bonito y popular en combinatoria
usando permutaciones.

3.2. Desarreglos

Recordemos que una permutacién o = o109 - - -0, de [n] es un rearreglo de los
elementos de [n]. Podemos pensar en o como una biyeccién o : [n] — [n] tal que
o (i) = o;. Por ejemplo, la permutacién 7 = 4132 de [4] es la biyeccién 7 : [4] — [4] tal
que 7(1) =4, 7(2) =1, 7(3) = 3y 7(4) = 2. Diremos que ¢ es un punto fijo de una
permutacién o si o (i) = 4. Por ejemplo, 3 es un punto fijo de la permutacion 7.

Sea S, el conjunto de permutaciones del conjunto [n] y sea D(n) el conjunto de
desarreglos del conjunto [n]. Esto es,

D(n) :={o €S, : ono tiene puntos fijos}.
Ahora nos formulamos nuestra pregunta favorita: ;Cuél es la cardinalidad de D(n)?
Denotando d,, := |D(n)| vemos que D(1) = 0, D(2) = {21}, D(3) = {231,312} y
portantod; =0, do =1, d3 = 2.
Realicemos nuestro conteo usando el principio IE. Una razén para querer usar IE es

que el conjunto D,, cuya cardinalidad queremos calcular, es un subconjunto de .S,,. La
cardinalidad de este tltimo conjunto, n!, es muy fécil de calcular.

Para usar IE necesitamos un conjunto que contenga al que deseamos contar. En este
caso S, D D,,. Ahora necesitamos un conjunto de propiedades que queremos evitar. Ya
que lo que queremos evitar son permutaciones con puntos fijos, usemos esta informacién
para construir los siguientes subconjuntos de S,,. Para i € [n], sea

Ai={oceS, : o@i)=1i}.

Esto es, A; consiste de las permutaciones de S,, que tienen a i (por lo menos) como punto
fijo. De esta forma vemos que

D(n) = ASNASN--- N AS.

Para calcular d,, = |D(n)| usando (11) debemos calcular antes las cardinalidades de los
Aj;, al igual que la de sus intersecciones. Una permutacién o € A; estalque o(i) =iy
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los demds o (j) forman una permutacién del conjunto {1,...,i—1,i+1,...n} el cual
tiene n — 1 elementos. Por tanto |A;| = (n — 1)!. Un razonamiento andlogo nos lleva a
que toda interseccién A;, N --- N A;, tiene cardinalidad (n — k)!. Luego,

dp = nl=(Nn-=D'+G)n=2)=(3)(n=3)+ -+ (=1)"(2)0!

1
1! 2!_"'+(_1)nnl>'

Esta bonita respuesta ya nos da solucién a nuestro problema inicial. A pesar de que nuestro
enfoque en estas notas no incluye andlisis asintético de identidades combinatorias, no
podemos dejar pasar por alto el siguiente resultado. Usando la expansion por series de

Taylor de e” tenemos que
R e Gl
© - Z n!

n>0

I
s
/N
—
|
| =
+
| —

lo que nos lleva a una forma asintética de calcular los desarreglos:

La siguiente proposicién cuya prueba dejamos a los lectores, nos da un par de férmulas
recursivas para calcular d,,.

Proposicion 5. Sean € N,

(a) dy=n-dp_1+ (-1)™.
(b) dn (TL— ].) 'dn,1+(n— ].) 'dn,Q.

Terminamos esta seccién con un principio de conteo sencillo de establecer y de
entender.

3.3. Principio del palomar

Principio del palomar: Sin palomas se distribuyen en un palomar consistente de n — 1
casillas, entonces hay una casilla con (al menos) dos palomas.

Ejemplo 9. Probar que si se seleccionan 51 enteros del conjunto [100] entonces al menos
dos de los enteros elegidos son consecutivos.

Para probar esto usando el principio del palomar necesitamos “palomas”y “casillas".
En este caso pensemos en cada uno de los 51 enteros seleccionado como una paloma y
pensemos en 50 casillas etiquetadas 1 —2, 3 —4, 5—06, ...,99 — 100. Insertamos cada
uno de los enteros seleccionados en su casilla correspondiente. De esta forma el principio
del palomar garantiza una casilla con al menos dos enteros. Asi, el resultado se sigue.

Ejemplo 10. Sean ai,as,...,a,, enteros. Pruebe que existen indices k y | tales que
ak+1+ -+ a; =0(mod m) donde 0 < k <1< m.
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Para solucionar este problema consideremos las m sumas parciales b; := a1 +- - -+ a;
para i € [m]. Si alguno de los b; es divisible por m el resultado se sigue. En caso contrario,
los posibles residuos r en la congruencia b; = r(mod m) son 1,2, ..., m — 1. Por tanto,
tenemos m enteros by, ..., by, ym — 1 residuos posibles 1,2, ..., m — 1. Asi, existen k,
distintos tales que by, = b;(mod m). Asumiendo sin pérdida de generalidad que | > k
tenemos que by — by, = ax+1 + - + a; y ya que by — by, = 0(mod m), el resultado se
sigue.

3.4. Ejercicios
1. Inclusion-Exclusion

(a) Pruebe que la siguiente identidad se satisface:

k!-S(n, k) = (:) k" — (’1“) (k—1)"+ (S) (k—=2)"—- - 4(=1)F (:) (k—k)".

(b) Seis parejas van a una fiesta y todas bailan cambiando de parejas. ;De cudntas
formas puedan bailar cambiando parejas de manera que a nadie le toca bailar
con su pareja real? ;De cudntas formas si al menos una de las parejas originales
quedan bailando?.

(c) Determine el nimero de enteros positivos n tales que 1 < n < 100 y n no es
divisible entre 2, 3 0 5.

2. Principio del palomar

(a) Tengo 10 pares de medias en mi cajon. ;Cudntas medias debo extraer como
minimo (si tengo la luz apagada) para garantizar que extraje un par?

(b) Sea G un grafo simple* con n vértices. Pruebe que existen dos vértices v y v de
G tales que u tiene el mismo grado de v. [El grado de un vértice es el nimero
de aristas que emanan de él].

(c) Se dibujan cinco puntos en un cuadrado 2 x 2. Pruebe que dos de los cinco
puntos estdn a una distancia menor o igual que v/2.

4. Nuameros de Catalan

Una de las razones por las cuales decidimos realizar el evento Dias de Combinatoria
(verhttp://dias2017.combinatoria.co/)es la versatilidad de la combinatoria
en diversas areas de la matematica. Esta diversidad hace que un conteo realizado desde
combinatoria enumerativa tenga relevancia en un problema topoldgico o algebraico, por
ejemplo. Esto es, el objeto que nos interese contar puede tener gran significado en un
problema especifico en otra drea. Luego, una sucesién como 1,1,2,3,5,8,... puede
significar una cosa para una topdloga, y otra cosa distinta para una algebrista. Existe una
sucesion particular en combinatoria que tiene, hasta el sol de hoy, méds de 200 interpre-
taciones diferentes. Esta sucesion es la sucesion de los niimeros de Catalan y es nuestro
foco en esta parte del manuscrito. Los nimeros de Catalan son probablemente los que

#Ver secci6n 5 para terminologfa.


http://dias2017.combinatoria.co/
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tienen la entrada mads larga en la OEIS (ver [3]). De éstas mas de 200 maneras de definir
los nimeros de Catalan, escogemos triangulaciones de poligonos para definirlos aqui. Una
triangulacion de un n-agono es una subdivision de éste en regiones triangulares insertando
diagonales que no se intersecten.

Ejemplo 11. Las 5 triangulaciones de un pentdgono se muestran en la Figura 3.

Figura 3. Triangulaciones de un pentdgono.

DECAVAPRS

Definicién 6. EI nimero de Catalan C,, es el niimero de triangulaciones de un (n + 2)-
dgono.

El Ejemplo 11 nos dice que el nimero de Catalan C's = 5. Los lectores pueden verificar
directamente que C; = 1, Cs = 2. Es un buen ejercicio calcular C,. Haciendo Cy = 1
tenemos la siguiente proposicion.

Proposicion 6. La sucesion Cy, C1,Cs, Cs, ... satisface, para n > 1, la siguiente recu-
rrencia:
Cn=CoCp1+C1Cy o+ -+ Cph2C1 + Cp1Co. (12)
Mas aun,
1 2n
C, = . 13
"on41 < n ) (13)

Prueba: Comencemos por probar la recurrencia (12). Para tal fin, dado un (n + 2)-dgono
P escogeremos uno de sus lados y lo llamaremos la base de P. Pensemos en los vértices
de P etiquetados de 1 hasta n + 2 en forma ciclica. Sin pérdida de generalidad asumamos
que los vértices n + 1 y n 4 2 forman la base.

Usando el principio de la suma y ya que k puede ser 1,6 2,6 ..., 6 n vemos que el
total de triangulaciones de P es CyC),—1 + C1Cp—o2 + - - - + C,,—1Cy.

Ahora procedemos a probar (13) usando la recurrencia (12). Sea C'(z) la funcién
generadora de los nimeros de Catalan. Esto es, C(z) = Cy + Cyz + Cox? 4+ Coad +---.
Usando operaciones en funciones generadoras tenemos que

[C(2)]? = C2 + (CoCy + C1Co)x + (CoCy + C1Cy + CoCo)a® + - - -
201+02$+031‘2-|—~--

en donde la segunda igualdad se deriva de la recurrencia que acabamos de probar. Manipu-
lando un poco mads esta ultima expresion tenemos que
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Para formar una triangulacién de P escoge- k
mos un vértice k para k € {1,2,... ,n}y

formamos un tridngulo con la base (ver Fi-

gura 4). El tridngulo asi formado divide el

(n + 2)-dgono en dos: el lado izquierdo del

tridngulo azul es un (k + 1)-dgono y el lado

derecho es un (n — k + 2)-dgono. El (k + 1)-

4gono puede ser triangulado en C,_; formas 1

y el (n — k + 2)-dgono puede ser triangulado

en C,_ formas. Esto dice que con el vértice n+2 n+1
k dado, hay Cy_1C),_ triangulaciones de
p Figura 4.
z[C(x)]? = C)-1
& 422[C(x))? = 420(x) — 4w
& [1-22C(2))? = 1—4x
& 1-220() = (1—4x)'/?

Esta dltima igualdad en realidad asume la escogencia de la raiz positiva de /[1 — 22C'(z)]?.
Es un ejercicio para los lectores convencerse de esta eleccion. Ahora, esta tltima identidad
la podemos reescribir como

1-22C(x) =) (122) (—4z)*. (14)

k>0

n+1

De la igualdad (14) extraemos el coeficiente de x en la serie de la izquierda y la

serie de la derecha, obteniendo

_90, = nlfl (_4>n+1
_ 022D 120
ey 8 1>2n(+1;+1 4
2ntl (n+1)!
S o T

Dado que 2"n! =2-4-6---2n, de esta dltima igualdad obtenemos:

13- (2n—1)2-4-6-2n

(n+ 1)n! n!
1 (2n)! 1 5,

n+1 nln! _n—|—1(”)

Cn =

concluyendo asf la prueba. O



Lecturas Matematicas, vol. 40 (2) (2019), pp. 117-147 141

Como lo mencionamos al comienzo de esta seccidn, existen mas de 200 interpretaciones
de los nimeros de Catalan. Hasta ahora s6lo hemos visto una de ellas. Ahora introduciremos
otra de sus muy famosas interpretaciones.

4.1. Caminos de Dyck

El conjunto de caminos reticulares de (0,0) a (n,n) usando pasos unitarios Norte o
Este, sin pasar por debajo de la diagonal y = x se conoce como los Caminos de Dyck D,,.
En la Figura S ilustramos los camino3 de Dyck Ds.

Figura 5. Caminos de Dyck Ds.

[T ATl HI H

Proposicion 7. El niimero de caminos de Dyck |D,,| coincide con el niimero de Catalan
Ch.

Demostracion. (esbozo) Recordemos que una forma de interpretar el coeficiente binomial
(‘Z) es como el conjunto de caminos reticulares con pasos N o E de forma que b de los a
pasos son N y los a — b restantes son E (o viceversa). Asi, (2:) es el nimero de caminos
reticulares de (0,0) a (n,n) usando n pasos N y n pasos E. Para calcular D,, queremos
extraer los caminos “malos" de todos los caminos contados por (2:); esto es, queremos
extraer aquellos que cruzan la diagonal. Mostraremos que el nimero de caminos malos es

(2")yp0r tanto
Dy = 2n 2n
" An n—1)

n—1
Para ver esto, mostraremos una biyeccion entre el conjunto de caminos malos y los
caminos reticulares de (0,0) a (n+1,n— 1) usando N o E, de los cuales sabemos que hay
(") = (,2")). Tustraremos esta biyeccién con un ejemplo especifico y dejaremos
a los lectores la prueba del caso general. Sea P = NNNEENEEE.ENNNEEN un
camino reticular de (0,0) a (8,8). En P hemos hemos puesto un punto para indicar la
primera vez que el camino cruza la diagonal®. Nétese que en el momento que se cruza
la diagonal, #FE’s = 1 + #N’s. Sea () el camino obtenido de P al intercambiar E’s
con N’s después del punto, y dejando los pasos antes del punto igual. Esto es, @ =
NNNEENEEE. NEEENNE. Vemos que de esta forma () es un camino reticular
de (0,0) a (n + 1,n — 1) pues ahora el nimero total de pasos E en () supera en 1 los
pasos N. Asi cada camino malo se vuelve, de forma dnica, un camino reticular de (0,0) a
(n+1,n—1). Este procedimiento es facilmente reversible (lo cual dejamos como ejercicio)

5 Animamos a los lectores a pintar el camino dado en una cuadricula 8 x 8.
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y nos dice que el nimero de caminos malos es igual al nimero de caminos reticulares de
(0,0)a(n+1,n—1). Asi,

D[ = (2n> < 2n > _ 1 <2n) _c,.
n n—1 n+1\n
O

Una de las ventajas de tener mas de una forma de pensar en una sucesién en com-
binatoria es que dependiendo del problema que tengamos en frente, una interpretacién
de la sucesién puede ser mas ventajosa que otra. En los ejercicios hemos incluido varias
de las interpretaciones de los nimero de Catalan. Aquellos con ganas de mds pueden
chequear [5].

4.2. Ejercicios

Para los ejercicios la y 1b se puede consultar [4, Capitulo 3] para la terminologia de
posets.

la. Caminos de Dyck D,,: Construya una estructura de poset D3 en los caminos de Dyck
D3 ilustrados en la Figura 5. ;Es el poset graduado?

1b. Sea P, el reticulo de raices de tipo A,,. Pruebe que J(P») tiene C3 elementos. (Es
J(P3) = Ds?.

Muestre que cada una de las familias de objetos dadas en los ejercicios 2 al 6 son
contadas por los nimeros de Catalan. [Ayuda: si la coleccién dada satisface la misma recurrencia
que los Ch, el problema estd resuelto. ]

2. Caminos de Dyck D,, -versién 2- Caminos de (0,0) a (2n,0) usando pasos (1,1) y
(1, —1), de forma que nunca se pasa debajo del eje =. Los caminos Dj se ilustran en
la Figura 6.

Figura 6. Caminos D3 version 2
[T 111
NN AN AN A

3. Paréntesis binarios A,,: ;|De cuantas formas podemos poner n pares de paréntesis de
forma “valida"?. Algo no vdlidoes ( ) ) () ( ya que el tercer paréntesis no se
puede emparejar con nadie. Por ejemplo, cuando n = 3 las posibilidades validas son

000 5 (DO 00) » (00) v (0) -
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4. Arboles planos binarios T},: Un drbol plano binario con 2n + 1 vértices es un grafo®
de forma que hay un vértice especial llamado raiz y a medida que se desciende de la
raiz “crecen" dos subvértices o ninguno. Los drboles planares binarios 75 se ilustran
en la Figura 7

Figura 7. Arboles en T

5. Emparejamientos no cruzados M,,: Un grupo de 2n personas estdn sentadas en una
mesa redonda. ; De cudntas formas pueden saludarse sin que sus manos se crucen?
Por ejemplo, los emparejamientos M3 son

eI IEN I

6. Sucesiones de longitud 2n formadas por (el mismo nimero de) 1’s y —1’s tales que
las sumas parciales son no negativas:

Por ejemplo, representando cada —1 con — tenemos que, cuando n = 3 las posibles
sucesiones son

1Ml——— , 11—-1——, 11—=1—, 1—-11——, 1—-1—1—

)

5. El polinomio cromatico

Terminaremos nuestra breve introduccién a la combinatoria enumerativa con una
mirada rdpida a coloraciones de grafos.

5.1. Grafos y coloraciones

Definicion 7. Un grafo simple G = (V, E) es un par donde V' es un conjunto finito y
EC (‘2/) es una coleccion cuyos elementos son pares de vértices. El conjunto V' son los
vértices de G y la coleccion E son las aristas de G.

En lo que sigue, la palabra grafo se referird a grafo simple. Dado un grafo G = (V, E)

(&
y dada una arista e = {u, v} € F, representaremos e graficamente como . omitiendo la
etiqueta de los vértices, pues serd claro en el contexto y, en realidad, el etiquetado de los
vértices nos es irrelevante en lo que queremos alcanzar.

Ejemplo 12. Veamos algunas de las familias de grafos mds comunes.

(1) El grafo nulo o grafo discreto D,, estd dado por D,, = ([n],0), esto es, Dy, consiste
de n vértices y ninguna arista. Por ejemplo, D3 = « «

Ver terminologfa en la seccién 5.
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(2) El grafo completo K, estd dado por K, = ([n], ([g])) Por ejemplo, K3 =

AN

(3) El grafo camino P, estd dado por P,, = ([n], E) donde E = {{i,i1+1}|i € [n—1]}.
Por ejemplo, P3 =

(4) El grafo ciclico C,, estd dado por C,, = ([n],E) donde E = {{i,i + 1}]i €

[n — 1]} U{n,1}. Por ejemplo, C3 = K3y Cy =

Si {u,v} € E decimos que u y v son adyacentes (o vecinos).

Los conteos que realizaremos en grafos estdn asociados a coloraciones de sus vértices.

Definicion 8. Dado un grafo G = (V, E) definimos una k-coloracién propia de G como
una funcion c 1 V- — [k] tal que si {u,v} € E entonces c(u) # c(v).

El estudio de coloraciones de grafos tiene vastas aplicaciones en el mundo real. Un
ejemplo sencillo es el de agendar eventos. Si se quiere organizar el horario de un semestre
se quiere hacer de forma que no haya conflicto entre las horas de las clases a tomar.
Podemos pensar en las clases a tomar como vértices de un grafo. Las aristas son, entonces,
pares de clases cuyo horario conflictda. Asi que una k-coloracion propia de este grafo serda
una forma de agendar todas las clases en una franja de k-horas (una clase por hora) de
modo que no haya conflicto de horario (ver ejercicio III(c)).

Ahora nos preguntamos, /cudntas k-coloraciones propias de un grafo G hay?. Clara-
mente, esta cantidad depende del grafo G y del niimero k de colores a nuestra disposicion.
Asi pues denotemos a este ndmero por fg (k).

Ejemplo 13. (I). Si G = D, entonces fg(k) = k- k---k = k™ pues cada vértice se
puede colorear de k formas de manera independiente, ya que D,, no tiene aristas.

(2). En el otro extremo, si G = K,, entonces fc(k) =k(k—1)(k—2)---(k —n+1).
Esto se debe a que todo par de vértices forma una arista. Luego, hay k formas de
colorear el primer vértice, k — 1 de colorear un segundo vértice, y asi sucesivamente.

Ahora que tenemos mejor entendimiento de f (k) queremos una forma de calcularlo
en general. Para esto, introducimos dos operaciones sobre grafos que nos ayudaran a
establecer una férmula de recurrencia para f (k).

Definicion 9. Sea G = (V, E) y sea e = {u,v} € E una arista de G.

(a) Eliminacion de e. La eliminacién de la arista e se define como el grafo G \ e obtenido
de G tras borrar e. Estoes, G \ e = ([n], E — e).

(b) Contraccion de e. La contraccién de la arista e se define como el grafo G/e obtenido
de G tras identificar los vértices u, v y borrando todo bucle o arista repetida que
pueda producirse. Nétese que el grafo G/e contiene un vértice menos que Gy su
conjunto de aristas también es menor.
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Ejemplo 14. Veamos estas operaciones aplicadas a K3 donde hemos dibujado con lineas
punteadas las aristas que debemos borrar después de la operacion realizada:

G\e Gle

Asi,G\e:L y G/e:/.

La ventaja de contraer o eliminar una arista es que el grafo resultante es menos complejo
que el grafo original ya que eliminar y contraer produce un grafo con menos arsitas que el
grafo G.

Proposicion 8. Sea G = ([n], E) y sea e = {u,v} una arista de G. El niimero de
k-coloraciones de G satisface la recurrencia

fG(k) = fG\e(k) - fG/e(k)‘

Mas aun, f(k) es un polinomio en k.

Prueba: Probaremos que fo (k) + fa/e(k) = fa\e(k). Para ver esto, nétese que toda
k-coloracién propia ¢ de G \ e es tal que c¢(u) = c¢(v) 6 c(u) # c(v). Si c¢(u) # c(v)
entonces la coloracién ¢ es tambien una k-coloracién propia de G. Si ¢(u) = ¢(v) entonces
c es una k-coloracion propia de G'/e. Asi, fa(k) + fa/e(k) = fe\e(k). Para ver que
fc (k) es un polinomio procedemos por induccién sobre | E|. El caso base |E| = 0 nos dice
que G = D,, para algiin n y ya vimos que en este caso fg(k) = k™. Ahora, supongamos
que el resultado es cierto para grafos con menos aristas que GG. Usando la recurrencia que
acabamos de probar, sabemos que fg (k) = fa\e(k) — fa/e(k).. Luego, por hipétesis de
induccién, tanto fc\.(k) como fg /. (k) son polinomios en k. Asi se sigue que fc (k) es
un polinomio. O

El polinomio f (k) se denomina el polinomio cromdtico de G. La idea de 1a recurrencia
de fc(k) es usarla en forma iterativa en el grafo G dado hasta llegar a obtener grafos
nulos.

Ejemplo 15. Continuando con el Ejemplo 14, aplicando eliminacion y contraccion a cada
uno de los grafos resultantes en cada paso, tenemos la Figura 8. Una vez finalizada la
recursion, esto es, una vez obtenemos grafos nulos, calculamos el polinomio cromdtico
del grafo original. Leyendo las hojas del drbol de recursiones de izquierda a derecha
obtenemos los polinomios cromdticos k3, k%, k?, k, k%, k, en ese orden. Asi, teniendo en
cuenta los signos de la recursion fa(k) = fe\.(k) — fa/e(k) tenemos que para el grafo
completo G = K3

folk) =k -k — k> +k -k +k =k — 3k + 2k = k(k — 1)(k — 2),

como esperdbamos.
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Figura 8. Recurrencia para calcular fg (k).

El problema de calcular el polinomio cromético de un grafo es, en general, un problema
de una complejidad computacional muy alta. Sin embrago, los ejercicios nos mostraran
muchas propiedades lindas de este polinomio, entre otras cosas.

5.2. Ejercicios

1. Para cada uno de los siguientes grafos calcule su polinomio cromatico.

(a) El grafo completo K,,.
(b) El grafo ciclico Cy.

(c) El camino P,.

(d) El grafo IS,

2. Sea G = ([n], E). Pruebe las siguientes propiedades de f¢ (k):

(a) El término constante de f¢ (k) siempre es 0.

(b) El coeficiente de & es no nulo si y sélo si G es conexo.

(c) El grado de fo(k) es n, el nimero de vértices de G.

(d) El coeficiente de k! es —m donde m = #F es el nimero de aristas de G.

3. Ejercicios adicionales.

(a) Un grafo conexo GG con n vértices es un drbol si G tiene n — 1 aristas. Pruebe
que si fg(k) = k(k — 1)" ! entonces G es un drbol.

(b) Muestre que el polinomio p(k) = k* — 4k + 3k? no es el polinomio cromatico
de ningun grafo.

(c) Pruebe que un grafo G con niimero cromadtico k tiene al menos (2) aristas.

(d) Queremos agendar 9 eventos a, b, ¢, d, e, f, g, h,i. Cada evento estd en conflicto
(en términos de hora) con el evento que lo sigue en la lista, y el evento ¢ estd en
conflicto con a. ;Cudntas horas debo disponer como minimo para agendar estos
9 eventos de forma que no haya conflicto?



Lecturas Matematicas, vol. 40 (2) (2019), pp. 117-147 147

6. Agradecimientos

Queremos agradecer a la/el arbitro por sus invaluables comentarios y sugerencias las
cuales han mejorado la narrativa de este manuscrito, el cual esperamos sea de utilidad para
muchos. También agradecemos a todos los que participaron de distintas maneras en el
evento Dias de Combinatoria 2017, sin quienes la creacion de estas notas no hubiera sido
posible.

Referencias

[1] F. Ardila, Enumerative Combinatorics, Lecture notes http://math.sfsu.edu
/federico/Clase/EC/ec.html (2013).

[2] R. Graham, D. Knuth, O. Patashnik, Concrete mathematics, Addison-Wesley (1994).

[3] The Online Encyclopedia of Integer Sequences https://oeis.org/search?
g=catalané&language=english&go=Search.

[4] R. Stanley, Enumerative Combinatorics I, 2nd ed., Cambridge University Press
(2011).

[5] R. Stanley, Catalan Numbers, Cambridge University Press (2015).

Recibido en enero 25 de 2018. Aceptado para publicacién en octubre 4 de 2019.

CAROLINA BENEDETTI VELASQUEZ
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE LOS ANDES

BOGOTA, COLOMBIA

e-mail: c.benedetti@uniandes.edu.co

NATALIA SAAVEDRA

DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DEL CAUCA

POPAYAN, COLOMBIA

e-mail: nsaavedra@unicauca.edu.co


http://math.sfsu.edu
/federico/Clase/EC/ec.html
https://oeis.org/search?
q=catalan&language=english&go=Search

	Funciones generadoras
	Combinatoria y series de potencia
	Ejercicios

	Bases de conteo
	Principios básicos de conteo
	Multiconjuntos y composiciones débiles
	Particiones de conjunto
	Particiones de un entero
	La travesía de las doce casas
	Ejercicios

	Contando de más
	Principio de Inclusión-Exclusión
	Desarreglos
	Principio del palomar
	Ejercicios

	Números de Catalan
	Caminos de Dyck
	Ejercicios

	El polinomio cromático
	Grafos y coloraciones
	Ejercicios

	Agradecimientos

